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Hydrostatik. 

Von  F.  Auerbach. 


Übersicht.  Die  Lehre  von  de&  Flüssigkeiten  heißt  Hydromechanik;  im 
weiteren  Sinne  umfaßt  sie  alle  Flüssigkeiten,  die  tropfbaren,  wie  die  gas- 
förmigen, im  engeren  Sinne  nur  die  tropfbaren,  und  es  wird  ihr  alsdann  die 
Aeromechanik  als  Lehre  von  den  Gasen  gegenübergestellt.  Die  tropfbaren 
Flüssigkeiten  haben  eine  sehr  geringe  Kompressibilität,  und  für  viele  Unter- 
suchungen wird  die  Abstraktion  gemacht,  sie  seien  überhaupt  inkompressibel, 
ihre  Dichte  also  unveränderlich.  Femer  haben  die  meisten  Flüssigkeiten  eine 
nur  geringe  Zähigkeit  oder  innere  Reibung,  und  wiederum  wird  zunächst 
zweckmäßig  angenommen,  die  Reibung  sei  überhaupt  null,  in  welchem  Falle  man 
von  idealen  Flüssigkeiten  redet.  Diese  so  begrenzte  Hydromechanik  zer- 
fällt nun  naturgemäß  in  zwei  Abschnitte:  die  Hydrostatik  oder  die  Lehre  vom 
Gleichgewicht,  und  die  Hydrodynamik  oder  die  Lehre  von  der  Bewegung  der 
Flüssigkeiten.  Die  Hydrostatik  ihrerseits,  der  der  vorliegende  Artikel  gewidmet 
ist,  soll  hier  in  vier  Kapitel  zerlegt  werden:  die  engere  Hydrostatik,  das  Schwimmen 
fester  Körper  in  oder  auf  Flüssigkeiten,  die  Lehre  vom  Glcichgev^icht  rotierender 
Flüssigkeitsmassen  und  die  Lehre  von  der  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten. 
Ausgeschlossen  und  besonderen  Artikeln  vorbehalten  bleiben  die  Erscheinungen 
der  inneren  Reibung,  der  Kapillarität  und  der  Diffusion  nebst  Absorption. 
Schließlich  ist  zu  bemerken,  daß  in  der  gewöhnlichen  Hydromechanik  die  Vor- 
stellung von  der  Kontinuität  der  Materie  zugrunde  gelegt  wird.  Die  molekulare 
oder  kinetische  Theorie  der  Flüssigkeiten,  namentlich  der  Lösungen,  schließt 
sich  so  eng  an  die  kinetische  Gastheorie  an,  daß  sie  von  dieser  nicht  getrennt 
werden  darf;  sie  gehört  in  die  Thermodynamik  bezw.  in  die  physikalische  Chemie. 


1.  Oleichgewicht  ruhender  ilüssigkeiten. 

Mathematische  Theorie  des  Oleichg^ewichts  der  Flüssigkeiten.  Diese 
Theorie  geht  aus  von  den  Gleichungen  der  allgemeinen  Mechanik,  indem  sie 
in  diese  zunächst  die  Verallgemeinerung  einführt,  daß  der  Körper  nicht  nur  als 
Ganzes,  sondern  daß  auch  seine  Teile  gegeneinander  den  Ort  ändern  können, 
und  indem  sie  dann  die  Spezialisierung  einführt,  daß  jene  relativen  Teilbewegungen 
in  der  für  die  tropfbaren  Flüssigkeiten  charakteristischen  Weise  erfolgen.  Das 
crstere  geschieht,  indem  zu  den  äußeren,  auf  die  Massenteile  der  Flüssigkeit 
wirkenden  Kräfte  die  auf  deren  Oberfläche,  aber  auch  auf  jedes  Flächen- 
teilchen im  Innern  wirkenden  Druckkräfte  hinzugefügt  werden,  das  letztere 
geschieht  dadurch,  daß  alle  diese  Druckkräfte  auf  einen  einzigen  von  Ort  zu 
Ort  variierenden,  aber  an  jedem  Ort  für  alle  Richtungen  gleichen  und  senkrechten 
Druck  reduziert  werden. 
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£s  seien  xyt  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  und  folglich, 
wenn  /  die  Zeit  ist,  d}x\dt^^  d^yjäl*,  d^zjdt^  die  Komponenten  seiner  Be- 
schleunigung; femer  seien  XVZ  die  Komponenten  der  äußeren,  auf  die  Massen- 
einheit der  Flüssigkeit  wirkenden  Kraft  und  folglich,  wenn  q  die  Dichte  und  dx 
ein  Volumenelement  der  Flüssigkeit  ist,  qXdv,  qVdv^  qZdv  die  Komponenten 
der  auf  das  Massenelement  wirkenden  Äußeren  Kraft;  endlich  seien  X^y^Z^  die 
Komponenten  der  auf  ein  Oberflächenelement  ds^  dessen  Normale  nach  innen 
die  Richtung  n  hat,  wirkenden  Druckkraft.  Das  D'AusMBSRTsche  Prinzip  (s.  Art 
„Dynamik**,  p.  324)  ist  dann  in  den  Gleichungen: 

JQ^^^-^j^Zdt+jz^ds     , 

die  schon  in  der  Elastizitätslehre  (p.  519)  aufgestellt  wurden,  ausgesprochen.  Die 
Größen  X^V^Z^  sind  zwar  Komponenten,  trotzdem  aber  wegen  des  Index  n 
noch  von  einer  veränderlichen  Richtung  abhängig,  und  dasselbe  gilt  von 
den  Flächenelementen  ds,  deren  jedem  eine  andere  Richtung  zukommt;  man 
muß  also  diese  Größen  durch  reine  Zahlengrößen  ersetzen,  ehe  man  mit  den 
Gleichungen  (i)  weiter  operieren  kann.  Dies  erreicht  man  auf  folgende  Weise. 
An  dem  Orte  xyx  denke  man  sich  drei  Flächenelemente,  deren  Normalen  die 
drei  Koordinatenachsen  sind;  in  Konsequenz  der  bisherigen  Bezeichnungen  sind 
die  Komponenten  der  auf  dieselben  wirkenden  Drucke  mit  X^  V^  Z^  für  das  erste, 
mit  X^F„Z^  für  das  zweite,  und  mit  X^F^Z,  für  das  dritte  Flächenelement  zu 
bezeichnen.  Es  lassen  sich  dann,  wie  eme  emfache  Betrachtung  lehrt,  die  auf 
das  beliebige  Flächenelement  mit  der  Normalenrichtung  n  wirkenden  Druck- 
komponenten durch  die  eben  eingeführten  ausdrücken,  und  zwar,  wenn  {nx)  der 
Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  JT- Achse  u.  s.  w.  ist,  durch  die  Gleichungen 

(  X^=  X^  cos  [n  x)  +  X^  cos  {ny)  +  X^  cos  (n  s)      , 

(2)        j  i;=i;cos(«^)  +  i;cos(«jf)  +  i'.cos(«^)    , 

1  Z^  =  Z^cos  [n  x)  +  Zy  cos  {ny)  +  Z^  cos  {n  z) 

Diese  Gleichungen  dienen  nicht  nur  zur  Fortschaffung  der  Größen  X^F^Z^, 
sondern,  vermöge  der  bekannten,  für  irgend  eine  Funktion  F  [x,  y,  z)  bestehenden 
Relation 

//■{.,,..)cos(«.)<Ä  =  -/-^-^Ä      , 

welche  man  auf  jede  der  neun  Größen  X^^  u.  s.  w.  anwenden  kann,  auch  zur 
Fortschaffung  der  Oberflächenintegrale  in  den  Gleichungen  (i).  Dieselben  ver- 
wandeln sich  dann  in  Gleichungen  zwischen  lauter  Raumintegralen,  die  für  die 
ganze  Flüssigkeit,  aber  auch  für  irgend  einen  Teil  derselben,  also  auch  für  das 
Raimielement  dt  Geltung  haben;  man  kann  folglich  die  Integrale  weglassen  und 
erhält  die  mit  den  Gleichungen  (61)  auf  p.  520  im  wesentichen  identischen 
Gleichimgen 


(3) 


^  dt*        ^  [dx^dy^dz] 

d*z  IdZ         dZ         dZ  \ 
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Hiermit  ist  die  Verallgemeinerung  der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen 
starrer  Körper  auf  beliebige  Körper  durchgeführt.  Nun  gehen  wir  an  die 
Spezialisierung,  und  zwar  einmal  fUr  Flüssigkeiten,  sodann  fQr  den  Zustand  des 
Gleichgewichts.  Bei  idealen  Flüssigkeiten  (s.  p.  499)  ist  der  Druck  überall  normal 
auf  der  gedrückten  Fläche;  ein  Flächenelement,  dessen  Normale  die  Richtung 
der  <^- Achse  hat,  erfährt  also  einen  Druck,  dessen  Richtung  ebenfalls  die  der 
JT- Achse  ist,  d.  h.  seine  beiden  anderen  Komponenten  F^  und  Z^  sind  null. 
Ebenso  ist  offenbar  -X^«  0,  Z  =  0  und  X^=i  0,  F^  —  O.  Femer  ist*  bei  idealen 
Flüssigkeiten  der  Druck  in  allen  Richtungen  der  gleiche;  es  ist  also  X^=s  K 
=  Z^=^p7  wenn  /  der  Druck  ist.  Endlich  sind  im  Zustand  des  Gleichgewichts 
die  Komponenten  der  Beschleunigung  gleich  null.  Somit  werden  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  einer  idealen  Flüssigkeit  folgende: 

(4)  z  =  if   .       r=lf   .      z=ii^    . 

q   dx  Q    ^y  Q    dz 

Diese  Gleichungen  zeichnen  sich,  zumal  da  ^  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten 
so  gut  wie  konstant  ist,  durch  große  Einfachheit  aus.  Auch  in  Worten  kann 
man  sie  sehr  einfach  aussprechen,  wenn  man  sich  rechts  den  Faktor  1/^  unter 
die  Differentiälquotienten  gebracht  denkt  und  sich  daran  erinnert,  daß  man, 
wenn  man  die  drei  Kraftkomponenten  aus  einer  und  derselben  Größe  durch 
Differentiation  nach  Xyy,z  ableiten  kann,  diese  Größe  das  Potential  nennt.  Man 
kann  dann  sagen:  Gleichgewicht  von  Flüssigkeiten  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Kräfte 
ein  Potential  17  haben,  und  es  besteht  dann  zwischen  ihm,  dem  Druck  imd  der 
Dichte  die  Beziehung  ü^^pji^  oder,  da  eine  Konstante /^  beliebig  hinzugefügt 
werden  kann: 

(5)  p^ru+p^    . 

Zu  den  für  die  ganze  Masse  der  Flüssigkeit  geltenden  Gleichungen  (4)  und  (5) 
treten  nun  noch  die  Grenzbedingungen,  welche  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
bezw.  in  den  Flächen,  in  denen  sie  an  Flüssigkeiten  oder  Gase  grenzt,  erfallt 
sein  müssen.  Sie  beschränken  sich  hier  auf  die  eine,  daß  der  Druck  stetig 
sein,  also  zu  beiden  Seiten  eines  Punktes  der  Grenze  denselben  Wert  haben 
muß.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  sich  der  Druck  auch  längs  der  Grenzfläche 
nicht  ändert;  denn  sonst  gelangte  man,  von  einem  die  Bedingung  erfüllenden 
Punkte  ausgehend,  vermöge  der  Gleichungen  dp^  =  ^^  du  und  dp^  =  q^  du  schon 
für  einen  benachbarten  Punkt  der  Grenzfläche  zu  beiderseits  verschiedenen  Drucken; 
es  muß  also  dp^  =  dp^^  0^  also  p  =  const  und  folglich  nach  Gleichung  (5)  auch 
ü  =  const  sein,  woraus  weiter  folgt,  daß  die  Kraft  überall  auf  der  Grenze  senkrecht 
steht.  Die  Flächen  gleichen  Druckes  und  gleichen  Potentials  heißen  Niveau- 
flächen; zu  denselben  gehört  hiemach  die  Oberfläche,  genauer  gesagt  die  freie 
Oberfläche  (im  Gegensatz  zu  der  Fläche,  in  der  die  Flüssigkeit  an  feste  Körper 
grenzt,  und  in  der  für  das  Gleichgewicht  eine  besondere  Bedingung  zu  er- 
füllen ist). 

Hydrostatischer  Druck.  Der  Ausgangspunkt  der  Hydrostatik  ist  die  Tat- 
sache, daß  in  idealen  Flüssigkeiten  alle  Vorgänge  auf  eine  einzige  Größe,  die 
man  schlechthin  den  Druck  nennen  kann,  zurückzuführen  sind,  und  daß  dieser 
Drack  sich  nach  allen  Richtungen  gleichmäßig  und  senkrecht  zu  den  Flächen, 
auf  die  er  wirkt,  fortpflanzt.  Von  den  zahlreichen  Beobachtungen  und  Experi- 
menten, welche  diese  Tatsache  darlegen,  genüge  es  hier,  eine  anzuführen.  Versieht 
man  eine  Spritze  mit  zahlreichen,  nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin 
verteilten  Öffnungen  und  läßt  das  Wasser  durch  alle  gleichzeitig  austreten,  so 
sieht  man  erstens,  daß  jeder  Strahl  zunächst  senkrecht  gegen  seine  Öffnung  aus- 
tritt (erst  später  nimmt  er  infolge  der  Wirkung  der  Schwere  eine  andere  Richtung 
ein)  und  zweitens,  daß  alle  Strahlen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  austreten. 


^yi^J^jA^jj^  Gleichgewicht  ruhender  Flüssigkeiten.  895 

In  allgemeinererweise  kann  man  die  Gleichheit  des  Druckes  folgender- 
maßen einsehen.  Ein  endlicher  Teil  der  Flüssigkeit,  z.  B.  ein  Würfel  oder  ein 
Tetraeder,  steht  unter  der  gleichzeitigen  Wirkung  äußerer  MassenkrSfte  und 
innerer  Drucke  auf  seine  sechs  bezw.  vier  Oberflächen;  die  Massenkräfte  sind 
mit  der  dritten,  die  Druckkräfte  mit  den  zweiten  Potenzen  der  Lineardimension 
proportional.  Läßt  man  nun  diese,  also  den  Körperteil,  immer  kleiner  werden, 
so  werden  die  Massenkräfte  in  höherem  Maße  kleiner,  als  die  Flächenkräfte, 
bei  unendlicher  Kleinheit  sind  also  jene  gegen  diese  zu  vernachlässigen.  £s 
müssen  also  die  Druckkräfte  unter  sich  im  Gleichgewicht  sein,  und  das  ist  nur 
möglich,  wenn  der  Mittelpunkt  des  kleinen  Würfels  oder  Tetraeders  von  allen 
Seiten  die  gleiche  Druckwirkung  erfährt.  Das  gilt  aber,  da  man  den  Würfel 
oder  das  Tetraeder  beliebig  gerichtet  wählen  kann,  für  alle  Richtungen  im  Räume. 

Die  Gleichheit  des  Druckes  bezieht  sich  natürlich  auf  gleich  große  Flächen, 
und  hieraus  folgt  ohne  weiteres,  daß  für  verschieden  große  Flächen  der  Druck 
proportional  der  Größe  dieser  Flächen  ist.  Dies  gilt  sowohl  von  dem  von  außen 
her  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten,  als  auch  von  dem  in  ihrem  Innern  fort- 
gepflanzten Drucke.  Wird  ersterer  etwa  durch  einen  Stempel  ausgeübt,  welcher 
mit  einer  Kraft  von  p  Kilo  in  die  Flüssigkeit  hin  eingedrückt  wird,  oder  wird  der 
Stempel,  der  an  sich  die  Flüssigkeit  nur  eben  berührt,  ohne  sie  zu  drücken,  mit 
Gewichtsstücken  im  Betrage  von  /  Kilo  belastet,  so  ist,  unter  /  die  Stempelfläche 
verstanden,  der  Druck  auf  die  Fläche  /  gleich  /,  derjenige  auf  die  Flächeneinheit 
gleich  ///  und  der  auf  irgend  eine  Fläche  F  wirkende  p*Fjf.  Gewöhnlich  hat 
man  Angaben  über  den  Druck  ohne  nähere  Bezeichnung  der  Druckfläche  ver- 
schieden zu  verstehen,  je  nachdem  es  sich  um  den  äußeren  Druck  oder  um  den 
inneren  Druck  handelt;  im  ersteren  Falle  ist  der  Druck  auf  die  gesamte  Druck- 
fläche gemeint,  im  letzteren  Falle  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit.  Zur  Ver- 
meidung von  Unklarheiten  ist  es  gut,  immer  dann,  wenn  Zweifel  obwalten  können, 
die  auf  die  ganze  Fläche  stattfindende  Wirkung  P  Druckkraft,  die  für  die 
Flächeneinheit  p  aber  Druck  (oder  jene  Gesamtdruck,  diese  Einheitsdruck)  zu 
nennen;  dimensional  ist  oflenbar 

(6)  [P]  =  //-2»,     ,  E/]  =  /-i/-a«     . 

Ein  Punkt  im  Innern  einer  Flüssigkeit  erfahrt,  auch  wenn  ein  künstlicher 
Druck  auf  die  letztere  von  außen  nicht  ausgeübt  wird,  doch  einen  natürlichen 
Druck  infolge  des  Gewichts  der  über  ihm  lastenden  Flüssigkeitssäule.  Für  den 
gesamten  Querschnitt  eines  zylindrischen  Gefäßes  z.  B.  ist  diese  Druckkraft 

(7)  P^^/hs      , 

WO  /  die  Fläche  des  Querschnittes,  h  die  Höhe  der  über  ihm  befindlichen 
Flüssigkeitssäule  und  s  deren  spezifisches  Gewicht  ist;  der  Druck  auf  die  Flächen- 
einheit wird  also 

(7a)  p=-Äs     . 

Man  nennt  ä,  also  den  durch  das  spezifische  Gewicht  dividierten  Drucke 
häufig  die  Druckhöhe. 

Wirkt  auf  die  Oberfläche  außerdem  noch  ein  künstlicher  Druck,  welcher 
für  die  Flächeneinheit  p^  beträgt,  so  wird,  in  Übereinstimmung  mit  (5)  (das 
Potential  U  der  Schwere  ist  einfach  die  Druckhöhe): 

(8)  P^Po+^'      • 

Am  Boden  eines  Teiches  z.  B.  wirkt  der  Atmosphärendruck  und  der  Schwere- 
druck der  Flüssigkeit;  ersterer  beträgt  1,038  kg /qcm,  letzterer  z.  B.  bei  6  m  Tiefe 
0,5kg/qcm,  der  Druck  p  auf  dem  Grunde  beträgt  also  1,583  kg/ qcm. 
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Diese  Formel  gilt  auch  für  ein  nichtzylindrisches  Gefäß,  wenn  unter  h  all- 
gemein die  Tiefe  der  betrachteten  Einheitsfläche  unter  der  Oberfläche  verstanden 
wird.  Für  eine  beliebige  Fläche  F  wird  dann,  wenn  ein  künstlicher  Druck  nicht 
ausgeübt  wird, 

P^Fhs      . 

Füllt  man  also  Gefäße  von  der  verschiedensten  Form  (gerader  oder  schiefer 
Zylinder,  nach  oben  sich  verjüngend  oder  erweiternd,  kugelförmig,  Schlangen- 
oder Spiralrohr  u.  s.  w.),  aber  der  gleichen  Bodenfläche  bis  zu  gleicher  Höhe  mit 
derselben  Flüssigkeit,  so  ist  der  Bodendruck  in  allen  der  nämliche  (Figur  303). 


Figur  303. 

Man  ersieht  hieraus,  daß  es  für  den  Bodendruck  auf  die  Menge  der  drückenden 
Flüssigkeit  nicht  ankommt.  Dieser  Satz  ist  schon  von  Pascal^  als  das  hydro- 
statische Paradoxon  ausgesprochen  worden.  Ist  z.  B.  die  Bodenfläche 
/'=  lOOqcm,  ^  =  20cm  und  die  Flüssigkeit  Wasser,  also  j=lg,  so  wird 
iP  =  2000  g  =  2  kg.  Man  kann  übrigens  auch  sagen:  Der  Druck,  den  der 
Boden  eines  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Gefäßes  auszuhalten  hat,  ist,  unabhängig 
von    der  Gestalt    des  Gefäßes,    gleich    dem   Gewicht   einer  vertikal  zylindrischen 

Flüssigkeitssäule,  deren  Basis  gleich 
der  Bodenfläche  und  deren  Höhe 
gleich  der  Tiefe  des  Bodens  unter 
dem  Flüssigkeitsspiegel  ist. 

Zur  experimentellen  Prüfung  dieses 
Satzes  sind  zuerst  von  Pascal,  später 
von  Masson  u.  A.  Apparate  kon- 
struiert worden,  welche  sämtlich  den 
Zweck  verfolgen,  den  Bodendruck 
durch  Gewichte  zu  äquilibrieren.  Bei 
dem  Masson  sehen  Apparat  (Fig.  304) 
z.  B.  besteht  der  Boden  aus  einer 
Glasplatte  MN,  welche,  mit  einem 
durch  das  Gefäß  geführten  Faden  T 
an  dem  Ende  des  einen  Wagen- 
balkens F  einer  Wage  aufgehängt, 
das  Gefäß  gerade  verschließt.  Wendet 
man  nun  verschieden  geformte  Ge- 
fäße A,  By  C,  deren  Bodenfläche  aber 
dieselbe  ist,  der  Reihe  nach  an,  so 
flndet  man,  daß  man  auf  die  andere 
Wagschale  in  allen  Fällen  das  gleiche 


Figur  304. 


Gewicht  auflegen  muß,  um  die  Platte  MN  eben  noch  am  Herabsinken  zu  ver- 
hindern. Bei  einem  anderen  Apparat  dieser  Art  wird  die  Bodenplatte  auf  das 
Ende  des  einen  Wagebalkens  aufgesetzt  und  dann  die  Gefäße  auf  sie  gestellt. 
Den  hiernach  bestehenden  charakteristischen  Unterschied  zwischen  festen 
und  flüssigen  Körpern  kann  man  sich  durch  das  folgende  interessante  Experiment 


^  Pascal,  Trait6  de  l'^quilibre  des  liqueurs  etc.  (Oeuvres  T.  III).  Paris  1662. 
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Figur  305. 


in  sehr  deutlicher  Weise  veranschaulichen.  Das  weite,  aber  in  einen  engen 
Zylinder  auslaufende  Gefilß  G  (Figur  305)  stelle  man  mittels  eines  Stativs  S  fest 
auf  und  schließe  es  unten  durch  den  beweglichen  Kolben  AT,  der  durch  den 
Faden  F  an  einer  Wage  aufgehängt  ist.  Füllt  man  nun  das  Gefäß  mit  Wasser, 
so  muß  man  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  auf  die  andere  Wagschale  sehr 
beträchtliche  Gewichte  legen;  läßt  man  aber  jetzt  die  Flüssigkeit  gefrieren,  so  daß 
sie  sich  von  den  Wänden  loslöst,  so  kann  man  den  größten  Teil  jener  Gewichte 
wieder  hinwegnehmen.  Und  zwar  ergeben  sich  die  Gewichte,  wenn  Q  und  q 
die  Querschnitte,  H  und  h  die 
Höhen  des  unteren  und  oberen 
Teiles  des  Gefäßes  sind,  im  ersten 
Falle  zu  ^(-äT  +  A),  im  letzteren  nur 
zu  Q H  +  qh,  dort  also  gleich  dem 
Gewicht  einer  Wassersäule  von  der 
Höhe  der  wirklichen,  aber  überall 
gleichen  Querschnitt  Q^  hier  gleich 
dem  wirklichen  Gewicht  des  auf  dem 
Kolben  lastenden  Eises. 

Es  möge  hier  bemerkt  werden, 
daß  man  in  diesem  und  anderen,  das 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten  be- 
treffenden Fällen  sich  in  sehr  einfacher  Weise  ein  Verständnis  der  Erscheinungen 
verschafft,  wenn  man  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  (s.  Artikel  „All- 
gemeine Mechanik")  zur  Anwendung  bringt 

Auf  dem  hydrostatischen  Paradoxon  beruht  eine  Reihe  praktischer  Apparate, 
bei  denen  Nutzen  davon  gezogen  wird,  daß  in  Flüssigkeiten  ein  Druck,  der  von 
einem  kleinen  Querschnitt  ausgeht,  auf  einen  größeren  Querschnitt  sich  gewisser- 
maßen in  vergrößertem  Maßstab  überträgt.  Hierher  gehört  z.  B.  die  RsALsche 
Extraktpresse  zum  Auslaugen  pflanzlicher  Stoffe  unter  starkem  Flüssigkeitsdruck. 

Oberflächengestalt.  Eine  Flüssigkeitsmasse  ist  entweder  überall  von  festen 
Wänden  eingeschlossen,  oder  sie  grenzt  teilweise  oder  ganz  an  andere  Flüssig- 
keiten oder  Gase,  z.  B.  an  Luft.  Man  nennt  diese  letzteren  Grenzen  freie  Ober- 
flächen, weil  die  Beweglichkeit  der  Grenzteilchen  hier  ungehindert  ist.  Soll  also 
Gleichgewicht  stattfinden,  so  müssen  die  verschiedenen  wirksamen  Kräfte  sich 
gegenseitig  aufheben.  Als  eine  dieser  Kräfte  hat  man  den  von  innen  her  fort- 
gepflanzten Druck  zu  betrachten;  er  steht  auf  der  Oberfläche  senkrecht.  Es  muß 
also  auch  die  Resultante  aller  äußeren  Kräfte  auf  der  Oberfläche  senkrecht  stehen, 
sonst  würde  eine  tangentiale  Kraft  übrig  bleiben,  und  es  müßte  eine  entsprechende 
Bewegung  eintreten.  Zwei  dieser  Kräfte,  die  Schwere  und  der  Druck  der  unter 
gewöhnlichen  Umständen  auf  der  Flüssigkeit  lastenden  Luftsäule,  wirken  vertikal 
nach  unten;  sind  sie  die  beiden  einzigen  wirkenden  Kräfte,  so  muß  also  die 
Oberfläche  eine  horizontale  Ebene  sein.  Zu  demselben  Resultat  kann  man  auch 
gelangen,  indem  man  von  der  anderen,  von  einer  freien  Oberfläche  zu  erfüllenden 
Bedingung,  nämlich  von  der  Gleichheit  des  Druckes  in  allen  ihren  Punkten  (s.  oben) 
ausgeht.  Wäre  diese  Gleichheit  nicht  vorhanden,  so  würden  ebenfalls  seitliche 
Bewegungen  die  notwendige  Folge  sein.  Soll  nun  p  =  const  sein,  so  muß  nach 
Gleichung  (8),  wenn  nur  die  Schwere  (oder  noch  andere  Vertikalkräfte)  wirkt,  für 
alle  Punkte  der  Oberfläche  h  =  const  sein,  d.  h.  die  Oberfläche  ist  eine  horizontale 
Ebene.  Flächen  gleichen  Druckes  nannten  wir  Niveau  flächen;  eine  dieser 
Niveauflächen  ist  die  Oberfläche,  die  übrigen  verlaufen  im  Innern  der  Flüssigkeit. 
Wirken  nun  Vertikalkräfte,  so  sind  alle  Niveauflächen  horizontale  Ebenen;  in  allen 
anderen  Fällen  haben  sie  eine  verwickeitere  Gestalt. 

Das  Gesagte  gilt  übrigens  nur  mit  zwei  Beschränkungen.  Einerseits  nur  für 
genügend  kleine  Dimensionen;  geht  man  zu  großen  über,  so  muß  man  an  die  Stelle 

WXNKKUtANK,    PhySllc.     9.  Aufl.     I.  5? 
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der  Schwere  die  Gravitation  setzen  und  erhält  dann  auf  Grund  der  Potentialtheorie 
den  Satz,  daß  die  Oberfläche  ruhender  gravitierender  Flüssigkeit  eine  Kugel  ist 
bezw.  ein  Stück  der  Kugelfiäche,  wenn  nur  zum  Teil  freie  Oberfläche  vorhanden 
ist  Ein  ruhender  flüssiger  Weltkörper  würde  also  Kugelgestalt  haben, 
annähernd  kugelige  Oberfläche  hat  das  Weltmeer  z.  B.  der  Erde.  Übrigens  kann 
man  die  sphärische  Gestalt  der  Flüssigkeiten  auch  künstlich  nachahmen  (s.  w.  u.). 
Andererseits  ist  auch  bei  mäßigen  Dimensionen  der  Flüssigkeit  die  Oberfläche  er- 
fahrungsgemäß niemals  in  allen  ihren  Teilen,  und  zuweilen,  nämlich  bei  sehr  ge- 
ringer Ausdehnung  dieser  Oberfläche,  in  keinem  ihrer  Teile  eine  horizontale  Ebene. 
Beispiele  bieten  die  Tropfen  und  die  Flüssigkeitssäulen  in  engen  Röhren.  Man 
muß  nach  dem  Obigen  zum  Verständnis  dieser  Erscheinung  eine  schief  gerichtete 
Kraft  annehmen,  welche  man  Kohäsions-  oder  Adhäsionskraft  oder  allgemein 
Kapillarität  nennt;  die  Erscheinungen  der  Kapillarität  bilden  eine  besondere  Klasse 
von  Erscheinungen  fttr  sich  (s.  d.). 

Die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  ist,  falls  letztere  sich  nicht  im  leeren 
Räume  befindet,  zugleich  die  Grenzfläche  zwischen  einer  Flüssigkeit  und  einem 
Gase  oder  zwischen  zwei  Flüssigkeiten;  auch  eine  solche  Grenzfläche  ist  hiemach 
stets  eine  Niveaufläche,  und  zwar,  wenn  nur  die  Schwere,  wirkt,  eine  horizontale 
Ebene.  Dabei  sind  noch  zwei  verschiedene  Gleichgewichtszustände  zu  unter- 
scheiden, nämlich  der  stabile,  bei  dem  die  schwere  Flüssigkeit  imterhalb  der 
leichteren  sich  befindet,  und  der  labile,  bei  dem  die  Anordnung  die  umgekehrte 
ist;  in  letzterem  Falle  genügt  die  leiseste  Störung  des  Gleichgewichts,  imi  die 
Anordnung  umzukehren  und  das  stabile  Gleichgewicht  herzustellen.  Übrigens  ist 
auch  die  stabile  Anordnung  an  die  Bedingung  geknüpft,  daß  sich. die  aneinander 
grenzenden  Flüssigkeiten  nicht  miteinander  zu  mischen  vermögen;  tun  sie  dies, 
so  tritt  erst  nach  vollständiger  Mischung  Gleichgewicht  ein.  Quecksilber,  Wasser 
und  öl  liefern  ein  Beispiel  für  die  geschichtete  Gleichgewichtsanordnung,  Wasser 
und  Alkohol  für  die  Mischung. 

Kommunizierende  Bohren.  Jede  Flüssigkeit  hat,  wenn  nur  Vertikalkräfte 
wirken,  nach  dem  Obigen  eine  horizontale  Ebene  zur  Oberfläche,  welches  auch 
die  Gestalt  des  Gefäßes,  in  dem  sie  sich  befindet,  sein  möge,  also  auch  dann, 
wenn  man  den  Zusammenhang  dieser  Oberfläche  durch  Eintauchen  fester  Körper 
oder  durch  die  Wahl  der  Gefäßform  teilweise  oder  völlig  unterbricht.  Letzteres 
tritt  insbesondere  ein,  wenn  das  Gefäß  eine  U- förmige  Gestalt  hat  oder  wenn 

man,  was  im  wesentlichen  auf  dasselbe 
hinauskommt,  zwei  vertikale  oder  geneigte 
Gefäße  oder  Röhren  beliebiger  Gestalt 
durch  eine  horizontale  Röhre  oder  durch 
Eintauchen  in  ein  größeres  Gefäß  ver- 
bindet Man  nennt  solche  Einrichtungen 
allgemein  kommunizierende  Röhren,  und 
es  folgt  aus  dem  Gesagten  unmittelbar, 
daß,  wenn  man  sie  über  das  Verbin- 
dungsstück hinaus  mit  Flüssigkeit  füllt,  die 
beiden  getrennten  alsdann  vorhandenen  Oberflächen  in  den  beiden  Schenkeln 
Teile  einer  und  derselben  horizontalen  Ebene  sind ;  dabei  können  diese  Schenkel 
jede  beliebige,  und  zwar  jeder  eine  andere  Gestalt  haben,  insbesondere  bei 
zylindrischer  Gestalt  eine  beliebige  und  verschiedene  Weite  (Figur  306).  Wie  man 
sieht,  unterscheidet  sich  ein  solcher  Apparat  bei  aller  Analogie  mit  einer  gleich- 
armigen Wage  doch  gerade  im  wesentlichen  von  ihr,  insofern  bei  der  Wage 
gleiche  Gewichte,  bei  den  kommunizierenden  Röhren  aber  gleiche,  auf  die  Flächen- 
einheit wirkende  Drucke  (in  diesem  Falle  also  gleiche  Druckhöhen),  also  oft 
sehr  ungleiche  Gewichte  sich  äquilibrieren;  die  Ursache  ist  eben  die  allseitige 
gleichförmige  Fortpflanzung  des  Druckes  in  Flüssigkeiten. 


Figur  306. 
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Hat  man  (Figur  307)  zwei  durch  verschiedene  Rohre  verbundene  Gefäße 
und  unten  eine,  darüber  eine  andere  (sich  mit  jener  nicht  mischende)  Flüssigkeit, 
so  liegen  alle  Trennungsflächen  ebenÜEills  in  gleichem  Niveau. 

Auch  wenn  man  in  den  Apparat  zwei  verschiedene,  sich  nicht  mischende 
Flüssigkeiten  füllt,  tritt  noch  Niveaugleichheit  in  beiden  Schenkeln  ein,  falls  man 
die  schwerere  Flüssigkeit  zuerst,  imd  zwar  nur  so  viel  von  ihr  eingießt,  daß  sie 
die  Verbindungsröhre  nur  teilweise  ausfüllt,  der  noch  zur  Verfügung  bleibende 
Füllraum  also  noch  immer  ein  einziger  zusammenhängender  Raum  ist;  die  zweite 
Flüssigkeit  wird  dann  den  Rest  des  Verbindungsstückes  füllen  und  sich  in  beiden 
Schenkeln  gleich  weit  erheben  (Figur  308  a).  Füllt  dagegen  die  erste  Flüssigkeit 
nicht  nur  das  Verbindungsstück  voll  aus,  sondern  reicht  sie  auch  noch  ein  wenig 

in  jeden  Schenkel  hinauf,  und  gießt  man  nun  eine 
spezifisch  leichtere  Flüssigkeit  in  einen  Schenkel 
nach,  so  wird  zwar  (Figur  308^)  die  schwere 
in  dem  anderen  Schenkel  aufsteigen  und  in  dem 
ersten  dem  zufolge  sinken,  aber  nur  so  weit,  bis 


Figur  307.  Figur  308. 

die  über  das  Niveau  a  b  emporragende  Säule  der  schwereren  Flüssigkeit  a  c  den- 
selben Einheitsdruck  ausübt,  wie  die  Säule  bd  der  leichteren  Flüssigkeit;  die 
Höhen  h^  und  h^  der  beiden  Säulen  werden  also,  wiederum  ganz  unabhängig 
vom  Querschnitt  der  Röhren,  den  spezifischen  Gewichten  der  Flüssigkeiten  s^ 
und  Jg  der  Flüssigkeiten  umgekehrt  proportional  sein,  in  Formel^ 

folglich 


h,:h. 


h'-'i 


Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  durch  Vergleichung  irgend  einer  Flüssig- 
keit mit  Wasser  deren  spezifisches  Gewicht  zu  bestimmen;  in  der  Tat  sind  zu 
diesem  Zwecke  verschiedene  einschlägige  Apparate  konstruiert  worden;  da  man 
aber  die  Höhen,  von  Flüssigkeitssäulen  bei  weitem  nicht  so  genau  messen  kann 
wie  Gewichte,  wird  die  Methode  nur  selten  benutzt  (s.  Art.  „Dichte",  p.  153  u.  f.).* 

Hydraulische  Presse.  Auf  der  Idee  der  kommunizierenden  Röhren  mit 
Schenkeln  von  sehr  ungleichem  Querschnitt,  also  in  letzter  Instanz  auf  der 
allseitigen  Ausbreitung  des  Druckes  beruht  die  schon  von  Pascal  ersonnene,  aber 
erst  1795  von  Bramah  technisch  brauchbar  gemachte  und  bald  darauf  von 
MoNTGOLFiER  in  Frankreich  und  Neubauer  in  Deutschland  verbesserte  hydrau- 
lische oder  Bramah  sehe  Presse,  welche  seitdem  infolge  der  kolossalen  Drucke, 
welche  sie  zu  erzeugen  imstande  ist,  einer  der  wichtigsten  Apparate  der  Technik 

^  Interessant,  aber  verwickelter  und  in  seinem  Verlauf  von  den  Verhältnissen  des  Apparats 
abhängig  ist  der  Grenzfall,  in  dem  die  schwerere  Flüssigkeit  gerade  die  Verbindungsröhre  aus- 
füllt, aber  nicht  in  die  vertikalen  Röhren  hinaufreicht.  —  2  Die  meisten  Erscheinungen  und 
Gesetze  der  kommunizierenden  Röhren  sind  schon  von  Stevin  und  Pascal  abgeleitet  worden. 
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geworden  ist  Ihre  wesentlichen  Teile  (Figur  309)  sind  folgende:  Die-  enge 
Röhre  B  ist  die  Druckröhre  einer  kleinen  Druckpumpe  (s.  „Pumpen"),  die  dazu 
dient,  die  Flüssigkeit  A^  meist  Wasser  oder  öl,  durch  das  Verbindungsstück  FE 
in  die  weite  Röhre  C  zu  pvunpen;  der  dieselbe  mittels  eines  Ledergtirtels  dicht 
verschließende  Kolben  und  folglich  auch  die  große  Endplatte  Z>,   die  er  trägt, 


Figur  309. 


erfährt  somit  einen  Druck,  der  in  demselben  Verhältnis  größer  ist,  als  der  auf  B 
ausgeübte,  in  welchem  der  Querschnitt  von  C  größer  ist  als  derjenige  von  B\ 
man  kann  ohne  Schwierigkeit  das  Querschnitts-,  also  Druckverhältnis  von  1:1000 
herstellen,  also,  wenn  man  überdies  an  dem  zehnmal  so  langen  Hebelarm  G 
angreift,  mit  einem  Aufwand  von  10  Kilo  einen  Druck  von  100000  Kilo,  mit 
Dampfbetrieb  aber  noch  viel  größere  Drucke  erzielen;  schon  mittels  Handbetrieb 
seitens  eines  Arbeiters  kann  man  z.  B.  starke,  auf,  D  gebrachte  Stämme  zerbrechen, 
aus  Früchten  den  Saft  austreiben  u.  s.  w.  Übrigens  kann  selbstverständlich 
bei  der  hydraulischen  Presse  ebensowenig  wie  bei  den  einfachen  Maschinen  der 
Mechanik  Arbeit  gewonnen  werden;  von  den  beiden  Faktoren,  deren  Produkt  die 

Arbeit  ist,  wird  zwar  der  eine,  der  Druck, 
stark  vervielfältigt,  aber  auf  Kosten  des  an- 
deren, der  durch  den  Druck  bewirkten  Ver- 
schiebung; der  von  dem  Hebelende  G  zurück- 
zulegende Gesamtweg  ist  in  demselben  starken 
Verhältnis  größer,  als  die  Hebung  der  Platte  D. 
Im  Gegenteil,  es  geht  sogar  bei  dieser  wie  bei 
jeder  Maschine  ein  Teil  der.  aufgewandten 
Arbeit  durch  Reibung  verloren,  und  auf  diesen 
Verlust  ist  bei  der  obigen  Druckberechnung 
Rücksicht  zu  nehmen. 

In  umgekehrter  Weise  kann  man  das  der 
hydraulischen  Presse  zugrunde  liegende  Prinzip 
anwenden,  um  große  Drucke  durch  verhältnis- 
mäßig niedrige  Quecksilbersäulen  zu  messen; 
man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  den  großen  Druck  auf  die  kleine  Stirnfläche 
eines  metallischen  Stempels  wirken  zu  lassen,  dessen  große  Endfläche  dann  den 
Druck  auf  das  Quecksilber  eines  weiten,  mit  einer  engen,  kalibrierten  Röhre 
kommunizierenden  Gefäßes  überträgt.  Ist  die  Endfläche  z.  B.  hundertmal  so  groß 
wie  die  Stirnfläche,  so  gibt  eine  Quecksilbersäule  von  76  cm  (siehe  Artikel  „Luft- 


Figur  310. 
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druck")  schon  eiaen  Druck  von  100  Atmosphären  an;  das  hiermit  angedeutete 
Prinzip  liegt  z.  B.  dem  Manometer  von  Desgoffe^  zugrunde. 

Stellt  man  in  einem  geschlossenen  Gefäß  mit  Ansätzen,  in  denen  Stempel 
sitzen  (Figur  310),  einen  hohen  Druck  her,  so  kann  man  auf  diese  Stempel  Arbeit 
leisten,  die  bei  vielen  modernen  Maschinen  als  hydraulischer  Druck  verwertet 
wird,  z.  B.  für  Aufzüge,  zum  öffnen  von  Scheusentoren,  zum  Richten  von  Ge- 
schützen u.  s.  w.  Dabei  wird  zwischen  die  primäre  Kraftmaschine  und  das  Objekt 
oft  noch  ein  Zwischenglied,  der  hydrostatische  Akkumulator,  eingeschaltet,  der  die 
Druckkraft  langsam  aufnimmt,  wozu  eine  relativ  kleine  Kraft  erforderlich  ist,  dann 
beliebig  lange  aufspeichert  und  schließlich  nach  Wunsch  rasch  und  intensiv  abgibt; 
zur  Erzeugung  des  Druckes  dient  meist  ein  Gewicht,  das  einen  Stempel  hinab- 
drückt Diesen  Akkumulatoren  sind  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  die  elektrischen 
nachgebildet  worden. 

Seitendrack.  Die  Größe  des  Druckes  auf  die  Seitenwände  eines  mit  Flüssig- 
keit gefüllten  Gefäßes  ergibt  sich  aus  der  gleichmäßigen  Fortpflanzimg  dieses 
Druckes  nach  allen  Seiten  ohne  Schwierigkeiten;  für  die  Rechnung  aber  kommt 
es  auf  die  Gestalt  und  Lage  der  Fläche  an.  Ist  die  Fläche  ein  ebenes  Rechteck 
und  vertikal  gestellt  (Figur  311),  so  erfährt  irgend 
einer  ihrer  Punkte  p  den  seiner  Horizontalschicht 
entsprechenden  Druck,  also,  wenn  nur  Flüssig- 
keitsdruck vorhanden  ist,  s  das  spezifische  Ge- 
wicht und  op  =  t  die  Tiefe  unter  der  Oberfläche 
ist,  den  Druck  s/.  Für  die  verschiedenen  Punkte 
der  Wand  (oder  vielmehr  ihres  Vertikalschnitts) 
kann  man  hiemach  den  Druck,  von  dem  kon- 
stanten Faktor  s  abgesehen,  darstellen,  indem  man  ^'^^  3"* 
in  irgend  einem  Punkte,  z.  B.  /,  die  horizontale 

Linie //'=/ö  zieht  und  durch  0  und/'  die  Linie  op' u'  legt;  der  Druck  im 
untersten  Punkte  u  der  Wand  ist  dann  beispielsweise  gleich  ««'.  Femer  gibt 
das  so  entstandene  Dreieck  ouu  durch  seine  Größe  den  Gesamtdmck  auf  die 
Wandlinie  ou  an;  derselbe  ist  also  für  Wasser  F=s^[oMf,  für  eine  andere 
Flüssigkeit  durch  Wiedereinführung  von  s:  P'  ^  \sj{ou)*.  Hieraus  erhält  man 
den  Dmck  auf  die  Wandfiäche  durch  Multiplikation  mit  deren  auf  der  Figurebene 

senkrechter  Breite  b,  also  wenn  ou  ^  a  gesetzt  wird,  P^  \a^b,  und  P  ^-~a^b^ 

oder  endlich,  wenn  die  Größe  der  Wandfiäche  0^  =/ eingeführt  wird, 

(9)  P'^\^a-f     , 

in  Worten:  der  Drack  auf  die  gesamte  Wandfiäche  ist  gleich  dem  Gewicht  einer 
Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  der  Größe  jener  Fläche,  und  deren 
Höhe  gleich  der  Tiefe  ihres  Mittelpunktes  imter  der  Oberfläche  ist.  Oder  auch: 
der  Drack  auf  die  Wand  ist  gerade  so  groß,  als  ob  die  ganze  Wand  horizontal 
im  Niveau  ihres  Mittelpimkts  läge.  Diese  Betrachtung  läßt  sich  in  drei  Richtungen 
mit  Leichtigkeit  verallgemeinern:  i.  braucht  es  sich  nicht  um  die  ganze  Wand- 
fiäche vom  Flüssigkeitsspiegel  bis  zum  Boden,  sondern  nur  um  einen  Streifen 
derselben  zwischen  zwei  Niveaus  zu  handeln;  2.  braucht  das  betrachtete  Wand- 
stück nicht  rechteckig,  also  von  konstanter  Breite  ^,  sondem  kann  z.  B.  dreieckig 
sein;  3.  braucht  die  Wand,  welcher  das  betrachtete  Stück  angehört,  keine  vertikale, 
sondem  kann  eine  geneigte  Ebene  sein,  Das  Ergebnis  der  Betrachtungen  bleibt 
ungeändert  dasselbe,  nur  muß  in  den  letzteren  Fällen  an  die  Stelle  des  Mittel- 
punkts der  Schwerpunkt  der  Fläche  gesetzt  werden. 


1  Siehe  A.  WOllker,  Lehrbuch  der  Physik.  4.  Aufl.  L  284. 
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Übrigens  darf  die  Rolle,  welche  hierbei  der  Mittelpunkt  bezw.  Schwerpunkt 
der  Wandfläche  spielt,  nicht  mißverstanden  werden.  Dieser  Punkt  dient  nämlich 
zwar  seiner  Lage  nach  zur  Berechnung  der  Größe  des  Gesamtdruckes,  ist  aber 
nicht  der  Angriffspunkt  desselben.  Da  nämlich  die  Drucke  auf  die  Flächenteile 
unterhalb  des  Schwerpunkts  größer  sind,  als  die  Drucke  auf  die  Teile  oberhalb 
desselben,  so  würde  die  im  Schwerpunkt  befestigte,  sonst  aber  beweglich  eingerichtete 
Wandfläche  unten  nach  auswärts,  also  oben  nach  innen  ausweichen;  der  Punkt, 
dessen  Befestigung  sie  ins  Gleichgewicht  bringt,  ist  also  ein  anderer.  Man  nennt 
ihn  den  Mittelpunkt  des  Druckes  oder  Druckzentrum  und  kann  ihn  nach 
den  Formeln  der  allgemeinen  Mechanik  ohne  weiteres  aus  der  Bedingung  be- 
stimmen, daß  die  Drehungsmomente  der  oberen  und  unteren  Drucke  gleich  sein 
müssen.  Er  liegt  natürlich  stets  tiefer  als  der  Schwerpunkt,  und  man  kann  sich 
seine  Lage  sehr  anschaulich  vergegenwärtigen,  wenn  man  sich  die  Wandfläche 
nicht  gleichförmig,  sondern  an  jeder  Stelle  in  einer  dem  dortigen  Druck  ent- 
sprechenden Stärke  mit  Masse  belegt  und  sich  dann  von  dieser  Fläche  den 
Schwerpunkt  denkt.  Konstruieren  kann  man  ihn  z.  B.  für  eine  vertikale,  recht- 
eckige Wand  wieder  mit  Hilfe  des  Dreiecks  ouu  (Figur  311),  und  zwar  einfach, 
indem  man  den  Schwerpunkt  desselben  m  aufsucht  und  m  n  horizontal  zieht. 
Man  findet  so,  daß  der  Mittelpunkt  des  Druckes  beim  vertikalen  Rechteck  in 
^/g  der  ganzen  Tiefe,  beim  Dreieck  mit  der  Basis  nach  unten  in  ^/^,  beim  Dreieck 
mit  der  Basis  nach  oben  in  ^\^  der  Tiefe  liegt.  Man  hat  diese  Verhältnisse  u.  a. 
bei  der  Anbringung  von  Stützreifen  an  Gefäßen  zu  berücksichtigen.  Femer 
ergibt  sich  hiernach  leicht,  durch  wie  gelegene  Horizontalen  man  die  Ebene  in 
Teile  gleicher  Druckkraft  zerlegen  muß;  beim  Rechteck  mit  der  oberen  Kante 
im  Spiegel  z.  B.  müssen  die  Tiefen  dieser  Grenzlinien  wie  die  Quadratwurzeln 
aus  den  ganzen  Zahlen  wachsen,  beim  Dreieck  mit  dem  Scheitel  im  Spiegel  und 
horizontaler  Basis  wie  die  Kubikwurzeln  u.  s.  w. 

Für  eine  beliebige  Ebene  seien  x^y  die  Koordinaten  eines  ihrer  Punkte  P 
in  bezug  auf  in  ihr  gelegene  Achsen,  AB  sei  die  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der 
freien  Oberfläche  und  w  der  Winkel,  den  das  vom  Anfangspunkt  auf  die  durch 
P  mit  AB  gezogene  Parallele  gefällte  Lot  mit  der  ^- Achse  bildet.  Dann  ist, 
wenn  r  der  Abstand  des  Anfangspunktes  von  AB  ist,  der  Abstand  zwischen 
P  imd  AB  gleich  r  —  jccos  w;  —  ysin  w,  und  folglich  werden  die  Koordinaten 
des  Druckzentrums,  wenn  dF  ein  Flächenelement  ist  und  über  die  ganze  ein- 
tauchende Fläche  integriert  wird: 

\x{f  —  X  cos  Zu  ■—  jv  sin  w)  dF  \y^  —  ^  cos  w  —  y  sin  zv)  dF 

(10)     l  =  'L- .     ,  =  ^L- 

\{^  ^  X COS  w  —  ysin  w) dF  \[r  --  x cos  ze;  —  ^^  sin  w) dF 

oder,    wenn    man    den  Anfangspunkt    in   den  Schwerpunkt,    die   Achsen   in   die 
Hauptträgheitsachsen  an  dieser  Stelle  legt,  einfacher: 


(") 


cos  w  f  sin  o)  r 


oder  schließlich  durch  Einführung  der  Trägheitsradien  a,  b\ 

(12)  §  = COS  Zu      ,  17= smw 

Somit   läßt   sich    die    Gleichung    der    Linie    AB^    die    eigentlich    die    Form 
X cos w+^'sinzü  —  r  =  0  hat,  in  die  neue  Form 

(.3)  ^  +  ^-1 
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bringen,  die  Linie  -4^  ist  also  die  Polare  von   —  ^,  —  ij  in  bezug  auf  die  Ellipse 


(14) 


6^ 


» 1 


d.  h.  S,  17  sind  die  sogen.  Antipole  der  Linie  ^^  in  bezug  auf  diese   Ellipse. 
In  dem  Spezialfall,  wo  die  or- Achse  horizontal  wird,  ist  w  =  90^,  und  es  wird: 


(15) 


r 


n — - 


der  Mittelpunkt  des  Druckes  liegt  also  auf  dem  durch  den  Schwerpunkt  2l\i(  AB 
gefällten  Lote. 

Als  Beispiel  kann  eine  Drei  eck  sfläche  dienen,  deren  Ecken  in  den 
beliebigen  Tiefen  fy  g^  h  liegen  und  deren  eine  Hauptträgheitsachse  horizontal 
läuft.     Hier  ergibt  sich  als  Tiefe  des  Schwerpunkts  unter  der  Oberfläche 

12 


(16) 


/+^  +  Ä 


and  als  Tiefe  des  Druckzentrums 


(17) 


r= 


4  f^-g-Vh 


Bei  Wänden  von  Wasserbecken  kombiniert  sich  der  Druck  des  eignen 
Gewichts  mit  dem  seitlichen  Wasserdruck  zu  einer  Resultante,  die  für  die  ver- 
schiedenen Horizontalschichten  verschiedene  Größe  und  Richtung  hat;  verfolgt 
man  diese  Richtung,  so  erhält  man  die  sogen.  Widerstandslinie,  die  im  einfachsten 
Falle  eine  Parabel  ist,  im  übrigen  aber  von  der  Form  der  Mauer  u.  s.  w.  abhängt; 
das  Nähere  gehört  in  die  technische  Hydrostatik. 

Verwickelter  ist  die  Berechnung  des  Druckes  von  Flüssigkeiten  auf  ge- 
krümmte Flächen.  Man  muß  dann  den  gegen  die  Fläche  normalen  Druck  in 
drei  aufeinander  rechtwinklige  Komponenten  zerlegen,  eine  vertikale  und  zwei 
horizontale.  Der  erstere  ergibt  sich  gleich  dem  Gewicht  der  Flüssigkeitssäule, 
welche  sich  über  der  krummen  Fläche  bis  zur  Oberfläche  der  Flüssigkeit  erhebt, 
dif  letzteren  sind  gleich  den  Drucken,  welche  die  Flüssigkeit  ausüben  würde 
auf  zwei  zueinander  senkrechte  Vertikalprojektionen  der  krummen  Fläche.  Es 
ist  aber  im  allgemeinen  unmöglich,  diese  Druckkomponenten  wieder  zu  einer 
einzigen  Kraft  vereinigt  darzustellen.  Möglich  ist  dies  nur  bei  gewissen  speziellen 
Klassen  von  Flächen;  zu  einer  derselben  gehört  z.  B.  die  Kegelfläche.  Bei  anders 
geformten  Gefäßen  von  krummer  Oberfläche,  z.  B.  bei  kugeligen,  muß  man  sich 
darauf  beschränken,  den  Vertikaldruck  und  den 
Horizontaldrack  je  für  sich  zu  betrachten. 

Übrigens  gibt  es,  was  sogleich  noch  näher 
verfolgt  werden  soll,  einen  Fall,  in  dem  immer 
eine  Resultante  existiert  und  in  höchst  einfacher 
Weise  angegeben  werden  kann:  der  Fall,  daß  die 
krumme  Fläche  geschlossen  ist,  also  einen  Raum 
mnschließt;  in  diesem  Falle  ist  die  Resultante 
einfach  der  hydrostatische  Auftrieb  (s.  w.  u.). 
Das  kann  man  nun  benutzen,  um  auch  den 
Druck  auf  ungeschlossene  Flächen  zu  ermitteln, 
und  zwar  durch  Difierenzbildung;  allerdings  nur 
für  den  Fall,  daß  der  Rand  der  krummen  Fläche  eine  ebene  Kurve  ist,  sich 
also  durch  eine  Ebene  schließen  läßt.  Dann  ist  nämlich  der  Druck  auf  die  offene 
Fläche  gleich  dem  Überschuß  des  Druckes  auf  die  geschlossene  Fläche  über 
den  Druck  auf  die  ergänzende  Ebene.      Ist  also  in  Figur  312    R  der  Auftrieb, 


Figur  312. 
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Q  der  Druck  auf  die  ergänzende  Ebene,  O  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Kräfte, 
Om  und  On  die  beiden  sie  repräsentierenden  Linien,  so  ist  Op  der  Druck  P 
der  Flüssigkeit  auf  die  offene  krumme  Fläche.  Ist  also  F  die  Größe  der  Ebene 
und  u  ihre  Neigung  gegen  den  Horizont,  /  die  Tiefe  des  Mittelpunktes  der 
Ebene  und  v  das  Volumen,  so  ist  der  in  Rede  stehende  Druck 


(i8)  i>=  jj/£;«  +  2z;i^/cos«  +  i^^/* 

und  seine  horizontale  und  vertikale  Komponente: 

(19)  P^ssj/'/sin«      ,  P^^s[Ftco%u-\-  V) 

In  den  Lehrbüchern  der  wissenschaftlichen  und  technischen  Hydrostatik 
(z.B.  in  dem  elementaren,  aber  reichhaltigen  Buche  von  Minchin,  Hydrostatics  u.s.w.) 
findet  man  zahlreiche  Ausrechnungen  für  den  Druck  auf  ebene  und  krumme 
Flächen  und  verwandte  Fälle. 

Neuere  Theorien.  Die  Grundlagen  und  die  Theorie  der  Hydrostatik  bietet 
verhältnismäßig  wenig  Anlaß  zur  Kritik;  immerhin  sind  von  den  Versuchen  in 
dieser  Richtung  wenigstens  zwei  zu  erwähnen.  Erstens  die  von  Büttner  ^  wieder 
aufgenommene  Theorie  von  Green,  die  sich  an  seine  Potentialtheorie  anschließt, 
die  Flüssigkeiten  dem  elektrischen  Fluidum  vergleicht  und  für  die  Verallgemeinerung 
der  Theorie  der  Femwirkungen  von  Interesse  ist.  Büttner  hat  die  seinerzeit 
wenig  beachtete  Green  sehe  Theorie  übersichtlicher  dargestellt  und  da,  wo  sie 
Lücken  aufwies,  ergänzt;  bemerkt  sei,  daß  die  umgekehrte  Potenz  der  Entfernung, 
die  für  die  Wirkung  maßgebend  sein  soll,  zunächst  unbestimmt  gelassen  wird, 
schließlich  aber,  damit  die  Wirkung  überall  endlich  bleibe,  auf  einen  Wert  kleiner 
als  3  beschränkt  werden  muß.  —  Zweitens  die  thermodynamische  Theorie 
von  Duhem,  die  im  Zusammenhang  mit  seinen  übrigen  thermodynamischen 
Theorien  betrachtet  werden  muß,  hier  also  nur  erwähnt  werden  kann.  In  der 
ersten  der  bezüglichen  Abhandlungen  wird  zunächst  die  gewöhnliche  Grund- 
legung der  Hydrostatik  geklärt  und  verfeinert,  namentlich  wird  zwischen  reversiblen 
und  nicht  reversiblen  virtuellen  Verrückungen  unterschieden.  In  der  zweiten 
Abhandlung  wird  das  thermodynamische  Potential  eingeführt  und  der  hydro- 
statische Druck  zu  ihm  in  Beziehung  gesetzt;  es  erhält  dann  zwei  Glieder,  deren 
erstes  von  den  Eigenschaften  eines  einzelnen  Flüssigkeitselements,  deren  zweites 
von  der  Wechselwirkung  zweier  solcher  abhängt,  deren  erstes  für  die  meisten 
hydrostatischen  Erscheinungen,  deren  zweites  z.  B.  für  die  Figur  der  Planeten 
entscheidend  ist;  ein  drittes  Glied  bezieht  sich  auf  Dichteänderungen  und  kommt 
daher  für  die  Lehre  von  den  inkompressiblen  Flüssigkeiten  nicht  in  Betracht. 
Eine  dritte,  besonders  reichhaltige  Arbeit  stellt  das  Gleichgewichtskriterium  in  der 
Form  des  Minimums  der  Summe  von  Nutzenergie  und  äußerer  Kräftefunktion 
auf  und  wendet  das  besonders  auf  die  Fälle  der  isothermen  und  der  entropischen 
Flüssigkeit  an.  Endlich  sei  noch  die  neueste  Abhandlung  erwähnt,  in  der  die 
LiAPUNOW-HADAMARDsche  Methode  zur  Ermittelung  der  Stabilitätsbedingungen 
auf  flüssige  Systeme  angewandt  wird;  jedoch  lassen  sich  fürs  erste  nur  gewisse 
spezielle  Sätze  aufstellen;  die  Angabe  der  zugleich  hinreichenden  und  notwendigen 
Bedingungen  für  die  Stabilität  muß  der  Zukunft  vorbehalten  bleiben.^ 

Weitere  Probleme  zur  Hydrostatik.  Von  sonstigen  Spezialuntersuchungen 
seien  hier  noch  zwei  Klassen  erwähnt:  Erstens  die  Betrachtungen  und  Experimente, 
die  zeigen  sollen,  daß  in  Flüssigkeiten  nicht  nur  positiver,  sondern  unter  be- 
sonderen Umständen  auch  negativer  Druck,  also  kurz  gesagt,  Zug  existieren 


1  G.  Green,  Über  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  von  Flüssigkeiten,  ähnlich  dem  elektri- 
schen Fluidum  (London  1832).  —  F.  Büttner,  Studien  über  die  Green  sehe  Abhandlung  u,  s.  w. 
(Preisschrift.)  Leipzig  1900.  —  2  p.  Dühem,  Facultfe  de  Toulouse  4.  1891;  Ann.  Ecole  sup. 
norm.  1893.  P«  ^^31  Journ.  de  math.  (5)  9.  233.  1903;  C.  R.  135,  1290.  1902. 
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könne,  und  daß  die  Flüssigkeit  ihn  bis  zu  einem  gewissen*  Grade  aushalte,  ohne 
zu  zerreißen.  In  der  HydrodjTiamik  wird  diese  Frage  eine  wichtige  Rolle  spielen 
(s.  Artikel  ,, Ausfluß  und  Strahlbildung*');  hier  sind  aber  die  dort  entscheidenden 
Geschwindigkeiten  der  Teilchen  nicht  vorhanden,  und  die  Sache  liegt  ganz  anders. 
£s  sei  daher  nur  auf  einige  einschlägige  neuere  Arbeiten  hingewiesen,  nämlich 
die  von  Van  der  Mensbrügghe,  Steinbrinck,  Leduc  und  Sacerdote.^  Bei 
Van  der  Mensbrügghe  wird  ein  U-Rohr  mit  seitlich  ausgezogenen  Schenkeln, 
einem  langen  und  einem  kurzen,  benutzt,  der  lange  wird  mit  ausgekochtem 
Wasser,  der  kurze  mit  Quecksilber  gefüllt;  in  umgekehrter  Lage  hält  alsdann  die 
kurze  Quecksilbersäule  der  langen  Wassersäule  das  Gleichgewicht,  auch  wenn  die 
unteren  Mündungen  nicht  mehr  eintauchen  imd  auch  dann  noch,  wenn  die  um- 
gebende Luft  verdünnt  wird.  Steinbrinck  hat  einem  solchen  „Vakuumheber** 
verschiedene  Schenkelweiten  gegeben  und  analoge  Resultate  erhalten.  Bei  Leduc 
und  Sacerdote  handelt  es  sich  um  eine  kapillar  gehobene  Wassersäule,  die  in 
der  Atmosphäre  von  unten,  nach  erfolgter  Auspumpung  aber  von  oben  getragen 
wird.  —  Zweitens  Versuche  über  den  Einfluß  suspendierter  Teilchen  auf 
den  Auftrieb;  es  muß  deswegen  aber  auf  die  Arbeiten  von  Ramsay  und  v.  Plessen  * 
verwiesen  werden. 


2.  Das  Schwimmen  der  Körper. 

Das  Schwimmen  der  Körper.  Irgend  eine  horizontale  Fläche  in  einer 
ruhenden  Flüssigkeit  befindet  sich  im  Gleichgewicht,  weil  auf  ihre  obere  und 
untere  Seite  gleiche  und  entgegengesetzte  Drucke  wirken..  Dasselbe  wird  also 
auch  von  einer  horizontal  in  der  Flüssigkeit  schwimmenden  Platte  gelten,  falls 
von  deren  eigenem  Gewicht  abgesehen  wird  (Figur  3130).  Daß  der  Druck  auf 
die  untere  Fläche,  dank  der  allseitigen  Ausbrei- 
tung des  Flüssigkeitsdrucks,  wirklich  existiert,  zeigt 
ein  einfacher  Versuch  (Figur  3 1 3  3),  bei  dem 
man  eine  unten  abgeschliffene  Glasröhre  unten 
durch  eine  Metallplalte  schließt,  die  man  an  einem 
durch  die  Röhre  hindurchgesteckten  Faden  oben 
hält;  taucht  man  diese  ganze  Vorrichtung  in  eine 
Flüssigkeit,  so  daß  der  obere  Röhrenrand  noch 
etwas  herausragt  und  läßt  man,  die  Röhre  fest- 
haltend, den  Faden  los,  so  sinkt  die  Platte  trotzdem 
nicht  herunter.  Ein  in  eine  Flüssigkeit  vollständig 
eingetauchter  Körper  erfährt  von  allen  Seiten  her 
Flüssigkeitsdruck,  und  dieser  Druck  steht  in  jedem 
Punkte  seiner  Oberfläche  auf  dieser  senkrecht  Da  die  Oberfläche  im  allgemeinen 
gekrümmt  ist,  muß  man  sich  darauf  beschränken,  die  horizontalen  und  die  vertikalen 
Druckkomponenten  für  sich  zu  betrachten.  Die  ersteren  sind,  wie  angeführt 
wurde,  so  groß,  als  ob  sie  auf  die  Vertikalprojektion  der  Oberflächen  teile  des 
Körpers  wirkten;  bei  einer  geschlossenen  Oberfläche,  wie  sie  ein  völlig  unter- 
getauchter Körper  besitzt,  gelangt  man  durch  diese  Projektion  für  irgend  eine 
beliebige  horizontale  Druckrichtung  zu  zwei  gegenüberliegenden  Vertikalebenen 
von  gleicher  Lage  und  gleicher  Größe,  so  daß  die  beiden  auf  sie  wirkenden 
Drucke  sich  aufheben.    Da  dies  für  alle  horizontalen  Richtungen  gilt,  erhält  man 


Figur  313. 


^  G.  VAN  DER  Mensbrügghe,  Bull.  Acad.  Belg.  (3)  25.  733.  1893;  38.  558.  1899.  — 
C.  Steinbrinck,  Ztschr.  f  phys.  Unt.  18.  285.  1905.  —  Leduc  u.  Sacerdote,  Soc.  fran<;. 
de  Phys.  1902.  Nr.  180.  —  *  k.  v.  Plessen,  Inaug.-Diss.  Greifswald  1901.  —  \V.  Ramsay, 
Arch.  N66erl.  (2)  6.  349.  1901.  —  Bei  der  Revision  erhalte  ich  noch  eine  die  Frage  im 
wesentlichen  entscheidende  Arbeit  von  B.  Löffler,  Ann.  d.  Phys.  23.  51;.   1907. 
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den  Satz:   Ein   in   ei^e   Flüssigkeit  getauchter  Körper  erfährt   durch   den  Druck 
derselben  nach  keiner  seitlichen  Richtung  einen  Antrieb. 

Anders  verhält  es  sich  hinsichtlich  des  Vertikaldruckes.  Denkt  man  sich 
den  untergetauchten  Körper  in  lauter  vertikale  Parallelepipeda  von  sehr  kleinem 
Querschnitt  geteilt  (Figur  3 1 4),  und  betrachtet  man  eines 
derselben  AB,  so  findet  man  den  Vertikaldruck  auf  das- 
selbe, indem  man  von  dem  auf  B  nach  oben  wirkenden 
Drucke  den  auf  A  nach  unten  wirkenden  Druck,  also 
vom  Gewicht  einer  Flüssigkeitssäule  gleich  OB  das  einer 
solchen  gleich  OA  abzieht;  die  Diflferenz,  der  sogen. 
Auftrieb,  ist  also  gleich  dem  Gewicht  einer  Flüssigkeits- 
säule vom  Volumen  des  Parallelepipedons  AB,  Verfährt 
man  ebenso  für  alle  anderen  Parallelepipeda  des  Körpers, 
Figur  314.  so  gelangt  man  zu  dem  Satze:  Jeder  Körper  verliert,  in 

Flüssigkeit  getaucht,  durch  den  Auftrieb  so  viel  an  Ge- 
wicht, als  die  verdrängte  Flüssigkeit  wiegt.  Dieser  Satz  ist  schon  von  Archimedes 
aus  Anlaß  der  Aufgabe,  die  Echtheit  einer  goldenen  Krone  zu  prüfen,  gefunden 
worden  und  heißt  nach  ihm  das  Archimedische  Prinzip. 

Experimentell  kann  man  sich  von  der  Gültigkeit  des  azchimedischen  PiinzipB 
durch  folgenden  Versuch,  überzeugen:  An  den  einen  Balken  einer  Wage  hängt 
man  einen  Hohlzylinder,  an  diesen  wiederum  einen  Vollzylinder,  welcher  gerade 
in  die  Höhlung  des  ersteren  passen  würde  und  stellt  durch  Auflegen  von  Ge- 
wichten auf  die  an  dem  anderen  Wagebalken  hängende  Schale  das  Gleichgewicht 
her.  Taucht  man  nun  den  Vollzylinder  in  eine  Flüssigkeit,  so  ist  das  Gleichgewicht 
gestört,  und  man  muß,  um  es  wieder  herzustellen,  den  Hohlzylinder  mit  der 
Flüssigkeit  gerade  füllen. 

Wenn  ein  Körper  in  einer  Flüssigkeit  einen  Gewichtsverlust  erleidet,  so 
wird  man  sich  naturgemäß  die  Frage  vorlegen,  wo  dieses  Gewicht  hingekommen 
und  wo  es  wieder  aufzufinden  ist.  Die  Frage  ist  sehr  einfach  dahin  zu  beantworten, 
daß  die  Flüssigkeit,  wie  sie  vor  dem  Eintauchen  des  Körpers  das  Gewicht  der 
früher  seinen  Raum  einnehmenden  Flüssigkeitsmenge  trug,  sie  jetzt  einen  Teil 
des  Körpergewichts  trägt,  und  zwar  gerade  einen  Teil  gleich  dem  Gewichts- 
verlust. Um  denselben  Betrag,  um  den  der  Körper  leichter,  muß  also  die 
Flüssigkeit  schwerer  geworden  sein.  Um  dies  ebenfalls  zu  zeigen,  stellt  man  das 
gefüllte  Gefäß,  in  welches  man  vorhin  den  Vollzylinder  eintauchte,  auf  eine  an 
den  Wagebalken  angehängte  Schale  und  äquilibriert  es  durch  Gewichte  auf  der 
anderen  Schale.  Hält  man  jetzt  mittels  der  Hand  oder  mittels  eines  Stativs 
den  Hohlzylinder  mit  dem  daran  hängenden  Vollzylinder  über  das  Gefäß  und 
senkt  es,  bis  letzterer  ganz  eintaucht,  so  ist  das  Gleichgewicht  gestört  und  erst 
wieder  hergestellt,  wenn  man  so  viel  Flüssigkeit  aus  dem  Gefäß  geschöpft  hat, 
daß  es,  in  den  Hohlzylinder  gegossen,  diesen  gerade  ausfüllt.  Es  verhält  sich 
hier  ganz  ähnlich  wie  in  dem  Falle  zweier  Menschen,  welche  zusammen  einen 
schweren  Köper  halten,  und  von  denen  einer  auf  einer  Wage  steht;  um  den- 
jenigen Teil  des  Gewichts  des  Körpers,  den  er  trägt,  ist  er  schwerer  als  sonst. ^ 
Daß  der  Auftrieb  ausbleibt,  wenn  dafür  gesorgt  wird,  daß  die  Flüssigkeit 
auf  die  unteren  Oberflächenteile  des  Körpers  nicht  drücken  kann,  hat  Spiess^ 
durch  einen  besonderen  Versuch  gezeigt. 

Das  Verhältnis  des  Gewichts  eines  Körpers  zu  seinem  Gewichtsverlust  in 
Wasser  ist  ofl'enbar   das  spezifische  Gewicht  des  Körpers.     Hierauf  beruhen 


^  Der  die  Umkehrung  des  archimedischen  Prinzips  darstellende  Versuch  ist  wohl  zuerst 
von  Stevin  (um  1600)  angestellt  worden.  Vgl.  auch  E.  Mach,  Die  Mechanik,  p.  98  und 
H.  C.  Müller,  Ztschr.  f.  phys.  Unt.  3.  233.  1886.  —  2  p.  Spiess,  Ztschr.  f.  phys.  Unt.  18. 
348.   1905. 
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einige  der  wichtigsten  Methoden  zur  Bestimmung  des  spezifischen  Gewichts  fester 
Körper.  Femer  ist  das  Verhältnis  des  Gewichtsverlusts  eines  Körpers  in  einer 
bestimmten  Flüssigkeit  zu  seinem  Gewichtsverlust  in  Wasser  gleich  dem  spezi- 
fischen Gewicht  jener  Flüssigkeit.  Dieser  Satz  dient  in  ähnlicher  Weise  zur  Er- 
mittelung des  spezifischen  Gewichts  von  Flüssigkeiten  (s.  Art,  „Dichte").  Anderer- 
seits kann  man  die  Gewichtszunahme  der  einen  Körper  tragenden  Flüssigkeit 
praktisch  anwenden,  imd  zwar  entweder  zur  Volumenbestimmung  oder  zum 
Wägen  ohne  Gewichte.  Im  ersteren  Falle  äquilibriert  man  das  Gefäß  mit 
Wasser,  taucht  dann  den  an  einem  Stativ  hängenden  Körper,  dessen  Volumen  zu 
bestimmen  ist,  hinein  und  fügt  auf  der  anderen  Seite  die  nötigen  Gewichte  hinzu; 
soviel  Gramme  dies  sind,  soviel  Kubikzentimeter  mißt  der  Körper  (falls  die 
Wassertemperatur  4^  C  beträgt;  sonst  ist  eine  Korrektion  anzubringen).  Im 
zweiten  Falle  äquilibriert  man  zunächst  das  Gefäß  mit  Wasser  durch  Schrotkömer 
oder  dergleichen,  legt  dann  zu  diesen  den  zu  wägenden  Körper  und  senkt  nun 
einen  an  einem  Stativ  befestigten  dicken  Stab,  der  mit  einer  Volumenteilung  ver- 
sehen ist,  soweit  in  die  Flüssigkeit  hinab,  bis  das  Gleichgewicht  wieder  hergestellt 
ist;  soviel  Kubikzentimeter  eintauchen,  soviel  Gramme  (eventuell  mit  der  obigen 
Korrektion)  wiegt  der  Körper  (s.  auch  Art.  „Messung  von  Massen  und  Kräften"). 

Hinsichtlich  des  Verhältnisses  eines  festen  Körpers  zu  der  Flüssigkeit,  in 
welche  man  ihn  bringt,  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  seine 
Dichte  größer,  ebenso  groß  oder  kleiner  als  die  Dichte  der  Flüssigkeit  ist,  je 
nachdem  also  sein  Gewicht  größer,  ebenso  groß  oder  kleiner  ist  als  das  der 
verdrängten  Flüssigkeit  ist.  Im  ersten  Falle  überwiegt  die  Schwere  den  Auftrieb 
und  der  Körper  sinkt  unter,  bis  er  den  Boden  erreicht,  im  zweiten  Falle  heben 
sich  Schwere  und  Auftrieb  auf,  und  der  Körper  ist  in  jedem  beliebigen  Niveau 
im  Gleichgewicht,  er  schwebt  in  der  Flüssigkeit;  im  dritten  Falle  endlich  steigt 
er  infolge  überwiegenden  Auftriebs  in  die  Höhe,  bis  er  auf  der  Flüssigkeit 
schwimmt. 

Der  erste  dieser  Fälle  bietet  keine  Besonderheiten  dar. 

Der  zweite  Fall,  das  Schweben  eines  festen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit, 
läßt  sich  mit  efaifachen  Körpern,  z.  B.  von  Holz,  nur  mit  einiger  Mühe  verwirk- 
lichen, weil  bei  dem  geringsten  Unterschied  der  Dichten  der  Körper,  wenn  auch 
äußerst  langsam,  steigt  oder  fällt.  Man  muß  daher  entweder  den  schwimmenden 
festen  Körper  oder  die  Schwimmflüssigkeit  durch  Mischung  zweier  verschieden 
spezifisch  schwerer  Stoffe  herstellen.  Ein  Beispiel  für  ersteres  ist  eine  Mischung 
von  1  Teil  Zinnober  auf  225  Teile  weißes  Wachs,  welche  in  Wasser  schwebt;  Bei- 
spiele für  letzteres  sind  Salzlösungen,  die  man  stets  so  herstellen  kann,  daß  Körper 
(z.  B.  Eier),  die  in  Wasser  untersinken,  in  der  gesättigten  Lösung  auftauchen,  in 
der  Mischung  gerade  schweben;  femer  eine  Mischung  von  Wasser  und  Alkohol, 
in  der  öltropfen  schweben.  Noch  leichter  macht*  es  sich  mit  dem  folgenden, 
unter  dem  Namen  des  kartesianischen  Tauchers  bekannten  Apparat.  Eine 
Glaskugel  ist  teils  mit  Wasser,  teils  mit  Luft  gefüllt  und  hat  unten  eine  feine 
Öffnung.  Sie  schwimmt  auf  der  Wasseroberfläche  eines  Glaszylinders,  der  oben 
mit  einer  Membran  verschlossen  ist.  Drückt  man  auf  diese,  so  treibt  man 
etwas  mehr  Wasser  in  die  Kugel,  sie  wird  schwerer  und  sinkt;  ermäßigt  man 
den  Druck,  so  dehnt  sich  die  Luft  in  der  Kugel  aus  und  treibt  wieder  etwas 
Wasser  heraus.  Man  kann  nun  leicht  den  Druck  auf  die  Membran  so  regulieren, 
daß  die  Kugel  in  jeder  Lage  schwebt. 

Das  Schweben  in  der  Luft  findet  in  der  Luftschiffahrt  Anwendung  (s.  das.) 

Der  letzte  Fall,  das  oberflächliche  Schwimmen  der  Körper,  bietet  in 
theoretischer  und  praktischer  Hinsicht  ein  besonderes  Interesse  dar,  ersteres,  weil 
der  Köiper  sich  hier  teilweise  außerhalb,  teilweise  in  der  Flüssigkeit  befindet, 
letzteres  insofern  er  bei  den  Schiffen  Ven^'irklichung  findet.  Jeder  Körper,  der 
spezifisch  leichter  ist,  als  eine  Flüssigkeit,  taucht  infolge  des  Auftriebs  in  dieser 
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empor.  Daß  der  Auftrieb  wirklich  die  Veranlassung  ist,  zeigt  die  Tatsache,  daß, 
wenn  man  einen  solchen  Körper  mit  der  ebenen  Bodenfläche  auf  den  ebenfalls 
ebenen  Boden  des  Gefäßes  fest  aufsetzt,  er  nicht  emportaucht,  sondern  im 
Gegenteil  mit  beträchtlicher  Kraft  auf  den  Boden  gedrückt  wird.  Hier  kann  eben 
der  Auftrieb  nicht  angreifen,  und  der  Druck  auf  die  obere  Fläche  des  Körpers 
kommt  allein  zur  Geltung. 

Fragt  man  nun  femer,  wie  weit  der  Körper  emportauchen  werde,  so  ist 
zunächst  klar,  daß  der  Körper,  dessen  spezifisches  Gewicht  also  geringer  als  das 

der  Flüssigkeit  ist,  so  weit  über  die  Oberfläche  empor- 
tauchen wird,  bis  das  Gewicht  der  noch  verdrängten 
Flüssigkeit  nur  noch  seinem  Gewicht  gleichkommt 
Führt  man  z.  B.  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäß  G 
(Figur  315)  ein  Röhrchen  r  seitlich  ein,  derart,  daß 
es  gerade  in  der  Wasseroberfläche  mündet  und  fängt 
man  das  beim  vorsichtigen  Auflegen  eines  oberfläch- 
Figur  315.  ^^^^  schwimmenden  Körpers  K  abfließende  Wasser  W 

auf,  so  zeigt  die  Wägung,  daß  es  dem  Körper  an 
Gewicht  gleich  ist.  Ist  nun  V  das  ganze,  v  das  noch  eintauchende  Körper- 
volumen, G  sein  Gewicht,  s  sein  spezifisches  Gewicht  und  S  das  der  Flüssigkeit, 
so  hat  man  alsdann 

(20)  G  =  Vs     und     G='vS    ,  also      Vs  =  vS     , 

und  somit  die  Proportion 

v:V=s:S     ; 

in  Worten:  Der  eintauchende  Teil  verhält  sich  zum  ganzen  Volumen  wie  das 
spezifische  Gewicht  des  Körpers  zu  dem  der  Flüssigkeit.  Speziell  für  Wasser 
gibt  das  spezifische  Gewicht  eines  Körpers  selbst  an,  welcher  Bruchteil  seines 
Volumens  eintaucht  (s  =:  i;/F).  Zwei  verschiedene  Körper  von  gleichem  Volumen  V, 
aber  verschiedenen  spezifischen  Gerichten  s^  und  s^  werden  in  einer  Flüssigkeit 
mit  solchen  Bruchteilen  v^  und  v^  eintauchen,  daß 

FJj  =zv^S     und      Vs^  =  v^S 
ist,  also  die  Proportion 

besteht;  in  Worten:  Die  in  dieselbe  Flüssigkeit  eintauchenden  Teile  zweier  fester 
Körper  verhalten  sich  wie  ihre  spezifischen  Gewichte.  Das  spezifische  Gericht 
der  Flüssigkeit  spielt,  wie  man  sieht,  hier  keine  Rolle:  für  Wasser  tritt  also  kein 
besonderer  Fall  ein. 

Taucht  man  endlich  denselben  Körper  in  zwei  verschiedene  Flüssigkeiten 
von  den  spezifischen  Gewichten  6"^  und  S^ ,  so  sinkt  er  bis  zu  solchen  Volumina 
v^   und  v^  ein,  daß 

G  =  v^S^     und     G  =  v^S^     ,  also     z'j  S^  =  v^  S^ 

ist,  also  die  Proportion 

besteht;  in  Worten:  Die  eintauchenden  Teile  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
spezifischen  Gewichte  der  Flüssigkeiten.  Für  Wasser  als  eine  der  beiden  Flüssig- 
keiten (»Sj  =1)  gibt  das  spezifische  Gewicht  der  anderen  an,  wievielmal  kleiner 
das  eintauchende  Volumen  bei  ihr  als  bei  Wasser  ist. 

Will  man  in  einer  Flüssigkeit  einen  Körper  von  geringerem  spezifischem 
Gewicht  zum  Schweben  oder  Untersinken  bringen,  so  muß  man  ihn  mit  einem 
schwereren,  z.  B.  mit  Bleigewichten  verbinden.  Will  man  umgekehrt  einen 
spezifisch  schwereren  Körper  zum  Schwimmen  auf  der  Oberfläche  bringen,  so  muß 
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man  ihn  mit  einem  leichteren  verbinden.  Es  kann  dies  entweder  ein  spezifisch 
leichterer  Körper  von  festem  Aggregatzuetand,  z.  B.  Kork,  sein  oder  ein  an  sich 
spezifisch  schwererer,  aber  hohler  Körper,  dessen  Hohlraum  nur  Luft,  oder  auch 
diese  nicht  enthält  Man  kann  auch,  wenn  dies  angängig  ist,  den  Körper  selbst, 
um  den  es  sich  handelt,  mit  einem  Hohlraum  versehen,  der  sogar  oben  ofien 
sein  darf,  wenn  nur  die  Wände  eine  zur  Verhinderung  des  Eindringens  der 
Flüssigkeit  ausreichende  Höhe  und  Beschafienheit  haben;  man  vergleiche  hierzu 
auch  das  Problem  der  schwimmenden  elastischen  Scheibe  von  Hertz  (p.  642). 
Endlich  kann  selbst  ein  Körper,  welcher  spezifisch  schwerer  ist  als  eine  Flüssig- 
keit und  keine  Hohlräume  enthält,  trotzdem  bei  geeigneter  Gestalt  auf  der  Ober- 
fläche schwimmen;  es  ist  hierzu  nur  erforderlich,  daß  seine  horizontale  Ober- 
fläche groß  gegen  sein  absolutes  Gewicht  sei  und  daß  diese  Oberfläche  nicht 
durch  stürmische  Bewegungen  der  Flüssigkeit  eine  beträchtliche  Neigung  erhalte; 
die  Ursache,  welche  alsdann  das  Untersinken  verhindert,  ist  die  mit  der 
Kohäsion  zusammenhängende  Oberflächenspannung  der  Flüssigkeiten  (s.  Artikel 
„Kapillarität"). 

Hierher  gehörige  Einrichtungen  sind  die  verschiedenen  Arten  von  Sihwimmern, 
Bojen,  Aräometern  (s.  Artikel  „Dichte"),  Schwimmgürteln,  Schifien,  Flößen  u.  s.  w. 
Der  Mensch  ist  in  normalem  Zustand  spezifisch  schwerer  als  Wasser,  so  daß 
er  sich  bewegen,  d.  h.  arbeiten  muß,  um  an  der  Oberfläche  zu  bleiben  (in  dem 
spezifisch  schwereren  Meerwasser  ist  die  erforderliche  Arbeit  geringer);  bei 
starker  Lufteinatmung  fällt  aber  diese  Difiierenz  der  spezifischen  Gewichte  fort 
oder  kehrt  sich  selbst  zugunsten  des  Menschen  um,  und  man  schwimmt  ohne 
Arbeit,  freilich  mit  möglichst  vollständig  eingetauchtem  Körper. 

Stabilität  des  Gleichgewichts.  Wenn  ein  Körper  spezifisch  leichter  ist 
als  Wasser,  so  muß  ein  bestimmter  Bruchteil  seines  Volumens  eintauchen,  damit 
er  in  vertikaler  Richtung  im  Gleichgewicht  sei,  d.  h.  damit  er  weder  weiter  sinke 
noch  auch  wieder '  steige.  Das  hindert  aber  nicht,  daß  er  noch  Drehungen  aus- 
führe. Damit  auch  diese  wegfallen,  damit  er  also  vollständig  im  Gleichgewicht 
sei,  muß  noch  die  weitere  Bedingung  erfüllt  werden,  daß  die  beiden  Kräfte, 
Schwere  und  Auftrieb,  welche  von  gleicher  und  entgegengesetzter  Größe  sind, 
auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Drehungsmomente  haben.  Kräfte,  welche 
entgegengesetzte  Richtung  haben,  haben  aber  stets  dem  Vorzeichen  nach  gleiche 
Drehungsmomente,  das  resultierende  Drehungsmoment  kann  also  nur  null  sein, 
wenn  jedes  einzelne  es  ist,  wenn  also  jeder  der  beiden  Hebelarme  null  ist, 
d.  h.  die  Verbindungslinie  ihrer  beiden  Angriffspunkte  muß  in  die  Kraftrichtung 
selbst  fallen,  hier  also  vertikal  sein.  Der  Angriffspunkt  der  Schwere  ist  der 
Schwerpunkt  des  festen  Körpers,  der  Angriffspunkt  des  Auftriebs  ist  der  Schwer- 
punkt des  verdrängten  Wassers;  diese  beiden  Punkte  müssen  also  in  einer 
vertikalen  Linie  liegen.  Wie  man  sieht,  spielt  der  Angriffspunkt  des  Auftriebs 
hier  eine  ähnliche  Rolle  wie  bei  Körpern,  die  nur  der  Schwere  unterworfen  sind, 
der  Drehpunkt  Aber  diese  Analogie  hört  auf,  wenn  man  zu  der  auch  hier 
zutreffenden  Unterscheidung  zwischen  stabilem,  labilem  und  indifferentem  Gleich- 
gewicht (p.  273)  übergeht.  Dort  ist  nämlich  die  hinreichende  und  notwendige 
Bedingung  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  die,  daß  der  Schwerpunkt  unter 
dem  Drehpunkt  liegt;  hier  ist  das  Entsprechende  wohl  die  hinreichende,  aber 
nicht  die  notwendige  Bedingung,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  unter 
dem  der  verdrängten  Wassermasse  liegt,  ist  das  Gleichgewicht  immer  stabil;  aber 
es  gibt  auch  Fälle,  wo  ersterer  über  letzterem  liegt  und  doch  das  Gleichgewicht 
stabil  ist.  Es  rührt  dies  daher,  daß,  wenn  der  Körper  sich  neigt,  die  Gestalt 
des  eintauchenden  Teiles,  also  auch  die  Lage  des  Angriffspunkts  des  Auftriebs 
sich  ändert.  Fällt  nun,  wenn  in  der  Gleichgewichtslage  (Figur  316a)  5  über  A 
liegt,  bei  der  Drehung  A  auf  die,  von  der  neuen  Schwerlinie  ^*S"  gerechnet, 
gesunkene  Seile  des  Körpers  (Figur  3 16 3),  so  bilden  die  Kräfte  SS*  und  AA'  ein 
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Kräftepaar,  welches  den  Körper  wieder  aufrichtet;  im  entg^engesetzten  Falle 
(Figur  317a  und  6)  ein  Kräftepaar,  welches  ihn  weiter  umkippt;  man  nennt  diese 
Größen  Aufrichtungsmoment  bezw.  Kippungsmoment  Man  kann  die  beiden 
Fälle  dadurch  charakterisieren,  daß  man  den  Schnittpunkt  M  von  AA'  mit  der 
ursprünglichen  Schwerlinie,  das  sogen.  Metazentrum,  einführt  und  sagt:  Das 
Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  der  Schwerpunkt  unter  dem  Metazentrum,  labil, 
wenn  er  über  ihm  liegt,  indifferent,  wenn  beide  Punkte  zusammenfallen. 


j^'  i. 


Figur  316. 
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Figur  317. 


Für  die  Praxis  kommt  es  nicht  nur  auf  die  Existenz  des  stabilen  Gleich- 
gewichts an,  sondern  auch  auf  den  Grad  der  Stabilität,  also  auf  das,  was  man 
bei  stehenden  Körpern  die  Standfestigkeit  nennt  (siehe  Artikel  „Statik",  p.  275). 
Sie  wird  durch  das  Aufrichtungsmoment  gemessen  imd  hängt,  wie  man  einsieht, 
von  zahlreichen  Größen  ab,  nämlich  von  Gestalt  und  Massenverteilung  des 
schwimmenden  Körpers,  der  Tiefe  des  Eintauchens  u.  s.  w.  Vereinfacht  wird  die 
bezügliche  Formel  für  Körper,  deren  Querschnitt  gleichförmig  ist,  wie  es  bei 
Schiffen  (von  den  Enden  abgesehen)  im  wesentlichen  der  Fall  ist.  Ist  alsdann 
BB'  C  der  ganze,  ODD'  und  OEE'  der  bei  der  Neigung  um  den  Winkel  9 
aufgetauchte  bezw.  untergetauchte  Querschnitt,  sind  ferner  6",  F^  G  die  bezüg- 
lichen Schwerpunkte,  e  =  SA  der  Abstand  zwischen  Schwerpunkt  und  ursprüng- 
lichem Angriffspunkt  des  Auftriebs,  a  der  horizontale  Abstand  zwischen  F  und  (?, 
ist  endlich  A'  die  neue  Lage  von  A,  M  das  Metazentrum,  F  der  ursprünglich 
eingetaucht  gewesene,  /  der  durch  die  Neigung  neu  eingetauchte  Querschnitt 
und  W  das  Gewicht  des  Schiffes  (nautisch  Deplacement),  so  kann  man  die 
Stabilität 


(21) 


2;  =  PF-  SM'  siny  =  ^VV-p-  +  «sin 9 


setzen;   bei  kleinem  Neigungswinkel  wird  einfacher,  wenn  b  die  Schiffsbreite  im 
Wasserniveau  ist, 
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SO  daß  also  die  Stabilität  desto  größer  ist,  je  größer  das  Gewicht,  je  breiter  das 
Schiff  und  je  tiefer  sein  Schwerpunkt,  bei  gleicher  Tiefe  des  Eintauchens,  gelegen 
ist;  liegt  *9  über  A,  ist  also  e  negativ,  so  findet  Stabilität  nur  noch  bis  zum 
Grenzwert  e  «  3«/ 12  F  statt. 

Die  Entfernung  zwischen  Schwerpunkt  und  Metazentrum  heißt  meta- 
zentrische  Höhe;  sie  läßt  sich,  z.  B.  auf  Schiffen,  auf  sehr  einfache  Weise 
ermitteln,  indem  eine  schwere  Masse  w  von  einem  Rande  des  Verdecks  nach 
dem  anderen  oder  auch  um  eine  beliebige  Querstrecke  b  versetzt  und  die  dabei 
erfolgende  Winkeländerung  9  beobachtet  wird,  letzteres  mit  Hilfe  eines  Klino- 
meters,  d.  h.  einer  an  einem  Faden  von  der  Länge  /  herabhängenden  Lotes,  dessen 
Einstellungsänderung  s  an  einer  in  Millimeter  geteilten  Skala  abgelesen  wird.  Es 
wird  dann  angenähert 


(23) 
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die  Abweichung  des"  Winkels  von  seinem  Tangens  sowie  ein  meist  sehr  kleines 
Glied,  das  von  der  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Ebene  des  Verdecks 
abhängt,    ist    dabei   vernachlässigt     Die  metazentrische  Höhe  großer  Fahrzeuge 


Figur  318. 


Figur  319. 


beträgt  gewöhnlich  ein  oder  einige  Meter,  sie  und  # damit  die  Stabilität  ändert 
sich  übrigens  mit  der  Kippung.  Die  Kurve,  die  dabei  das  Metazentrum  beschreibt, 
heißt  die  metazentrische  Evolute.  Um  von  ihr  eine  Vorstellung  zu  geben, 
sei  das  Beispiel  eines  quadratischen  Brettes  gewählt,  das  mit  vertikaler  Ebene  in 
einer  Flüssigkeit  von  doppelter  Dichte  schwimmt,  so  daß  es  halb  eintaucht;  liegt 
eine  Kante  a  oben,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs  in  A,  liegt  die  eine 
oder  andere  der  jene  Kante  begrenzenden  Ecken  oben,  so  liegt  er  in  B  bezw.  B\ 
und  die  Kurve  BAB'  ist  eine  Parabel  vom  Parameter  ^a;  gleichzeitig  beschreibt 
das  Metazentrum  die  Kurve  NMN*^  es  ist  offenbar  die  Einhüllende  der  Auftriebs- 
linien, also  die  Evolute  der  Parabel,  wobei  AM ^\a  \sX\  da  der  Schwerpunkt 
in  5  liegt,  ist  das  Gleichgewicht  in  der  Kantenstellung  labil,  in  jeder  der  beiden 
Eckstellungen  aber  stabil,  und   die  metazentrische  Höhe   ist  hier  \'^a. 

Die  Stabilität  eines  Schiffes  wird  gewöhnlich  so  eingerichtet,  daß  sie 
für  kleine  Schwankungen  nur  gering  ist;  alsdann  ist  nämlich  die  Schwingungs- 
dauer groß,  also  .der  Gang  ruhig.  Für  größere  Kippungen  wird  sie  dann,  um 
Gefahren  zu  vermeiden,  größer;  eine  Gefahr  kann  dann  nur  infolge  besonderer 
Umstände  eintreten,  z.  B.  durch  Querwellen  von  der  freien  Periode  der  Schiffs- 
schwankungen. Übrigens  ist  noch  zu  unterscheiden  zwischen  der  statischen  und 
der  dynamischen  Stabilität;  jene  wird  durch  das  Aufrichtungsmoment,  diese  durch 
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die  Aufrichtungs-  oder  Kippungsarbeit  gemessen;  die  letztere  ist  ofifenbar  das 
Flächenintegral  der  ersteren. 

Bisher  ist  nur  von  Querschwankungen,  d.  h.  Neigungen  um  eine  Längsachse, 
die  Rede  gewesen;  bei  Schiffen  nennt  man  diese  Schwankung  Rollen;  die  ent- 
sprechende Längsschwankung  heißt  Stampfen.  Man  muß  also  auch  zwischen 
transversalem  und  longitudinalem  Metazentrum  unterscheiden  (letzteres  liegt  meist 
sehr  viel  höher],  und  man  erhält  nunmehr  statt  der  Auftriebskurve  eine  Fläche, 
die  Auftriebs  fläche,  und  statt  der  metazentrischen  Evolute  zwei  derartige 
Kurven.  In  welcher  Weise  sich  alsdann  die  Stabilitätsfragen  komplizieren,  kann 
hier  nicht  verfolgt  werden. 

Die  Lehre  vom  Metazentrum  ist  zwar  noch  heute  in  fast  allgemeinem 
Gebrauch  in  der  Praxis;  nichtsdestoweniger  kann  sie  oder  doch  ihre  Fundierung 
nach  den  Untersuchungen  von  Duhamel,  Dühem  u.  A.  keinen  Anspruch  auf 
Allgemeingültigkeit  mehr  erheben.  Duhamel  hat  nämlich  gezeigt,  daß  das  Gleich- 
gewicht unter  Umständen  auch  dann  noch  stabil  sein  kann,  wenn  der  Schwer- 
punkt über  dem  Auftriebszentrum  liegt,  und  daß  man  mit  dem  Metazentrum 
schlechthin  nicht  auskommt;  er  hat  dann  einen  neuen  Punkt,  das  kleine  Meta- 
zentrum, eingeführt,  der  die  Rolle  des  bisherigen  übernehmen  sollte,  und,  kurz 
gesagt,  der  Endpunkt  des  kleineren  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  der  Auftriebs- 
fläche ist.  Weiter  verallgemeinert  wurde  das  Problem  bald  darauf  von  Jordan, 
Clebsch,  Guyou  sowie  von  technischer  Seite;  jedoch  sind  die  betreffenden  Ent- 
wickelungen  ihrerseits  nicht  einwandfrei.  Duhem  hat  daher  das  Problem  wieder 
aufgenommen  und  auf  alleiniger  Grundlage  des  Satzes,  daß  für  einen  Minimal- 
wert des  Potentials  immer  Stabilität  herrsche,  aufgebaut.  Die  Rechnung  läßt  sich 
ihrer  Komplikation  wegen  nicht  im  Auszuge  wiedergeben;  es  muß  genügen  an- 
zuführen, daß  die  allgemeinste  Bedingung  sich  nicht  durch  einen  einfachen 
charakteristischen  Punkt  ausdrücken  läßt,  daß  aber  bei  gewissen  Voraussetzungen 
das  kleine  Metazentrum  und  —  wie  hinzugefügt  werden  möge  —  in  besonderen 
Fällen,  die  in  der  Praxis  häufig  vorkommen,  auch  das  alte  Metazentrum  benutzt 
werden  darf.  Schließlich  sei  erwähnt,  daß  sich  besondere  Betrachtungen,  die  zu 
interessanten  Resultaten  führen,  nötig  machen  für  den  Fall  —  der  mehr  oder 
weniger  doch  stets  realisiert  ist  — ,  daß  im  Innern  des  Körpers  ein  flüssiger  oder 
gasförmiger,  beweglicher  Ballast  vorhanden  ist,  sowie  in  dem  weiteren  Falle,  daß 
der  Körper  sich  an  der  Grenze  zweier  Flüssigkeiten  befindet. 

Duhem  hat  in  späteren  Arbeiten  die  Frage  noch  schärfer  analysiert  und 
die  Aufgabe,  die  zunächst  nicht  zusammenfallenden  hinreichenden  und  not- 
wendigen Bedingungen  zur  Koinzidenz  zu  bringen,  gelöst;  dabei  werden  ganz 
allgemein  alle  drei  Verschiebungen  und  alle  drei  Drehungen  des  Körpers  in 
Betracht  gezogen.  Übrigens  hat  Appell  gezeigt,  daß  man  gewisse  hierher  gehörige 
Fragen  auch  elementar  geometrisch  behandeln  kann;  und  Schulen  hat  das 
Problem  in  didaktische  Form  gebracht,  wobei  er  nicht  nur  die  Stabilität,  sondern 
auch  die  'Arbeitsleistung  untersucht  und  die  Ergebnisse  durch  einfache  Versuche 
mit  Modellen  aus  Holz,  die  auf  Wasser,  Äther  oder  Quecksilber  schwimmen, 
verifiziert;  es  sei  beispielsweise  erwähnt,  daß  ein  Würfel  stabil  schwimmt  mit  vier 
senkrechten  Kanten,  wenn  seine  Dichte  entweder  zwischen  0  und  0,211  oder 
zwischen  0,789  und  1  von  der  der  Flüssigkeit  liegt.* 

^  Das  Metazentrum  wurde  durch  BouGUER  (1740),  das  kleine  Metazentnim  durch 
Duhamel  (1845)  eingeführt.  —  A.  Bravais,  These  (Lyon).  Paris  1840.  —  C.  Jordan,  Ann. 
di  math.  (2)  1.  170.  1867.  —  A.  Clebsch,  Grelles  Journ.  57.  149.  860.  —  E.  W.  Moselky, 
Trans.  Roy.  Soc.  1850.  —  E.  Guyou,  Rev.  mar.  1879.  p.  682.  —  P.  Duhem,  Journ.  de.  math. 
(5)  1.  91.  1895;  3.  389.  1897;  Soc.  de  phys.  Bord.  1897;  C.  R.  129.  879.  1899  (in  der  ersten 
Abhandlung  findet  man  weitere  Literatur).  —  P.  Appell,  C.  R.  129.  880.  1899.  —  G.  Schulen, 
Ztschr.  f.  math.  u.  nat.  Unt.  32.  32.  33.  1900/02.  —  2  f.  Poske,  Ztschr.  f.  phys.  Unt.  6. 
273.  1893.  —  A.  Kurz,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  38.  371.  1893.  —  H.  Hartl,  Ztschr.  f. 
phys.  Unt.  8.  93.  1895;  9.   113.   1896. 
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Sidaktiiches.  Für  Unterrichtszwecke  sind  mehrfach  besondere  Darlegungen^ 
Versuchsanordnungen  u.  s.  w.  ausgearbeitet  worden;  es  seien  hier  Aufsätze  von 
PosKE,  Kurz  und  Hartl*  erwähnt;  namentlich  sei  auf  die  Apparate  des  letzteren 
hingewiesen:  Präzisionsbodendruckapparat  mit  stetiger,  selbsttätiger  Anzeige  der 
Druckhöhe  und  des  Bodendrucks,  Apparat  zum  Nachweis  der  Gesetze  des 
Flüssigkeitsdrucks  und  Schwimmer  zur  Erläuterung  der  Schwimmbedingungen. 


8.  Oleichgewichtsfignren  rotierender  üflssigkeiten. 

Kotation  im  OefiLß.  Befindet  sich  ein  Körper  im  Zustand  einer  gleich- 
förmigen Rotation  um  eine  vertikale  Achse,  z.  B.  um  die  geometrische  Achse, 
so  kann  man  von  der  Bewegung  absehen  und  die  Erscheinung  als  eine  Gleich- 
gewichtserscheinung behandeln,  wenn  man  zur  Schwerkraft  noch  die  Zentrifugal- 
kraft (p.  338)  hinzufügt  Das  ist  also  ein  Fall,  in  dem  nicht  ausschließlich 
Vertikalkräfte  wirken,  und  die  Niveauflächen,  also 
auch  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  werden  daher 
nicht  horizontale  Ebenen  sein.  Um  die  Ober- 
flächengestalt für  eine  Flüssigkeitsmasse,  welche 
die  Form  eines  Rotationskörpers  hat,  zu  be- 
rechnen, genügt  es,  einen  axialen  Vertikalschnitt 
(Figur  320)  zu  betrachten  und  in  diesem  die 
Grenzkurve  abc  za  bestimmen.  Nun  wirken  in 
iigend  einem  Punkte  P  der  Kurve,  dessen  Achsen- 
abstand r  und  in  dem  der  Winkel  der  Tan- 
gente mit  der  Achse  MNR  ==  a  ist,  die  Kraft  g 
vertikal  nach  unten  und  die  Fliehkraft  /  =  w^r 
{w  Winkelgeschwindigkeit)  horizontal  nach  außen; 
ihre  Resultante  muß,  um  dem  inneren  Flüssig- 
keitsdruck das  Gleichgewicht  zu  halten,  normal 
zur  Tangente  nach  innen  in  der  Richtung /^^  wirken;  ihre  Komponenten  PS 
und  PR  in  der  Richtung  der  Tangente  müssen  sich  also  aufheben.  Hieraus 
eingibt  sich 


Figur  320. 


also 

(24) 


w'rsoiu  =  gcosu 


tg«  =  -f- 


Diese  Gleichung  charakterisiert  die  durch 

X  (Vertikalkoordinate)  dargestellte  Parabel;  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  also 
ein  Rotationsparaboloid.  Ist  femer  de  das  ursprüngliche  Niveau  der  Flüssigkeit, 
so  muß  das  gehobene  Flüssigkeitsvolumen,  welches  in  unserem  Schnitt  durch  die 
beiden  Flächen  add'  und  cee'  sich  darstellt,  gleich  dem  Hohlraum,  dessen 
Schnitt  d'be'  ist,  sein.  Für  ein  zylindrisches  Gefäß  ergibt  sich  hieraus  die 
interessante  Beziehung,  daß  die  Senkung  des  tiefsten  Punktes  gerade  gleich  der 
Hebung  der  höchsten  ist  (im  Falle  der  Figur  ist  bb'  nicht  gleich  b' b').  Man 
kann  auch  das  Potential  benutzen,  und  erhält  dann,  da  das  Potential  der  Schwere 
U^  s=  gz^  das  der  Zentrifugalkomponenten  [X^  ^  w^  x  und  Y^  =  w^y)  aber 
U^  =  -J.  tu*  (ä:*  +  ^*)  ist  (w  Winkelgeschwindigkeit),  das  gesamte  Potential 

(26)  Z7=  Z7i+  U^^gz^rW^oc^^-y^     . 
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so  daß  man  für  die  Oberfläche^  für  welche  doch  U  =  const  sein  muß, 
(27)  *  =  -  —  (or*  +  ;/«)  +  const 

erhält,  d.  h.  ein  mit  dem  Scheitel  nach  unten  gekehrtes  Rotationsparaboloid. 

Befinden  sich  mehrere  Flüssigkeiten,  übereinander  geschichtet,  in  einem 
Gefäß,  und  wird  die  gleichförmige  Rotation  eingeleitet,  so  ordnen  sich  dieselben 
von  außen  nach  innen  an,  derart,  daß  die  schwerste  Flüssigkeit  zu  äußerst,  die 
leichteste  zu  innerst  sich  befindet,  und  die  Grenzflächen,  soweit  es  die  Wände 
des  Gefäßes  erlauben,  Rotationsparaboloide  sind.  Alle  die  angeführten  Erschei- 
nungen lassen  sich  durch  Aufsetzen  der  Gefäße  auf  die  Schwungmaschine  (siehe 
Artikel  „Dynamik")  experimentell  verfolgen. 

Ein  anderer,  hierher  gehöriger  Fall  ist  der,  wo  ein  Gefäß  mit  Flüssigkeit 
um  eine  horizontale,  außerhalb  gelegene  Achse  derart  rotiert,  daß  sein  Boden 
stets  mehr  oder  weniger  horizontal ,  bleibt  (wie  z.  B.  bei  gewissen  Wasserrädern). 
Die  Flüssigkeitsoberfläche  ist  dann  stets  ein  Teil  einer  Zylinderfläche  mit  kreis- 
bogenförmigem Querschnitt 

Oravitierende  FlasBigkeit.  Ist  die  Flüssigkeit  auf  irgend  eine  Weise  der 
Schwere  entzogen  und  bloß  ihrer  eignen  Anziehung  nach  dem  Newton  sehen 
Gesetz  imterworfen,  was  bei  den  Weltkörpem,  soweit  sie  flüssig  waren  oder  sind, 
der  Fall  ist,  sich  aber  auch  künstlich  z.  B.  mit  Öltropfen  in  einer  gleich  schweren 
Wasser— Alkoholmischung  verwirklichen  läßt,  so  handelt  es  sich  um  die  Ermitte- 
lung nicht  nur  eines  Teiles,  sondern  ihrer  gesamten  Oberfläche,  und  somit 
schließlich  um  Ermittelung  ihrer  Gestalt;  d.  h.  es  ist  zu  fi-agen:  Welches  sind  die 
Gestalten,  welche,  der  Flüssigkeit  ursprünglich  gegeben,  Bestand  haben,  wenn  die 
Flüssigkeit  gleichförmig  und  mit  einer  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit  rotiert? 
Tatsächlich  wird  ja  eine  dieser  Gleichgewichtsgestalten  erst  nach  begonnener 
Rotation  sich  alln:Ählich  herstellen;  man  muß  aber  die  Aufgabe  in  der  obigen 
Weise  fassen,  um  sie  hydrostatisch  behandeln  zu  können;  und  selbst  in  dieser 
Fassung  kann  man  es  nur  nach  der  Methode  des  Probierens,  d.  h.  indem  man 
eine  bestimmte  Gestalt  annimmt  und  fragt,  ob  und  unter  welchen  Umständen  sie 
Gleichgewichtsfigur  sein  kann.^ 

Es  liegt  nahe,  mit  dem  Ellipsoid  die  Probe  zu  machen.  Die  überall  gleiche 
Dichte  sei  q,  die  Gravitationskonstante,  d.  h.  die  Anziehung,  welche  zwei  Teilchen 
der  Flüssigkeit  je  von  der  Masse  1  im  Abstand  1  aufeinander  ausüben,  sei  «, 
die  Halbachsen  seien  abcy  w  die  Winkelgeschwindigkeit,  C  eine  Konstante,  s  eine 
Integrationsvariable  und  zur  Abkürzung 


m  «-- 1/(1  +  7)  {'  +  f)  ('  +  ?-) 

gesetzt     Dann  ist  das  Potential  des  EUipsoids  auf  einen  seiner  eigenen  Punkte 

_  fl  X*  y»  z*      \  ds 

0 

femer   das   Potential    der  Zentrifugalkräfte  wie  oben    U^^  \w^[x^  +  y^^    wenn 
die  ^- Achse  Drehungsachse  ist     Also  wird  die  Oberflächengleichung 


1  Die  Theorie  der  Gleichgewichtsfiguren  wurde  namentlich  ausgeführt  durch  Clatkaut  in 
dem  Buche  „Theorie  de  la  figure  de  la  terre^^,  Paris  1743  (Neue  Ausg.  1808),  durch  Lagranoe 
(in  verschiedenen  seiner  Schriften)  und  durch  Jacobi  (s.  unten). 
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Soll  diese  Gleichung  mit  der  Ellipsoidgleichung 

*.t        ««        »« 


X  V*         z' 

^2    -1-    ^2    -t-    ,2 


Übereinstimmen,  so  müssen  die  Koeffizienten  von  x^^  y^,  z^  für  sich  überein- 
stimmen. Man  erhält  also  drei  Gleichungen,  und  aus  diesen  durch  Elimination 
von  C  und  nach  einigen  Umformungen  die  beiden  Gleichungen 

OD 

ds  r        ds 


(30) 


(31) 


(*'-«•) 


2%tq 


»0 


sds 


^)h^)- 


0  0 

Die  Gleichung  (30)  wird  offenbar  am  einfachsten  durch  die  Annahme  b^  ==  a^ 
befriedigt,  und  da  hiermit  aus  (31)  sich 


(32) 


2%6q 


sds 


^h^  ' 


also  ein  reelles  w  ergibt,  so  gibt  es  in  der  Tat  Rotationsellipsoide,  die  mit 
der  Figurachse  als  Drehungsachse  der  Flüssigkeit,  Gleichgewichtsfiguren  sind,  und 
zwar  sind  es  notwendig  abgeplattete,  da  w  nur  für  0  >  r  reell  wird.  Führt  man 
die  „quadratische  Abplattung"  X  ^  und  andere  Abkürzungen  durch  die  Gleichungen 


<33)  «  =  72- 

ein,  so  erhält  man 
00 


i/^-'. 


2%Bq 


{3  +  A2)arctgX-3; 


oder  auch  noch  einfacher 
<34)  ^  = 


Aus   dieser  Gleichung  kann   man   mittels    des   graphischen  Verfahrens   die 
einem  gegebenen  i>,  also  nach  der  dritten  Gleichung  (33)  einer  gegebenen  Winkel- 


1  „Quadratische  Abplattong''  im  Gegensatz  zu  der  schlechthin  als  „Abplattung^'  bezeichneten 
^,]inearen  Abplattung"  X'  ^  {a  —  c)jc\  für  kleine  Abplattungen  wird  i»  «i  (a  —  ^)(a  +  t)/tf« 
«  2  (a  -  c)lc,  also  V  =  A'/^;  s.  w.  u. 

58* 


9l6  F.Auerbach,  Hydrostatik,  Ph^ü^^Aifl. 

geschwindigkeit  entsprechenden  Abplattungen,  d.  h.  Gestalten  der  Rotationsellip- 
soide bestimmen.  Das  Ergebnis  ist  folgendes:  Zwischen  den  Grenzen  9  «  0  und 
Vaujc  =»  0,2246,  d.  h.  bis  zu  einer  Winkelgeschwindigkeit  »„uuc  •=  y0,4492  tcbq 
gibt  es  zwei  verschiedene  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren;  fdr  ze;  ==  0, 
d.  h.  sehr  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ist  das  eine  nahezu  eine  Kugel,  das 
andere  nahezu  eine  kreisförmige  Scheibe;  mit  wachsendem  w  nimmt  die  Ab- 
plattung der  Kugel  zu,  die  der  Scheibe  ab,  und  für  tv  =  tOmax  werden  sie  identisch, 
und  die  Abplattung  X  =  2,5293.  Bei  größerer  Winkelgeschwindigkeit  endlich 
kann  kein  Rotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein.^  Das  Rotationsellipsoid  als 
Gleichgewichtsfigur  wird  meist  als  MACLAURiNsches  EUipsoid,  das  wenig  ab- 
geplattete auch  als  MACLAURiNsches  Sphäroid  bezeichnet. 

Die  Gleichung  (30)  zeigt,  da  ihre  linke  Seite  außer  dem  Faktor  3*  —  a*  noch 
einen  zweiten  enthält,  die  Möglichkeit,  daß  auch  für  d^a  eine  Lösung  existiere, 
d.  h.  daß  auch  ein  dreiachsiges  EUipsoid  Gleichgewichtsfigur  seL  Setzt  man 
wieder  s/c^  =  u  und  führt  die  neuen  Zeichen  s  und  /  für  die  Achsen  Verhält- 
nisse s^c^ji^,  trsc^ja^  ein;  so  kann  man  aus  den  Gleichungen  (30)  und  (31) 
Gleichungen  ableiten,  deren  erste  in  der  Tat  durch'  ein  dreiachsiges  EUipsoid, 
aber  auch  nur  durch  eines  erfüllt  wird,  falls  nur  die  kleinste  Achse  die  Drehungs- 
achse ist,  und  falls  nicht  nur  j  <  1  und  /  <  1 ,  sondern  sogar  *  +  /  <  1  ist 
Die  zweite  der  neuen  Gleichungen  lehrt  dann  wieder,  daß  die  konstatierte  Existenz 
auf  gewisse  Grenzen  von  w  beschränkt  ist,  und  zwar  kann  ein  dreiachsiges 
EUipsoid  nur  Gleichgewichtsfigur  sein,  wenn  »<  0,1871,  also  die  Winkelgeschwindig- 
keit kleiner  als  ]/Ö^1871*2 niq  'vsX,  Ist  sie  sehr  klein,  so  ist  j  s  1  und  /  =s  0,  d.  h. 
die  kleinere  der  äquatorialen  Achsen  gleich  der  Drehungsachse,  die  größere  sehr 
lang,  die  Figur  ist  also  ein  Kreiszylinder,  der  sich  um  seine  senkrecht  zur  Figur- 
achse gelegte  Mittellinie  dreht.  Nimmt  die  Geschwindigkeit  zu,  so  wird  die 
kleinere  äquatoriale  Achse  größer,  die  große  kleiner,  und  für  v  =  »„lax  sind  sie 
einander  gleich  und  das  EUipsoid  mit  einem  der  beiden  diesem  v  entsprechenden 
Rotationsellipsoide  identisch  geworden.  Das  dreiachsige  GleichgewichtseUipsoid 
heißt  nach  seinem  Entdecker  das  jACOBische  EUipsoid.^ 

Endlich  hat  Maithiessen'  gezeigt,  daß  es  zwischen  v^O  und  s^  »  0,5 
noch  zwei  Zylinder,  deren  Achse  die  Drehungsachse  ist,  gibt,  nämlich  einen 
mit  kreisförmigem  und  einen  mit  elliptischem  Querschnitt;  zwischen  v  =  0,5  und 
V  =s  1  dagegen  nur  den  ersteren;  unter  Umständen  kann  der  ZyUnder  auch 
hohl  sein. 

Das  Gesamtergebnis  lautet  also:  bis  zu  »  =  0,1871  gibt  es  drei  EUipsoide 
als  Gleichgewichtsfiguren,  zwei  Rotations-  und  ein  dreiachsiges,  und  außerdem 
zwei  Zylinder;  von  i^  =  0,1871  bis  v  =a  0,2246  gibt  es  nur  noch  zwei,  beides 
RotationseUipsoide  und  die  beiden  Zylinder;  für  v  =  0,2246  gibt  es  nur  noch 
ein  Rotationsellipsoid  (Abplattung  l  «=  2,52293)  und  die  beiden  Zylinder;  für 
noch  größere  Drehgeschwindigkeiten  kann  kein  EUipsoid,  sondern  nur  noch  die 
beiden  Zylinder,  für  v  =  0,5  sogar  nur  noch  der  Kreiszylinder  und  für  »  =  1 
auch  dieser  nicht  mehr  Gleichgewichtsfigur  sein. 

Die  abgeleiteten  Formeln  müssen  zum  Zwecke  der  numerischen  Berechnung 
noch  auf  eine  geeignete  Gestalt  gebracht  werden,   wobei  es  sich  mit  Rücksicht 


1  Das  Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigiy;  fand  Maclaurin  (Treatise  on  fluctions,. 
London  1742,  also  schon  vor  Clairauts  Schrift).  Eine  TabeUe,  welche  die  Beziehungen 
zwischen  X  und  w  darstellt,  sehe  man  bei  Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen 
Physik  2.  318  (s.  auch  oben  im  Text  w.  u).  —  2  c.  G.  J.  Jacobi,  Pogg.  Ann.  33.  229. 
1834;  femer  ist  zu  verweisen  auf  Liouville,  Journ.  de  l'^cole  polyt.  23.  289.  1835; 
C.  O.  Meyer,  Grelles  Journ.  24.  44.  1842,  und  Todhunter,  Proc.  Roy.  Soc  Lond.  10.  42. 
1870^71.  —  3  Matthiessen,  Ober  die  Gleichgewichtsfiguren  rotierender  Flüssigkeiten.  Kiel 
1857.  —  Weitere  Untersuchungen  des  Verfassers  Kiel  1860;  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  16. 
290.  1871,  und  28.  31.  1883. 
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auf  den   transzendentalen  Charakter   der  Formeln   natui^emäß  um  angenäherte 
Verfahren  handeln  wird.    Nach  der  einfachsten  Formel  für  das  Rotationsellipsoid 

^'^  U    1-6»        35    (1  -  e*)*  "^  "  • 

haben   Thomson   und  Tatt  (2.  318)   zusammengehörige  Werte   berechnet,    die 
freilich  mit  wachsendem  e  rasch  imgenau  und  sogar  unrichtig  werden: 

e«0,l  0,2  0,8  0,4  0,5      , 

i;«  0,0027     0,0107     0,0248     0,0486     0,0690      . 

Weitergehende  solche  Formeln  hat  zuerst  Kostka^  abgeleitet,  und  zwar  für 
kleine  Werte  von  v,  also  für  die  drei  Figuren  CjA^ClB^  nahezu  1  (Sphäroid), 
CjA^  CIB  ^  nahezu  0  (Scheibe)  und  CjA^  nahezu  0,  CjB  ^  nahezu  1 
(jACOBisches  Grenzellipsoid).     Im  ersten  Falle  ergibt  sich,  wenn 

C        C 

—  =»  —  ■«  cos  «     (a  nahezu  null) 

gesetzt  wird, 

^^  «(8  +  tg»c)-8tg« 

tg»« 
dies  gibt,  wenn  zur  Abkürzung 

u  =  ^v 
gesetzt  wird,  in  erster  Annäherung: 

tg*a 

tg*«  = 


1    -f«  ' 

in  zweiter: 

u  +  ^1^  tt«  +  0,0289  «*  +  0,057  «» 


1  -  6  («  +  ^«8  +  0,0289«*  +  0,057  «*)      ' 
und  das  Achsenverhältnis: 

Im  zweiten  Falle,  wo  a  nahezu  «/2  ist,  findet  sich 

n         8        „  ^^^  2v 
tga  =  - 8,485 , 

AB  1  «  8        «  .0.  2» 

_  =  _=.tg«  +  -ctg«  =  — --_2.485_      . 

Im   dritten  Falle  mufi  man  gewisse  Exponentialfunktionen  angenähert  ermitteln 
und  durch  diese  die  Achsenverhältnisse  ausdrücken. 

In  etwas  anderer  Weise  geht  Darwin*  vor,  um  die  Jacobi sehen  Ellipsoide 
auszurechnen;  seine  Bezeichnungen  sind  folgende:  Halbachsen  a,  d,  c, 

^  =5  tf  cos  p     ,         c  ^  a  cos  y     ,  |  /  —^ ^  »  sm  a      , 

r  y 

J    y  1  —  sm*  a  sm^  y  J 

0  0 

I^  =  aöc  =s  a^cosßcosy     ,         tg f  =  sin a tg jS cos y     ,         tgi^smß 


^  KosTKA,  BerL  Mod.  Ber.  1870.  p.  116.  ->  Vgl.  auch  C.  O.  Meter,  Cesllbs  Jonrn. 
24.  44.  —  2  G.  H.  Dakwin,  Proc.  Roy.  Soc.  4L  319.  1886. 
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Dann  gelten  die  folgenden  Gleichungen: 

1.  -ffsec^cscc^f  — (2/'— ^  — sec*asec*^tgf  «  0      , 

2.  — — =3  ctg^cosec/3ctgy(/'— ^  +  ctg'ycos/5sec'a'-£'— cos*^ctg'ysec'a  , 

4  Ä 

3.  Bewegungsmoment: 

^=  (j»?)'''/''^ V8(sec|Ssecy)*/.(l  +  cos»«  (|^)''*=  (|-«p)*''/*-f»     . 

4.  Kinetische  Energie: 

-(H""4i«-(i^r-(f-)""-  • 

5.  Potentielle  Energie: 

6.  Exzentrizitäten: 

ßj  =  sin  /3     ,         63  s=a  sin  y     ,         e,  =»  cos  a  sin  y  cos  /3 

Durch  mühsame  Rechnungen  hat  hieraus  Darwin  eine  Tabelle  abgeleitet, 
aus  der  hier  ein  Auszug  folgt: 


Hilfsmittel 


r 

a 

ß 

'1 

54V. 

0«  0' 

0^    0' 

0,8127 

55 

17  45 

14  15 

0,819 

57 

34  45 

28  80 

0,839 

60 

49   7 

40  54 

0,8660 

65 

64  19 

54  46 

0,9063 

70 

74  12 

64  43 

0,9397 

75 

81   4 

72  86 

0,9659 

80 

86  — 

79  15 

0,9848 

85 

88  50 

84  50 

0,996 

90 

90  — 

90  — 

1,000 

sentrizitä 

ten 

W.-G. 

Moment 
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Wie  man  sieht,  rotiert  das  EUipsoid  desto  langsamer,  je  länger  es  ist,  die 
langen  £llipsoide  sind  nahezu  Rotationsellipsoide,  aber  mit  der  Figurachse  senk- 
recht auf  der  Drehungsachse;  die  potentielle,  und  ebenso  die  totale  Energie 
wächst  mit  der  Länge  der  Ellipsoids,  dagegen  ist  die  kinetische  ein  Maximum, 
wenn  die  Länge  etwa  das  Fünffache  des  Druchmessers  ist.  Darwin  gibt  einige 
Abbildungen  von  Hauptschnitten,  eine  solche  Zeichnung,  nSünlich  die  für  y  =  75^, 
ist  hier  beigefügt. 

Heuere  üntersuchiiDgeii.  Bis  zu  einem  gewissen  Abschluß  wurde  das 
Problem  schließlich  gebracht  durch  eine  bedeutsame  Arbeit  von  Poincare,  der 
dann  noch  einige  kleinere,  ergänzende  folgten,  und  deren  prinzipieller  Inhalt  mit 
vergleichend-kritischen  Bemerkungen  bald  darauf  von  Schwarzschild  in  eine 
zum  Teil  veränderte  und  leichter  verständliche  Form  gebracht  worden  ist.^  Es 
ist  unmöglich,  die  mathematische  Entwickelung  aus  diesen  Arbeiten  hier  wieder- 
zugeben; nur  so  viel  sei  gesagt,  daß  Poincare  die  Aufgabe  löste  durch  Ein- 
führung der  sogen.  Lame  sehen  Funktionen,  daß  Schwarzschild  diese  durch 
gewisse  „Orthogonalfunktionen"  ersetzte,  die  sich  aus  der  Theorie  der  orthogonalen 
Substitutionen  relativ  einfach  gewinnen  lassen,  daß  es  sich  aber  bei  der  Anwendung 
der  allgemeinen  Theorie  auf  spezielle  Gleichgewichtsfiguren  doch  wieder  erforderlich 
machte,  auf  die  Lame  sehen  Funktionen  zurückzukommen.  Auch  sei  bemerkt,  daß 
sich  die  Rechnung  nur  allmählich  immer  weiter  führen  läßt,  und  daß  deshalb  in 
den  verwickeiteren  Fällen  die  Stabilitätsfrage  nicht  exakt,  sondern  nur  mit  einem 
gewissen  Grade  von  Wahrscheinlichkeit  beantwortet  werden  kann  und  zum  Teil 
überhaupt  offen  bleiben  muß. 

Was  nun  die  Ergebnisse  im  allgemeinen  betrifit,  so  sei  zunächst  allgemein 
hervorgehoben,  daß  es  eine  große  Anzahl  individueller  Gleichgewichtsfiguren  gibt, 
von  denen  immer  gewisse  eine  fortlaufende  Reihe  bilden;  hat  man  ein  Glied 
einer  solchen  Reihe,  so  kann  man  nach  bestimmten  Methoden  die  übrigen  finden; 
hat  man  eine  Reihe,  so  kann  man  aus  ihr  in  gewissen  Fällen  andere  ableiten;  die 
Reihen  hängen  nämlich  in  gewissen  Verzweigungspunkten  miteinander  zusammen, 
und  von  diesen  Punkten  gehen  außer  den  stabilen  auch  instabile  Reihen  aus, 
so  daß  man  Gelegenheit  hat,  die  Kriterien  beider  Arten  festzustellen.  Übrigens 
ist  zu  unterscheiden  zwischen  gewöhnlicher  Stabilität,  die  durch  die  Reibung  der 
Flüssigkeit  allmählich  aufgehoben  wird,  und  der  von  der  Reibung  unabhängigen 
säkularen  Stabilität;  es  nimmt  deshalb  auch  die  Untersuchung  verschiedenen 
Verlauf,  je  nachdem  man  von  vornherein  reibende  oder  ideale  Flüssigkeiten  zu- 
grunde legt,  wobei  das  erstere,  entgegen  der  naheliegenden  Vermutung,  die 
Rechnung  vereinfacht 

Die  Entdeckung  des  Jacobi sehen  EUipsoids  erregte,  deshalb  so  viel  Auf- 
sehen, weil  es  sich  doch  um  eine  Bewegungserscheinung  mit  axialer  Symmetrie 
handelt,  der  doch  auch  eine  axiale  Symmetrie  der  Form  des  rotierenden  Körpers 
entsprechen  sollte.  Ein  Anlaß  zu  einer  Abweichung  von  dieser  Symmetrie,  also 
von  der  Form  eines  Rotationskörpers,  ist  freilich  nicht  ausdrücklich  gegeben; 
die  Genesis  liegt  ja  aber  überhaupt  außerhalb  des  Rahmens  unseres  Problems, 
das  sich  nur  mit  der  Stabilität  der  einmal  entstandenen  Figuren  befaßt.  Man 
kann  also  beliebige  Ursachen  für  die  Entstehung  der  Asymmetrie  einführen,  man 
wird  am  einfachsten  von  einem  Zufall  sprechen,  der  den  Anstoß  gibt,  und  der 
dann  die  neue  Gleichgewichtsfigur  erzeugt.     Solcher  Figuren  hat  mm  Poincare 


1  H,  PoiKCAK±,  CR.  100.  1068.  1885;  102.  970.  1886;  Acta  math.  7.  259.  1885 
(Hauptarbeit);  Revue  g^o.  des  sc.  3.  809.  1892  (elemeDtare,  aber  sehr  inLaltreiche  Darstellung); 
Figures  d'^quilibre  d'nne  masse  fluide.  Paris  1903  (von  Poncarä  gehaltene,  von  Dreyfus 
redigierte  Vorlesung).  —  K.  Schwarzschild,  Inaug.-Dissert.  München  1896;  N.  Ann.  Stern- 
warte München.   8.  —  "Ober  die  bimförmige  Figur  und   die  Sicherstellung  ihrer  Stabilität  vgl. 

ferner:  H.  PoiKCARi:,  Proc.  Roy.  Soc.  60.  148.  1901. G.  H.Darwin,   ibid.  60.  171.  1901; 

7L  178.  1902. 
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wiederum  zwei  neue  Scharen  aufgefunden,  wobei  er  von  dem  Umstand  ausging, 
daß  zwischen  dem  größten  Bewegungsmoment,  das  noch  einem  stabilen  Jacobi  sehen 
£llipsoid  entspricht,  und  dem  kleinsten,  das  schon  dem  stabilen  Gleichgewicht 
zweier  isolierter  Massen  (s.  w.  u.)  entspricht,  eine  Lücke  klafft  Die  neuen  Formen 
gehen  einerseits  aus  dem  Rotationsellipsoid,  andererseits  aus  dem  Jacobi  sehen 
hervor,  und  zwar  in  der  Weise,   daß,   wenn  die  Oberfläche  durch  Längen-  und 

Breitenkreise  in  Zonen  geteilt  gedacht  wird, 
diese  Zonen  abwechselnd  hinein-  und  heraus- 
gedrückt werden,  wobei  natürlich  die  Berg- 
und  Talflächen  sowie  ihre  Begrenzung  je  nach 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit  bestimmt  aus- 
zuwählen sind.  Der  einfachste  derartige 
Körper  ist  bimförmig,  wie  die  Figur  322 
andeutet,  in  der  auch  das  Ellipsoid  zu  sehen 
ist,  aus  dem  jener  hervorgegangen  ist;  er  ist 
dreizonig,  mit  einer  Einschnünmg  in  der  Mitte 
und  zwei  —  im  allgemeinen  ungleichen  — 
Anschwellungen  an  den  Seiten.  Eine  nähere  Untersuchung  zeigt  nun,  daß  die 
meisten  dieser  Körper  nicht  streng  stabil  sind,  und  es  bleibt  vielleicht  nur  der 
dreizonige  übrig,  von  dem  sich  die  Stabilität  freilich  auch  nicht  mathematisch 
streng  beweisen  läßt. 

Der  obigen  Zusammenstellung  der  möglichen  Formen,  geordnet  nach  den 
Werten  der  maßgebenden  Konstanten,  kann  man  nun  eine  andere  gegenüber- 
stellen, die  eine  mehr  physikalisch-genetische  Bedeutung  hat,  wobei  man  sich 
etwa  vorstellen  kann,  daß  die  Flüssigkeitsmasse  allmählich  erkaltet,  sich  zusammen- 
zieht, und  deshalb,  mit  Rücksicht  auf  die  Konstanz  des  Drehungsmoments,  die 
Drehungsgeschwindigkeit  größer  wird  (die  Zylinder  bleiben  hier  außer  Betracht): 
Kugel,  schwach,  stärker  abgeplattetes  Rotationsellipsoid,  Jacobi  sches,  erst  wenig, 
dann  stärker  verlängertes  Ellipsoid,  und  dann  der  bimförmige  Körper  mit  all- 
mählich stärker  werdender  Einschnürung. 

Zwei  und  mehr  Körper.  Die  birnförmige  Figur  legt  den  Gedanken  einer 
Trennung  in  zwei  Teile  nahe  und  gibt  auch  schon  Anhaltspunkte  für  die  Gestalt 
der  beiden  Körper.  In  der  Tat  ist  das  Problem  zweier  umeinander  rotierender 
Flüssigkeitsmassen,  die  auf  sich  selbst  und  aufeinander  anziehend  wirken,  mehrfach 
theoretisch  behandelt  worden,  namentlich  von  Darwin  imd  Poincare,  sowie  in 
einem  besonderen  Falle  von  Roche  und  Schwarzschild.  Aus  der  allgemeinen 
Untersuchung  sei  nur  angeführt,  daß  die  beiden  Massen  die  Gestalt  von  Eiern 
mit  den  schmalen  Enden  gegeneinander  annehmen,  daß  diese  Eigestalten  desto 
ausgeprägter  sind,  je  näher  sich  die  beiden  Körper  im  Vergleich  mit  ihren  Eigen- 
dimensionen befinden,  daß  sie  sich  schließlich  bei  zunehmender  Annäherung  zu 
einem  hantelähnlichen  Körper  vereinigen,  und  daß  zwischen  dieser  Figur  und 
dem  Jacobi  sehen  Ellipsoid  sowie  der  birnförmigen  Poincare  sehen  Figur  inter- 
essante Beziehungen  bestehen.  Am  typischsten  kommt  die  Eigestalt  bei  zwei 
gleichen  Massen  heraus,  bei  ungleichen  bleibt  der  massigere  der  Ellipsoidgestalt 
näher,  der  andere  erfährt  intensivere  Verzerrungen.  Ferner  zeigt  sich,  daß  zwei 
verschiedene  Massen  in  großer  Nähe  beieinander  nur  dann  getrennt  bestehen 
bleiben,  wenn  die  kleinere  ^/j^  der  größeren  übersteigt.  Darwin,  der  dies  fand, 
rechnete  deshalb  einen  der  Grenze  nahe  gelegenen  Fall,  Massen  Verhältnis  1 :  27, 
aus  und  zeigte,  daß  die  kleinere  Masse  in  einer  der  Rotationsachse  parallelen 
Ebene  tief  gefurcht  war,  also  augenscheinlich  im  Begriff  war,  in  zwei  Teile  zu 
zerfallen.  —  Dagegen  können  in  größerer  Entfernung  vom  Hauptkörper  natürlich 
beliebig  kleine  Körper  stabil  sein,  und  die  Untersuchung  wird  relativ  einfach, 
wenn  der  Nebenkörper  im  Sinne  mathematischer  Größenordnung  klein  ist  gegen 
den  Hauptkörper.     Nach  Roche  liegt  die  Grenze  der  Möglichkeit  da,  wo  man 
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-die  dritte  Potenz  des  Verhältnisses  des  gröfiten  Durchmessers  des  Nebenkörpers 
gegen  den  Abstand  vernachlässigen  kann.  Ist  die  Distanz  sehr  groß  und  mithin 
nach  dem  dritten  Keppler  sehen  Gesetz  die  Rotationsgeschwindigkeit  des  Neben- 
körpers sehr  klein,  so  existieren  zwei  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren,  von 
•denen  die  eine  nahezu  eine  Kugel,  die  andere  eine  unendlich  dünne,  nach  dem 
Hauptkörper  gerichtete  Nadel  ist.  Verringert  sich  die  Distanz  und  wächst  die 
Rotationsgeschwindigkeit,  so  geht  die  Kugel  in  ein  sich  mehr  und  mehr  ab* 
plattendes  dreiachsiges  EUipsoid  über,  das  um  die  kleinste  Achse  rotiert,  während 
•die  größte  dem  Hauptkörper  zugekehrt  ist;  das  nadeiförmige  EUipsoid  hingegen 
verkürzt  sich  mehr  und  mehr,  und  schließlich  vereinigen  sich  beide  Reihen  in 
einer  Grenzform,  über  die  hinaus  keine  Gleichgewichtsform  mehr  möglich  ist. 
Die  Stabilitätsverhältnisse  dieser  Figuren  hat  alsdann  Schwarzschild  analysiert 
und  gefunden,  daß  die  Reihe  der  weniger  abgeplatteten  stabil,  die  Reihe  der 
stärker  abgeplatteten  instabil  ist,  und  daß  sich  an  die  Roche  sehen  Ellipsoide 
keine  weiteren  stabilen  Gleichgewichtsfiguren  anschließen. 

Weitere  Literatnr.  In  bezug  auf  die  sonstigen  theoretischen  Arbeiten  über 
•das  vorliegende  Thema  muß  es  genügen,  auf  die  Literatur  hinzuweisen.  Es 
werden  in  derselben  u.  a.  behandelt:  i.  Der  Unterschied  zwischen  idealen  und 
reibenden  Flüssigkeiten,  der  sich  z.  B.,  wie  Basset  und  Bryan  bewiesen  haben, 
•darin  zeigt,  daß  die  größte  mit  Stabilität  vereinbare  Exzentrizität  des  Maclaurin- 
schen  Ellipsoids  bei  0,9529  oder  bei  0,8127  liegt,  je  nachdem  es  sich  um  eine 
ideale  oder  zähe  Flüssigkeit  handelt  —  ein  Ergebnis,  das  freilich  mit  dem 
Begriff  der  Zähigkeit  als  einer  graduellen  Eigenschaft  nicht  zusammenstimmen 
-will.  2.  Das  Gleichgewicht  heterogener  Flüssigkeiten,  namentlich  von  Körpern, 
die  aus  konzentrischen  Schichten  aufgebaut  sind  (Sätze  von  Hamy  und  Poin- 
care  u.  s.  w.).  3.  Aus  naheliegenden  Gründen  muß  es  wundernehmen,  daß  unter 
den  oben  aufgeführten  Gleichgewichtsfiguren  sich  der  Ring  nicht  befindet;  er  ist 
aber,  wie  Maxwell  u.  A.  gezeigt  haben,  unter  gewöhnlichen  Umständen  sicherlich 
nicht  und  wahrscheinlich  überhaupt  unter  keinerlei  Umständen  eine  stabile  Gleich- 
gewichtsfigur, er  zerfällt  vielmehr  bei  der  Rotation  in  mindestens  zwei,  eventuell 
aber  in  zahlreiche  Einzelkörper.  Das  gilt  sowohl  bei  alleiniger  Existenz  des 
Ringes  als  auch  bei  Existenz  eines  Hauptkörpers,  um  den  oder  mit  dem  der 
Ring  als  Nebenkörper  rotiert  Immerhin  ist  zu  beachten,  daß  der  MATXHiESSENSche 
Hohlzylinder  auch  einen  Ring  darstellt,  freilich  mit  anderem  Querschnitt  Auch 
vergleiche  man  die  Arbeiten  von  Meinecke  und  Guggenheimer  über  die  Frage. 
4.  Die  thermodynamische  Theorie  der  Gleichgewichtsfiguren,  von  Duhem  im  An- 
schluß an  seine  allgemeinen  Untersuchungen  (s.  oben)  entwickelt  und  mit  denen 
von  Thomson  und  Tait,  Poincare  u.  s.  w.  verglichen.  5.  Die  Theorie  der 
stationären  und  nichtstationären  Schwingungen  der  Gleichgewichtsfiguren;  dieses 
von  Dirichlet  und  Riemann  begründete,  von  Dedekind,  Greenhill,  Love  u.  A. 
fortgeführte  Gebiet  gehört  nicht  mehr  hierher,  da  es  sich  hier  um  wirklich 
d3mamische  Verhältnisse  handelt;  immerhin  kann  man  durch  diese  Figuren  die 
Reihe  der  Gleichgewichtsfiguren  vervollständigen  und  erhält  dann  folgende,  von 
Basset  aufgestellte  Reihe:  i.  Maclaürins  Sphäroid,  2.  Jacobis  EUipsoid, 
3.  Dedekind s  EUipsoid,  4.  das  EUipsoid  mit  nichtwirbelnder  Bewegung,  5.  ein 
EUipsoid  mit  Wirbelbewegung  von  bestimmter  Art,  6.  Riemann s  EUipsoid,  bei 
dem  die  Bewegung  um  eine  augenblickliche  in  einer  Hauptebene  liegende  Achse 
stattfindet;  der  letzte  FaU  schließt  alle  vorhergehenden  ein.^ 


1  A.  B.  Bassbt,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  19.  46.  1887.  —  G.  H.  Darwin,  Proc.  Roy. 
Soc.  42.  359;  Phil.  Trans.  178  A.  379.  1887.  —  A.  E.  H.  Love,  Phü.  Mag.  (5)  26.  40.  1888. 
—  H.  PoiNCARÄ,  C.  R.  104.  622.  1887.  —  M.  Hamy,  Th^se.  Paris  1887.  —  H.  Poincarä, 
C  R,  106.  1571.  1888.  —  A.  E.H.  Love,  Phü.  Mag.  (5)  27..  254.  1889.  —  M.  Hamt, 
C.  R.  110.  124.  1890.  —  G.  H.  Bryan,  Proc.  Roy.  Soc.  47.  367.  1890.  —  E.  Oekinghaüs, 
Wocb.  f.  Astr.  32.  369.  382.  1889  (Nachweis,  daß  ein  dreiachsiges  EUipsoid  auch  dann  noch 
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Anwendung  auf  die  Himmelikörper.  £s  ist  einleuchtend,  daß  die  reiche, 
im  vorstehenden  skizzierte  Arbeit  auf  dem  Gebiet  der  Gleichgewichtsfiguren 
rotierender  Flüssigkeitsmassen  im  wesentlichen  gezeitigt  worden  ist  durch  den 
Wunsch,  die  Verhältnisse  der  Himmelskörper  zu  verstehen.  In  der  Tat  hat  man 
hierauf  weitgehende  Anwendung  gemacht,  dabei  aber  nur  zum  Teil  Erfolg  gehabt, 
im  übrigen  aber  eingesehen,  daß  man  bei  dieser  Anwendung  überaus  vorsichtig 
zu  Werke  gehen  muß,  weil  die  Verhältnisse  vielfach  anders  liegen  oder- durch 
Nebenumstände  wesentlich  modifiziert  werden. 

Was  zunächst  die  Erde  betrifft,  so  kann  es  sich,  da  deren  Gestalt  tatsächlich 
nur  wenig  von  der  Kugel  abweicht,  nur  um  ein  Rotationsellipsoid  handeln,  und 
zwar  um  dasjenige,  das  sich  bei  abnehmender  Drehgeschwindigkeit  der  Kugel 
nähert.  Man  kann  dann  v  als  so  klein  betrachten,  daß  die  Gleichung  (34)  durch 
ein  sehr  kleines  l  befriedigt  wird,  findet  durch  Entwickelung  des  arctangil  die 
Lösimg  X  =  -J-yiö  V  und  folglich,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  (33)  für  v  die 
für  die  Erde  gültige  Gravitationskonstante  einführt,  A*  as  ^g..  Für  kleine  X 
ist  nun  nach  der  Gleichimg  (33):  iL*/2  =  (a  —  r)/r,  d.  h.  die  „lineare  Ab- 
plattung". Dieselbe  würde  sich  hiemach  zu  ^/^jj  ergeben,  gegenüber  dem 
durch  die  Gradmessungen  gefundenen  Werte  Ysoo*  ^^®  Differenz  liegt  daran, 
daß  die  Dichte  als  überall  gleich  angenommen  wurde,  während  sie  tatsächlich 
nach  innen  zunimmt.  Dieser  Fall  ist  nun  theoretisch  zu  verwickelt;  man  kann 
aber  einen  zweiten  extremen  Fall  behandeln,  nämlich  den,  daß  die  ganze  An- 
ziehung vom  Mittelpunkt  ausgeht;  ist  dann  G  die  Anziehung  für  irgend  eine 
festgewählte  Entfernung  R,  z.  B.  den  Polarradius,  und  r  irgend  ein  Radiusvektor, 
so  ist  das  Anziehungspotential  ^j  =  GR^jr  und  somit  die  Oberflächengleichung 

GR^        «;*     ^ 
j  (35)  -—^—[x^j^y^^con&i      , 

i  woraus  sich  durch  Einführung  der  Poldistanz  q>  und  unter  Annahme  kleiner  w 

I  (36)  r^R\l  +  ^cos^]  =  i?  (1  +  5^cos«9J 

findet.     In   diesem  Falle  ergibt  sich  also  in  der  Tat  eine  zu  kleinei  lineare  Ab- 
plattung, wie  zu  erwarten  war. 

Bei  anderen  Himmelskörpern  ist  die  Abplattung  zum  Teil  beträchtlich 
größer,  z.  B.  beim  Jupiter  ^/,^,  beim  Saturn  ^9)  ^s  ist  dies  mit  der  sehr  viel 
größeren  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Planeten  im  Einklang.  Aber  auch  diese 
Abplattungen  liegen  noch  sehr  weit  von  der  kritischen  Grenze  des  Rotations- 
ellipsoids entfernt,  und  es  scheinen  auch  keine  dieser  Grenze  nahen  Beispiele  am 
Himmel  vorhanden  zu  sein.  Dagegen  ist  neuerdings  die  Vermutung  ausgesprochen 
worden,  daß  gewisse  veränderliche  Fixsterne  jACOBische  Ellipsoide  seien  und 
eben  diesem  Umstand  ihre  Veränderlichkeit  verdanken;  bei  manchen  stimmen 
die  Periodizitätsverhältnisse  hiermit  überein,  bei  anderen  nicht,  und  man  wird 
vielleicht  einmal  zu  der  Annahme  auch  bimförmiger  Figuren  seine  Zuflucht 
nehmen.  —  Was  die  Monde  der  Planeten  betrifft,  so  sind  diese  sämtlich  von 
geringerer  Masse  im  Verhältnis  zu  der  ihrer  Hauptkörper,  als  die  DxRWiNsche 
Grenze  zuläßt;  bei  ihrer  Ablösung  von  den  Planeten  müssen  also  unbekannte 
Einflüsse  bezw.  Vorgänge  mitgespielt  haben;  immerhin  lassen  sich,  die  Existenz 


Gleichgewichtsfigur  sein  kann,  wenn  es  sich  um  einen  Hauptkörper  mit  einer  bestimmten  Winkel- 
geschwindigkeit dreht).  —  A.  B.  Basset,  Ptoc.  Cambr.  phil.  Soc.  8.  23.  18Q3.  —  G.  H.  Bryan, 
ibid.  8.  51.  1894.  —  S.  Krüger,  Inaug.-Diss.  Leiden  1896  (mehr  rein  mathematische  Behand- 
lung  der  ellipsoidalen  Gleichgewichtsfigur),  —  P.  DüHEM,  Journ.  de  math.  (5)  3.  151.  1897. 
—  J.H.  Jeans,  Proc.  Roy.  Soc.  70.  46.  1902  (Zylinder).  —  W.  Meinecke,  Inaug.-Diss. 
Halle  1905  (Ring  mit  Zentralkörper).  —  S.  Guggenheimer,  Phys.  Ztschr.  0.  206.  1905; 
Münch.  Ber.  85.  265.  1905. 
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einmal  vorausgesetzt,  z.  B.  für  den  Erdmond  gewisse  Verhältnisse  seiner  Gestalt 
und  Bewegung  mit  der  obigen  Lehre  in  guten  Zusammenhang  bringen.  —  Was 
endlich  die  Ringe  des  Saturn  betrifft,  so  können  sie  nach  der  Theorie  keine 
zusammenhängenden  Gebilde  sein,  sondern  müssen  sich  längst  in  Einzelkörper 
aufgelöst  haben;  in  der  Tat  haben  neuere  photometrische  Untersuchungen  Anhalts- 
punkte dafiir  ergeben,  daß  man  es  hier  mit  unzähligen  Monden  zu  tun  hat,  und 
angeblich  läßt  sich  sogar  die  je  nach  den  Umständen  verschiedene  Drehungs- 
geschwindigkeit dieser  Monde  erkennen. 

Auch  experimentell  hat  man  die  in  Rede  stehenden  Erscheinungen  nach- 
zuahmen versucht,  und  zum  Teil  mit  einem  gewissen  Erfolg.  Bringt  man  einen 
großen  Öltropfen  in  eine  Wasser— Alkoholmischung  von  gleicher  Dichte  wie  das 
Ol  derart  hinein,  daß  er  sich  um  die  durch  die  Mitte  hindurchgehende  Dreh- 
achse herumlegt,  und  leitet  man  nun  mittels  einer  Kurbel  die  Drehung  ein,  so 
erhält  man  in  Übereinstimmung  mit  der  Theorie  ein  Rotationsellipsoid,  dessen 
Abplattimg  mit  der  Drehgeschwindigkeit  wächst.  Nicht  so  übereinstimmend  mit 
der  obigen  Theorie  verlaufen  die  übrigen  mit  dem  öltropfen  zu  erzielenden  Er- 
scheinungen. Es  liegt  dies  an  der  Oberflächenspannung  und  Zähigkeit  des  Öles, 
weshalb  hinsichtlich  des  näheren  über  diese  sogen.  PLAXEAUschen  Versuche 
auf  den  Artikel  „Kapillarität"  zu  verweisen  ist 

4.  EompreBBibilitftt. 

Keihodik.  Bisher  wurde  auf  die  Kompressibilität  der  tropfbaren  Flüssig- 
keiten keine  Rücksicht  genommen;  sie  soll  jetzt  für  sich  untersucht  werden.  Daß 
sie  sehr  klein  ist,  geht  aus  zahllosen  alltäglichen  Erfahrungen  hervor.  Es  hat 
deshalb  auch  besonderer  Apparate  bedurft,  um  zu  zeigen,  daß  die  wirklichen 
nicht,  wie  die  idealen  Flüssigkeiten  der  Theorie,  völlig  inkompressibel  sind,  und 
noch  exakterer,  mn  diese  Kompressibilität  mit  Genauigkeit  zu  messen.  Bei  den 
älteren  Versuchen  dieser  Art  scheiterte  man  entweder  daran,  daß  die  die  Flüssig- 
keit enthaltenden  Gefäße  infolge  des  angewandten  Druckes  zersprangen,  oder 
daran,  daß  die  Flüssigkeit  durch  die  Poren  der  Gefäßwandung  hindurchsickerte 
—  so  bei  den  Versuchen  von  Bacon  mit  einer  Hohlkugel  von  Blei,  bei  denen 
der  Mitglieder  der  Accademia  del  Cimento  in  Florenz^  mit  einer  silbernen, 
später  sogar  stark  vergoldeten  Hohlkugel;  oder  endlich  daran,  daß  das  Gefäß 
selbst  sich  in  einer  nicht  näher  zu  bestimmenden  Weise  ausdehnte  oder  zusammen- 
drückte. Bei  den  späteren  Versuchen  wurde  daher  das  Augenmerk  wesentlich 
darauf  gerichtet,  die  Entstehung  eines  starken  einseitigen  Druckes  auszuschließen. 

Exakt  konstatiert  wurde  die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  zuerst  von 
Canton.*  Bei  seinen  ersten  Versuchen  bestimmte  er  die  Höhe  der  Quecksilber- 
säule in  einem  thermometerähnlichen,  aber  oben  offenen  Gefäß,  und  zwar  bei 
einer  bestimmten  Temperatur.  Dann  wurde  erhitzt,  das  infolgedessen  völlig  mit 
Quecksilber  gefüllte  Gefäß  oben  zugeschmolzen  und  wieder  auf  die  ursprüngliche 
Temperatur  abgekühlt.  Es  ergab  sich  alsdann  ein  etwas  höherer  Stand  des  Queck- 
silbers. Das  konnte  nun  daran  liegen,  daß  vorher,  wo  der  Luftdruck  gewirkt 
hatte,  das  Quecksilber  etwas  zusammengedrückt  worden  war;  es  konnte  aber  auch 
daran  liegen,  daß  im  jetzigen  geschlossenen  Zustand  die  Gefäßwand  durch  den 
äußeren  Luftdruck  zusammengedrückt  wurde.  Als  nun  aber  derselbe  Versuch  mit 
Wasser  angestellt  wurde,  ergab  sich  eine  größere  Differenz;  kam  also  die  Differenz 
beim  Quecksilber  zum  Teil  oder  selbst  gänzlich  auf  die  zweite  Ursache,  so  konnte 
doch  die  Mehrdifferenz  bei  Wasser  nur  eine  Folge  der  Kompressibilität  sein. . 

^  Saggi  di  naturali  espeiieiize  fatte  nell* Accademia  del  Cimento.  N.  Ediz.  Firenze  1841. 
Abschnitt  VI:  £sp.  int.  alla  compressione  dell'aqua  (1692).  —  2  Camton,  Phil«  Trans.  Roy. 
See  1762.  1764  (auch  PoGG.  Ann.  12.  39). 
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Bei  seiner  zweiten  Versuchsreihe  ließ  Canton  den  Luftdruck  gleichzeitig 
innen  und  außen  variieren,  indem  er  das  oflfene  Gefäß  unter  die  Glocke  einer 
Luftpumpe  brachte;  freilich  übersah  er,  daß  auch  hier  eine  Korrektion  wegen  des 
Glases  anzubringen  ist  Auch  hier  zeigte  sich  eine  entschiedene  Abnahme  des 
Volumens  bei  Zunahme  des  Druckes,  und  zwar  bei  verschiedenen  Flüssigkeiten 
eine  sehr  verschieden  starke.     Ähnliche  Versuche  stellte  später  Perkins^  an. 

Einen  wesentlichen  Fortschritt  machte  Oersted*  durch  die  Konstruktion 
seines  Piezometers  (Figur  323).  Die  zu  komprimierende  Flüssigkeit  befindet 
sich  in  dem  Glasgefäß  G  vom  Volumen  V,  reicht  eine  Strecke  weit  in  die  dasselbe 
fortsetzende  enge  Röhre  hinauf,  die  nach  Volumenteilen  (1  Teilstrich  =  v)  kali- 
briert ist,  und  wird  durch  einen  kurzen  Quecksilberfaden  abgeschlossen;  das  kleine 
Thermometer  L  dient  zur  Bestimmung  der  Temperatur,  die  graduierte,  unten 
offene,    oben   geschlossene  Röhre  K  zur  Druckmessung.     Wird  nun  die  ganze 


k 


Figur  323. 


Figur  324. 


Figur  325. 


Vorrichtung  in  den  mit  Wasser  gefüllten  starken  Glaszylinder  E  gebracht  und  nun 
durch  Hineindrehen  der  Schraube  C  ein  Druck  ausgeübt,  der  sich  bis  zu  einem 
solchen  von  etwa  50  Atmosphären  steigern  läßt,  so  erfährt  das  Gefäß  G  von 
innen  und  außen  genau  den  gleichen  Druck,  und  es  gelangt  daher  die  Kom- 
pression der  Flüssigkeit,  wie  es  scheint,  ganz  rein  zum  Ausdruck.  Eine  Modifikation 
des  Verfahrens  besteht  darin,  daß  man  (Figur  324)  das  Gefäß  G  umkehrt  und, 
mit  der  Röhre  nach  unten,  ganz  mit  Flüssigkeit  gefüllt  in  das  Schälchen  5  mit 
Quecksilber  taucht;  Thermometer  und  Druckmesser  muß  man  dann,  an  einem  be- 
sonderen Brettchen  befestigt,  in  den  Glaszylinder  bringen.  Bei  steigendem  Drucke 
sieht  man  nun  das  Quecksilber  bei  der  erstgenannten  Anordnung  fallen,  bei  der 
letztgenannten  steigen;  die  Flüssigkeit  in  G  wird  also  komprimiert,  und  zwar, 
wenn  der  ursprüngliche  Stand  beim  Teilstrich  m  war,   der  jetzige  bei  n  ist,  um 

[m  ^  n)v 
V+  mv 


^    Perkins,   Phil.    Trans.   Roy.  Soc.    72.    1820   und    PoGG.  Ann.    9.    547.    1827. 
2  H.  Ch.  Oersted,  Denkschr.  k.  Dan.  Ak.  d.  Wiss.  9.   1822;  Pogg.  Ann.  9.  603.  1827. 
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in  Teilen  des  ursprünglichen  Volumens,  gleichzeitig  ist  das  Wasser  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Teilstrichen  in  den  Druckmesser  eingedrungen,  und  hieraus  ergibt 
sich  der  herrschende  Druck  (s.  Artikel  „Luftdruck").  Nennt  man  diesen  Druck, 
in  Atmosphären  ausgedrückt,  P  und  dividiert  hiermit  obigen  Ausdruck,  so  erhält 
man  die  relative  Volumenverminderung  durch  die  Einheit  des  Druckes,  d.  h.  den 
sogen.  Kompressibilitätskoeffizienten  i.  Es  ist  jedoch  zu  beachten,  daß 
an  der  so  erhaltenen  Formel  noch  eine  wesentliche  Korrektion  anzubringen  ist. 
Obgleich  nämlich  auf  das  Gefäß  G  von  innen  und  von  außen  derselbe  Druck 
wirkt,  erleidet  dasselbe  doch,  entgegen  der  Annahme  Oersteds,  eine  Veränderung. 
Durch  allseitig  gleichen  Druck  wird  nämlich  ein  fester  Körper  komprimiert,  derart, 
daß  er  sich  selbst  ähnlich  bleibt,  aber  alle  seine  Dimensionen  kleiner  werden; 
ist  der  Körper  ein  Gefäß,  so  erfährt  folglich  auch  der  Hohlraum  desselben  eine 
Verkleinerung,  deren  Maß  der  Kompressionskoeffizient  k'  des  Glases  ist;  ohne 
diese  Fehlerquelle  wäre  die  beobachtete  Änderung  des  Standes  entsprechend 
größer  gewesen,  und  man  findet  folglich 

(37)  k=.k'  +  .^'"-"> 


P[V+mv) 


Den  hiemach  sich  ergebenden  Übelstand,  daß  man  den  Koeffizienten  des 
betrefifenden  Glases  kennen  muß,  um  den  von  Flüssigkeiten  zu  ermitteln,  hat  man 
auf  verschiedene  Weise  zu  beseitigen  gesucht  Colladon  und  Sturm  ^  die 
zuerst  auf  diese  Fehlerquelle  aufmerksam  machten,  und  die  bei  ihrem  Apparat 
im  übrigen  durch  manche  Verbesserung  die  Genauigkeit  wesentiich  erhöhten, 
versuchten  es  dadurch,  daß  sie  durch  Zugversuche  an  Glasstäben  die  Kom- 
pressibilität zu  ermitteln  suchten,  was  jedoch  mit  großen  Schwierigkeiten  verknüpft 
ist  (s.  Artikel  „Elastizität*').  Andere  wiederum  dadurch,  daß  sie  in  das  GefäB 
des  Piezometers  einige  Glasstücke  brachten  und  nun  einen  zweiten  Versuch  an- 
stellten, um  gewissermaßen  eine  zweite  Gleichung  zu  erhalten  und  so  die  Un- 
bekannte k'  eliminieren  zu  können;  in  Wahrheit  ist  aber  die  zweite  Gleichung 
mit  der  ersten  identisch,  nur  daß,  wegen  des  kleineren  V^  alle  Glieder  jener  in 
demselben  Verhältnis  kleiner  sind;  man  erfährt  also  auf  diese  Weise  nichts  Neues. 

Erst  Regnault*  ist  es  gelungen,  das  Problem  im  wesentlichen  zu  lösen. 
Vermittelst  seines  Apparats  (Figur  325)  läßt  sich  nämlich  auf  das  die  Flüssigkeit 
enthaltende  Gefäß  ganz  nach  Willkür  entweder  nur  äußerer  oder  nur  innerer 
oder  gleichzeitig  äußerer  oder  innerer  Druck  ausüben.  Die  beiden  Fälle,  in 
denen  der  Druck  einseitig  ist,  setzen  freilich  voraus,  daß  das  Material  des  Ge- 
fäßes homogen  und  seine  Gestalt  von  einfacher  Regelmäßigkeit  sei,  Bedingungen, 
die  man  am  besten  durch  Metallkugeln  oder  Metallzylinder  mit  ebenen  oder 
halbkugeligen  Enden,  deren  innere  und  äußere  Dimensionen  genau  gemessen 
sind,  erfüllen  kann.  Die  drei  genannten  Fälle  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Hähne  A^ 
i?,  C  D,  F  verwirklichen,  von  denen  A  und  F  mit  der  freien  Luft,  C  mit  einem 
mit  komprimierter  Luft  gefüllten  Gefäß  kommunizieren.  Sind  A^  C,  D  offen, 
aber  B  und  F  geschlossen,  so  wird  G  von  außen  gedrückt;  dies  gibt  die  Kom- 
pression des  Metalls.  Sind  A  und  F  geschlossen,  B,  C  und  D  geöffnet,  so  findet 
doppelseitiger  Druck  statt;  es  ergibt  sich  die  Differenz  der  Kompressionen  von 
Metall  und  Flüssigkeit.  Die  Kombination  beider  Versuche  führt  zur  Kenntnis 
von  i.  Wenn  man  schließlich  A  und  D  schließt,  B  und  C  öffnet,  so  erhält  man 
nur  inneren  Druck  und  kann  dies  zur  Kontrolle  der  beiden  ersten  Versuche  be- 
nutzen. Es  sei  noch  bemerkt,  daß  der  ganze  Apparat  zur  Konstanterhaltung  der 
Temperatur  in  dem  Bade  H  steht 


1  CoLLADOM  n.  Sturm,  Ann.  chim.  phys.  (2)  36.  113.  1827;  Pogg.  Ann.  12*95;  1828. 
—  *  V.  Rkgnault,  M6m.  de  TAc.  Franc.  21.  429.  1847. 
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Auf  der  von  Canton,  Oersted  und  Regnault  geschaflfenen  Grundlage  ist 
dann  die  Methodik  der  Kompressibilitätsbestimmung  von  zahlreichen  Forschern 
nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  weiter  ausgebaut  und  verfeinert  worden ; 
hervorzuheben  sind  die  Arbeiten  von  Grassi,  Jamin,  Amaury  und  Descamps, 
Amagat,  Cailletet,  Quincke,  Pagliani  und  Vicentini,  M.  Schümann,  Röntgen 
und  Schneider,  F.  Braun,  Plagliani  und  Palazzo,  de  Metz,  Bogüski,  Skinner, 
GuGLiELMO,  Röntgen  sowie  Richards  und  Stull.^  Dabei  handelt  es  sich  um 
eine  ganze  Reihe  zu  lösender  Aufgaben.  Zunächst  ist  zwischen  drei  verschiedenen, 
zu  ermittelnden  Größen  zu  unterscheiden,  nämlich  in  aufsteigender  Folge: 

a)  Die  relative  scheinbare  Kompressibilität,  relativ,  weil  sie  auf  die 
des  Wassers  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  bezogen  wird,  scheinbar, 
weil  in  ihr  die  Volumenänderung  des  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefäßes  noch 
mit  enthalten  ist; 

b)  die  scheinbare  Kompressibilität,  d.  h.  die  in  absolutem  Maße  aus- 
gedrückte, aber  von  der  Gefäßausdehnung  ebenfalls  noch  nicht  befreite  Kom- 
pressibilität; 

c)  die  wahre  Kompressibilität,  mit  Elimination  der  Gefäßausdehnung 
und  Reduktion  auf  absolutes  Maß. 

Es  ist  einleuchtend,  daß  man  bei  a]  mit  den  einfachsten  Apparaten  aus- 
kommen wird,  bei  c)  die  kompliziertesten  nötig  haben  wird.  Insbesondere  wird 
man  bei  der  bezonders  von  Röntgen  und  Schneider  ausgearbeiteten  Methode  a) 
den  sonst  erforderlichen  voluminösen  Druckmessungsapparat  ersparen,  man  kann 
einfach  in  den  Glaszylinder  zwei  ganz  gleiche  Piezometer  bringen,  und  zwar  eines 
mit  Wasser,  eines  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt,  wobei  ersteres 
zugleich  als  Thermometer  dienen  kann;  kennt  man  die  absolute  scheinbare  Kom- 
pressibilität des  Wassers,  so  kann  man  die  der  Flüssigkeiten  berechnen. 

Die  Elimination  der  Gefäßausdehnung  ist  auf  die  verschiedenste  Weise 
versucht  worden;  so  bei  dem  Jamin  sehen  Apparat  dadurch,  daß  das  Piezometer 
in  ein  Wassergefäß  eingetaucht  wird,  das  mit  einer  gut  graduierten,  dem  Piezometer 
möglichst  gleichen  Röhre  kommuniziert;  das  Steigen  /'  in  der  Hilfsröhre  ist  von 
dem  in  der  Hauptröhre  /  einfach  abzuziehen,  so  daß  /'  —  /  maßgebend  für  die 
wahre  Kompressibilität  wird.  Immerhin  hat  Guillaume  gezeigt,  daß  das  Resultat 
noch  einer  Korrektion  bedarf,  und  er  hat  die  Versuche  von  Amaury  und  Des- 
camfs  neu  berechnet.  Auch  sei  auf  eine  eingehende  Studie  von  de  Metz  hin- 
gewiesen, in  der  die  Schwierigkeiten  bei  der  Elimination  der  Glasausdehnung 
dargelegt  werden.  —  Der  Apparat  von  Boguski  beruht  auf  folgendem  Gedanken: 
wenn  von  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  Gefäß  A  unter  n  +  1  Atmosphären 
eingeschlossen  ist,  ein  Volumen  V  in  einen  Behälter  B,  der  unter  gewöhnlichem 
Luftdruck  steht,  übertritt  und  sich  dabei  auf  F  ausdehnt,  so  ist  (F—  V)  n  V  die 
Kompressibilität;  der  hiemach  gebaute  Apparat  wird  auch  den  auftretenden  Fehler- 
quellen gerecht.  —  De  Metz  hat  das  Piezometerrohr  durch  Anfügung  eines 
unteren  Kapillaransatzes  zum  Abbrechen  und  Entleeren  versehen  und  dem  Jamin- 
schen  Gefäß  die  zweckmäßige,  in  Figur  326  wiedergegebene  Form  gegeben;  y  ist 


^  G.  Grassi,  Ann.  chim.  phys.  (3)  31.  438.  185 1.  —  Jamin,  Amaury  u.  Descamps, 
C.  R.  66.  1104.  1868.  —  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (5)  11.  1877.  —  Amaury  und 
Descamps,  C.  R.  68.  1564.  1869.  —  L.  Cailletet,  ibid.  75.  77,  1872.  —  G.  Quincke,  Wied. 
Ann.  19.  401.  1883.  —  S.  Pagijani  u.  G.  Vicentini,  Nuov.  Cim.  (3)  16.  27.  1884.  — 
M.  Schumann,  Wied.  Ann.  31.  14.  1887.  —  \V.  C.  Röntgen  u.  Fr.  Schneider,  ibid,  29. 
195.  1886;  3L  1000.  1887;  33.  644.  1888.  —  F.  Braun,  Sitz.-Ber.  bayr.  Akad.  d.  Wiss. 
1886.  p.  208;  Wied.  Ann.  30.  264.  1887.  —  S.  Pagliani  u.  L.  Palazzo,  Alti  R.  Acc. 
Torino  19.  1884.  (Gemische  von  Äthylalkohol  und  Wasser).  —  G.  DE  Metz,  Wied.  Ann. 
41.  663.  1890;  47.  706.  1892.  —  J.  Boguski,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  2.  120.  1888.  — 
S.  Skinner,  Phil.  Mag.  (5)  32.  79.  1891.  —  G.  Guglielmo,  Rend.  Acc.  Line.  (5)  1.  I.  Sem. 
149.  1892.  —  W.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  46.  560.  1892.  —  Th.  W.  Richards  und 
W.  N.  Stull,  Camegie-Inst.  Wash.  1903;  Joum.  Amer.  chem.  Soc.  26.  399.  190^.. 
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das  erwähnte  Hüfsrohr.  —  Weitere  Modifikationen  betreffen  die  Verwendbarkeit 
bei  beliebigen  Temperaturen  und  Drucken;  jedoch  lassen  sich  diese  Einrich- 
tungen nicht  auszugsweise  beschreiben;  erwähnt  sei,  daß  z.  B.  Cailletet  den 
Punkt,  bis  zu  welchem  das  Quecksilber  vorgedrungen  war,  dadurch  bestimmte, 
daß  er  die  Innenwand  der  engen  Röhre  vergoldete  und  nachträglich  bestimmte, 
bis  zu  welcher  Stelle  das  Gold  aufgelöst  worden  war;  femer  den  Druck  mit  dem 
Desgoffe  sehen  Manometer  (s.  oben).  —  Sodann  kommt  als  unter  Umständen 
sehr  wesentliche  Fehlerquelle  die  Kompressionswärme  in  Betracht,   d.  h.  die 

bei  der  Kompression  der  Flüssigkeit  entwickelte 
Wärmemenge,  sie  kann,  wie  Röntgen  gezeigt 
.hat,  das  Resultat  um  10  bis  15^/^  (letzteres 
z.  B.  bei  Schwefelkohlenstoff)  trüben.  Um  sich 
von  dieser  Fehlerquelle  frei  zu  machen,  kann 
man  entweder  mit  der  Volumenbestimmung 
warten,  bis  die  entstandene  Temperaturände- 
rung sich  bis  auf  einen  kleinen,  leicht  zu 
berücksichtigenden  Bruchteil  ausgeglichen  hat; 


Figur  327. 


oder  man  arbeitet  umgekehrt  so  rasch,  daß  keine  merkliche  Wärme  zugeführt 
werden  kann,  und  fügt  zu  der  beobachteten  Volvunenänderung  die  aus  der 
bekannten  thermodynamischen  Formel  berechnete,  durch  die  Kompressionswärme 
verursachte,  hinzu.  Meist  wird  sich  das  erstere  Verfahren  empfehlen,  da  es 
gewöhnlich  genügt,  einige  Minuten  verstreichen  zu  lassen;  erscheint  auch  das 
noch  zu  zeitraubend,  so  wird  man  den  zweiten  Weg  einschlagen.  —  Aus  ähn- 
lichen Erwägungen  ist  auch  der  Apparat  von  Guglielmo  hervorgegangen,  der 
sich  durch  Einfachheit  und  Genauigkeit  auszeichnet,  mit  Rücksicht  auf  sein  rasches 
Arbeiten  besonders  zur  Messung  der  isentropischen  Kompressibilität  geeignet  ist 
und  mühsame  Rechnungen  erspart,  da  die  Erwärmung  bei  der  Kompression  durch 
die  Abkühlung  bei  der  Ausdehnung  wieder  ausgeglichen  wird.  In  der  in  Figur  327 
gezeichneten  Hahnstellung  wird  A  durch  Druck  ausgedehnt,  so  daß  bei  b  Flüssig- 
keit nach  außen  tritt;  nach  Drehung  beider  Hähne  um  90  ^  ist  A  entlastet  und 
zieht  sich  zusammen,  die  Abnahme  wird  aber  durch  die  Zunahme  des  Zwischen- 
raums zwischen  A  und  B  ausgeglichen,  so  daß  die  Verschiebung  der  Flüssigkeit 
direkt  die  Kompression  der  Flüssigkeit  angibt;  vernachlässigt  ist  dabei  nur  die 
Volumenverminderung  des  Glases,  die  aber  sehr  klein  ist,  da  man  durch  Wieder- 
holung des  Verfahrens  die  ausgetretene   Flüssigkeit  beliebig  genau  messen  oder 
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Wägen  kann,  somit  mit  sehr  mäßigen  Oberdrucken  (z.  B.  1  Atmosphäre)  arbeiten 
und  folglich  für  das  Gefläß  A  sehr  geringe  Wandstärke,  also  kleine  Masse,  wählen 
kann.  —  Der  neueste  Apparat  ist  der  von  Richards  und  Stüll;  die  Kom- 
pressibilität der  Substanz  wird  hier  mit  der  von  Quecksilber  verglichen.  Der 
Apparat  wird  mit  Quecksilber  gefüllt  und  der  Druck  bestimmt,  der  bei  ver- 
schiedenen Mengen  nötig  ist,  um  immer  bis  zu  derselben  Marke  zu  komprimieren, 
was  durch  elektrischen  Kontakt  angezeigt  wird;  dann  wird  ein  Teil  des  Queck- 
silbers durch  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  ersetzt  und  wieder  bis  zur  Marke 
komprimiert;  zur  Ableitung  der  Kompressionswärme  wird  im  Thermostat  ge- 
arbeitet; es  sind  Drucke  bis  zu  vielen  hundert  Atmosphären  zulässig.  Flüssig- 
keiten, die  auf  Quecksilber  einwirken,  sind  in  kleine,  in  der  Kälte  gefüllte,  leicht 
komprimierbare  Glasballons  eingeschlossen.  Auf  ein  Reagensglas,  in  dessen  Boden 
eine  Platinspitze  eingeschmolzen  war,  wurde  oben  ein  dicht  schließender,  hohler 
Glasstöpsel  gesetzt;  er  verlängerte  sich  in  eine  Kapillarröhre  mit  trichterförmiger 
Erweiterung;  in  die  Kapillare  war  eine  zweite  Platinspitze  eingeschmolzen.  Nun 
wurde  Reagensglas  und  Stöpselhöhlung  mit  Quecksilber  gefüllt,  über  den  Meniskus 
ein  Wassertropfen  gesetzt,  der  untere  Teil  in  ein  Queksilberbad  getaucht  und 
der  Apparat  in  den  Ölbehälter  einer  Pumpe  gestellt  Mittels  eines  elektrischen 
Stromes  .wurde  der  Druck,  bei  dem  der  obere  Kontakt  sich  löste,  gemessen. 
Dieselbe  Messung  wurde  alsdann  nach  Einführung  des  dünnwandigen  Glasballons 
mit  der  Prüfflüssigkeit  wiederholt.  So  ergab  sich  die  Differenz  der  Kom- 
pressibilitäten. 

Endlich  ist  noch  der  Methode  von  Wertheim  ^,  aus  der  Schallgeschwindigkeit 

in  Flüssigkeiten  deren  Kom- 
pressibilität zu  berechnen,  Er- 
wähnung zu  tun,  —  einer  Me- 
thode, die  aber  nach  Wertheim 
selbst  besser  in  umgekehrter 
Weise  Anwendung  findet. 

Ergebnisse.  Im  folgen- 
den sind  die  wichtigsten  Er- 
gebnisse der  Kompressibilitäts- 
messungen zusammengestellt, 
und  zwar  unter  Angabe  der 
Temperatur  und  der  Druck- 
grenzen, auf  die  sich  die  Zahlen 
beziehen;  sind  diese  beiden 
Drucke  p  und  /',  die  ent- 
sprechenden Volumina  v  und  v\ 
so  ist  die  Kompressibilität: 


(38) 


V 


p  -p 


Figur  328. 


man  mit  1,0137  dividieren.     Da  die  Zahlen  alle 
ae  mit  10*  (in  einigen  Reihen  mit  10')  multipliziert. 


die  Drucke  sind,  wie  üblich, 
in  Atmosphären  ausgedrückt; 
zur  Umrechnung  der  Kom- 
pressibilität auf  absolutes  Maß 
und  zwar  auf  Megadynen  muß 
sehr  kleine  Brüche  sind,   sind 
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I.   Kompressibilität  wichtiger  Stoffe  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
und  meist  mäßigen  Drucken. 


Flüssigkeit 


Aceton 

Äther 

Athylacetat 

Äthylbntynt 

Ätkylchlbrid  .  .  .  .  «. 
Äthylenbromür  .  .  .  . 
Äthylenchlorfir  .     .     .     . 

Athylnitrat 

Alkohol 


Amylalkohol  (99,8  Vo) 


Amylen 
Benzol . 


Brom 

Bromofonn 
Bntvlalkohol  .  .  . 
Chlor  ..... 
Chlorcaldnm  (41  »/^ 
ChlorkaUmn  (24  »/o) 
Chloroform    .     .     . 


Essigsäure 
Glyzerin    .     . 
Jod.     .     .     . 
Methylalkohol 


Olivenöl  .  .  . 
ParafEn  (flüssig) 
Pentan  .  .  . 
Petroleum  .  . 
Propylalkohol 
Quecksilber    .     . 


Rüböl 

Salpetersäure       .     .     . 
Schwefelkohlenstoff 

Schwefelsäure  (2H,0) 
(5H,0). 
(10H,O) 

Terpentinöl    .... 

Toluol 

Wasser 


Xylol 


Temp. 


14,2 

18,5 

18,8 

10 

15,2 

10 

10 

0 
10 

9,7 
12 
14 
17.5 
17,8 
13,8 
13,1 
16 
14,8 
16 
17,9 
15,4 
20 
20 
17,4 
20 
20 
20 
20 
20 

.0 

20,5 
20 
14,7 
18,1 
20,5 
14,8 
20 
16,5 
17.7 

0 


20,8 
0 

15,6 
18 
13,6 
14,7 
14,6 
19,7 
10 
20 
20,4 
18 
20 
20 
10 


Druck-Gr. 


9—86 
8—25 
8—87 

9—87 


1—24 
1—2 

0—450 

9—37 

8 

8 

9—37 

9—87 


8—37 

8 

1—4 
100—200 
100—200 

8 
100—200 


100—200 
1-16 

100—200 
9—37 
8 


CIO* 


112 

169 

104 

98 

158 

56 

68 

70 

95 

98 

78 

101 

HO 

91 

88 

172 

82 

75 

90 

92 

87 

58 

47 

90 

110 

22 

SO 

128 

89 

41 

25 

13 

104 

120 

68 


— 

318 

— 

70 

8 

97 

— 

8,92 

— 

8,74 

— 

3,90 

— 

60 

1—32 

82 

8—35 

87 

8 

89 

— 

24 



28 



32 



79 



79 

1—25 

49 



46 

— 

47 

— 

46 

100—200 

45 

— 

74 
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Amaoat 


De  Heen 
Amagat 
De  Heen 

I» 
CoLLADON  und  Sturm 

*f  >»        »» 

DupR]fc  und  Page 

Tait 

Amagat 

Röntgen 

Amagat 
«» 

•     JEIENBW 

De  Metz 
Amagat 

Röntgen 

Pagliani  und  Palazzo 

RiCHAEDS  und  Stull 

Richards  und  Stull 

Röntgen 
Richards  und  Stull 

Drecker 

»» 

Grimaldi 
Richards  und  Stull 
Colladon  und  Sturm 

Quincke 
Richards  und  Stull 

Amagat 

Röntgen 

Quincke 

De  Metz 

Grimaldi 

Martini 

Röntgen 

Amagat 

De  Metz 
AiMi: 

Quincke 
Colladon  und  Sturm 

Amagat 

Röntgen 
Grassi 


Quincke 
De  Heen 
Amagat 
Quincke 
RÖNTGEN  und  Schneider 
Pagliani 
Richards  und  Stull 
De  Heen 
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2.  Wasser  nach  Amagat  bei  verschiedenen  Drucken  und  Temperaturen. 


Druckgrenzen 

00 

10« 

20  0 

30° 

500 

700 

1000 

1—25 

52,5 

50,0 

49,1 

— 

— 

— 



25—50 

51,6 

49,2 

47,2 

— 

— 

— 

— 

50—75 

50,9 

47,3 

45,6 

— 

— 

— 

— 

75—100 

50,2 

47,0 

45,3 

— 

— 

— 

— 

1—100 

51,1 

48,8 

46,8 

46,0 

44,9 

46,2 

47,8 

100—200 

49,2 

46,1 

44,2 

43,6 

42,5 

43,9 

46,8 

200—800 

48,0 

45,3 

43,4 

42,2 

41,3 

42,5 

45,9 

300—400 

1     46,6 

44,1 

12,4 

41,3 

40,2 

41,1 

44,6 

400—500 

45,5 

43,0 

41,5 

40,6 

89,9 

39,8 

48,4 

500—600 

43,8 

41,8 

40,4 

39,2 

39,0 

39,1 

41,6 

600—700 

42,9 

40,5 

39,4 

38,7 

37,7 

38,0 

40,7 

700-800 

41,8 

89,8 

38.8 

37,5 

37,1 

37,4 

38,9 

800—900 

40,6 

38,9 

37,3 

36,8 

36,2 

36,6 

88,2 

900—1000 

— 

— 

36,5 

36,0 

35,3 

36,1 

37,1 

1—500 

47,5 

44,7 

43,4 



41,6 





500—1000 

41,6 

39,5 

38,0 

— 

36,6 

— 

— 

1000—1500 

35,8 

34,8 

33,8 

32,5 

— 

— . 

1500—2000 

82,4 

31,3 

30,9 

30,0 

— . 

— 

2000—2500 

1     29,2 

28,9 

27,8 

— 

27,5 

— 

— 

2500—3000 

26,1 

25,9 

25,7 

— 

25,4 

— 

— 

198« 


80,0 
76,3 
72,5 
67,7 
65,5 
62,8 
60,9 
58,5 
56,1 


Einige  dieser  Zahlen  sind  in  Figur  328  (p.  928)  veranschaulicht. 
3.    Wasser  nach  verschiedenen  Autoren. 


Grassi 


Pagliani  (Neuberechnung)    Röntgen  u.  Schneider  . 


HULETT 


Temp. 

CIO« 

Temp. 

CIO« 

0,0 

50,3 

0 

52,1 

1,5 

51,5 

10 

48,9 

4,8 

49,9 

t           20 

46,3 

10,1 

48,0 

1           30 

44,2 

13,4 

47,7 

40 

42,7 

18,0 

46,2 

1           50 

41,6 

25,0 

45,6 

60 

40,8 

34,5 

45,3 

70 

40.9 

43,0 

44,2 

80 

41,5 

53,0 

44,1 

90 

42,1 

— 

— 

100 

43,0 

Temp. 


CIO« 


Temp. 


0,0 

9,0 

18,0 

51,2 
48,1 
46,2 

Ski? 

mSR 

5,5 

9,4 

12,4 

16,2 

51,0 
50,1 
48,5 
46,8 

9 
17 
50 


C'IO* 


45,3 
44,6 
41,9 


I 

4.    Brunnen-  und  Seewasser  nach  Tait. 

a)  Frisches  Brunnenwasser  (/  in  Tonnen  =  152,8  Atm.).. 
Genaue  Formel: 

C-10^=(520  -  17/  +  /«)-  10-2(855+/)/+  10-2(3+/) /« 
Näherungsformel : 

C=-:^^'  — (1 


,^  ^^15^  / 8^  /'     \ 

86  +/   \         400   "^  10000/ 

b)   Seewasser  (im  Mittel  C  =  0  •  92  C). 


Näherungsformel : 


C'  = 


0,00179 
88+/ 


V      150  "^  looooj 
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5.  Alkohol  nach  Amagat  bei  verschiedenen  Drucken  und  Temperaturen. 


Druckgrenzen    || 


1-50 
50—100 
100—200 
200—300 
800-400 
400—500 
500—600 
600—700 
700—800 
800—900 
900—1000 


96 
90 
85 
77 
73 
68 
64 
60 
56 
55 
52 


20« 


112 
102 
95 
86 
78 
73 
69 
66 
62 
58 
55 


40« 

125 
118 
106 
96 
87 
81 
76 
71 
65 
63 
59 


60« 


136 
121 
108 
96 
.89 
81 
77 
72 
67 
63 


80« 

100« 

151 

z 

138 

158 

121 

138 

109 

122 

98 

109 

89 

100 

83 

98 

78 

84 

74 

79 

68 

73 

198« 


333 
259 
216 
184 
155 
140 
129 
119 


6.  Äther  nach  Amagat  bei  verschiedenen  Drucken  und  Temperaturen. 


Dnickgrenzen 

0« 

20« 

40« 

60« 

80«      1     ] 

1—50 

147 

178 

208 

,^_ 

__ 

50—100 

133 

158 

203 

252 

315 

100—200 

121 

145 

170 

205 

254 

200-300 

109 

122 

148 

174 

204 

800—400 

99 

114 

129 

150 

172 

500—600 

84 

93 

104 

118 

138 

700—800 

72 

80 

89 

97 

107 

900—1000 

.       65 

71 

77 

84 

90      ' 

i 

100^ 


393 
308 
241 
194 
146 
120 
97 


138« 


327 
256 
183 
140 
113 


198« 


565 
393 
244 
179 
144 


7.    öle  und  andere  Flüssigkeiten  (Quincke). 


Substanz 


Glyzerin 

Rüböl 

Mandelöl 

Olivenöl 

Wasser 

Schwefelkohlenstoff .  . 
Terpentinöl  .... 
Benzol  ans  Benzoesäure 

Benzol 

Steinöl 

Alkohol 

Äther 


für  t 


CIO' 
0         für  ^  =  <' 


252,4 
480,2 
482,1 
485,9 
503,0 
539,2 
581,7 
597,0 
585,3 
649,9 
828,2 
155,7 


251,0 
581,8 
563,0 
617,4 
456,3 
637,8 
779,3 
661,0 
628,4 
745,0 
959,5 
1342,3 
1477,2 


t' 


Temp.-Koeffizient 


19,0 

-  0,000292 

17,8 

+  0,01189 

19,7 

0,008519 

18,3 

0,01479 

22,9 

-  0,004049 

17,0 

+  0,01076 

18,6 

0,01830 

16,8 

0,009945 

16,1 

0,004581 

19,2 

0,007607 

17,5 

0,01118 

14,3 

0,01127 

21,4 

0,01302 

8.   Schwefelsäurelösungen  (Röntgen  und  Schneider). 

Proz..Geh.  I  0,00       6,57       12,70    35,76     47,58     62,37     76,57     80,33     84,49     95,40     98,70 
C  (relativ)  |  1,000     0,969     0,921     0,726     0,681     0,619     0,568     0,567     0,596     0,682     0,755 
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9.    Relative  scheinbare  Kompressibilität  c  von  Lösungen  bei  18®  C 

(Röntgen  und  Schneider). 

Anmerkung.  Bei  I.  kamen  auf  1  g  Wasser  1500,  bei  II.  700  Molekeln  der  gelösten 
Substanz;  die  Lösung,  auf  die  sich  eine  Zahl  bezieht,  erhSlt  man  durch  Vereinigung  der  betr. 
Kopfüberschrift  mit  der  betr.  Seitenüberschrift 

I.  II. 


J 
NOj 
Br 
Cl 
OH 
SO4 
CO« 


H 

Am 

Li  1 

_ 

0,910 

0,888 

0,958 

0,908 

0,870 

0,960 

0,910 

0,869 

0,949 

0,901 

0,858 

1,000 

0,972 

0,798 

0,920 

0,741 

0,655 

— 

— 

— 

K 


0,869 
0,868 
0,862 
0,848 
0,777 

—  —       0,688 


Na 


0,863 
0,858 
0,851 
0,887 
0,770 

0,681 


J 

H   1  Am 

U 

K 

Na 

.^ 

0,954 

0,940 

0,982 

0,924 

NO. 

0,981 

0,954 

0,984 

0,980 

0,922 

Br 

0,981 

0,958 

0,934 

0,980 

0,923 

Cl 

0,974 

0,945 

0,928 

0,919 

0,917 

OH   1,000 

0,992 

0,895 

0,884 

0,88t 

SO^   0,970 

0,858 

0,818 

0,804 

0,803 

CO, 

— 

— 

0,798 

0,797 

IG.   Wahre  Kompressibilität  c  von  Chloridlösungen  bei  15®  C  nebst 
dem  Temperaturkoeffizienten  m  für  1®C  (M.Schumann). 

Anmerkung.    Der  Prozentgehalt  /  bedeutet  die  Gewichtsmengen  von  wasserfreiem  Salz 
in  100  Gewichtsteilen  der  Lösung. 


Chlomatriumlösungen. 


Chlorcalciumlösungen. 


1,82 
3,51 
13,53 
18,18 
22,16 
26,21 


C'W 


453 

-  0,005912 

440 

— 

339 

-  0,003358 

383 

+  0,000859 

282 

+  0,000654 

255 

+  0,001614 

P 

CIO' 

m 

3,86 

488 

+  0,000593 

8,01 

458 

+  0,007360 

14,08 

365 

+  0.000805 

22,50 

308 

-  0,001349 

23,06 

804 

+  0,000630 

28,23 

280 

+  0,006908 

Chlorkaliumlösungen. 

P 

C'W 

m 

2,52 

5,35 

10,68 

16,81 

481 
424 
400 
354 

+  0,000145 

-  0,004772 

-  0,005267 

-  0,002283 

Chlorbaryumlösungen. 


2,11 

4,52 

10,84 

18,44 

20,16 


MO' 

m 

458 
441 
418 
886 
862 

-  0,005640 

-  0,008864 

-  0,002801 

-  0,000654 

-  0,001542 

Chlorammoniumlösungen. 


Chlorstrontiumlösimgen. 


P 


C'W     I 


c*w 


2,29 

459 

-  0,006604 

1.24 

460 

-  0,009482 

11.62 

415 

-  0,002847 

6,43 

431 

-  0,003797 

17,58 

411 

-  0,000764 

17,70 

370 

+  0,002599 

21,58 

365 

-  0,000391 

27,26 

319 

+  0,002790 

Zusammenstellung  für  0®  und  16®,  interpoliert  für  ganze  Prozente. 


Lösung  von 


p^h 


10 


bei  0<^ 
I  15 


20 


25 


NaCl 
KCl. 
AmCl 
CaO^ 
BaCl, 
SrCl, 


455 
460 

\  487 
464 
465 

I  479 


397  348 

437  I  386 

447  I  424 

895  355 

440  411 

425  .    381 


306  I  258 

351  I  — 

400  ,  — 

328  I  283 

372  ;  — 

344  •  317 


bei  150 
5  I  10 


425  '  375 
431  I  403 


I 


446 
480 
440 
439 


423 
427 
421 
412 


15 

20 

25 

337 

809 

263 

367 

354 

— 

413 

383 

— 

358 

325 

29& 

400 

364 

— 

385 

358 

331 
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Lösung 

1  spez.  Gewicht 

C-IO« 

NH.Cl 

Alaun 

NaCl 

1,078 

1,080 

i          1,212 

1,045 

88 
46 
27 

Na,S04 

+  lOaq    .     . 

48 

12.    Zuckerlösungen  nach  Tait  bei  12,4®. 


Proaentgehalt               |!          0 

5 

10          1          15 

20 

flkr  die  erste  Tonne      .     . 
ftr  die  zweite  Tonne  .     . 
fiir  die  dritte  Tonne    .     . 

46,5 

45,2 

1        44,1 

1 

44,8 
48,2 
42,1 

42,7 
41,6 
40,7 

41,1 
40,1 
89,8 

89,7 
88,8 
87,9 

13.   Kohlenwasserstoffe  (Paraffine)  C^Hj^^^  nach  Bartoli  bei  28® 
zwischen  1  und  2  Atmosphären. 


Formel 

Siedepunkt 

Dichte 

CIO« 

Formel 

Siedepunkt 

Dichte 

CIO« 

C,Hu    . 

68 

0,695 

159 

CiA.  . 

199 

0,792 

92 

C,H,.    . 

98 

0,788 

184 

Qi^lS   • 

219 

0,802 

87 

C,H„    . 

117 

0,746 

121 

Qi^O    • 

238 

0,818 

88 

C^H^    . 

187 

0,762 

118 

C..H,.  . 

260 

0,822 

79 

C,oH„  . 

160 

0,771 

105 

Cie^t*  • 

280 

0,829 

75 

CnH,4  . 

181 

0,782 

97 

14.   Verschiedene  Flüssigkeiten  nach  Amagat  für  verschiedene 

Druckgrenzen. 


Substanz 

Temp. 

1  bis 

500  bis 

1000  bis 

1500  bis 

2000  bis 

2500  bis 

500  Atm. 

1000  Atm. 

1500  Atm. 

2000  Atm. 

2500  Atm. 

3000  Atm. 

Äther 

0 

107 

71 

54 

45 

87 

82 

ff 

,     , 

20,2 

125 

78 

59 

48 

40 

34 

if      * 

, 

50 

— 

90 

66 

58 

44 

37 

Alkohol 

, 

0 

77 

57 

46 

89 

83 

28 

.     . 

40,4 

95 

68 

51 

42 

37 

30 

Schwefelkohlenstoff 

0 

66 

58 

48 

87 

33 

29 

9) 

49,2 

— 

— 

51 

44 

88 

— 

Methylalkohol    .     . 

0 

79 

58 

47 

40 

35 

29 

Propylalkohol    .     . 

0 

69 

52 

42 

86 

81 

27 

AllyUükohol  .     .     . 

9,6 

69 

51 

48 

86 

82 

— 

Aceton     . 

.     . 

0 

82 

59 

47 

40 

35 

— 

Chloräthyl 

0 

103 

69 

55 

44 

39 

— 

Bromäthyl 

;  10,1 

90 

63 

50 

42 

36 

— 

Jodäthyl   . 

10,6 

74 

56 

46 

88 

34 

31 

Phosphorc 

hlG 

rür     . 

10,1 

1 

72 

54 

45 

88 

38 

29 

OeBstie  der  Kompressibilit&t.  Aus  diesen  Zahlenangaben  und  den  übrigen 
Versuchsergebnissen  sind  folgende  Schlüsse  abzuleiten: 

1.  Die  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  ist  überaus  gering;  die  Kom- 
pression pro  Atmosphäre  Überdruck  belauft  sich  im  Durchschnitt  nur  auf  wenige 
Hunderttausendstel  des  ursprünglichen  Volumens,  und  selbst  durch  die  größten 
verfügbaren  Drucke  kann  man  letzteres  nur  um  wenige  Prozent  verringern. 

2.  Die  Kompressibilität  ist  am  kleinsten  bei  Quecksilber,  am  größten  (unter 
den  obigen  Flüssigkeiten)  bei  Äther. 
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3.  Die  Kompressibilität  von  wässerigen  Lösungen  von  Salzen  ist  kleiner  als 
diejenige  des  Wassers  und  desto  kleiner,  je  konzentrierter  die  Lösung  ist.  Nach 
Schumann  gibt  es  einige  Ausnahmen  von  dieser  Regel,  nach  Röntgen  und 
Schneider  nicht.  Nach  Skinner  ist  zu  unterscheiden  zwischen  elektrolytischen 
und  nichtelektrolytischen  Lösungen;  in  jenen  ist  die  Abnahme  der  Kompressibilität 
mit  der  Konzentration  beträchtlich,  in  diesen  gering.  Nach  Gilbault  ist  für 
schwache  Lösungen  die  Änderung  der  Kompressibilität  mit  der  Konzentration 
proportional,  wächst  aber  allmählich  langsamer;  die  Kompressibilität  nimmt  für 
sehr  verdünnte  Lösungen  mit  der  Temperatur  ab,  im  allgemeinen  gibt  es  aber 
für  jede  Flüssigkeit  eine  mittlere  Konzentration,  für  die  keine  Veränderung  der 
Kompressibilität  mit  der  Temperatur  stattfindet;  die  Kurven  für  Kompressibilität 
und  Salzgehalt  sind  einander  ähnlich;  für  ein  und  dasselbe  Salz  ist  der  Quotient 
aus  dem  C  der  Lösung  und  dem  C  des  Lösungsmittels  eine  Konstante. 

4.  Zwischen  der  Kompressibilität  der  Salzlösungen  und  ihrer  chemischen 
und  sonstigen  physikalischen  Natur  bestehen  gewisse,  hier  nicht  näher  zu  er- 
örternde Beziehungen. 

5.  Bei  Schwefelsäurelösungen  nimmt  die  Kompressibilität  mit  wachsender 
Konzentration  bis  zu  78  ^/^  ab,  dann  wieder  zu. 

6.  Die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  nimmt  mit  steigender  Temperatur 
bei  fast  allen  Flüssigkeiten  beträchtlich  zu  (zwischen  0®  und  100''  auf  das  zwei- 
bis  fünffache);  ausgenommen  sind:  i.  Wasser,  wo  sie  mit  steigender  Temperatur, 
wenn  auch  weniger  beträchtlich,  abnimmt;  nach  Grassi  hat  sie  hier  zwischen  0^ 
und  4®  ein  Maximum,  nach  Pagliani  und  Vicentini  zwischen  61°  und  66 ^ 
nach  Amagat  je  nach  den  Drückgrenzen  zwischen  40°  und  60°  ein  Minimum. 
2.  Wässerige  Lösungen,  die  sich  verschieden,  aber  überwiegend  wie  das  Wasser 
verhalten.  3.  Glyzerin,  dessen  Kompressibilität  mit  wachsender  Temperatur  ein 
wenig  abzunehmen  scheint.  Oberhalb  des  Siedepunkts  und  entsprechendem,  das 
Sieden  verhindernden  Drucke  nimmt  sie   sehr  beträchtlich  zu,   auch   bei  Wasser. 

7.  Die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  ändert  sich  mit  dem  Drucke,  und 
zwar  nimmt  sie  mit  steigendem  Drucke  ab;  diese  Abnahme  ist  bei  höherer  Tem- 
peratur größer  und  beginnt  hier  zum  Teil  schon  bei  kleineren  Drucken  sich  zu 
zeigen,  als  bei  niederer  Temperatur. 

In  der  letzteren  Hinsicht  ist  noch  eine  aus  Versuchen  von  Andrews  sich 
ergebende  Tabelle  über  die  Zusammendrückbarkeit  der  flüssigen  Kohlensäure 
bei  13°  anzuführen. 

Druck  in  Atm.  50  60  70  80  90 

k  0,00590         0,00174         0,00096         0,00066         0,00044 

Die  flüssige  Kohlensäure  ist  also  verhältnismäßig  sehr  stark  zusammendrückbar; 
aber  die  Zusammendrückbarkeit  nimmt  mit  steigendem  Drucke  rapide  ab,  wobei 
allerdings  zu  berücksichtigen  ist,  daß  ein  Teil  dieser  großen  Kompressibilität  und 
ihrer  Abnahme  auf  Rechnung  der  der  Kohlensäure  beigemengten  Spuren  von 
Luft  zu  setzen  ist. 

8.  Der  Versuch,  die  Gesetze  des  Kompressibilität  in  allgemeine,  für  alle 
Stofife  oder  für  größere  Stoffklassen  gültige  Formeln  zu  bringen,  ist,  >*ie  es  scheint, 
bisher  nicht  gemacht  worden;  auch  laden  die  Spezialformeln,  die  bisher  auf- 
gestellt wurden  und  die  selbst  schon  keine  allzuweit  gehende  Bedeutung  haben, 
wenig  dazu  ein.  Anzuführen  sind  die  Formeln  von  Tait  für  Brunnen-  und  See- 
wasser (s.  oben),  die  Temperatur  und  Druck  zugleich  berücksichtigen;  eine  Tem- 
peraturformel von  Pagliani,  die  zwei  Koeffizienten  enthält,  sowie  mehrere  Formeln 
von  Barus,  teils  gebrochen  algebraischen,  teils  exponentiellen  Charakters;  als  eine 
ihrer  Konsequenzen  sei  angeführt,  daß  keine  Volumenänderung  eintritt,  wenn 
Temperatur  und  Druck  linear  miteinander  variieren  und  zwar  im  Verhältnis  Von 
durchschnittlich  0,11^  auf  die  Atmosphäre. 
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9.  Bakus  hat  auch  interessante  Untersuchungen  veröffentlicht  über  die  Kom- 
pressibilität des  Wassers  bei  so  hohen  Temperaturen,  daß  das  Glas  des  Gefäßes 
angegriffen  wird;  es  zeigt  sich  das  darin,  daß  die  direkt  gemessene  Kompressibilität 
mit  der  Zeitdauer  der  Einwirkung,  d.  h.  mit  der  Menge  des  gelösten  Silikats, 
zunimmt. 

10.  Mehrfach  ist  die  Kompressibilität  mit  der  Thermodynamik  und  Molelular- 
kinetik  in  Verbindung  gebracht  worden.    Beispielsweise  hat  Gilbault  die  Formel 

log  C,  ■-  log  C      d^ 

'  d    ^^ 

für  die  Kompressibilität  einer  Lösung  aufgestellt,  wo  C  die  Kompressibilität  des 
Lösungsmittels,  d^  dessen  Dichte,  d  die  der  Lösung,  C  die  „molekulare  Kom- 
pressibilität", a  die  molekulare  Konzentration  und  k  eine  Konstante  ist,  die 
mit  der  molekularen  Anfangskonzentration  durch  die  Gleichung 

a^  =  1,7067  {k  -  0,48)  -  0,1 624  {k  -  0,48)« 
verknüpft  ist. 

11.  Bei   Zuckerlösungen   stimmt  die   Kompressibilität  nach  Tait  nicht  mit 
der  überein,  die  sich  aus  dem  Vergleich  mit  Salz- 
lösungen gleicher  gelöster  Gewichtsmengen  ergeben 
würde;  vielmehr  scheint  der  Zucker  nur  ein  Drittel 
des  vermindernden  Einflusses  auszuüben. 

12.  Bakus  hat  die  Kompressibilität  von 
Lösungen  von  Kolloiden,  Gelatine  imd  Eiweiß  in 
Wasser  sowie  von  Kautschuk  und  Äther  unter- 
sucht; im  flüssigen  Zustand  ist  sie  fast  gleich  der 
des  Lösungsmittels,  im  koagulierten  aber  nicht 
mehr.  Ganz  eigentümliche  Erscheinungen  treten 
auf,  wenn  man  in  einem  engen  Rohre  die  kolloide, 
koagulierte  Substanz  durch  Quecksilber  kompri- 
miert; dieses  dringt,  wie  die  fortschreitende  Reihe 
der  Figuren  329  zeigt,  in  die  Substanz  bis  zur 
Bildung  isolierter  Tropfen  ein,  wobei  nicht  Kapillarität,  sondern  Elastizität  im 
Spiele  ist;  es  ist  daher  bei  koagulierten  Kolloiden  nicht  die  Kompressibilität, 
sondern  eine  Art  von  Scherung  gemessen  worden.^ 


Figur  329. 
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Hydrodynamik 

Von  F.  Auerbach. 


Übersicht.  Die  Hydrodynamik  ist  die  Lehre  von  den  Bewegungserscheinungen, 
die  Flüssigkeiten  darbieten.  Das  Wort  Flüssigkeiten  kann  dabei  in  einem 
weiteren  und  in  einem  engeren  Sinne  verstanden  werden;  im  ersteren  umfaßt  es 
auch  die  Gase,  im  letzteren  nur  die  tropfbaren  Flüssigkeiten.  In  dem  vor- 
liegenden Abschnitt  soll  es  sich  lediglich  um  tropfbare  Flüssigkeiten  handeln;  das 
hindert  aber  nicht,  daß  zuweilen  die  Erscheinungen  bezw.  die  Rechnungen  auch 
für  Gase  gültig  sind.  Besonders  häufig  tritt  es  ein,  daß  die  Rechnung  bis  zu 
einem  gewissen  Punkte  gemeinsam  für  Flüssigkeiten  und  Gase  durchgeführt  werden 
kann;  die  an  diesem  Punkte  dann  notwendigen  Spezialisierungen  sollen  aber  hier 
die  auf  tropfbare  Flüssigkeiten  bezüglichen  sein.  Eine  weitere  Einschränkung  soll 
dadurch  gemacht  werden,  daß,  mit  einigen  durch  die  Natur  der  Sache  be- 
gründeten Ausnahmen,  nur  ideale  Flüssigkeiten  (p.  55  und  499)  betrachtet  werden; 
der  Reibung,  durch  die  sich  die  wirklichen  Flüssigkeiten  von  jenen  unterscheiden, 
ist  ein  besonderer  Artikel  gewidmet.  Bei  den  wirklichen  Flüssigkeiten  spielt  auch 
die  Kapillarität  häufig  eine  hervorragende  Rolle;  auch  sie  wird  besonders  ab- 
gehandelt. Endlich  ist  bekanntlich  die  Inkompressibilität  der  Flüssigkeiten  keine 
absolute  (p.  923),  und  es  gibt  Bewegungserscheinungen,  bei  denen  ihre  Zusammen- 
drückbarkeit  sich  geltend  macht,  z.  B.  ihre  Fortleitung  des  Schalles  (s.  „Akustik"). 
Immerhin  gibt  es  noch  eine  große  Zahl  von  Erscheinungen,  bei  denen  weder  Rei- 
bung noch  Kapillarität  noch  Kompressibilität  sich  in  erheblichem  Grade  oder 
überhaupt  geltend  macht,  bei  denen  sich  also  wirkliche  Flüssigkeiten  fast  oder 
ganz  wie  ideale  verhalten;  diese  sind  es,  die  den  Gegenstand  der  Hydrodynamik 
ausmachen.  Bei  dem  Umfange  dieses  Gebiets  erscheint  es  zweckmäßig,  die  Unter- 
suchung zu  gliedern,  indem  einige  in  sich  abgerundete  Klassen  von  Erscheinungen 
(Ausfluß  und  Strahlbildung,  Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten,  Wirbel- 
bewegung, Wellenbewegung)  besonders  betrachtet  werden.  Der  vorliegende  Artikel 
enthält  daher  nur  die  Grundlagen  der  Theorie  und  die  Erscheinungen  der  Flüssig- 
keitsbewegung im  allgemeinen  und  der  Strömung  —  letztere  insoweit  sie  nicht 
mit  Wirbeln  oder  Wellen  verbunden  ist.  Die  Grundlage  der  Betrachtungen 
bietet  hierbei  wiederum  die  Stetigkeitshypothese;  die  ihr  entgegenstehende  Molekular- 
hypothese muß,  soweit  sie  für  tropfbare  Flüssigkeiten  überhaupt  Erfolge  aufzu- 
weisen hat,  im  Zusammenhang  mit  der  Kinetik  der  Gase  behandelt  werden^  soll 
hier  aber  doch  kurz  erwähnt  werden. 

Ein  gewisser  Teil  der  allgemeinen  hydrodynamischen  Betrachtungen  ließe 
sich  rein  kinematisch,  d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  die  die  Bewegung  erzeugenden 
Kräfte,   durchführen;   es  bietet  das  jedoch  vom  rein  physikalischen  Standpunkt 
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nicht  genügendes  Interesse,  um  die  dann  immerhin  erforderlich  werdenden  Wieder- 
holungen zu  rechtfertigen;  es  soll  daher  hier  davon  abgesehen  werden. 

Hydrodynamiiohe  Grandgleiohnngen.^  Sind  XFZ  die  auf  die  Massen- 
cinheit  wiikenden  Kräfte  und  X^V^Z^  die  auf  die  Oberflächeneinheit  wirkenden 
Druckkräfte  (p.  519),  ist  q  die  Dichte,  dz  das  Raumelement,  ds  das  Oberflächen- 
element, so  nehmen  die  Gleichungen  der  Dynamik  ebenso  wie  bei  festen  Körpern 
[Elastizität,  p.  519,  Gleichungen  (56)]  die  Gestalt 


(0 


jif^dt^jQZdv+Jz^ds 

an.  Statt  der  auf  die  Einheit  von  ds  wirkenden  Druckkräfte  X^F^Z^  kann  man 
wie  dort  die  Druckkomponenten  einführen,  welche  ebenfalls  am  Orte  von  ds,  aber 
nicht  auf  dieses,  sondern  auf  seine  drei  Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen 
wirken:  X^X^X^,  ^x^yK*  ^x^y'^n'  ^*  ^^^  ^  idealen  Flüssigkeiten  (p.  499 
u.  894)  der  Druck  senkrecht  und  nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Größe  wirkt, 
fallen  X  X^,  ^x^%^  ^x^y  ^^^  ^^^  ^  werden 

wo  p  schlechthin  der  Druck  ist  Drückt  man  hiemach  X^F^Z^  durch  p  aus 
und  benutzt  man  eine  bekannte  Formel  zur  Umwandlung  von  Flächenintegralen 
in  Raumintegrale,  so  hat  man 

jZ^ds  =  lpcos{nz)ds^  \'~i~^     ' 

Setzt  an  dies  in  (i)  ein,  wodurch  man  Gleichungen  zwischen  lauter  Raum- 
integralen erhält,  und  erwägt  man,  daß,  bei  der  Willkürlichkeit  von  dr,  auch  die 
Faktoren  von  dz  die  entsprechenden  Gleichungen  erfüllen  müssen,  so  erhält  man 


(2) 


ä'x  y       dp 

d*z  dp 


EuleiBohe  Gleiohiugen.^  Die  Gleichungen  (2)  sind  zur  unmittelbaren 
Anwendung  nicht  geeignet,  weil  die  Größen  xyz  m  ihnen  gleichzeitig  als  ab- 
hängige und  als  unabhängige  Variable  auftreten.  Um  diesen  Übelstand  zu 
beseitigen,   kann   man   zwei  Wege   einschlagen.      Man   kann   nämlich   entweder 


1  Die  allgemeine  Theorie  kann  hier  nur  in  Kürze  dargestellt  werden;  für  eingehenderes 
Studium  seien  genannt:  Die  Vorlesungen  von  Kirchhoff  und  v.  Helmholtz,  sowie  die  fol- 
genden Bücher:  F.  Auerbach,  Die  theoretische  Hydrodynamik  u.  s.  w.  Braunschweig  1881.  — 
H.  Lamb,  Hydrodynamik  (deutsch  von  Reife).  Freiburg  1884.  —  A.  B.  Basset,  Elem.  Tr. 
on  Hydrodynamics.  Cambr.  1890.  —  W.  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik.  Leipzig  1900. 
—  £.  A.  H.  LovB,  Hydrodynamik ,  in  der  Ezyklopädie  der  maüi.  Wiss.  4.  Nr.  15  u.  16. 
Leipzig  1901.  —  Hist  Berichte  von  HiCKS  (Rep.  Brit.  Ass.)  und  Brilloüin  (Ann.  Fac.  Tou- 
louse 1.  I.  1887).  —  2  L.  Euler,  Princ.  ghu.  du  mouvement  des  fluides.  Hist.  de  TAc.  de 
Berlin  1775. 
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fragen:  Was  geht  an  einem  bestimmten  Punkte  des  von  der  Flüssigkeit 
erfüllten  Raumes  im  Laufe  der  Zeit  vor?  Oder  man  kann  fragen:  Was  geht 
mit  einem  bestimmten  Flüssigkeitsteilchen  im  Laufe  der  Zeit  vor? 
Mathematisch  ausgedrückt,  lautet  die  erste  Frage:  Welche  Funktionen  von  xyz 
und  /  sind  die  die  Bewegung  charakterisierenden  Größen,  d.  h.  die  Geschwindigkeits- 
komponenten 

dx  dy  dz 

""""IT     '         '^^~df     '         "^^'dt 

Man  behält  also  xyz  als  unabhängige  Variable^  bei,  eliminiert  sie  dagegen 
als  abhängige  Variable  und  findet,  da 


d^x        du       du       du  dx       du  dy       du   dz 
1i^  ^'di'^'dl'^d^'di'^'dy'a'^^'di 


du  du  du  du 

^-  +  ti-z — t  v-z — H^ü-T- 
dt  ÖJC  öv  dz 


ist  (analog  für  v  imd  tü\  die  sogen.  Euler  sehen  Gleichungen: 


dl 


=  ;.-! 


dp 

dx 


do 
~dt 


=  Z- 


1  ^ 
q  dy 


dw 
It 


dz 


oder  ausgeführt: 


(3) 


du  du  du  Ott        „       1   dp 

dt  dx  dy  dz  q  dx 

dv_ 

dt 

dw 


dv  dv  dv 

+  «^  +  V—  +  w—- 

dx  dy  dz 


=  F- 


dw         dw  dw       _ 

dt  dx  dy  dz  q 


1  dp^ 

l  dp 

~  dz 


Weicht  die  Flüssigkeit  vom  idealen  Verhalten  in  dem  Sinne  ab,  daß  sie 
seitlichen  Beanspruchungen  einen  gewissen  Widerstand  entgegensetzt,  der  indessen 
nur  kinetischer  Natur  ist  und  von  der  Gleitungsgeschwindigkeit  der  Nachbar- 
schichten abhängt,  so  nennt  man  sie  zäh  oder  reibend,  führt  den  Reibungs- 
koef&zienten  t}  ein  und  hat  alsdann,  wenn  das  Symbol  J  die  Summe  der  drei 
zweiten  Differentialquotienten  nach  .r,  y,  z  bedeutet,  die  Gleichungen*: 


(4) 


diese  Gleichungen  werden  in  dem  Artikel  „Reibung"  weiter  verfolgt  werden, 
mußten  hier  aber  angeführt  werden,  da  sich  die  Reibung  von  den  hier  zu  be- 
trachtenden Erscheinungen  nicht  immer  trennen  läßt. 

Lag^rangesolie  Gleichungen.^  Die  zweite  der  obigen  Fragen  andererseits 
lautet  in  mathematischer  Fassung:  Welche  Funktionen  der  Zeit  und  des  Ortes 
sind  diejenigen  Größen,  welche  ein  bestimmtes  Flüssigkeitsteilchen  charakterisieren? 


du 

Q     OX            Q 

?  =  ^ 

dl 

dtv 
dt^^ 

Q      dz            Q 

1  DiRiCHLET  (Grelles  Journ.  55.  i8i.  1858)  hat  daraufhingewiesen,  daß,  da  der  von 
der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  sich  mit  der  Zeit  ändert,  x^^e  tatsächlich  nicht  ganz  unabhängige 
Größen  sind,  und  daß  hierdurch  in  manchen  Fällen  eine  Komplikation  herbeigeflihrt  wird.  — 
2  O.  E.  Meyer,  Grelles  Journ.  59.  237.  1861.  —  ^  Auch  diese  Methode  rührt,  wie  Rie- 
iiANN  (H.  Hankel,  Zur  allg.  Th.  d.  Bewegung  d.  Flüss.  Gott.  1861.  p.  3)  hervorgehoben  hat, 
von  Euler  her:  De  princ.  motus  fluidorum,  N.  Gomm.  Ac.  Petrop.  14.  (i)  358.  1759. 
Lagrange  hat  sie  dann  in  eleganterer  Form  reproduziert:  M6c.  analyt.  3.  ed.  2.  250.  (Erste 
Ausgabe   1788.) 
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Für  diese  Größen  abc  liegt  es  am  nächsten,  die  Anfangskoordinaten  des  Teilchens 
zu  wählen;  es  können  aber,  wenn  es  sich  mehr  empfiehlt,  auch  andere  Wahlen 
getroffen  werden.  In  diesem  Falle  behält  man  xyz  als  abhängige  Variable  bei, 
eliminiert  sie  dagegen  als  unabhängige  Variable.  Durch  eine  einfache  Operation 
erhält  man  so  die  sogen.  Lagrange  sehen  Gleichungen 

?-» ■ 


(5) 


[a^'       ]db^\di^        ]db^\dt^'       jdb^a'db 

ld*x  \  dx        Id^y  \  dy        läh        „\  ö*        1    dp 


=  0 


Diclitegleiclnuig  und  Kontumitätsgleielrang.  Zur  Bestimmung  der  fünf 
gesuchten  Gröfien  uvwqp  bei  der  ersten  bezw.  xy  z  qp  bei  der  zweiten  Methode 
sind  außer  den  drei  aufgestellten  Gleichungen  noch  zwei  weitere  erforderlich. 
Die  eine  derselben  ist  die  Dichtegleichung,  d.  h.  die  aus  der  Erfahrung  zu  ent- 
nehmende Beziehung 

(6)  ?  =  /(/) 

zwischen  Druck  und  Dichte.     Für  inkompressible  Flüssigkeiten  lautet  sie' 

q  =  const     ; 

es  bleiben  also  für  diese  nur  vier  Variable  übrig,  und  folglich  ist  außer  den 
drei  Bewegungsgleichungen  nur  noch  eine  weitere  erforderlich.  Dies  ist  die 
sogen.  Kontinuitätsgleichung,  welche  aussagt,  daß  ein  Flüssigkeitsteilchen 
im  Laufe  der  Zeit  seine  Masse  nicht  ändert  (Prinzip  der  Erhaltung  des  Stoffes). 
Sie  lautet: 

d{qdx) 


dt 


=  0 


Um  sie  in  uvw  auszudrücken,  muß  man  eine  unendlich  kleine  Veränderung, 
die  ein  Teilchen  erfahren  kann,  betrachten.  Zwischen  flüssigen  und  festen 
Körpern  besteht  aber  in  dieser  Hinsicht  kein  Unterschied,  es  kann  daher  auf 
die  bei  den  festen  Körpern  gemachten  Angaben  (Art.  „Elastizität",  p.  512)  ver- 
wiesen werden,  die  dort  gefundene  räumliche  Dilatation  [Gleichung  (32)]  gilt  auch 
hier  (nur  ist  zu  beachten,  daß  uvzv  dort  Verrückungen,  hier  Geschwindigkeiten 
sind),  und  die  Kontinuitätsgleichung  wird 


(7) 


dg  (du    ,    dv        dw\ 


also  für  inkompressible  Flüssigkeiten 


(8) 

du 
dx 

'^  dy^   dz   ' 

=  0      . 

Um  dieselbe  Gleichung 

in  der  Lagrange  sehen  Form  zu  erhalten,  setze  man 

zur  Abkürzung 

1    dx    dx    dx 
da     db     de 

(9) 

dy     dy     dy 
da     db     de 

^D      ; 

dz     dz     dz    1 

da     db     de 

940 
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dl 


also  D  : 


const 


und  für  inkompressible  Flüssigkeiten 

D  aa  const     ; 

diese  Gleichung  ist  von  Hankel^  abgeleitet  worden. 

Einfabrung  des  Kraftepotentialfl.    Die  Kraftkomponenten  X  YZ  lassen  sich 
fast  immer  als  negative  Dififerentialquotienten  einer  Größe   V  nach  xy  z 


(lO) 


dx 


r= 


dV 

dy 


dV 

dt 


darstellen,    d.  h.   sie   besitzen  ein  Potential  V.     Führt  man  dieses   und  analog 
die  Größe 


(") 


■/f 


ein,  wo  zwischen/  und  ^  die  Beziehung  (6)  besteht,  also  speziell  für  inkompressible 
Flüssigkeiten 


(12) 


9 


ist,  so  erhält  man  die  Euler  sehen  Gleichungen  in  der  Form 


(13) 


du  du  du  du 

dt  dx  dy  dz 

dv  dv  du  dv 

dt  dx  dy  dz 


dx 

dy 


(14) 


dw 

dw           dw 

dx+rdy-^"'- 

dw 
dz 

B[V+P) 
dz 

lKGE  sehen  in  der  Form 

d*x  dx 
~^'    d^ 

d^y   dy 
■^  dl*    da  "*" 

d*z 
dl* 

dz 

da  ~ 

da 

d*x 
<** 

dx 
db 

^  dl*  db  ^ 

d*z 
dl* 

dz 
db  ~ 

d[V+P) 
db 

d^x 
dl* 

dx 
de 

^  dl*    de^ 

d*z 
dt* 

dz  _ 
de  ~ 

d(V+P) 
de 

Web  er  sehe  Gleichungen.  H.  Weber'  hat  den  Versuch  gemacht,  Gleichungen 
aufzustellen,  die  die  Vorteile  der  Euler  sehen  mit  denen  der  Lagrange  sehe  ver- 
binden. Sind  Uq  Vq  Wq  die  Komponenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  der 
Kürze  halber 


1  H.  Hankel,  Z.  allg.  Th.  d.  Bew.  d.  Flüss.  GöttiDgen  i86i.  -—  2  H.  Weber,  C&elles 
Journ.  68.  287.  1868. 
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SO  lauten  dieselben 

dx  dx        dy    dy        dz    d^  ^  ^^ 

'dr'da'^~df^^'dr'da''^^'^l^      ' 
dx    dx        dy    dy        dz    dz  Bk 

~^  ^^~di"db'^~dr  'db''^^'^~db       ' 
dx    dx        dy    dy        dz    dz  dl 

Priniip  der  kleimten  Wirknng.  Dasselbe  ist,  wenn  zur  Abkürzung  {C  eine 
Konstante) 

gesetzt  wird,  durch  die  Gleichung 

(15)  j  j  judadbdzl^^  d«  +  -g-dv  +  -^fc-  dßj  =  0 
ausgesprochen,  die  sich  leicht  auf  die  Form 

(16)  ^///* ''"  **  '''/'*  [  (4)  +  ^  ^  "  ® 

bringen  läßt,  wo  ds  das  Bahnelement  des  Punktes  xyz  ist.  In  Worten:  Die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Bestehen  der  Grundgleichungen 
ist  die,  daß  das  obige  Integral  ein  Minimum  werde.  Dieser  Satz  rührt  von 
Clebsch*,  in  dem  obigen  Zusammenhang  von  Hankel*  her. 

Hamiltoniches  Prinzip.  Da  das  Verhalten  konservativer  Systeme  in  der 
allgemeinsten  Weise  durch  das  Hamilton  sehe  Prinzip  (p.  228  und  328)  charak- 
terisiert wird,  muß  es  möglich  sein,  aus  ihm  auch  die  hydrodynamischen  Grund- 
gleichungen abzuleiten,  wobei  natürlich  die  Kontinuitätsbedingung  u.  s.  w.  mit  zu 
beachten  sein  wird.  Diese  Ableitung  hat  zuerst  v.  Helmholtz  angedeutet,  sie 
ist  dann  von  seinen  Schülern  und  anderweitig  ausgeführt  worden.  Der  Druck 
spielt  dabei,  was  übrigens  schon  Lagrange  bekannt  war,  die  Rolle  des  inte- 
grierenden Faktors.     Geht  man  von  der  Form 

(17)  dJ[U-^V)di^O 

des  Hamilton  sehen  Prinzips  [Gleichung  (75)  auf  p.  330]  aus,  wo  l/die  kinetische^ 
V  die  potentielle  Energie  bedeutet  und  wo  die  zeitlichen  Endpunkte  /^  und  /^ 
bei  der  Variation  festzuhalten  sind,  so  erhält  man  für  das  erste  Glied: 

(18)  dir=^dilfffQ{u^+v*  +  w^]dxdydz      , 

als  zweites  Glied,  wenn  man  sich  auf  inkompressible  Flüssigkeiten  beschränkt,  so 
daß  die  Änderung  der  potentiellen  Energie  ausschließlich  von  der  Arbeit  gegen 
die  äußeren  Kräfte  herrührt: 

(.9)  ÖV^-,JJJ[^S.+^^y+^ö^)ä.dyd^      ; 

hierin  sind  nun  die  Variationen  auszuführen,  die  Integrationen  zu  erledigen  (imd 
zwar  da,  wo  Differentialquotienten  der  Variationen  vorkommen,  partiell)  und  die 
Werte   für   die    Oberfläche    einzusetzen;    das    Resultat    ist   eine    Gleichung   voa 


^  A.  Clebsch,  Grelles  Journ.  64.  * 301.   1857.  —  *  H.  Hankel,  a.  a.  O. 
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57  Gliedern,  auf  deren  Wiedergabe  hier  verzichtet  werden  muß,  und  aus  der  sich 
die  EuLERschen  Gleichungen  dann  einzeln  ergeben.^ 

Oberflächenbedingpuigen.  Zu  den  aufgestellten,  für  die  ganze  Masse  der 
Flüssigkeit  gültigen  Gleichungen  treten  nun  noch  besondere  Bedingungen  für  die 
Begrenzung.  Die  eine  von  ihnen  lautet:  Die  Oberfläche  ist  und  bleibt  aus  denselben 
Teilchen  zusammengesetzt.  Zuerst  ausgesprochen  wurde  dieser  Satz  von  Lagrange  ; 
SvANBERCi  und  Edlund^  haben  gezeigt,  daß  er  in  nahem  Zusammenhang 
mit  der  Kontinuitätsgleichung  steht;  noch  einfacher  ergibt  er  sich  aber  aus  der 
Betrachtung  der  Veränderungen,  welche  die  unendlich  kleinen  Teile  eines  beliebigen 
Körpers  erfahren  können  (Elastizität,  p.  513).  Dieselbe  lehrt  nämlich,  daß  ein 
kleines  Ellipsoid  stets  ein  solches  bleibt;  ein  Punkt  im  Innern  kann  aber  stets 
als  Mittelpunkt  eines  solchen  EUipsoids  aufgefaßt  werden,  bleibt  also  stets  im 
Innern,  womit  obiger  Satz  bewiesen  ist  Analytisch  lautet  derselbe,  wenn 
F{x,  y,  je,  /)  =  0  die  Oberflächengleichung  ist: 

^     .         dF[x,y,z,i)       ^  .  dF  BF  dF        BF 

(20)        ^'-y '-  =  0    ,       also:  u— f-  v—-  +  w  —-  +  -—  =  0      . 

^     ^  dt  dx  dy  dz  Bi 

Für  feste  Wände  geht  sie  in  die  einfachere 

(21)  u V- V hzü— —  =0      oder      ul -\- vm  +  wn  ^  \j 

^     '  Bx  By     ^         Bz 

über,  wo  Imn  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale  bedeuten;  d.  h.  die 
Komponente  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Wand  ist  null,  was  ja  auch  an 
sich  einleuchtet  An  der  freien  Oberfläche  gilt  für  jede  der  beiden  daselbst 
aneinander  stoßenden  Flüssigkeiten  bezw.  Gase  eine  Gleichung  von  der  Form  der 
Gleichung  (21);  durch  Subtraktion  und  Einsetzen  von  Imn  wird  dann: 

{22)  {u^-u^l+[v^-v^m  +  [w^--w^)n^O      , 

d.  h.  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  muß  beim  Durchgang  durch 
die  freie  Grenze  stetig  sein. 

Transformation  der  Gnmdgleichungen.  In  zahlreichen  Fällen  ist  es 
erforderlich,  die  hydrodynamischen  Gleichungen  von  rechtwinkligen  auf  andere 
Koordinaten  zu  transformieren;  hierzu  ist  die  Gleichung  (16)  oder  (17)  besonders 
geeignet,  da  man  nur  nötig  hat,  in  ihr  ds^,  statt  durch  xyz,  durch  die  neuen 
Koordinaten  5 »?  ?  auszudrücken  und  dann  durch  Zerlegung  die  neuen  Gleichungen 
zu  bilden.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

a 

+ 


(23) 


2 

+ 


IdzV 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 
"1  "  rftj    dH'^  dri    d^"^  dri  d^ 

IdzV 

dx  dx  ^  dy  dy  ^  dz  dz 
"*~  d^    di'^  dt    4        «    <^ 

IdzV 

dx  dx  ^  dy  dy  ^  dz  dz 
"»■"4    dri^  dg    dti^  di  dti 

und  sind  ^%toy  ^1^  ^-  s.  w.  die  speziellen  Werte  für  x  =  a,  y  ==  d,  z  ^  c,  so 
wird  das  zu  variierende  Integral 


(24) 


///'-"^h(§)'---($)'---($, 


^        ^  dt     dt  ^  dt     dt  ^  dt     dt 


1  Vgl.  z.  B.  W.  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  p.  47  ff.  —  2  a.  F.  Svanbero  u. 
E.  Edlund,  Nov.  Acta  Sog.  Ups.,  in  verschiedenen  Bänden,  z.B.  13.   1847. 
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'iVjO     «,«     «,» 


^r, 


(25) 


J={     «,«    ^,0     V|:     «s     ^2      «1 


und  die  Kontinuitätsgleichung  wird 

Die  drei  Bewegungsgleichungen  selbst  werden  in  dieser  Allgemeinheit  natürlich 
sehr  kompliziert  Gewöhnlich  wird  man  orthogonale  Koordinaten  wählen, 
für  die 


!  «.*   «1"  K 


"i   ^. 


imd 


iv:  = 


(S)V(f)V(S 


«0 


'  [m^]'-m  ■ 


^. 


S)'-(f )■-(§>■ 


ist      Folglich    werden    die    den    Gleichungen    (2)    entsprechenden    Bewegungs- 
gleichungen 


(26) 


2         —        ^ 


hS 


<///      dl 


dt 


(-•S) 


.dti    "°  ^/  ^.ä]      dti         \d/j      dt)         [dtj      dri       ' 

.  'dtj  _(diy  dN^_  idny  dN^  _  idjy  dj^ 
dt         \dt]   dl      [dtj    di      [dtj    dt  ' 


dSl 
'di 


2dlN, 


woraus  sich  leicht  die  Euler  sehe  und  die  LAGRAircBsche  Form  ergibt,  die 
der  Raumersparnis  wegen  nicht  hingeschrieben  werden  sollen.  Die  Kontinuitäts- 
gleichuBg  wird 


(26  a) 


V  ^1  ^,  ^« 


Beispielsweise  erhält  man  die  hydrodynamischen  Gleichungen  in  elliptischen 
Koordinaten  durch  Einsetzen  der  Werte 


(27) 


AT  ^1       (^-*»)(g-r) 

'      4  (I  +  x«)(| +  **)("!  + ^») 


»      4  (f  +  x*)(ä:  +  A*)(?  +  ft*) 


wo  «If»  durch  die  Gleichung 
(28) 


X»  +  £  "^  A»  +  s  "^  ,»»  +  e 


-1 
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definiert  sind,  deren  drei  Wurzeln  nach  e  die  elliptischen  Koordinaten  des  Punktes 
x^z  sind.     Für  Poiarkoordinaten 

^srcos^'     ,  ^  =  rsin^cos9     ,  ^  ■=  rsindsing? 

werden  die  Bewegungsgleichungen 


(29) 


^) -($)■■ 


sindcosd  a»  -7— 
dd' 


dt  \        dSl 


dt  dtp       ' 

und  die  Kontinuitätsgleichung  wird 

r,«  sin  dp 
r^sin-^ 

wo  die  Determinante  D  aus  den  Diflferentialquotienten  der  r^(p  nach  den  r^-^o^^o 
gebUdet  ist     Endlich  werden  für  zylindrische  Koordinaten 


^  =  rcoS'^     , 

y  =  rsind     , 

S  *m  g 

die  Bewegungsgleichungen 

(30)     dh       id»y  '  dsi 

dt*        ^[dtj    ~  dr      ' 

dir''''] 
\      dt)       dSl 

dt         °'  d» 

dh 
dl* 

dSl 

dz 

und  die  Kontinutätsgleichung 

A,.  =  ^      ■ 

Von  den  verschiedenen  in  neuerer  Zeit  gemachten  Transformationsvorschlägen 
sei  hier  nur  der  von  Paci  ^  erwähnt  Die  ;?- Achse  sei  die  Tangente  an  die  Richtung 
der  Bewegung,  die  x-  und  ^'-Achse  Tangenten  an  die  Krümmungslinien  der  auf 
der  Bewegungsrichtung  senkrechten  Fläche,  r  und  r'  deren  Krümmungsradien, 
a  und  0'  die  Bogen  der  betreffenden  Krümmungslinien;  m  die  Geschwindigkeit, 
aßy  ihre  Richtungswinkel,  R  der  Krümmungsradius  der  Stromlinie  s  (s.  w.  u.), 
J  ri  ihre  Richtungswinkel,  endlich  ^  und  (p  durch  die  Gleichungen  cos  a  s  sin  O  cos  <p, 
cosj5  =:  sing),  cosy  =  cosd  definiert;  dann  werden  die  Gleichungen: 

1    0/        „  ad       0)2 

---  =  Z-«.cosg>---^cosS      , 

1      0/  ,,  öd  Oft* 

-^  — =  r-a,smg,— -  — COS1,      , 
1    dp  doD  da) 


Q    ds  dt  ds 

dt 


(1        1\      ö(pö))       ^ 


In  gewissen  Fällen   scheint  die  Anwendung   dieser  Gleichungen  nicht  ohne 
Vorteile  zu  sein. 


1  P.  Paci,  Nuov.  Cim.  (3)  0,  49.  1881. 
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Transformationen  von  ClebsolL^  i.  Clebsch  hat  die  Bemerkung  gemacht, 
daß  die  Gleichung  (8)  identisch  ist  mit  derjenigen,  die  von  den  Unterdeter- 
minanten der  Funktionaldeterminante  dreier  Größen  aa^^a^  nach  xyz  in  bezug 
auf  eine  derselben,  z.  B.  a,  erfüllt  wird.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man,  wenn 
die  Bewegung  von  /  unabhängig,  d.  h.  stationär  ist  (s.  w.  u.),  ^/=  ^(«*  +  v^  +  «^^), 
also  die  kinetische  Energie  der  Masseneinheit  und  F  eine  Funktion  von  a^  a^  ist, 
aus  den  Euler  sehen  Gleichungen  die  folgenden  Gleichungen: 

d       du  d  dU          d  du  dF{a,,a^ 

dx       da^  dy  dOj^  dz  da^             da^ 

dx  dy  dz 

d       du  _d_  ^U_  _d_  dU  dF[a^,a^)  _ 

dx       da^  dy  da^  ds  da^             da^ 

dx  dy  dz 

und  diese  Gleichungen  haben  den  Vorteil,  daß  man  die  Integrale 
flj  =  const     ,  a^  =  const 

sofort  angeben  kann.     In  den  Schnittkurven  der  hierdurch  dargestellten  Flächen 
geht  die  Bewegung  vor  sich,  und  der  Druck  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

p^^{y^U)  +  F     . 

2.  Wenn  die  Bewegung  nicht  stationär  ist,  wird  die  erste  Methode  sehr 
kompliziert  Für  diesen  Fall  hat  aber  Clebsch  eine  andere  Substitution  angegeben, 
die  allgemein  von  großer  Bedeutung  ist.     Sie  lautet 

dw  dtl)  dw  drif  dw  öil; 

gibt  also  die  Gleichungen 

0/  dx  dy  dz 

0/  dx  dy  dz 

und  führt,  in  Verbindung  mit  (8),  zu  den  Integralen 
X  =  const     ,  tp  =  const 

Die  Bedeutung  der  Gleichungen  (31)  wird  sofort  deutlich  hervortreten.  Es 
sei  hier  noch  auf  die  Beziehung  dieser  Darstellung  zu  derjenigen  von  Paci 
(p.  944)  aufmerksam  gemacht,  sowie  auf  eine  diese  Transformation  betreffende 
Abhandlung  von  Hill.  Ferner  sei  eine  von  Silberstein  gemachte  Bemerkung 
angeführt,  daß  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  die  Flächenscharen  9  =  const, 
X  =  const,  ip  =  const  gemeinsame  Schnittlinien  haben.* 

Sie  beiden  Arten  von  Flüssigkeitsbewegung.  Bei  der  Mannigfaltigkeit 
der  Bewegungserscheinungen,  die  Flüssigkeiten  darbieten,  ist  die  Erlangung  eines 
obersten  Einteilungsprinzips  von  besonderer  Wichtigkeit.  Mit  hierhergehörigen 
Betrachtungen  haben  sich  schon  Lagrange  und  Euler  beschäftigt,  vollständig 
gelöst   wurde   aber  die  Aufgabe  erst  durch  v.   Helmholtz.'     Schon  die  Glei- 


^  A.  Clebsch,  Grelles  Journ.  56.  i.  1859.  —  2  e.  A.  Hill,  Quart.  Journ.  of  Math. 
17.  1880  und  Proc.  Roy.  Soc.  36.  279.  1884.  —  L.  Silberstein,  Krakauer  Anz.  1895. 
p.  17.  —  3  H.  V.  Helmholtz,  Grelles  Journ.  55.  25.  1858;  Wiss.  Abb.  1.  10 1. 

WiiocBLMANN,  Phyiilc.    a.  Aufl.    l.  ^^ 
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chungen  (31)  zeigen,  daß  man  verhältnismäßig  einfache  FlOssigkeitsbewegungen 
erhalten  wird,  wenn  man  nur  je  das  erste  Glied  beibehält,  also 

dw  dw  dq> 

(32)  «  =  --     .  .=--     .      .         rv^-- 

setzt;  das  Vorzeichen  wurde  hierbei  verkehrt,  um  mit  dem  Kräftepotential  und 
der  physikalischen  Anschauung  in  besserem  Einklang  zu  bleiben.  Die  Kom- 
ponenten der  Geschwindigkeit  sind  dann  also  die  negativen  Differentialquotienten 
einer  und  derselben  Funktion  9),  die  v.  Helmholtz  demgemäß  Geschwindig- 
keitspotential nennt,  nach  den  Koordinatenachsen;  und  die  Kontinuitäts- 
gleichung (8)  wird 

d^a>        ö'cp        d^w 

(33)  -^  +  -^  +  j}  =  ^ 

oder  kurz 

(34)  ^g>  =  0     , 

übereinstimmend  mit  der  Gleichung  des  Kräftepotentials  für  außerhalb  gelegene 
Massen.  Man  vergleiche  hierzu  den  Art  „Potentialtheorie",  p.  206  ff.  Nun  er- 
fordern die  Gleichungen  (32)  das  Bestehen  der  Gleichungen 

,     ,     ,        1  Idw       bv\       ^  1  Idu       dw\       ^       ^       \  1  dv        du\      ^ 

(35)  «  =  T(är-ä7j  =  ''  "-^lär-äjj^*^'  f-2(ä^-ä7)='' 

und  diese  Größen  5^5;  sind,  wie  auch  schon  bei  der  Betrachtung  fester  Körper 
gezeigt  wurde  [p.  514,  Gleichung  (38)],'  die  Drehungsgeschwindigkeiten  des  be- 
ireffenden Teilchens.  Man  erhält  also  das  Ergebnis:  In  den  Teilen  einer  Flüssig- 
keit, in  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  existiert,  finden  keine  Drehungen  der 
Elementarteilchen  (Rotationen,  Wirbel)  statt.     Man  kann  hiernach  unterscheiden: 

1.  Potentialbewegung  der  Flüssigkeiten, 

2.  Wirbelbewegung  -der  Flüssigkeiten. 

Nach  Craig^  kann  man  diese  Einteilung  fortsetzen  und  folgendermaßen 
klassifizieren:  i.  Die  Geschwindigkeitskomponenten  Uq  VqZOq  haben  ein  Potential  q>^y 
2.  Dies  ist  nicht  der  Fall,  wohl  aber  haben  die  Wirbelkomponenten  u^  v^  zv^  ein 
Potential  tpy  3.  Beides  findet  nicht  statt,  aber  die  aus  u^  v^  w^  ebenso  wie 
diese  aus  u^  v^  w^  gebildeten  Größen  u^  v^  w^  haben  ein  Potential  q>^  u.  s.  w.  Dabei 
bestehen  die  Beziehungen  u^  ^  J  Uq  u.  s.  w.,  u^  ^  J  u^  u.  s.  w.,  u^^  J  /Iu^u.  s.  w. 

Durch  Einführung  von  |  ij  f  kann  man  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  man 
zur  Abkürzung  die  Geschwindigkeit  gleich   G  und 

f -(C-F)  +  -|-ö^  =  /? 
setzt,  auf  die  von  Lamb*  angegebene  Form 

(36) 

bringen,  welche  für  Potentialbewegung  in  die  einfachere 

(37) 

übergeht. 

1  T.  Craig,  United  States  Coast  and  Geod.  Survey  1881;  s.  auch:  H.  Rowland,  Amer. 
Journ.  Math.  3.  226.  1881.  —  2  H.  Lamb,  Einl.  in  die  Hydrodynamik,  deutsch  von  Reiff, 
Tübingen  1884,  p.  27. 


/ 


,     ,  du        dR        ^  dv        dR        ^  diu        BR 

Ol         öx  dt         dv  dt         dz 


AIlg^pJy.ik.  Hydrodynamik.  947 

Ihre  volle  Berechtigung  und  Bedeutung  erhält  die  Einteilung  der  Hydro- 
dynamik in  Potentialbewegung  und  Wirbelbewegung  erst  durch  die  folgende, 
übrigens  auch  an  sich  wichtige  Betrachtung.  Wenn  man  die  zweite  der  Lagrange- 
schen  Gleichungen  (14)  nach  c,  die  dritte  nach  b  differenziert,  sie  dann  von- 
einander abzieht  und  analog  mit  der  dritten  und  ersten,  sowie  mit  der  ersten 
und  zweiten  verfährt,  so  erhält  man,  wenn  A' B'  C  von  der  Zeit  unabhängige 
Größen,  also  lediglich  Funktionen  von  abc  sind: 

bu    dx       du    dx\       I dv    dy        dv    dy\       idzv    dz       dw    ^^\  _  n  jf 


(38) 


du  dx       du   dx\       I  dv  dy        dv  dy\  '    tdw    dz  _dzv    Ö2r  \ 

da  de        de    da  j       \  da  de        de  da  j       \  da    de        de    da  j 

(du  dx       du    dx\       j  dv  dy        dv  dy  \       Idw    dz       dw    dz\  ^ 

Jb  'dä'"d^  Ifb)  '^[dö  Jä~"da  'dbj  '^  [db  ~dä'~~dJ  'ddj  ^ 

Es  möge  darauf  hingewiesen  werden,  daß  die  Gleichungen  gewissermaßen 
den  Flächensätzen  entsprechen  (p.  336).  Multipliziert  man  jetzt  die  erhaltenen 
Gleichungen  zuerst  mit  dxjda,  dx/db,  dxjde,  dann  mit  dyjda,  dyjdb,  dyjdc, 
endlich  mit  dzjda,  dzjdb,  dzjdc  und  addiert  sie  jedesmal,  so  erhält  man,  wenn 
ABC  neue,  von  der  Zeit  unabhängige  Größen  sind: 


(39) 


1.1—^^  ^  A—  4-  B—  4.  C— 
2  [dy        dz]  da  ^       db  ^      de       ' 

2  [dz        dxj  da   ^       db  '^       de       ' 

U^^'JL\^A^+B^  +  C'^ 
2  \dx        dy]  da  ^      db  ^      de 


Setzt  man  hierin  für  xyz  ihre  Anfangswerte  abe,  so  sieht  man,  daß  ABC 
die  Anfangswerte  der  Drehuilgskomponenten  sind,  und  die  Gleichungen  (39)  zeigen, 
welche  Werte  diese  Größen  im  Laufe  der  Zeit  annehmen.  Für  Punkte  abe  der 
Flüssigkeit,  für  die  A  =>  0,  B  ^  0,  C  =  0  ist,  sind,  wie  man  sieht,  die  Drehungs- 
komponenten jederzeit  gleich  null;  man  erhält  also  den  Satz:  Ein  Flüssigkeits- 
teilchen, das  zu  irgend  einer  Zeit  nicht  rotiert,  rotiert  niemals.^ 
Damit  ist  gezeigt,  daß  Potentialbewegung  niemals  in  Wirbelbewegung  übergehen 
kann  und  umgekehrt,  daß  dies  also  in  der  Tat  zwei  streng  geschiedene  Klassen 
von  Flüssigkeitsbewegung  sind.  Natürlich  gilt  dies  nur  für  ideale  Flüssigkeiten; 
in  den  wirklichen  Flüssigkeiten  können  infolge  der  Reibung  (oder  auch  anderer 
Einwirkungen)  Wirbel  entstehen  und  vergehen,  wie  man  dies  tatsächlich  fast  all- 
täglich beobachtet. 

Eelative  Bewegung  der  Elüflsigkeitsteilchen.  Die  für  feste  elastische 
Körper  auf  p.  510  bis  518  durchgeführte  Analyse  der  Bewegungsvorgänge  läßt 
sich  natürlich  auch  auf  Flüssigkeiten  übertragen,  und  es  ist  zugleich  einleuchtend, 
daß  sich  hier  zahlreiche,  den  Flüssigkeiten  eigentümliche  oder  für  sie  mindestens 
eine  besondere  Bedeutung  erlangende  Sätze  und  Beziehungen  ergeben  werden. 
Es  ist,  nächst  v.  Helmholtz^,  das  Verdienst  Beltramis^  diese  Untersuchungen 
durchgeführt   zu    haben.     Es    wird   zunächst  die   Lösung   der   Aufgabe  gegeben, 


1  Über  die  Geschichte  dieses  Satzes,  an  der  insbesondere  Cauchy,  Stokes,  v.  Helmholtz 
und  Sir  W.  Thomson  beteiligt  sind,  s.  Lamb,  Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  übers,  v.  Reiff, 
Tübingen  1884,  p.  29  u.  s.  w.  —  Einen  von  den  Euler  sehen  Gleichungen  ausgehenden  Beweis 
des  Satzes  gibt  J.Weingarten,  Sitz.-Ber.  math.  Ges.  1.  2.  1902.  —  2  H.  v.  Helmholtz, 
Grelles  Joum.  66.  25.  1858;  Wiss.  Abh.  1.  loi.  —  3  L.  Beltrami,  Mem.  di  Bologna.  1, 
431;  2.  381;  8.  349.  1871—73- 

60^^ 
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dasjenige  ursprüngliche  EUipsoid  zu  finden,  das  augenblicklich  gerade  eine  Kugel 
ist;  dabei  ist  Mittelpunkt  Mittelpunkt,  Oberfläche  Oberfläche  und  die  konjugierten 
Durchmesser  sind  konjugierte  Durchmesser  geblieben.  Die  drei  Richtungen,  die 
hiemach  stets  aufeinander  senkrecht  bleiben,  heißen  auch  hier  Hauptrichtungen, 
es  wird  die  lineare  und  die  räumliche  Dilatation  eingeführt  und  letztere  für 
inkompressible  Flüssigkeiten  null  gesetzt,  was  zur  Kontinuitätsgleichung  fuhrt. 
Ohne  weiteres  ergibt  sich  alsdann,  daß  die  Flüssigkeitsbewegung  in  drei  Teile 
zerfällt,  eine  Verschiebung,  eine  Drehimg  und  eine  Ausdehnung  oder  Zusammen- 
ziehung; der  letztgenannte  Teil  kann  passend  als  Fluiditätsbewegung  bezeichnet 
werden. 

Auf  etwas  anderem  Wege  hat  später  Reiff^  das  Problem  behandelt;  es 
wird  von  den  Unstimmigkeiten  ausgegangen,  die  Bertrand  veranlaßt  hatten,  die 
Helmholtz sehen  Ausführungen  anzugreifen,  und  es  uird  deshalb  das  Wesen 
der  Flüssigkeitsbewegung,  namentlich  der  Rotation  der  Teilchen,  nochmals,  und 
zwar  im  Gegensatz  zu  dem  analytischen  Verfahren  Beltramis,  auf  synthetischem 
Wege  verfolgt.  Das  Ergebnis  stimmt  im  allgemeinen  mit  denen  von  Helmholtz 
und  Beltrami  überein;  nur  wird  gezeigt,  welche  Vorteile  es  bietet,  die  Zerlegung 
in  Rotation  und  lineare  (statt  räumlicher)  Dilatation  vorzunehmen.  Schließlich 
wird  eine  rein  rotatorische  (starre)  mit  einer  rein  dilatatorischen  Bewegung  (Potential- 
bewegung s.  w.  u.)  zusammengesetzt  und  eine  entsprechende  Darstellung  der 
Geschwindigkeitskomponenten  angegeben.  An  diesen  Andeutungen  über  die 
Hydrokinematik  muß  es  genügen. 

Geometrische  Ähnlichkeit.  Nachdem  schon  Newton  auf  gewisse  geometrische 
Ähnlichkeitsbeziehungen  aufmerksam  gemacht  hatte,  hat  v.  Helmholtz  diese  Idee 
streng  formuliert.  Hat  man  nämlich  ein  System  von  Größen  —  Geschwindigkeits- 
komponenten, Dichte,  Reibung,  Druck,  Zeit,  Koordinaten  —  das  den  hydro- 
dynamischen Gleichungen  genügt,  so  erhält  man  ein  neues  solches  System,  wenn 
man  die  einzelnen  Systemgrößen  mit  Faktoren  multipliziert,  also  gewissermaßen 
„vergrößert"  (oder  auch  verkleinert).  Dabei  wird,  wenn  n  der  Faktor  für  die 
Geschwindigkeit,  g  der  für  die  Reibung  und  r  der, für  die  Dichte  ist,  der  für 
die  Koordinaten  gleich  ^/w,  der  für  die  Zeit  qjn^  und  der  für  den  Druck  n^  r\ 
beim  Einsetzen  erhalten  nämlich  alle  Glieder  der  Kontinuitätsgleichung  den 
Faktor  rn^lg,  alle  Glieder  der  Hauptgleichungen  den  Faktor  n^lg.  Für  in- 
kompressible Flüssigkeiten  ist  hiermit  alles,  bei  willkürlichem  «,  bestimmt,  für  Gase 
bei  konstanter.  Temperatur  kommt  noch  der  Druck-Dichte-Koeffizient  in  Frage, 
sein  Vergrößerungsfaktor  ist  gleich  n\  womit  auch  n  bestimmt  ist  («'  ist  das 
Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeit).  Nicht  ganz  so  einfach  sind  die  Grenz- 
bedingungen zu  übertragen,  und  es  macht  sich  hier  eine  Unterscheidung  ver- 
schiedener Fälle  nötig;  es  sei  nur  so  viel  angeführt,  daß  sich  durch  die  freie 
Oberfläche  auch  bei  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  der  Faktor  n  bestimmt  Ist 
andererseits  die  Reibung  null,  handelt  es  sich  also  um  eine  ideale  Flüssigkeit, 
so  wird  g  unbestimmt,  und  man  darf  die  Dimensionen  und  Geschwindigkeiten 
in  beliebigem  Verhältnis  ändern.  Von  der  Anwend.ung,  die  v.  Helmholtz  hiervon 
auf  die  Bewegung  von  Schiffen  und  Luftschiffen  gemacht  hat,  wird  später  die 
Rede  sein.^ 

Potentialbewegpmg.  Führt  man  in  die  EuLERschen  Gleichungen  (13)  das 
Geschwindigkeitspotential  ein,  multipliziert  sie  mit  dx,  dy,  dz,  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  welche  sich  integrieren  läßt  und  damit  zu  folgender,  dem  Satze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  entsprechenden  Gleichung  führt: 

1  R.  Reiff,  Über  die  Prinzipien  der  neueren  Hydrodynamik.  Tüb.  1882.  —  2  H.  v.  Helm- 
holtz, Berl.  Ber.  1873.  P-  5^^!  ^^s.  Abh.  1.  158.  —  Eine  Erweiterung  mit  Rücksicht  auf 
Wärmeleitung  hat  Jouguet  gegeben:  C.  R.  141,  346.  1905.  —  Man  vergleiche  ferner:  Lord 
Rayleigh,  Th.  of  sound.  2.  287.  —  O.  Reynolds,  Trans.  Roy.  Soc.  174.  1883. 
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oder  kurz,  wenn  G  die  Geschwindigkeit  ist: 

(41)  •  f{t)  +  ^  +  \G^  =  C-{V+P)     ; 

/(/)  ist  hierin  lediglich  eine  Funktion  der  Zeit,  kann  aber  unter  Umständen  auch 
eine  Konstante  werden.  Wie  man  sieht,  stellt  diese  Gleichung,  bei  gegebenem  F, 
eine  Beziehung  zwischen  dem  in  P  enthaltenen  Druck  p  [s.  Gleichungen  (11) 
und  (12)]  und  der  Geschwindigkeit  dar.  Man  nennt  diesen  Druck  den  hydro- 
dynamischen oder  hydraulischen  Druck;  er  ist  von  dem  hydrostatischen, 
bei  ruhenden  Flüssigkeiten  stattfindenden  Drucke  wesentlich  verschieden  und  desto 
kleiner,  je  größer  die  Geschwindigkeit  wird. 

Die  Gleichung  (26)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (34)  -Jg?  =  0  genügt 
zur  Bestimmung  der  beiden  Unbekannten/  und  <p\  und  da  man  aus  tp  immittelbar 
uvw  findet,  so  enthalten  die  beiden  angegebenen  Gleichungen  die  vollständige 
Grundlage  für  die  Potentialbewegung  inkompressibler  Flüssigkeiten. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften,  die  9  hat,  und  die  zum  Teil  mit  den  Eigen- 
schaften des  Kräftepotentials  analog  sind,  sind  folgende.  Seine  Diflferential- 
quotienten  nach  x,  y,  z,  t  sind  eindeutige  Funktionen;  für  die  ersten  drei  ist  dies 
nach  ihrer  Bedeutung  als  Geschwindigkeitkomponenten  an  sich  klar,  für  b^>\bt 
folgt  es  aus  Gleichung  (40),  wo  alle  übrigen  Größen  eindeutig  sind.  Ob  9  selbst 
eindeutig  ist,  hängt  dagegen  von  der  Natur  des  Raumes  ab,  den  die  Flüssigkeit 
erfüllt.  In  einem  einfach  zusammenhängenden  Räume  läßt  sich  eine  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  in  jede  andere  Linie  zwischen  denselben  beiden  Punkten 
stetig  überführen,  und  jede  geschlossene  Linie  läßt  sich  durch  stetige  Verkleinerung 
auf  einen  ihrer  Punkte  reduzieren.  In  einem  einfach  zusammenhängenden  Räume 
muß  daher  9  eindeutig  sein.  Dagegen  kann  es  in  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räume,  z.  B.  in  einem  Ringe,  mehrdeutig  sein. 

Wie  das  Kräftepotential,  so  führt  auch  das  Geschwindigkeitspotential  zu  einer 
bestimmten  geometrischen  Vorstellung.     Die  Flächen 

(42)  <p  =  const 

sind  die  Flächen  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  und  können  der 
Analogie  halber,  wenn  eine  Verwechselung  mit  den  Flächen  V  z=.  const  aus- 
geschlossen ist,  Niveau  flächen  genannt  werden.  Auf  ihnen  senkrecht  stehen 
die  durch  die  Gleichungen 

bestimmten  „Stromlinien",  welche  überall  mit  der  Bewegungsrichtung  zusammen- 
fallen, aber  im  allgemeinen  nicht  mit  den  Bahnlinien  der  Teilchen  identisch 
sind;  letzteres  geht  schon  daraus  hervor,  daß  die  Stromlinien  sich  mit  der  Zeit 
ändern,  während  doch  die  Bahnlinien  ganz  bestimmte  Linien  sind.  Man  kann 
die  beiden  Arten  von  Kurven  am  besten  so  unterscheiden:  Die  Bahnlinie  ent- 
hält die  Bahnelemente  eines  und  desselben  Teilchens  zu  verschiedenen  Zeiten, 
die  Stromlinie  enthält  die  Bahnelemente  verschiedener  Teilchen  in  einem  be- 
stimmten Augenblick.  Identisch  werden  beide  Kurven  nur  in  dem  Falle  werden, 
wo  die  Bewegung  an  jedem  Orte  von  der  Zeit  unabhängig  ist.  Derartige  Be- 
wegimgen,  wie  sie  näherungsweise  von  Flüssen,  Wasserfällen,  Springbrunnen  u.  s.  w. 
dargestellt  werden,  heißen  stationäre  Bewegungen.  Man  kann  sie  auch  durch 
den  Ausspruch  charakterisieren,  daß,  während  bei  den  übrigen  Bewegungen  die 
materiellen    Flüssigkeitsteilchen    die    Träger    der    Erscheinungen    sind,    diese    als 
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solche  bei  den  stationären  Bewegungen  gar  keine  Rolle  spielen;  die  Erscheinungen 
sind  lediglich  an  den  Ort  gebunden,  und  die  Teilchen,  die  nacheinander  an 
denselben  Ort  gelangen,  setzen  an  diesem  die  Bewegungen  fort,  die  sie  dort 
vorgefunden  haben. 

Die  Komponente  der  Geschwindigkeit  in  irgend  einer  Richtung  /  ist  gleich 
dem  Gefälle  des  G.-P.  in  dieser  Richtung,  d.  h.  gleich  —  dfpjd/;  versteht  man 
also  unter  n  die  in  einem  Punkte  einer  Niveaufläche  errichtete  Normale,  so 
ist  —  d(pldn  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte  selbst.  Stellt  man  sich  vor, 
daß  von  den  unendlich  vielen  Niveauflächen  solche  ausgewählt  sind,  für  die  <p 
eine  konstante  Differenz  von  Fläche  zu  Fläche  hat,  so  findet  man,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit in  irgend  einem  Punkte  umgekehrt  proportional  ist  dem  Abstand 
zweier  benachbarter  Niveauflächen  in  der  Nähe  dieses  Punktes. 

Durch  unendlich  viele  unendlich  benachbarte  Stromlinien  wird  ein  „Strom- 
faden" abgegrenzt.  Ein  solcher  Stromfaden  kann,  wie  man  leicht  einsieht,  nicht 
innerhalb  der  Flüssigkeit  plötzlich  enden;  er  läuft  daher  entweder  in  sich  zurück, 
was  nach  dem  obigen  nur  in  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen  möglich 
ist,  oder  er  endigt  in  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  und  zwar,  da  die  feste 
Wandung  ausgeschlossen  ist,  in  der  freien  Oberfläche.  Schon  hieraus,  noch  deut- 
licher aber  aus  folgender  Betrachtung,  ergibt  sich  ein  für  die  Pdtentialbewegung 
wichtiger  Satz.  Ist  nämlich  eine  Flüssigkeit  ringsum  von  festen  Wänden  begrenzt, 
so  muß  für  diese  Begrenzung  offenbar  ögj/ö«  =  0  sein.  Nun  ergibt  eine  be- 
kannte Beziehung  zwischen  Raum-  und  Oberflächenintegralen  die  Gleichung 


dq) 
77 


Man  findet  also,  da  hiemach  auch  im  ganzen  Innern  die  Differentialquotienten 
von  q>,  d.  h.  die  Geschwindigkeitskomponenten  verschwinden,  den  Satz:  Inner- 
halb eines  von  festen  Wänden  vollständig  begrenzten,  einfach  zusammenhängenden 
Raumes  ist  eine  Potentialbewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  nicht  möglich. 
Ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  teils  fest  begrenzt,  also  d(pjdn  ==  0,  teils  frei 
und  hier  dq>jdn  überall  gegeben,  so  ist  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Räume  die  Flüssigkeitsbewegung  eindeutig  bestimmt;  in  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räume  hingegen  können  dann  immer  noch  verschiedene  Bewegungen 
möglich  sein. 

Das  Geschwindigkeitspotential  genügt  für  einen  Teil  der  inkompressiblen 
Flüssigkeit,  deren  Oberflächenelement  ds  die  Normale  n  hat,  offenbar  der  Gleichung 


(45)  j'^^äs- 


da  in  den  betreffenden  Raum  notwendig  ebensoviel  Flüssigkeit  ein-  wie  austritt; 
diese  Gleichung  ist  eben  mit  der  Laplace  sehen  (34)  äquivalent.     Wendet  man 
dies  auf  ein  von  zwei  Querschnitten  begrenztes  Stück  eines  Stromfadens  an,   so 
findet  man  den  Satz 
(46)  g  G  ^  const     , 

in  Worten:  Das  Produkt  der  Geschwindigkeit  in  den  Querschnitt  ist  längs  des 
ganzen  Stromfadens  konstant.  Die  Anwendung  der  Gleichung  (45)  auf  einen 
von  einer  Kugel  begrenzten  Teil  einer  Flüssigkeit  zeigt  ferner,  daß  der  Mittel - 
v^ert  von  g>  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  dem  Werte  in  ihrem  Mittel- 
punkte ist.  Hieraus  folgt,  daß  im  Innern  einer  Flüssigkeit  das  Geschwindigkeits- 
potential weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  werden  kann.  Die  Ge- 
schwindigkeit selbst  kann  im  Innern  wohl  ein  Minimum,  aber  kein  Maximum 
werden;  die  größten  vorkommenden  Geschwindigkeiten  treten  also  stets  in  der 
Oberfläche  auf  (wohlverstanden  für  einfach  zusammenhängende  Räume). 
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Strömung,  Zirkulation,  Stromfdnktion.  Für  das  anschauliche  Verständnis 
der  Bewegung  von  Flüssigkeiten  ist  eine  Reihe  von  Begriffen  bedeutsam,  die  von 
englischen  Autoren,  namentlich  von  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin)  und  Stokes 
eingeführt  worden  sind.  Ist  dl  das  Element  irgend  einer  Linie  in  der  Flüssig- 
keit und  u^  die  Geschwindigkeit  längs  dl^  so  heißt  das  Integral 

(47)  kudx  +  vdy  +  tvdz)  =  fdl  L^  +  v-^  +  w^\^  Cu,d/      , 

genommen  längs  irgend  einer  Linie  AB  CD,  die  Strömung  der  Flüssigkeit  von 
A  nach  D.  Die  Strömung  von  A  nach  D  ist  gleich  der  Summe  der  Strömungen 
von  A  nach  B,  von  B  nach  C,  und  von  Cnach  D;  die  Strömung  von  D  über  C 
und  B  nach  A  ist  gleich  und  entgegengesetzt  der  von  A  über  B  imd  C  nach  D. 
Dagegen  ist  die  Strömung  von  A  über  andere  Zwischenpunkte  B'  und  C  nach  D 
im  allgemeinen  nicht  gleich  der  über  AB  CD;  das  gilt  vielmehr  nur  dann,  wenn 
es  sich  um  Potentialbewegung  (wir bei  freie  Bewegung)  handelt  und  wenn  die  beiden 
Wege  ineinander  durch  stetige  Veränderimg  übergeführt  werden  können,  was  in 
einfach  zusammenhängenden  Räumen  immer,  in  mehrfach  zusammenängenden 
Räumen  dagegen  nur  in  bestimmten  Fällen  möglich  ist;  die  Strömungen  zwischen 
denselben  beiden  Punkten  auf  zwei  Wegen,  die  nicht  stetig  ineinander  übergeführt 
werden  können,  sind,  von  Sonderfällen  abgesehen,  verschieden. 

Fällt  der  Endpunkt  D  mit  dem  Anfangspunkt  A  zusammen,  ist  also  die 
Linie  AB  CA  in  sich  geschlossen,  so  heißt  die  Strömung  längs  ihr  die  Zirku- 
lation. Die  Zirkulation  längs  ACBA  ist  der  längs  AB  CA  gleich  und  ent- 
gegengesetzt, und  zwar  ist  bei  Potentialbewegung  jeder  der  beiden  Werte  gleich 
null  in  einfach  zusammenhängenden  Räumen  und  in  mehrfach  zusammenhängenden 
dann,  wenn  sich  die  geschlossene  Linie  stetig  auf  einen  Punkt  zusammenziehen 
läßt,  ohne  daß  die  Grenzen  des  von  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  überschritten 
werden.  Um  bei  Wirbelbewegung  die  Zirkulation  näher  zu  untersuchen,  tut  man 
gut,  eine  unendlich  kleine  geschlossene  Linie  zu 
betrachten;  ist  die  von  ihr  eingeschlossene  Fläche  ^ 
und  sind  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  ihrer  Nor- 
male, so  kann  man  die  Zirkulation  auf  die  Form 

2(aS  +  |3t?  +  y?)^ 


bringen,  d.  h.  sie  ist  gleich  dem  doppelten  Pro- 
dukt der  von  der  Kurve  eingeschlossenen  Fläche 
in  die  auf  dieser  Flä.che  senkrechte  Komponente 
der  Rotationsgeschwindigkeit.  Da  man  nun  eine 
endliche  Fläche  immer  in  einzelne  Flächenelemente 
zerlegen  kann,  und  da  von  den  Zirkulationen  um  Figur  330. 

diese   Elemente  sich  alle   inneren  paarweise  auf- 
heben (Figur  330),   so    daß   nur   gerade   die  Zirkulation  längs  des  Randes  der 
ganzen  Fläche  übrig  bleibt,  so  gilt  obiger  Satz  auch  für  endliche  Gebilde  in  ent- 
sprechend inodifizierter  Form,  nämlich  gemäß  der  Formel: 

(48)  f{udx  +  vdy  +  wdz)=^2f{a^  +  ßri  +  yt)((f    • 

Natürlich  kann  die  Fläche  auch  mehrere  getrennte  Ränder,  nämlich  einen 
äußeren  und  beliebig  viele  innere  haben,  die  äquivalente  Zirkulation  erfolgt  als- 
dann längs  sämtlicher  Randkurven.  Schließlich  sei  bemerkt,  daß  ganz  analoge 
Betrachtungen  sich  hinsichtlich  der  Äquivalenz  magnetischer  Schalen  und 
elektrischer  Ströme  anstellen  lassen,  entsprechend  dem  Charakter  der  magnetischen 
Kraft  als  eines  Wirbels  elektrischer  Kraft  (vgl.  Bd.  5.  428). 
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Bei  Potentialbewegungen  ist  die  Strömung  nach  dem  Gesagten  eine  reine 
Zustandsfunktion,  und  zwar  gemäß  der  Gleichung 

(49)  —  (p  =  l{udx  +  vdy  +  wdz) 

identisch  mit  dem  Geschwindigkeitspotential,  gerechnet  von  seinem  für 
den  Anfangspunkt  der  Kurve  gültigen  Werte  aus.  Die  Strömung  erfüllt  also 
hier  die  LAPLACEsche  Gleichung,  es  gelten  für  sie  alle  die  Sätze,  die  aus  den 
Theoremen  von  Green  und  Gauss  sowie  aus  deren  Verallgemeinerungen  durch 
Thomson  fließen;  es  kann  darauf  in  der  Hauptsache  hier  nicht  eingegangen  und 
nur  folgendes  angeführt  werden.  In  einem  «-fach  zusammenhängenden  Räume 
gibt  es  n  unabhängige,  d.  h.  nicht  aufeinander  reduzierbare  Ringe  (geschlossene 
Kurven),  die  entsprechenden  Zirkulationen  seien  r^,  c^,  .  . ,  c^.  Jeder  weitere 
Ring  läßt  sich  dann  aus  den  obigen,  geeignet  oft  (^-mal)  und  in  geeignetem 
Sinne  (Vorzeichen)  genommenen  in  überführbarer  Weise  zusammensetzen,  und 
folglich  ist  die  Zirkulation  in  ihm 


n   n 


Da  nun  irgend  zwei  Kurven,  die  die  gegebenen  Punkte  A  und  D  verbinden, 
einen  Ring  bilden,  so  unterscheidet  sich  die  Strömung  längs  dieser  beiden  Kurven 
um  einen  Ausdruck  der  obigen  Art.  Die  Größen  c^,  ^2 »  •  •  •  ^n  ^^iß^'^  nach 
Thomson  die  zyklischen'  Konstanten  der  Strömung  bezw.  des  Geschwin- 
digkeitspotentials. 

Dem  Begriff  der  Strömung  kann  man  nun  noch  einen  anderen  gegenüber- 
stellen, genauer  gesagt:  der  Strömung  längs  einer  Kurve  kann  man  die  durch 
eine  Kurve  AD  gegenüberstellen.  Es  sei  d/  ein  Element  der  als  eben  voraus- 
gesetzten Kurve,  und  es  seien  A,  fi  die  Richtungskosinus  ihrer  Normale  in  ihrer 
Ebene,  der  ;j:j-Ebene,  dann  heißt  die  Größe 

(50)  ii;=-J{ku  +  (iv)d/       • 

die  Strom funktion;  dabei  kann  man  den  Anfangspunkt  A  als  fest  betrachten, 
und  es  ist  alsdann  if;  eine  Funktion  der  Lage  von  D;  diese  Funktion  kann 
wiederum,  ganz  entsprechend  wie  <p,  ein-  oder  mehrdeutig  sein,  im  letzteren  Falle 
gehören  ihr  ebenfalls  gewisse  zyklische  Konstanten  zu.  Wenn  sich  der  Punkt  D 
so  bewegt,  daß  sich  der  Wert  der  Stromfunktion  nicht  ändert,  so  beschreibt  er 
eine  Kurve,  durch  die  hindurch  keine  Flüssigkeit  strömt,  d.  h.  eine  Stromlinie; 
die  Linien 

(51)  1/;  ==  const 

sind  also  die  Stromlinien.  Wie  aus  (p,  so  kann  man  auch  aus  i|;  die  Kompo- 
nenten u  und  V  der  Geschwindigkeit  durch  Differentiation  ableiten;  hier  ist  aber 

/     X  öl/;  öl/; 

(52)  «  =  --     ,  .=  ---      ; 

übrigens  gelten  die  obigen  Formeln  unabhängig  von  der  Existenz  des  Ge- 
schwindigkeitspotentials 9.  Existiert  dieses  aber,  so  werden  die  Verhältnisse  in 
sehr  einfacher  Weise  durch  die  beiden  zweidimensionalen  Laplace  sehen  Gleichungen 
und  durch  die  die  Orthogonalität  der  beiden  Funktionen  ausdrückende  Gleichung 
dargestellt: 

hieran  wird  in  dem  folgenden  Artikel  angeknüpft  werden.  Die  Stromfunktion 
kann   natürlich   im   Prinzip   auch   auf    den    dreidimensionalen   Raum    ausgedehnt, 


dz 
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d.  h.  für  die  Strömung  durch  Flächen  hindurch  definiert  werden;  bei  der  Aus- 
gestaltung ergeben  sich  aber  Schwierigkeiten,  auf  die  hier  nicht  eingegangen 
werden  kann.^ 

Erganzongen  zur  allgemeinen  Theorie.  Im  vorstehenden  ist  die  allgemeine 
Grundlegung  der  Hydrodynamik  in  der  Form  gegeben,  wie  sie  nun  schon  seit 
längerer  Zeit  als  im  ganzen  feststehend  bezeichnet  werden  darf.  Einzelfragen 
und  kritische  Exkurse  sind  mit  wenigen  Ausnahmen  nicht  eingeflochten,  um  den 
Überblick  nicht  zu  stören.  Auch  ist  die  dahin  gehörige  Literatur  so  ausgedehnt  — 
namentlich  die  englische  und  französische  —  und  das  positive  Ergebnis  relativ 
so  unbeträchtlich,  daß  auf  die  Anführung  des  meisten  hier  verzichtet  werden 
kann  und  muß;  von  dem  älteren  findet  man  vieles  in  den  zitierten  historischen 
Schriften  von  Auerbach,  Brillouin  und  Hicks  erwähnt.  Von  den  Arbeiten 
der  neuesten  Zeit  kann  auch  nur  einiges  kurz  herausgehoben  werden,  und  zwar 
etwa  folgendes. 

1.  Von  mehreren  Seiten  ist  auf  die  Unklarheit  hingewiesen  worden,  die 
darin  liegt,  daß  man  den  Druck  als  variabel,  die  Dichte  aber  als  konstant 
ansieht;  man  müßte  oflTenbar  strenger  sagen:  die  Änderungen  der  Dichte  sind  von 
kleinerer  Größenordnung  als  die  Änderungen  des  Druckes.  Einen  analytisch 
deutlichen  Ausdruck  hierfür  hat  z.  B.  Schütz  in  der  Forderung  aufgestellt:  die 
bestimmten  Integrale 

genommen  über  jede  angebbare  Integrationsstrecke,  müssen  Beträge  liefern,  die 
kleiner  sind  als  jede  angebbare  Größe,  das  ist  die  für  die  Inkompresssibilität  einer 
Flüssigkeit  notwendige  und  hinreichende  Bedingung;   dagegen  dürfen  die  Größen 

d^  d^  d^  d^ 

Tt      '         äl     '  by      '         Tz 

selbst  und  femer  die  Integrale 

im  allgemeinen  endliche  Beträge  repräsentieren.  Unterliegt  die  Dichte  bei 
einem  Problem  im  Laufe  der  Rechnung  keinerlei  Dififerenzieroperationen,  so  darf 
man  sie  unbedenklich  schon  zu  Anfang  gleich  einer  Konstanten  setzen;  andern- 
falls muß  man  sie  als  Variable  führen  und  darf  erst  an  geeigneter  Stelle  den 
durch  die  obigen  Bedingimgen  angezeigten  Übergang  machen.  —  Die  ein- 
fachste Form,  die  man  dem  Ausdruck  für  die  Dichte  geben  kann,  ist  offenbar, 
wenn  c  eine  kleine  Konstante  ist: 

2.  Die  Kontinuitätsgleichung  läßt  sich  noch  auf  verschiedene,  unter 
gewissen  Umständen  wertvolle  Formen  bringen;  eine  von  ihnen,  die  von  Touche 
angegeben  wurde,  sei  hier  angeführt.  Sie  lautet,  wenn  ds^  ds  und  ds"  die  Ele- 
mente der  Trajektorie,  der  Hauptnormale  und  der  Binormale,  dw'  und  dw'  die 
Winkel  zwischen  ds  und  den  im  Endpunkt  von  ds  bezw.  ds"  an  die  Trajektorie 
gelegten  Tangenten  sind  und  v  die  Geschwindigkeit  nach  der  Trajektorie  bedeutet: 


1  Die  vorstehenden  Begriffe  und  Ideen  haben  sich  nach  und  nach  entwickelt,  und  die 
Literatur  ist  schwer  zusammenzufassen;  von  grundlegenden  Arbeiten  sind  hervorzuheben  die  von 
O,  G.  Stokes,  namentlich  Trans.  Cambr.  phil.  Soc.  7  u.  8.  1842  u.  1843,  sowie  die  von 
W.  Thomson  (später  Lord  Kelvin),  namentlich  Cambr.  and  Dubl.  math.  Journ.  4.  1849; 
Trans.  Edinb.  Soc.  26.  219.  1867;  Phil.  Mag.  1871  u.  f. 
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Phyi.    a.  Aufl. 

dg  do  du  dw'  dw" 

d/  ^     ds^^ds       ^      ds'        ^     ds'' 

oder  einfacher,  da  für  eine  Druckdifferenz  in  den  beiden  zur  Bewegung  senk- 
rechten Richtungen  ds'  und  ds"  auch  in  einer  bewegten  Flüssigkeit  kein  Grund 
vorhanden  ist,  daraus  aber  die  Gleichheit  von  dw'  und  dw"  folgt: 

.     V  do    ^      dg   ,      dv       ^       dw" 

3.  Die  Gleichung  J(p  =  0  hat,  wie  gesagt,  eindeutige  und  mehrdeutige 
Integrale;  um  die  letzteren  darzustellen,  kann  man  nach  Weingarten  die 
Hesse  sehe  Determinante  verschwinden  lassen,  wobei  zwischen  den  drei  ersten 
Differentialquotienten  eine  Gleichung  besteht;  faßt  man  jene  als  rechtwinklige 
Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume  auf,  so  wird  diese  die  Gleichung  einer 
Minimalfläche.  Wenn  nun  diese  Minimalfläche  eine  sphärische  Asymptotenlinie 
besitzt  oder  von  einer  Kugel  längs  einer  Linie  berührt  werden  kann,  so  leistet 
die  Lösung  der  Bedingung  der  Existenz  einer  freien  Grenzfläche  der  Flüssigkeit 
Genüge,  und  diese  freie  Grenzfläche  ist  alsdann  eine  abwickelbare  oder  gerad- 
linige Fläche,  wobei  die  Geraden  der  letzteren  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
durchströmt  werden. 

4.  Eine  neue  Form  der  Grundgleichungen  erhält  man  nach  Minchin, 
wenn  man  neben  den  Geschwindigkeitskomponenten  u,  v,  w  die  Komponenten 
der  Rotationsgeschwindigkeit,  §,  ij,  f,  sowie  die  resultierende  Geschwindigkeit  G 
in  einem  Punkte  P  der  Flüssigkeit  einführt: 

(55)  t  +  i(-ö'+/f)+2(«'.-«'?)»^ 


dl    '   dx 


und  zwei  analoge.  Bedeutet  nun  J^  die  Komponente  der  Geschwindigkeit  längs 
der  Tangente  einer  beliebigen  durch  P  gezogenen  Kurve,  £  die  entsprechende 
Kraftkomponente,  JS  die  Energie,  d.  h.  den  Klammerfaktor  im  zweiten  Gliede 
obiger  Gleichung  und  D  das  Volumen  des  Tetraeders  aus  G,  der  resultierenden 
Drehungsgeschwindigkeit  und  der  Längeneinheit  jener  Tangente,  so  ergibt  sich 
die  eine  umfassende  Grundgleichung: 

Auch  V.  Bjerknes  hat  eine  besondere  Form  der  Druckgleichung  angegeben; 
man  erhält  sie,  wenn  man  G  als  die  Summe  zweier  Glieder  (tj  und  JtG^ 
schreibt,  wo  i  das  spezifische  Volumen  der  Flüssigkeit  ist;  das  weitere*  sehe  man 
im  Original. 

5.  Einer  strengeren  Fassung  ist  auch  der  Satz,  daß  ein  einmal  an  der 
Oberfläche  befindliches  Element  diese  niemals  verlassen  kann,  nach  der  Meinung 
mehrerer  Autoren  zu  unterwerfen;  so  schlägt  z.  B.  Petrini  die  folgende  vor: 
Wenn  die  Bewegung  weder  materielle  noch  dynamische  Diskontinuitäten  hat,  so 
befindet  sich,  von  gewissen  besonderen  Punkten  und  Linien  auf  der  Oberfläche 
abgesehen,  jedes  Oberflächenteilchen  mindestens  in  zwei  aufeinanderfolgenden 
Augenblicken  /  und  i  +  dt  auf  ihr,  wenn  man  unendlich  kleines  von  höherer 
Ordnung  als  dt  vernachlässigt. 

6.  Die  Gleichung  für  die  freie  Oberfläche  wird  von  Oberbeck  durch 
Einführung  der  Energie  in  die  Form 

(57)  ^  =  iG»  +  r 

gebracht  [G  die  Geschwindigkeit);  sie  gilt  für  stationäre  Bewegung  und  sagt  aus, 
daß  die  Gesamtenergie   der  Volumeneinheit    der  an  der  freien   Oberfläche  sich 
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bewegenden  Flüssigkeit  überall  denselben  Wert  besitzt.  Man  erkennt  hieran  die 
Grenzen  der  Gültigkeit  der  allgemeinen  Grundgleichungen;  denn  obiger  Satz  darf 
ofifenbar  nicht  auf  Teile  der  freien  Oberfläche  angewandt  werden,  die  durch  Orte 
unstetiger  Energieänderung  getrennt  sind  (Beispiel:  Energieverlust  am  Fuße  eines 
Wasserfalls). 

7.  Wie  C.  Neumann  zeigt,  findet  in  einer  nichtwirbelnden,  idealen,  überall 
von  festen  (aber  nicht  notwendig  starren)  Grenzen  begrenzter  oder  ins  Unendliche 
reichenden  Flüssigkeit  die  größte  Geschwindigkeit  stets  in  einem  Punkte  der 
Flüssigkeitsoberfläche  statt  —  ein  Satz,  der  erkennen  läßt,  wie  weit  die  ideale 
Hydrodynamik  von  der  wirklichen,  die  Reibung  beachtenden,  bei  der  obiger 
Satz  sicher  nicht  zutriflt,  entfernt  ist. 

8.  FoNTANEAü  führt  die  Funktion 

n  ^  u^  +  vri  +  wi 

ein,  d.  h.  die  Summe  der  Produkte  der  Strecken-  und  Drehungsgeschwindigkeiten 
und  findet  für  den  Fall  JI  =  0,  d.  h.  den  Fall,  wo  die  Drehungsachse  auf  der 
Bewegungsrichtung  senkrecht  steht,  die  Lösung  der  hydrodynamischen  Gleichungen. 
Die  Methode  läßt  sich  alsdann  zu  einer  allgemeinen  Integrationsmethode  der 
Euler  sehen  Gleichungen,  freilich  ohne  Rücksicht  auf  die  besonderen  Grenz- 
bedingungen, ausgestalten. 

9.  Für  die  Berechnung  der  freien  Oberfläche  in  Fällen,  wo  sie  nur 
wenig  von  der  entsprechenden  Gleichgewichtsoberfläche  abweicht,  hat  Voigt  ein 
Annäherungsverfahren  angegeben.  Man  sucht  zunächst  ein  Geschwindigkeits- 
potential  ^j,  das  den  übrigen  Bedingungen  genügt  und  erlaubt,  die  freie  Ober- 
fläche durch  eine  starre  Wand  zu  ersetzen;  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in 
die  Oberflächengleichung  gewinnt  man  eine  zweite  Annäherung,  sieht  diese  jetzt 
als  starre  Wand  an,  sucht  das  geeignete  Zusatzglied  (p^  auf,  setzt  nunmehr 
9^1  +  9^2  ^^^  ^'  ^*  ^'  ^^®  Methode  eignet  sich  zur  Anwendung  auf  ebene  imd 
axial  symmetrische  Bewegungen;  im  letzteren  Fzille  muß  man  aber  prüfen,  ob 
die  Superposition  auch  wirklich  erlaubt  ist,  und  in  welchen  Fällen. 

IG.  Die  Aufgabe,  für  eine  mit  beliebiger  Bewegung,  zyklischen  oder 
azyklischen,  rotationslosen  oder  rotatorischen,  behaftete  Flüssigkeit  eine  allgemeine 
Formel  für  die  auf  die  Wände  aus  geübten  Aktionen  aufzustellen,  hat 
neuerdings  Cgmbebiac  mit  Hilfe  der  Quatemionen  zu  lösen  versucht;  zum  Schlüsse 
werden  die  Formeln  auch  in  die  übliche  Sprache  der  gewöhnlichen  Mathematik 
übertragen;  ein  Auszug  erscheint  aber  untunlich. 

11.  Unstetige  oder  diskontinuierliche  Flüssigkeitsbewegungen. 
Longitudinale  Unstetigkeiten  können  in  inkompressiblen  Flüssigkeiten  oflenbar 
nicht  auftreten,  wohl  aber  transversale;  diese  letzteren  müssen  aber,  da  es  trans- 
versale Wellen  in  Flüssigkeiten  nicht  geben  kann,  stationär  sein.  Es  fragt  sich 
nun,  wann  solche  Diskontinuitäten  auftreten.  Hierauf  hat,  was  die  Unstetigkeit 
erster  Ordnung,  also  das  Gleiten  der  Teilchen  aneinander  vorbei  betrifft,  v.  Helm- 
HOLTZ  zuerst  die  Antwort  gegeben:  immer  dann,  wenn  die  Grundgleichungen 
für  den  Druck  einen  negativen  Wert  liefern  würden;  Hadamard  hat  das  neuer- 
dings dahin  ergänzt,  daß  das  Gleiten  auch  nur  in  diesem  Falle  eintritt,  daß  also 
jene  Bedingung  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  notwendig  ist.  Da  die  vor- 
liegende Frage  besonders  für  die  freien  Flüssigkeitsstrahlen  von  Bedeutung  ist, 
soll  im  nächsten  Artikel  darauf  näher  eingegangen  werden. 

12.  Wegen  der  Ableitung  der  Kontinuitätsgleichung  und  der  Euler  sehen 
Gleichungen  aus  den  HERTZschen  Prinzipien  der  Mechanik  vergleiche  man 
eine  Abhandlung  von  Boltzmann,  die  durch  eine  vorangegangene  von  Reiff 
hervorgerufen  wurde.  Es  wird  dabei  u.  a.  auch  die  Frage  des  Übergangs  von 
den   diskreten  Punkten  der  Hertz  sehen  Vorstellung  zum   Kontinuum   sowie  die 
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Frage  erörtert,   ob  man  die  konstante  Dichte  an  das  Raumteilchen  oder  an  das 
Flüssigkeitsteilchen  knüpfen  solle. 

13.  Wie  bei  den  festen  Körpern,  so  auch  für  die  Flüssigkeiten  hat  Dühem 
die  Dynamik  vertieft  und  erweitert  durch  Einführung  der  Forderungen  der 
Thermodynamik  in  die  Grundgleichungen,  so  daß  neben  einer  Energiegleichung 
auch  eine  Entropiegleichung  auftritt;  indessen  gehört  das  Nähere  nicht  hierher, 
auch  liegt  der  Schwerpunkt  der  Anwendungen  nicht  bei  den  tropfbaren,  sondern 
bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten. 

14.  Die  kinetische  Theorie  der  Flüssigkeiten  muß,  wie  gesagt,  im 
Anschluß  an  die  der  Gase  behandelt  werden;  da  dies  aber,  wie  es  scheint,  in 
dieser  Auflage  des  Handbuchs  noch  nicht  in  allgemeinerer  Weise  (vgl.  nur 
Bd.  III,  p.  716)  geschehen  ist,  mögen  einige  kurze  Bemerkungen  Platz  finden. 
Der  Vorgang,  der  den  Anschluß  der  kinetischen  Theorie  der  Flüssigkeiten  an 
die  der  Gase  offenbar  am  einfachsten  erlaubt,  ist  die  Verdampfung;  denn  hier 
ist  die  Flüssigkeit  mit  ihrem*  gesättigten  Dampfe  in  Berührung,  und  man  kann 
hoffen,  aus  den  bekannten  Gesetzen  für  die  eine  Phase  durch  Ansatz  des 
Gleichgewichtszustands  Schlüsse  auf  die  Verhältnisse  der  anderen  Phase  ziehen 
zu  können.  Der  Zustand  des  Gases  läßt  sich  dahin  zusammenfassen,  daß  bei 
herrschender  mechanischer  und  thermischer  Ruhe  zwischen  den  beiden  Seiten 
einer  inneren  Fläche  dreierlei  Gleichgewicht  besteht:  das  der  Massen,  der 
Drucke  und  der  Energien,  d.  h.  Temperaluren.  Es  fragt  sich  nun,  wie  sich  das 
beim  Übergang  von  Gas  zu  Flüssigkeit  verhält.  Hier  setzen  die  grundlegenden 
Arbeiten  von  Clausius,  Stefan,  Jäger,  Dieterici,  Voigt  u.  A.  ein.  Jägfr 
war  der  erste,  der  die  Bedingungen  des  Massengleichgewichts  beim  Austausch 
der  molekularen  Bewegung  aufstellte;  dagegen  führte  ihn  die  Bedingung  des 
Druckgleichgewichts  auf  ein"  Integral,  das  er  nur  näherungs weise  zu  lösen 
vermochte;  die  Bedingung  des  Energiegleichgewichts  fehlt  bei  ihm.  Dieterici 
hat  diese  letztere  zunächst  nur  in  Worten  ausgesprochen,  nicht  explizite  ent- 
wickelt. Dieses  hat  Voigt  getan,  der  seinerseits  die  Druckbedingung,  wenigstens 
in  der  Jäger  sehen  Behandlung,  bedenklich  findet  und  durch  Einführung  der 
Verdampfungswärme  einen  Schritt  weitergeht.  Hier  setzt  Dieterici  nochmals 
ein,  berücksichtigt  die  räumliche  Ausdehnung  der  Molekeln  nach  Van  der  Waals, 
erhält  einen  klaren  Ausdruck  für  die  Verdampfungswärme,  der  sich  als  mit  der 
Erfahrung  wenigstens  nahe  übereinstimmend  erweist  und  gelangt  damit  zu  einer 
Theorie  der  Lösungen  und  insbesondere  des  osmotischen  Druckes.  Eine 
numerische  Berechnung  der  entwickelten  Augdrücke  ist  freilich  erst  ausführbar, 
wenn  über  die  Größe  der  Molekeln  sowohl  der  lösenden  wie  der  gelösten  Sub- 
stanz näherer  Aufschluß  gewonnen  ist.  —  Übrigens  hat  hieran  eine  längere  Dis- 
kussion geknüpft,  in  der  auch  die  historische  Entwickelung  der  Frage  geklärt 
wird;  insbesondere  hat  sich  dabei  eine  Arbeit  von  Kammerlingh-Onnes,  die 
auf  das  Jahr  1881  zurückgeht,  als  der  älteste  Versuch  einer  kinetischen  Theorie 
der  Spannung  des  gesättigten  Dampfes  einer  Flüssigkeit  erwiesen.  —  Schließlich 
hat  Jäger  neuerdings  seine  Untersuchungen  wieder  aufgenommen,  und  es  ist  ihm, 
was  die  Hauptfi-age  betrifft,  gelungen,  für  eine  ideale  Flüssigkeit  den  Druck  des 
gesättigten  Dampfes  exakt  und  übereinstimmmend  nach  den  Regeln  der  Thermo- 
dynamik einerseits  und  der  kinetischen  Theorie  andererseits  zu  bestimmen  sowie 
die  Beziehung  aufzustellen,  die  zwischen  dem  Druck  des  gesättigten  Dampfes  und 
dem  Binnendruck  der  idealen  Flüssigkeit  besteht. 

15.  Zum  Schlüsse  sei  auf  eine  durch  sehr  merkwürdige  Resultate  aus- 
gezeichnete, aber  eigentlich  nicht  hierher,  sondern  in  die  Wärmelehre  gehörige 
Arbeit  von  Blnard  hingewiesen  über  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten 
infolge  vonWärmekonvektion.  Der  Boden  einer  sehr  niedrigen  Flüssigkeits- 
schicht wird  stationär  erwärmt,  während  an  der  Oberfläche  Ausstrahlung  statt- 
findet; die  Bewegung  im  Innern  wird  mit  Hilfe  von  suspendierten  Teilchen,  die 
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freie  Oberfläche  durch  optische  Mittel  untersucht  bezw.  photographiert.  Die 
ganze  Flüssigkeitsmasse  zerteilt  sich,  wie  sich  zeigt,  in  prismatisch-polygonale 
Zellen  mit  —  im  vollkommensten  Falle  —  sechseckiger  Basis;  die  Zellachsen 
und  die  vertikalen  Grenzebenen  sind  Orte  von  Wirbelfreiheit;  überall  sonst 
wirbelt  die  Flüssigkeit,  indem  sie  in  der  Mitte  nach  oben,  an  der  Peripherie  nach 
unten,  in  der  Oberfläche  nach  außen,  am  Boden  nach  innen  strömt;  die  Kurve 
der  Geschwindigkeit  null  ist  ein  abgerundetes  Polygon.  Die  interessantesten 
Zeichnungen  für  die  Einzelfälle  lassen  sich  mit  Worten  nicht  in  Kürze  beschreiben; 
auch  bedarf  die  ganze  Frage  noch  weiterer  Klärung.^ 

Spezielle  Fälle  von  Potentialbewegnng.  Der  einfachste  Fall  von  Be- 
wegung ist  wie  anderwärts  so  auch  hier  der  der  stationären  Bewegung,  bei  der 
die  Geschwindigkeit  nach  Größe  und  Richtung  an  derselben  Raumstelle  immer 
dieselbe  ist,  //,  7;,  w,  also  nicht  von  der  Zeit  abhängen.  In  diesem  Falle  geht 
die  Gleichung  (41)  in  die  einfachere 

(58)  P  =  C-  r--JG2 

über,  die  zeigt,  daß  für  einen  bestimmten  Punkt  die  Größe  P,  also  auch  Druck  /, 
den  man  hiemach  in  der  Form 

schreiben  kann,  lediglich  eine  Funktion  der  Geschwindigkeit  G  ist.  p^  ist  der 
hydrostatis^e,  /  wieder  der  hydrodynamische  Druck.  Schon  Daniel  Bernoulli  * 
hat  dies  experimentell  bestätigt,  indem  er  ein  Gefäß  von 
der  beistehenden  Form  (Figur  331)  mit  Flüssigkeit  füllte 
und,  mittels  eines  in  dem  Querschnitt  g  eingesetzten 
Manometers,  zunächst  den  hydrostatischen  Druck  m  bei 
verschlossenem  Gefäß,  dann  den  hydrodynamischen 
Druck  m\  m"  u.  s.  w.  bei  mehr  und  mehr  heraus- 
gezogenem Stöpsel  i*  maß.  Je  größer  die  Geschwindig- 
keit, desto  kleiner  war  der  Druck,  und  zwar  näherungs- 
weise übereinstimmend  mit  der  obigen  Formel.  ^^^ __ 

Hiervon  abgesehen,  reduziert  sich  für  stationäre  Be-  ^ 

wegungen  das  theoretische  Problem  im  wesentlichen  auf  Figur  331. 

die    Lösung    der   Difierentialgleichung  J(p  =  0,    wodurch 

man  (p  als  Funktion  von  xyz  und  somit,  da  es  von  i  nicht  abhängt,  voll- 
ständig erhält     Die  Schwierigkeit  liegt  nur  darin,   die  Lösungen  zu  finden,   die 
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^  Literatur  zu  den  neueren  Ergänzungen  zur  allgemeinen  Theorie  u.  s.  w.:  H.  BfexARD, 
C.  R.  180.  1004.  1056.  1900;  Rev.  g6n.  des  Sciences  1900.  p.  1261  u.  1309.  —  V.  Bjerknes, 
Christ.  Vid.  Selsk.  Forh.  1904.  Nr.  8.  —  L.  Boltzmann,  Ann.  d.  Phys.  1.  673.  1900.  — 
G.  CoMBKBfAC,  Journ.  de  math.  (6)  2.  109.  1906.  —  C.  Dieterici,  Wied.  Ann.  66.  826. 
1898.  —  P.  DuHEM,  Ann.  de  Toulouse  (2)  3.  315.  1901;  Rech.  s.  l'Hydrodynamique,  T.  I: 
Princ.  fond.  de  THydr.  Paris  1903.  —  E.  Fontaneau,  C.  R.  126.  630.  1898.  -—  G.  Jäger, 
Wien.  Ber.  99.  II.  Abt.  679.  860.  X028.  1890;  100.  II.  Abt.  245.  493.  1x22.  1891;  101. 
II.  Abt  103.  404.  553.  920.  954.  1892;  102.  253.  483.  1893;  103.  251.  1894;  105.  15. 
1895;  Wied.  Ann.  67.  894.  1899;  Ann.  d.  Phys.  11.  1071.  1903.  —  H.  Kammerlingh- 
Onnes,  Arch.  N6erl.  30.  10 1.  1896  (Auszug  aus  einer  im  Jahre  1881  in  der  Akademie  zu 
Amsterdam  publizierten  Arbeit).  —  S.  R.  Milner,  Phil.  Mag.  (5)  43.  291.  1897.  —  G.  M. 
MiNCHiN,  Nature  39.  452.  1889.  —  C.  Neümann,  Leipz.  Ber.  (7)  12.  567.  1891.  — 
A.  Oberbeck,  Wied.  Ann.  39.  555.  1890.  —  H.  Petrini,  Soc.  Upsala  1894.  — 
R,  Reiff,  Ann.  d.  Phys.  1.  225.  1900.  —  J.  R.  Schütz,  Wied.  Ann.  56.  148.  1895.  — 
J.  Stefan,  ibid.  29.  655.  1886.  —  P.  E.  Touche,  C.  R.  119.  721.  1894.  —  W.  Voigt, 
Gott.  Nachr.  1891.  p.  37  u.  65;  1896.  p.  341;  1897.  p.  19  u.  261.  —  J.Weingarten, 
Gött.  Nachr.  1890.  p.  314.  —  G.  Zemplen,  Enz.  d.  math.  Wiss.  4.  II.  319.  Leipzig  1906. 
—  *  D.  Bernoulli,  Hydrodynamica  sive  de  viribus  et  motibus  fluidorum  commentarii. 
Argentorati  1738. 
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zugleich  gegebene  Grenzbedingungen  befriedigen,  und  es  ist  dies  bisher  nur  in 
ganz  vereinzelten  Fällen  gelungen.  Andererseits  liegt  es  nahe,  den  umgekehrten 
Weg  einzuschlagen,  d.  h.  Lösungen  jener  Gleichung  zu  erraten,  und  diesen  dann 
die  Grenzbedingungen  anzupassen,  d.  h.  zu  untersuchen,  unter  welchen  Umständen, 
bei  welcher  Begrenzung  der  Flüssigkeit  u.  s.  w.  diese  Lösung  gültig  ist.  Auf 
diese  Weise  gelangt  man  jedoch  meist  zu  Erscheinungen,  welche  tatsächlich  ent- 
weder nicht  realisierbar  oder  ohne  Interesse  sind.  Das  gilt  z.  B.  von  der 
Lösung 


(59) 


(f  ^  ax  +  dy  -{-  cz 


die  die  einfache  geradlinige  Bewegung  mit  konstanter  Geschwindigkeit  darstellt. 
Andere  Lösungen  findet  man  durch  Transformation  in  allgemeine  orthogonale 
Koordinaten,  wodurch  die  Gleichung  J<p  =  0  die  Gestalt 


<-)  u\/w^H[ft-^hm 


N,      dt 


=  0 


erhält  [N^N^N^  siehe  oben  p.  942).  Wählt  man  z.  B.  elliptische  Koordinaten 
[Gleichungen  (17)],  so  kann  man  diese  Gleichung,  indem  man  statt  §i?f  die 
neuen  Größen 


^.=/i 


di, 


yri+x*)(§+i"=')(i+ft=') 


"'  ^!\w+ 


dn 


^^)[n  +  i^){ri +  (>■*) 


-h 


dS 


y(?+*'){f+A')(?+ft*) 


einführt,  in  die  einfachere 
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aV 


öV 


öV 


(.-f)^-(f-l)^  +  (l-.)^=o 


überführen,  die  die  Lösungen 

^  =  li       y 

hat.  Es  gibt  daher  Flüssigkeits- 
bewegungen, bei  denen  die  Niveau- 
flächen gewisse  Flächen  zweiten 
Grades  und  die  Stromlinien  die 
Schnittlinien  der  beiden  zugehörigen 
Scharen  von  Flächen  zweiten  Grades 
sind.  Denkt  man  sich  z.  B.  in  der 
Flüssigkeit  eine  von  der  Ellipse 


x"  y 


^  =1 


begrenzte  Fläche,  die  auf  beiden  Seiten  Flüssigkeit  ausströmen  läßt  oder  Flüssig- 
keit aufsaugt,  so  sind  die  Stromlinien  die  Schnittlinien  der  konfokalen  ein- 
schaligen und  zweischaligen  Hyperboloide;  einen  Schnitt  durch  die  Flüssigkeit 
veranschaulicht  Figur  332. 
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In  anderen  Fällen  kann  man  das  Geschwindigkeitspotential  als  Kugelfunktion 
oder  Kombination  von  solchen,  in  noch  anderen  als  BESSELsche  oder  Zylinder- 
funktion darstellen  und  erhält  alsdann  Konfigurationen,  an  denen  Kugelflächen 
bezw.  Zylinderflächen  bezw.  Scheiben  beteiligt  sind. 

Quellen  und  Senken.  Wenn  auch  das  Geschwindigkeitspotential  im  allgemeinen 
endlich  ist,  wird  es  doch  Stellen  im  Räume  geben,  wo  es  unendlich  sein  darf; 
sie  heißen  singulare  Stellen  oder  Singularitäten.  £s  sind  Punkte  oder  Linien 
oder,  bei  der  dreidimensionalen  Bewegung,  auch  wohl  Flächen,  aus  denen 
Flüssigkeit  in  den  Raum  einströmt  oder  in  die  hinein  sie  aus  dem  Räume  ver- 
schwindet; das  Potential  und  die  Geschwindigkeit  ist  hier  unendlich,  weil  die  für 
den  Raum  bestimmte  oder  aus  ihm  kommende  Flüssigkeitsmenge  sich  hier  noch 
oder  nunmehr  auf  ein  Gebiet  niederer  Dimension  beschränken  muß.  Man  nennt 
die  Singularitäten  erster  Art  Einströmungsstellen  oder  Quellen,  die  zweiter  Art 
Ausströmungsstellen  oder  Senken.  Anschaulich  vorstellen  kann  man  sich  natürlich 
nur  Quellen  und  Senken  für  die  zweidimensionale  Bewegung,  wo  eben  an  diesen 
Stellen  der  Eintritt  der  Flüssigkeit  in  die  betreöende  Ebene  oder  krumme  Fläche 
erfolgt;  sowie,  bei  dreidimensionalem  Felde,  an  dessen  Grenze;  man  dehnt  aber 
die  Betrachtung  abstrakt  auch  auf  das  Innere  von  Räumen  aus.  Die  Quellen 
und  Senken  finden  ihr  Analogon  in  den  positiven  und  negativen  elektrischen 
und  magnetischen  Polen.  Die  Analogie  mit  den  letzteren  wird  weitergeführt  durch 
Einfahrung  der  Idee  eines  Quellpaares,  d.  h.  einer  Quelle  mit  einer  dicht  be- 
nachbarten gleich  starken  Senke  —  das  Analogon  eines  magnetischen  Polpaares 
oder  Elementarmagneten.  Die  in  der  Zeiteinheit  pro  Einheit  der  Kegelöfihung 
gelieferte  Flüssigkeitsmenge  heißt  die  Ergiebigkeit  oder  Stärke  m  der  Quelle, 
für  die  Senke  ist  diese  Größe  negativ:  für  das  Quellpaar  kommt  es  nur  auf  das 
Produkt  mi  an,  wo  /  der  Abstand  von  Quelle  und  Senke  ist;  dieses  als  endlich 
angenommene  Produkt  M  heißt  Moment  oder  Stärke  des  Quellpaares. 

Der  einfachste  Fall  bei  dreidimensionaler  Bewegung  ist  offenbar  die  einzelne 
punktförmige  Quelle,  das  Geschwindigkeitspotential  ist  w/r,  die  durch  eine  Kugel- 
fläche um  die  Quelle  in  der  Zeiteinheit  fließende  Menge  ist  4  jr  w,  bei  einer  nur 
verfügbaren  Kegelöffnung  o  ist  sie  com.  Bei  der  zweidimensionalen  Bewegung 
und  ebenfalls  punktförmiger  Quelle  wird  q>  —  m\og  r,  durch  eine  Kreislinie  strömt 
4äot,  durch  einen  Kreisbogen  entsprechend  weniger.  Der  nächst  einfache  Fall 
ist  der  eines  Quellpaares;  hier  ist  das  Geschwindigkeitspotential  auch  von  der 
Richtung  abhängig,,  in  der  der  Aufpunkt  (vgl.  Potentialtheorie)  liegt,  nämlich  von 
dem  Winkel  %^  der  Linie  r  mit  der  Achse  des  Quellpaares;  und  zwar  ist 

bei  zweidimensionaler  Bewegung  ebenso,  nur  mit  r  statt  r*.  Weitere  Fälle  sind 
der  zweier  Quellen,  einer  Quelle  und  einer  Senke  (in  endlichem  Abstand),  zweier 
Quellpaare,  einer  Quellinie,  ,  einer  Quellpaarlinie  u.  s.  w.  Es  läßt  sich  hierfür 
eine  ganze  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  in  Analogie  mit  den  entsprechenden  Sätzen 
der  Potentialtheorie;  so  ergibt  sich  z.  B.  ein  Unterschied  zwischen  einfach  und 
mehrfach  zusammenhängenden  Räumen:  in  ersteren  kann  man  jede  wirbelfreie 
Bewegung  durch  Quellen,  Senken  und  Paaren  auf  der  Grenze  des  Raumes  dar- 
stellen, bei  letzteren  muß  man  noch  die  Querflächen  zuziehen,  durch  die  der 
mehrfache  in  einen  einfachen  Zusammenhang  verwandelt  wird.^ 

Die  Lehre  von  den  Quellen  und  Senken  und  das,  was  sich  an  sie  anschließt, 
ist  überwiegend  an  der  Hand  elektrischer  und  magnetischer  Probleme  entwickelt 
worden,  so  daß  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden  kann.  Es  sei  aber 
beispielshalber   angeführt,    daß,    wenn   das  Geschwindigkeitspotential  eine  Kugel- 


^  Vgl.  G.  Green,  Essay  tu  s.  w.  —  H.  Lamb,  Einl.  in  d.  Hydr.  und  andere  Bücher. 
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funktion  oder  von  ähnlichem  Charakter  ist,  die  Flüssigkeitsbewegung  sich,  wie 
Maxwell  angegeben  hat,  auf  ein  System  von  Quellen  und  Senken  zurückführen 
läßt,  die  in  dem  Anfangspunkt  und  längs  der  Symmetrieachse  in  bestimmter 
Weise  verteilt  sind.  Von  Sampson  ^  ist  das  dahin  erweitert  worden,  daß  ein 
ausgedehntes  Quellpaar,  d.  h.  eine  ganze  Quellinie  und  Senklinie,  eingeführt  und 
die  SroKESsche  Stromfunktion  —  in  diesem  Falle  —  2Mr,  berechnet  wird. 
Sampson  hat  sich  dann,  worin  ihm  übrigens  O.  E.  Meyer,  Bütcher,  Hicks  u.  A. 
vorangegangen  waren,  auch  mit  dem  Falle  der  Zylinderfunktionen  beschäftigt  und 
gewisse  Lösungen  diskutiert. 

.  Relativ  einfach  wird  die  Aufgabe,  wenn  die  Erscheinung  von  nur  zweifach 
räumlicher  Mannigfaltigkeit,  also  das  Geschwindigkeitspotential  nur  von  x  und  y 
abhängig  ist;  dann  ist  nämlich  jede  Funktion 

9  + /i(;=/(.r  + /»      , 

wo  /  die  imaginäre  Einheit  bedeutet,  eine  Lösung,  also  auch  ihr  reeller  Teil  q), 
und  zugleich  sind  dann  die  auf  den  Linien  tp  ==  const  senkrecht  stehenden 
Linien  t/;  =  const  die  Stromlinien.  Am  wichtigsten  wird  diese  Methode  für  die 
Flüssigkeitsstrahlen  und  für  die  elektrischen  Ströme;  es  sei  daher  auf  die 
betreffenden  Abschnitte  des  Handbuchs  verwiesen. 

BUdermettiode.  Ein  anderes  Verfahren  läßt  sich  immer  dann  anwenden, 
wenn  feste  Grenzen  vorhanden  sind,  an  denen  die  Geschwindigkeit  keine  Normal- 
komponente haben  darf.  Man  kann  alsdann  die  Konfiguration  zweckmäßig 
ergänzen,  indem  man  sich  zu  der  oder  den  wirklichen  Quellen  und  Senken  noch 
andere  hinzudenkt,  die  jenseits  jener  Grenze  liegen  und  die  Spiegelbilder  der 
wirklichen  heißen.  Das  Bild  einer  Quelle  in  bezug  auf  eine  Ebene  ist  eine  gleiche 
und  gleichweit  abstehende  Quelle  hinter  der  Ebene;  das  Bild  einer  Quelle  in 
bezug  auf  zwei  parallele  Ebenen  ist  eine  ganze  Serie  von  Quellen  —  man  sieht, 
daß  man  die  Gesetze  optischer  Spiegel  anwenden  kann.  In  bezug  auf  eine  Kugel- 
fläche vom  Radius  a  ist  das  Bild  einer  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  m  im  Ab- 
stand c  vom  Zentrum  eine  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  majc  im  inversen  Punkte 
nebst  einer  Senkenlinie  von  dort  nach  dem  Zentrum  hin  und  von  der  Dichte  mja. 
Einfacher  ist  das  Bild  eines  Quellpaares  M  mit  einer  durch  das  Zentrum  hindurch- 
gehenden Achse,  nämlich  ein  gegensinniges  Quellpaar  mit  gleicher  Achsenrichtung 
im  inversen  Punkte  und  mit  der  Stärke  Ma^jc^.  Bei  zweidimensionaler  Bewegung 
ist  das  Bild  einer  Quelle  in  bezug  auf  einen  Kreis  eine  gleiche  Quelle  im  inversen 
Punkte  nebst  einer  gleich  ergiebigen  Senke  im  Zentrum.  In  ähnlicher  Weise 
kann  man  noch  zahlreiche  Fälle  erledigen.  Die  Methode  der  Bilder  ist  von 
Stokes  für  die  Hydrodynamik  und  bald  darauf  von  Thomson  für  die  Elektrostatik 
(s.  d.)  empfohlen  worden;  obige  Sätze  rühren  teils  von  Stokes  selbst,  teils  von 
Kirchhoff,  Hicks  u.  A.  her.* 

Stabilität.  Es  muß  übrigens  darauf  hingewiesen  werden,  daß,  nachdem 
eine  stationäre  Bewegung  angenommen  worden  ist,  nun  erst  noch  zu  untersuchen 
ist,  ob  diese  auch  tatsächlich  auf  die  Dauer  möglich,  d.  h.  ob  sie  stabil  ist.  Mit 
dieser  Frage,  die  zu  den  schwierigsten  der  Hydrodynamik  gehört  und  noch  jetzt 
umstritten  ist,  haben  sich  zahlreiche  Physiker,  unter  denen  Lord  Kelvin,  Lord 
Rayleigh  und  Love^  hervorzuheben  sind,  beschäftigt.    Die  Frage  gehört  insofern 


^  R.  A.  Sampson,  Proc  Roy.  Soc.  49.  46.  1890;  Trans.  Roy.  Soc.  182  A.  449.  1892. 
—  Daselbst  auch  die  übrige  Literatur.  —  2  g.  G.  Stokes,  Cambr.  phil.  Soc.  8.  1843;  Papers  1. 
28;  Rep.  Brit.  Ass.  1847;  Papers  1.  230.  —  G.  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.  64.  1845;  Ges. 
Abhandlungen,  p.  i.  —  W.  M.  HiCKS,  Trans.  Roy.  Soc.  171.  1880.  —  3  W.  Thomson,  in 
zahlreichen  Bänden  des  Phil.  Mag.  1884  u.  if.;  Proc.  Edinb.  Soc.  14.  359.  1887.  —  Lord 
Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  34.  59.  1892;  Proc.  Lond.  math.  Soc.  11.  57.  i88o;  19.  67.  1887; 
27.  5.  1895;  Sc.  Papers  1.  474;  3.  17.  580;  4.  203.  —  A.  E.  H.  Love,  Proc.  Lond.  math. 
Soc.  27.  199.   1896.  —  Die  weitere  Literatur  w.  u.  bei  Strömung. 
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nicht  hierher,  als,  wie  sich  zeigt,  die  Stabilität  einer  Flüssigkeitsbewegung 
wesentlich  von  ihrer  Zähigkeit  abhängt,  sie  muß  also  bei  der  Reibung 
behandelt  werden;  freilich  gibt  es  Fälle,  wo  sich  die  Stabilität  nachweisen  läßt, 
wie  klein  oder  groß  auch  die  Zähigkeit  sein  möge;  aber  auch  in  solchen  Fällen 
hängt  die  Stabilität  scheinbar  von  der  Zähigkeit  ab,  weil  ihre  Grenzen  mit  ab« 
nehmender  Zähigkeit  immer  näher  aneinander  rücken.  In  anderen  Fällen  ergibt 
sich  die  Schwierigkeit,  daß  nach  der  Theorie  ohne  Reibuug  Stabilität,  bei  kleiner 
Reibung  Instabilität  und  bei  großer  wieder  Stabilität  vorhanden  wäre,  was  doch 
offenbar  widersinnig  wäre.  Der  Widerspruch  erklärt  sich  wahrscheinlich  dadurch, 
daß  zwischen  den  Theorien  für  gänzlich  fehlende  und  für  kleine  Reibung  keine 
Brücke  besteht,  daß  man  vielmehr  jede  von  ihnen  für  sich  anzuwenden  hat; 
indessen  besteht  hierüber  zwischen  den  genannten  beiden  Autoren  keine  volle 
Obereinstimmung.  Lord  Rayleigh  hat  auch  eine  Gleichung  aufgestellt,  die  für 
die  stabile  stationäre  Bewegung  im  Gegensatz  zu  variierten  Bewegungen  charakte- 
ristisch ist,  und  deren  Diskussion  zur  weiteren  Aufklärung  der  Frage  dienen  kann. 
Übrigens  knüpfen  die  konkreten  Entwickelungen,  um  die  es  sich  bei  diesem 
Problem  handelt,  meist  an  die  Erscheinung  der  Strömung  der  Flüssigkeilen  an, 
sie  kommen  damit  in  nahen  Zusammenhang  mit  den  Arbeiten  von  Reynolds 
und  BoussiNESQ  über  den  zweifachen  Charakter  dieser  Strömungen,  und  es  wird 
bei  diesem  Anlaß  noch  darauf  zurückzukommen  sein. 

Kleine  Geschwindigkeit.  Endlich  gibt  es  zahlreiche  Fälle,  in  denen  die 
Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeitsteilchen  stets  kleine  Werte  behalten. 
Für  stationäre  Bewegungen  führt  dies  keine  Vereinfachungen  herbei,  da  alsdann 
[Gleichung  (58)]  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  das  einzige  überhaupt  vor- 
kommende Bewegungsglied  ist  Handelt  es  sich  dagegen  um  kleine,  nicht 
stationäre  Bewegungen,  z.  B.  um  Schwingungen  oder  Wellen,  bei  denen  die 
Teilchen  nur  langsam  sich  bewegen,  so  kann  man  in  Gleichung  (41)  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  vernachlässigen  und  erhält,  wenn  man  die  Funktion  /(/)  mit 
in  (p  hineinnimmt: 

(62)  ^=C-F-/'     ; 

diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  zweiten  ^q>  =  0  bildet  dann  die  Grund- 
lage des  Problems. 

Wichtigite  Fälle.  Die  praktisch  wichtigsten  Fälle  der  Fotentialbewegung 
der  Flüssigkeiten  können  folgendermaßen  gruppiert  werden: 

A)  Fortschreitende  Bewegung  oder  Strömung. 

1.  Strömung  in  Röhren  (ringsum  feste  Wandung). 

2.  Strömung   in   Flüssen,    Kanälen,    Meeren    (teilweise   feste   Wandung, 
teilweise  Nachbarschaft  anderer  Flüssigkeiten  oder  Gase). 

3.  Strahlen  (gar  keine  feste  Wandung). 

4.  Ausfluß  (Übergang  der  beiden  ersten  Erscheinungen  in  die  dritte). 

B)  Hin  und  her  gehende  Bewegung. 

5.  Scheinbar  fortschreitende  Bewegung,  d.  h.  fortschreitende  Wellen. 

6.  Stehende  Wellen  oder  Schwingungen. 

Ober  3.  und  4.  s.  Artikel  „Ausfluß  und  Strahlbildung",  über  5.  und  6.  Artikel 
„Wellenbewegung  der  Flüssigkeiten". 

Strömung  in  Kehren.^  Zunächst  werde  von  der  Reibung  der  Flüssigkeits- 
teilchen an  der  Röhren  wand  und  aneinander  abgesehen.  Der  einfachste  und 
wichtigste  Fall  ist  der  der  stationären  Strömung,  den  man  verwirklichen  kann 
entweder  streng,    indem   man   den   Wasserstand   in  dem  die  Röhre   speisenden 


'  In  beziig  auf  die  Details  dieses  Problems  muß  auf  die  technische  Fachliteratur  verwiesen 
werden. 
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Reservoir  konstant  erhält,  oder  für  eine  kurze  Zeit  näherungsweke,  indem  man 
den  Querschnitt  des  Reservoirs  sehr  groß  gegen  den  der  Röhre  wählt  Im  Anfangs« 
Querschnitt  g^  sei  der  Druck  p^j  die  Geschwindigkeit  a^,  in  einem  beliebigeri 
Querschnitt  g  ersterer  f,  letztere  m;  das  Potential  der  Schw^e  ist,  wenn  x  vertikal 
abwärts  gerechnet  wird,  gldch  gz.  Die  Grundgleichung  wird  also  durch  Sub- 
traktion für  die  Querschnitte^  und  ^o> 


(63) 


«>•—  Wn 


2gz'^2^ — ^ 


und  speziell  für  den  Endquerschnitt  Q,  für  den  /==/*,  0»  =:  .$1  sei: 


(64) 


Ä2-a)o*=2^Ä-2 


Figur  333. 


wo  k  der  senkrechte  Höhenunterschied  zwischen  den  Röhrenenden  ist.  Wie 
man    sieht,    hängt   die  Geschwindigkeit   in    irgend    einem  Querschnitt    von    der 

Anfangsgeschwindigkeit,  der  Tiefe 
imd  dem  Oberdruck  ab,  nicht  aber 
von  der  Gestalt   der  Röhre  und 
dem  innerhalb  des  Querschnitts  g 
betrachteten  Orte;  alle  Stromfäden 
haben  also  dieselbe  Geschwindig- 
keit und  ein  zu  irgend  einer  Zeit 
ebener  Querschnitt  bleibt  stets  ein 
solcher.  Die  Kontinuitätsgleichung 
lautet  hier,    wenn   (Figur  333)   s 
irgend  ein  Schnitt,  tp  der  Winkel  seiner  Normalen  gegen  die  Achse  und  A  die 
in    der  Zeiteinheit    durch   s   hindurchtretende    Flüssigkeitsmenge   ist,    und    wenn 
s' '^' A'  analoge  Bedeutung  haben 

l  OD  cos  ^  eis  +  1(0  cos  ^ds' SS  A  +  A' =  0      , 

also,  da  cd  von  ds  unabhängig  ist,  und  wenn  man  die  Anwendung  auf  die  Quer- 
schnitte g  macht: 

(65)  ffo®o"=^ö>=ö'ß      ; 

die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Querschnitt  ist  also  mit  dessen  Größe  um- 
gekehrt proportional.  Für  eine  Stelle,  an  der  Oberdruck  nicht  stattfindet, 
(/=A).  ist 

0  =  W  +  2^xr       , 

d.  h.  die  Resultante  aus  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit  imd  derjenigen, 
welche  ein  durch  die  betreffende  Höhe  frei  gefallener  Körper  besitzt,  ein  spe- 
zieller Fall  hiervon  ist  das  ToRRiCEixische  Theorem  (s.  w.  u.).  Setzt  man  aus  (65) 
den  Wert  von  o^  in  (63)  ein,  so  erhält  man: 


(66) 


00  = 


-(i)' 


Andererseits  erhält  man  für  den  Druck  /,  je  nachdem  man  ihn  durch  o 
oder  durch  die  Ausflußgeschwindigkeit  Sl  oder  durch  die  Druckdifferenz  an  den 
Röhrenenden  P  —  pQ  ausdrückt 
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(67) 


P'P^-Vngz-  \figh  -  {P-Po)l 


?o 


-1 


4i  -1 


Wie  man  sieht,  sind  die  Formeln  nur  anwendbar,  wenn  der  Querschnitt  der 
Röhre  sich  verengert,  nicht  aber,  wenn  er  sich  erweitert  (denn  dann  wird  co 
imaginär),  und  auch  nicht  in  dem  besonders  wichtigen  Falle,  wo  der  Querschnitt 
konstant  bleibt  Stationäre  Bewegung  ist  dann  also  ohne  Reibung  nicht  mOglich; 
letztere  ist  sonach  ein  wesentlicher  Faktor  imd  muß  in  Rechnung  gezogen  werden. 
Indem  im  übrigen  auf  den  Artikel  „Reibung**  verwiesen  wird,  folgen  hier  nur  die 
fdr  das  vorliegende  Problem  wesentlichen  Angaben. 

Zunächst  werde,  wie  es  von  technischer  Seite  zu  geschehen  pflegt,  als  ein- 
ziger Widerstand,  den  die  strömende  Flüssigkeit  zu  überwinden  hat,  der  sogen. 
„Röhren widerstand"  JS,  d.  h.  die  Reibung  der  Flüssigkeit  an  der  Röhrenwand, 
eingeführt  Er  hängt,  außer  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  inneren 
Röhren  wand,  jedenfalls  noch  von  anderen  Größen  ab.  Schon  eine  ungefähre 
Überlegung  lehrt,  daß  jR  der  Röhrenlänge  /  und  dem  Umfang  des  Querschnitts  u 
direkt,  der  Größe  des  letzteren  aber  umgekehrt  proportional  ist;  es  wird  also, 
wenn  x  ein  die  spezifische  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  Röhrenwand  dar- 
stellender Zahlenfaktor  ist,  filr  beliebige  Form  des  Querschnitts: 


und  insbesondere  für  kreisförmigen  Querschnitt  vom  Durchmesser  d: 

4/ 


Die  Strömungsgeschwindigkeit  wird  also  jetzt: 


2gz-.2 


P-Po 


(68) 


Q)  = 


'-(i)"-  ■ 


bleibt  also  auch  für  überall  gleichen  Querschnitt  endlich  und  wird  in  diesem 
Falle  der  Wurzel  aus  dem  Röhrenwiderstand  umgekehrt  proportional.  Um  diesen 
Fall  handele  es  sich  zunächst 

Was  die  Konstante  %  betrifft,  so  fand  z.  B.  Eytelwein^  (in  rheinischen  Fuß) 
etwa  X  =  0,081.  Indessen  haben  spätere  Versuche  gezeigt,  daß  x  selbst  wieder 
noch  von  der  Geschwindigkeit  und  dem  Durchmesser  abhängt  Einige  Hydrau- 
liker setzten 

ß 


(69) 


X  =  a  + 


1  Ettelwein,  Abh.  Berl.  Akad.  d.  Wiss.  181 4. 
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Hudb.  d. 
Fhya.     a.  Aalt. 


und  zwar  fiand  (wieder  in  Fuß) 

Prony  a  =  0,00684 

D'AüBuissoN         0,00673 
Eytelwein  0,00549 


0,001116 
0,001211 
0,00148 


dagegen  stellte  Weisbach  seine  Versuche  durch  die  Formel 
(70) 


ß        ^^/.o.no        0,004289 
a  +  -^  =  0,003598  +  


dar.     Nach  Darcy  endlich,  der  die  genauesten  und  zahlreichsten  Versuche  aus- 
führte, ist  für  kreisförmigen  Querschnitt 


(71) 


ß  + 


x  =  a  +  ^  + 


d^ 


CO 


und  hierin  ist  für  neue  Röhren 

a  =  0,001262  ,        a^  =  0,000833  ,        ß  =  0,00206  ,       ß^  =  0,00001042     , 

während  für  abgenutzte  Röhren  etwa  die  doppelten  Werte  gelten.^  In  neuerer 
Zeit  hat  Hamilton  Smith*  diese  Versuche  im  größten  Maßstab  wieder  auf- 
genommen, /  zwischen  3  m  und  13000  m,  ä  zwischen  13  mm  und  1220  mm 
variiert  und  auf  die  obige  Bezeichnungsweise  umgerechnet  den  Ausdruck 


.v^^o«    /nn^on.  .   0,000035  \   1 

0,0083  +  0,00225  +  — —-r- 


gefunden. 


Um  hiemach  die  Durchflußgeschwindigkeit  für  eine  gegebene  Leitung 
zu  berechnen,  wird  man  am  besten  tun,  ein 
Näherungsverfahren  anzuwenden,  indem  man 
mittels  eines  ungefähren  Wertes  von  x  nach  der 
Formel 


(72) 


]/  2x/ 


Figur  334. 


[k  Druckhöhe,  mit  der  nötigen  Korrektur  wegen 
der  Kontraktion,  s.  Artikel  „Ausfluß")  00  berechnet, 
hiermit  ein  genaueres  x  u.  s.  w. 

Der  Einfluß  des  Röhrenwiderstands  läßt  sich 
in  folgender  Weise  bequem  veranschaulichen 
(Figur  334).  MN  sei  ein  bestimmtes  Stück  der 
Röhre,  von  z  =  2^  bis  ^  =  z^  reichend  (ent- 
sprechend /==/>!  und  ^  =  /j)'  ^^  ^  ^^^  ^  denke  man  sich  Manometer  ein- 
gesetzt, die  die  Druckhöhen  \  ^p^/fgg)  und^g  ^  Ptl[S9)  anzeigen.  Die  Höhen- 
differenz MN  stellt  das  wahre  Gefälle,  die  von  AB  das  virtuelle  Gefälle  dar; 
dieselben  Größen  durch  CD  dividiert,  heißen  relatives  Gefälle  (wahres  bezw.  vir- 
tuelles).    Die  Strömungsgleichung  ist 


(73) 


2g       l 


^[(-i+Ä,)-(^,  +  Ä,)]l 


für  X  =  0  wäre  ^j  +  Aj  =  z^  +  Äj,  also  das  virtuelle  Gefälle  null,  AB'  horizontal; 
BB'  ist  also  die  durch  den  Röhren  widerstand  verlorene  Druckhöhe. 


^  Noch  andere  Formeln  bezw.  Werte  rühren  von  Dubuat,  Gerstnkr  und  Gerard  her. 
2  Hamilton  Smith,  Dingl.  Polyt.  Joum.  262.  89.  1884. 
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Bisher  wurde  angenommen,  daB  sich  ein  Flüssigkeitsfaden  wie  der  andere 
bewegt.  Tatsächlich  wird  das  aber  nicht  der  Fall  sein,  da  die  peripherischen 
Teilchen  am  meisten,  die  axialen  am  wenigsten  durch  den  Röhrenwiderstand 
aufgehalten  werden,  ein  ursprünglich  ebener  Querschnitt  wird  sich  daher  mehr 
und  mehr  nach  vorn  ausbauchen.  Um  dies  darzustellen,  muß  man  den 
Abstand  r  eines  Teilchens  von  der  Röhrenachse  einführen  (für  die  Wand  wird 
r^R,  dem  Radius)  und,  unter  der  Annahme,  daß  für  ein  und  dasselbe  Teilchen  r 
konstant  bleibt,  x  als  Funktion  von  r  darstellen.  Theoretisch  hat  Moseley^ 
die  Formel 

(74)  a)  =  (Ooe 


-«r  +  fi 


abgeleitet,  so  daß  für  r  =  0  :  w  =  co^  e^,  für  r  =  Rjt :  oo  =  »^  und  für  r^R: 
ö)  =s  0)^6 *(!-«)  wird;  dagegen  hat  Darcy*  seine  Versuche  durch  die  Formel 

(75)  '""'"'4^""'"(i)    J 

dargestellt,  und  ähnliche  Formeln  haben  später  Bazin  u.  A.  benutzt;   eine  viel 
benutzte  ist  z.  B.  die  folgende: 

(76)  ^  =  ^  =  2(l-(^r)=2(l-i)     , 


wo  st  der  Mittelwert  der  Geschwindigkeiten  und  k  das  Verhältnis  der  Radien- 
quadrate ist  Die  theoretische  Formel  stimmt  mit  den  praktischen,  wie  CuN- 
kikgham'  gezeigt  hat,  nur  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  überein;  indessen  scheint 
es  bis  jetzt  nicht  gelungen  zu  sein,  diese  Lücke  auszufüllen. 

Überhaupt  wird  man  den  in  Rede  stehenden  Vorgängen  in  weit  wissen- 
schaftlicherer Weise  gerecht,  wenn  man  außer  der  äußeren  Reibung  x  auch  die 
Zähigkeit  oder  innere  Reibung  i}  der  Flüssigkeitsteilchen  aneinander  als  maß- 
gebend für  die  Abnahme  des  Druckes  und  der  Geschwindigkeit  einführt  Für 
ganz  enge,  sogen.  Kapillarröhren,  hat  Poiseuille^  die  als  sein  Gesetz  bekannte 
empirische  Formel  für  die  Ausflußmenge  A 

aufgestellt.  Die  Ausflußmenge  ist  nämlich  diejenige  Größe,  welche  sich  am  ein- 
fachsten direkt  messen  läßt,  sei  es  durch  Auffangen  der  in  einem  bestimmten 
Zeitraum  ausfließenden  Fiüssigkeitsmenge  in  einem  kalibrierten  Gefäß,  sei  es 
durch  Wägung.  Durch  Division  mit  dem  Querschnitt  (eventuell  in  gewissen 
Fällen  unter  Anbringmig  von  Korrektionen)  erhält  man  alsdann  rückwärts  die 
mittlere  Geschwindigkeit  aller  Fäden.  Theoretisch  ergibt  sich  als  Geschwindigkeit 
eines  Fadens 

(78)  „=     >^(ÄS_r«)  +  ^i?      , 
folglich  als  mittlere  Geschwindigkeit  aller  Fäden 

(79)  ^  =  -^^'+     ^     "" 


8ril         •    2x/ 


t  H.  MosELEV,  Phil.  Mag.  (4)  42.  184.  1871;  44.  30.  1872.  —  2  H.  Darcy,  Mfem. 
pres.  k  VAc.  de  Paris  16.  1858.  —  Darcy-Bazin,  ibid.  19.  i.  —  ^  A.  Cunningham,  Phil. 
^^'  (5)  14*  ixo.  1882.  —  ^  PoiSEUiLLE,  M6m.  pr^s.  k  l'Acad.  de  Paris  9.  523.  1847; 
Ann.  chim.  phys.  21. 


966  F.  AüKMACH»   HydrodyDamik.  y^^!  La. 

und  somit  als  Ausftufimenge 

Die  PoiSEUiLLBsche  Formel  geht  hieraus  hervor,  wenn  Jt  sehr  groß  gegen  ri  ist. 
Ist  die  Röhre  geneigt  (Winkel  g>),  so  daß  auch  die  Schwere  wirkt,  so  kommt 
noch  ein  Glied  hinzu,  und  es  wird  z.  B.  ohne  äußere  Reibung 

(8i)    ■  Ä^^l^  +  ^^sin^ 

Für  nicht  mehr  kapillarartige,    aber  noch  sehr  enge  Röhren  hat  Hagen j^ 
durch  zahlreiche  Versuche  die  Beziehung  für  die  Druckhöhe 

(82)..  h.=  <tafl+ßa) 

gefunden;  man  bestätigt  dieselbe  aus  der  Theorie,  indem  man  in  der  obigen 
Strömungsgleichung  das  der  inneren  Reibung,  entsprechende  Glied  hinzufügt, 
wobei  sich  zugleich  die  Hagen  sehen  Konstanten  bestimmen,  nämlich 

a  =  —     ,  ß  - 


Auf  die  Betrachtungen,  zu  denen  diese  Werte  Anlaß  geben,  hann  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden. '  Nur  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  hier  für 
ty  =  0  nicht  mehr,  wie  bei  Poisseuille,  o)  =  00  wird,  sondern  endlich  bleibt. 

Was  endlich  weitere  Röhren  betrifft  (öf  =  -J-  cm  und  mehr),  deren  Länge  aber 
in  entsprechendem  Maße  groß  ist,  so  hat  O.  E.  Meyer*  die  folgende  Formel 
für  die  Ausfiußzeit  /  als  die  Versuche  gut  darstellend  gefunden: 

83  /  =  — .-  +  5-  +  C—      ', 

Tp         P        P^ 

deren  erstes  Glied  der  reibungsfreien  Strömung,  deren  zweites  detii  Poiseuille- 
schen  Gesetz  entspricht,  deren  drittes  dagegen  neu  ist;  es  wäre  zu  prüfen,' ob 
die  Versuche  von  Hamilton  Smith  (s.  o.)  sich  ebenfalls  hierdurch  darstellen  lassen. 
Viel  komplizierter  werden  Theorie  und  Beobachtimg,  wenn  der  Querschnitt 
der  Röhre  veränderlich  ist,  und  ganz  besonders  dann,  wenn  er  plötzliche  Ver- 
änderungen erfährt,  wenn  also  z.  B.  auf  eine  weitere  Röhre  eine  engere  folgt, 
oder  wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.  Es  treten  dann 
nämlich  außer  der  axialen  auch  transversale  Geschwindig«- 
keiten    auf,    und    man    muß    an   Stelle  von   o)   die    drei 


Äh7^.v>>>l-/-V.::::^  Komponenten   uvw  in  die  Rechnung  einführen.     Diese 

.~>~7"  —  >---     Strömungen  hat  namentlich  Stefan '  von  allgemeinen  Ge- 

^- ^/^/;r     Sichtspunkten  aus  untersucht  und  u.  a.  Sätze  aufgestellt, 

welche  den  bisher  betrachteten  Röhren  von  konstantem 
Figur  335.  Querschnitt  solche  von  konstantem  Längsschnitt  gegenüber- 

stellen. Übrigens  erfahren  hier  die  Erscheinungen  eine 
weitere  Komplikation  dadurch,  daß  in  vielen  Fällen,  z.  B.  bei  plötzlicher  Zunahme 
des  Querschnitts,  Wirbel  auftreten,  welche  der  fortschreitenden  Bewegung  einen 
Teil  der  kinetischen  Energie  entziehen  (s.  w.  u.),  sowie  dadurch,  daß  zuweilen 
die  Flüssigkeit  sich  von  der  Wandung  loslöst  und  innerhalb  der  Röhre  einen 
freien  Strahl  bildet  (Figur  335). 

Den  Fall  einer  am  Eingang  erweiterten  zylindrischen  Röhre  anderer- 
seits hat  BoüSSiNESQ*  behandelt,  indem  er  am  Eingang  des  zylindrischen  Teiles 


1  E.Hagen,  Pogo.  Ann.  46.  423.  1839;  Abb.  Berl.  Akad.  d.  Wiss.  1854.  p.  12.  — 
2  O,  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.,  Jubelbd.,  1.  1874.  —  3  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  37.  (2)  420. 
1859.  —  ♦  J.  BoüssiNESQ,  C.  R.  113.  9.  49.  189 1. 
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lauter  gleiche  Geschwindigkeiten  und  am  Ende  die  Formel  (76)  annimmt;  es  wird 
dann  der  Übergang  von  dem  ersten  2um  zweiten  Zustand  mit' Hilfe  einer  Funk- 
tion /  gesucht,  die  am  Anfang  gleich  1  —  9=s2i  —  1,  am  Ende  dagegen  null 
ist     Diese  Funktion  genügt  der  Gleichung 


2ij    '      k      dx 


\   dx)       dJi^\   dk) 


die   mit   der  Gleichung   der  Wärmeleitung   in  einem  Stabe  analog  ist  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Grenzbedingungen 


iür  if  =  0:     ^—  =  0     ,  für  i«l 


die  angenäherte  Lösung 


^M-» 


/=-8,2ö     etri2«(o,160-i  +  2>J*- 2,222 i3+  1,778 i*- 1,102 i^ 

+  0,56U«- 0,242  i^+  ...) 

liefert  Zugleich  ergibt  sich,  in  welcher  Entfernung  vom  Anfang  schon  merklich 
(bis  auf /=  0,01 9)  der  Endzustand  herische;  für  Wasser  ergibt  sich  dieses 
X  «  200  000  R^U  {R  in  Milümeter,  U  in  Meter /sec),  also  z.  B.  für  2  Ä  «=  1  mm 
und  ?7  =s  1  m  in  der  Entfernung  von  5  cm.  Schließlich  wird  der  Druckverlust 
(normal  l/^lg)  um  etwa  12^0  vergrößert. 

Schließlich  ist  noch  auf  eine  Reihe  spezieller  hierher  gehöriger  Probleme 
hinzuweisen:  Strömung  durch  sich  verzweigende  Röhren,  Strömung  durch  scharf 
gebogene  oder  gebrochene  Röhren  (Sartori,  Bresl.  Inaug.-Diss.  1884),  Strömung 
durch  elastische  Röhren  (Schläuche)  u.  s.  w.  Dieselben  sind,  soweit  sie  sich  auf 
weite  Röhren  beziehen,  wesentlich  technischen  Interesses,  soweit  sie  sich  auf 
Kapillarröhren  beziehen,  imter  „Reibung"  berücksichtigt  Nur  auf  ein  sehr  merk- 
würdiges Resultat  einer  neueren  Untersuchung  muß  noch  hingewiesen  werden, 
daß  nämlich  das  Maximum  des  Ausflusses  aus  einer  geneigten  Röhre  nicht 
dann  stattfindet,  wenn  das  Wasser  sie  gänzUch  erfallt,  sondern  wenn  es  nur  einen 
Teil,  nämlich  308^  des  Umfangs  benetzt,  also  nur  bis  zu  ^^/g^  des  vertikalen 
Durchmessers  reicht  Es  fließt  dann,  bei  Anwendung  der  Darcy sehen  Formel, 
fast  um  7%  naehr  aus,  und  die  Ausflußgeschwindigkeit  ist  sogar  um  10®/^,  größer.^ 

Strömung  in  Kanälen  und  Flüssen.  Auch  dieses  vorwiegend  der  Technik 
einerseits  und  der  Erdkunde  andererseits  angehörige  Problem  kann  hier  nur  kurz 
skizziert  werden.  Von  streng  wissenschaftlicher  Seite  bietet  es  außerordentliche, 
durch  die  Untersuchungen  namentlich  englischer  imd  französischer  Forscher  nur 
zum  Teil  überwundene  Schwierigkeiten  dar.  Die  Strömung  kann  entweder  ver- 
änderlich oder  stationär  sein,  und  in  letzterem  Falle  erhebt  sich  die  weitere  Frage 
nach  der  prinzipiellen  oder  tatsächlichen  Stabilität  der  betreffenden  Flüssigkeits- 
bewegung.* Hiervon  abgesehen,  haben  zahlreiche  Physiker  und  Techniker  For- 
meln aufgestellt,  welche  die  Strömungsgeschwindigkeit  v  als  Funktion  der 
Dimensionen  des  Kanals  {I  Querprofil,  6  Spiegelbreite,  p  benetzter  Urnfang)  und 
des  relativen  Gefälles  /  angenähert  darstellen  und  teils  empirischen  Charakters, 
teils  aus  einfachen  Betrachtungen  abgeleitet  sind.     So  ist: 


nach  Eytelwein v 


iy- 


1  J.  HSNNESSY,    Proc.  Roy.  Soc.    46.    145.    1888.  —    2  über  die  Stabilität  derartiger 
Flüssigkeitsbeweguogen  s.  namentlich  W.  Thomson,  in  versch.  Bänden  d.  Phil.  Mag.  (1888-89). 
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Handb.  d. 
Phyt.    fl.  Anfl. 


nach  HüMPHREYS  und  Abbot     v  ^  cy  ]//      , 


nach  Hagen 


"YfV7 


nach  Bazin v 


wo     i?  = 


und  hierin  sind  c,  sowie  a  und  /3  Konstanten,  die  von  der  Wandung  abhängen  i 
beispielsweise  ist  für  Erde  etwa  a  =  0,00028  und  jS  =  0,00035.  Eine  neuere 
Studie  über  diese  Beziehungen  rührt  von  Härder  *  her  und  führt,  T^ie  es  scheint, 
zu  recht  brauchbaren  Formeln  für  Bodengeschwindigkeit,  Durchschnittsgeschwindig- 
keit und  für  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Stromfaden.  Endlich  sei  auf 
ein  Buch  von  Christen*  hingewiesen,  das  zahlreiche  Angaben  über  Formeln, 
Literatur,  Tabellen  u.  s.  w.  enthält;  die  von  dem  Autor  aufgestellte  Geschwindig- 
keitsformel 

ist  freilich  wissenschaftlich  nicht  recht  verständlich,  da  doch  das  rechts  stehende 
Duichflußquantum  Q  pro  Sekunde  seinerseits  die  Geschwindigkeit  v  enthält 
Faßt  man  diese  Formeln  zusammen,  so  findet  man  —  was  sich  aus  der  Zu- 
sammenwirkung von  Bodenreibung  und  Luftreibung  erklärt  und   mit  den  Beob- 


^-^^^yjfax.  d.  €[ts<hjv:_,,''' 


Figur  336. 


Figur  337. 


achtungen  im  Einklang  steht  —  daß  die  größte  Geschwindigkeit  nicht  in  der 
Oberfläche,  sondern  etwas  imter  ihr  liegt  und  daß  man  somit,  wenn  man  die 
Geschwindigkeiten  in  verschiedenen  Tiefen  durch  Horizontale  darstellt,  eine 
parabelähnliche  Kurve  (Figur  336)  erhält;  ein  ursprünglich  geradliniger  Flüssig- 
keitsfaden AB  baucht  sich  allmählich  immer  mehr  nach  vom  aus  [CD^  EF  u.  s.  w.). 
Bei  seitlicher  Begrenzung  kommt  hierzu  noch  eine  horizontale  Verschiedenheit 
der  Geschwindigkeit  infolge  der  Reibung  an  den  Wänden;  und  wenn  man,  beide 
Einflüsse  zusammenfassend,  die  einem  Querschnitt  angehörigen  Punkte  gleicher 
Geschwindigkeit  verbindet,  so  erhält  man  eine  andere  Klasse  von  Kurven,    die 


^  F.  Härder,  Theorie  der  Bewegung  des  Wassers  in  Flüssen  und  Kanälen.  Hamburg 
1878.  Daselbst  auch  die  ältere  Literatur.  —  2  x.  Christen,  Das  Gesetz  der  Translation  des 
Wassers  u.  s.  w.     Leipzig   1903. 
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ihrer  Gestalt  nach  von  den  Umständen  abhängigen,  im  allgemeinen  aber  ähnlich 
den  Kettenlinien  von  den  Wänden  nach  der  Mitte  herabhängenden  Isotachen 
(Figur  337). 

Das  wichtigste,  den  Fluß  in  offenen  Betten  betreffende  Problem  betrifft  jedoch 
die  durch  das  Fhefien  veränderte  Wasserhöhe  und  Oberflächenform;  man  nennt 
diese  Größen  Stauhöhe  und  Staukurve,  imd  es  ist  auf  verschiedene  Weise 
gelungen,  hierfür  unter  gewissen  Annahmen  eine  Gleichung,  die  Staugleichung, 
aufzustellen.  Natürlich  ist  diese  Untersuchung  für  stationäre  und  veränderliche 
Bewegung  gesondert  durchzuführen,  ebenso  für  gleichförmige  und  veränderliche 
Tiefe  und  Breite  des'  Bettes;  am  einfachsten  werden  die  Resultate  für  recht- 
eckigen Querschnitt  Eine  ausführliche  Darstellung  dieses  und  anderer  technischer 
Probleme  mit  reicher  Literaturübersicht  hat  u.  A.  Forchheimer^  gegeben. 

Stationäre,  laminare  und  turbulente  Strömung.  Das  Problem  der  Be- 
wegung von  Flüssigkeiten  in  Röhren  und  offenen  Betten  kompliziert  sich  in 
hohem  Mafie  durch  den  Umstand,  daß  diese  Bewegung,  wie  sich  gezeigt  hat, 
unter  verschiedenen  Umständen  von  sehr  verschiedenem  Charakter  sein  kann  und 
daß  hierdurch  die  quantitativen  Gesetze  völlig  beeinflußt  werden.  £s  muß  hierauf 
bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstands  in  Kürze  eingegangen  werden,  obwohl  es 
bei  der  Vielfältigkeit  der  ineinander  eingreifenden  Einflüsse  kaum  möglich  ist,  in 
knappem  Rahmen  den  klaren  Sinn  der  betreffenden  Untersuchungen  begreiflich 
zu  machen;  bestehen  doch  zwischen  den  beteiligten  Forschem  noch  heute  über 
einige  prinzipielle  Fragen  große  Meinungsverschiedenheiten,  die  sich  ohne  weiteres 
Material  nicht  entscheiden  lassen  und  vielleicht  nie  entscheiden  lassen  werden. 
Aus  der  überaus  reichen,  bezüglichen  Literatur,  die  sich  über  die  letzten  sechzig 
Jahre  erstreckt,  seien  die  Arbeiten  von  Darcy,  Saint- Venant,  Bazin,  Boussikesq, 
Reynolds,  Lord  Rayleigh,  Couette,  Rüdsky,  Luve,  Knibbs,  Barnes  und 
CoKER,  H.  A.  LoRENTZ,  Allievi  sowie  Hahn,  Herglotz  und  Schwarzschild 
angeführt 

Die  Komplikation  des  Problems  liegt  darin,  daß  folgende  Gegensätze  in 
Betracht  kommen:  i.  Stationäre  und  veränderliche  Bewegung;  2.  Potential-  und 
Wirbelbewegung;  3.  laminare  Bewegimg,  d.  h.  solche,  wo  die  Flüssigkeit  in 
Schichten  konstanter  Geschwindigkeit  geordnet  ist  und  keine  Änderung  in  der 
Ausbreitung  etwaiger  Wirbelbewegung  stattfindet,  und  andererseits  turbulente  oder 
strudelnde  Bewegungen,  bei  denen  die  einzelnen  Teile  der  Flüssigkeit  beliebig 
durcheinander  gehen;  man  kann  auch  die  laminare  Bewegung  als  regelmäßig,  die 
turbulente  als  unregelmäßig  bezeichnen;  4.  einfache  Strömung  und  Wellen- 
bewegung. Diese  Gegensätze  und  Begriffe  greifen  nun  vielfach  ineinander  über, 
unterscheiden  sich  aber  doch  wieder  wesentlich,  wie  denn  z.  B.  die  laminare 
Bewegung  sehr  wohl  Wirbelbewegung  sein  kann,  aber  nie  turbulent,  so  daß  also 
zwischen  Wirbel  und  Strudel  zu  unterscheiden  ist.  Femer  ist  die  Beziehung  zur 
Zähigkeit  sehr  eigenartig:  diese  begünstigt  nämlich  die  laminare  Bewegung,  kann 
aber  unter  Umständen  wiederum  die  Schichten  zur  Auflösung  bringen  und  Strudel 
erzeugen.  Endlich  spielt  die  schon  oben  (p.  960)  erörterte  Frage  der  Stabilität 
der  verschiedenen  Bewegungsarten  eine  wichtige  Rolle. 

Der  springende  Punkt  des  ganzen  Problems  ist  folgender:  Bei  engen  Röhren 
oder  Betten  sowie  bei  kleinen  Strömungsgeschwindigkeiten  (beides  hängt  ja  auch 
in  gewisser  Weise  zusammen)  findet  Bewegung  der  einen  Art  statt,  ob  sie  nun 
speziell  stationär  oder  laminar  sei,  jedenfalls  aber  dadurch  charakterisiert,  daß 
die  Stromfaden  in  der  Hauptsache  geradlinig  sind  und  daß  der  Widerstand  mit 
der  Geschwindigkeit  proportional  ist;  in  weiteren  Röhren  dagegen  und  bei 
größeren  Geschwindigkeiten  sind  die  Bahnen  der  Teilchen  verschlungen,  und  der 
Widerstand  ist  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional.     Der  Über- 


^  Ph.  Forchheimer,  Enzykl.  d.  math.  Wiss.  4.  (2)  351  ff.     Leipzig  1906. 
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gang,  der  übrigens,  wie  es  scheint,  sehr  plötzlich  erfolgt»  von  der  eindn  zur 
anderen  Bewegungsart  hängt  offenbar  mit  der  durch  die  Strudel  bewirkten  Zer- 
streuung von  Energie  und  Herabminderung  der  mittleren  fortschreitenden  Ge- 
schwindigkeit zusammen  —  ein  Gedanke,  der  denn  auch  verschiedentlich,  zuerst 
von  BoussiNESQ,  dann  modifiziert  von  Reynolds  in  -mathematische  Form  ge* 
bracht  worden  ist  Es  wird  nämlich  die  Geschwindigkeit  aus  zwei  Teilen 
zusammengesetzt,  deren  erster  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  also  der  streng 
stationären  Bewegung  entspricht,  während  der  zweite  periodisch  variiert,  abeir 
derart,  daß  der  Mittelwert  über  sehr  kleine  Zeiten  null  wird  oder  daß  wenigstens 
eine  rohe  Periodizität  für  kleine  Strecken  und  Zeiten  vorhanden  ist;  die  Rechnung 
führt  dann  zu  einer  ungefähren  Darstellung  der  skizzierten  Verhältnisse.  Übrigens 
bemerkt  Boussinesq,  der  die  turbulente  Bewegung  auch  als  „Agitationsbew^;ung'' 
bezeichnet,  daß  es  in  der  Wirklichkeit  alle  möglichen  Übeigänge  zwiscb^i  den 
beiden  extremen  Typen  geben  wird,  und  daß  man  für  diese  Mittelzustände 
wenigstens  einzelnes  aussagen  kann.  Die  Formeln  für  den  Übergang  aus  dem 
einen  in  den  anderen  Zustand  werden  nur  für  gewisse  Fälle  einigermaßen  einr 
fach;  für  einige  Querschnittsformen  läßt  sich  der  Übergang  und  die  Stelle,  wo 
er  sich  vollzieht,  berechnen. 

Reykolds  erörtert  noch  in  sehr  anschaulicher  Weise  die  fCür  das  Endergebnis 
maßgebenden  Faktoren:  eine  freie  Oberfläche  begünstigt  stationäre,  eine  feste  da- 
gegen nichtstationäre  Bewegung;  das  Streichen  von  Wind  über  eine  Wasserfläche 
ruft  zwar  eine  nichtstabile  Bewegung  hervor,  diese  macht  sich  aber  unter  normalen 
Umständen  in  Wellenform  und  nur  bei  außerordentlicher  Steigerung  des  ober- 
flächlichen Zusammenhangs  und  der  Zähigkeit  (durch  Aufgießen  von  öl)  in 
inneren  Wirbeln,  bei  glatter  Oberfläche,  geltend;  in  sich  verengernden  Röhren 
tritt  Bewegung  der  ersteren,  in  sich  erweiternden  Bewegung  der  zweiten  Art  auf, 
letzteres,  indem  sich  zunächst  ein  fortschreitender  Wirbelring  (s,  w.  u.)  bildet,  der 
einen  parallelen  Strom  nach  sich  zieht,  und  indem  dann  erst  diese  immer  noch 
laminare,  aber  unstabile  Bewegung  in  die  stabile,  aber  turbulente  übergeht; 
ferner  sind  Bettkrümmungen  von  Einfluß,  und  zwar  begünstigen  sie  die  erste  Art, 
wenn  die  stärkste  Bewegung  an  der  Außenseite  ist  und  umgekehrt;  endlich 
spielen  feste  Hindemisse  eine  oft  entscheidende  Rolle. 

Von  den  weiteren  theoretischen  Arbeiten  über  den  Gegenstand  sei  noch 
folgendes  angeführt:  Lorentz  geht  von  der  von  Reynoids  gegebenen- Zerlegung 
der  Strömungsgrößen  in  zwei  Teile  aus  und  zeigt,  wodurch  sich  die  Gtund«- 
gleichungen  der  wirklichen  Bewegung  von  denen  .  der  Hauptbewegung  (erstes 
Glied)  unterscheiden;  sind  nämlich  ü,  ^,  tZ^  die  Mittelwerte  der  Stromkompo- 
nenten, also 

du 


die  Spannungen  für  die  Hauptbewegung,  so  kommen  jetzt  als  neue  Spannungs- 
komponenten Glieder  wie 

—  ^ö'*      ,  —  ^ß'U'  u.  s.  w. 

hinzu,  wo  «',  v'  w'  die  zweiten  Glieder  der  Stromkomponenten  sind  und  durch 
die  Horizontalstriche  wieder  Mittelwerte  bezeichnet  werden.  Die  hierauf  auf- 
gebaute Rechnung,  die  sich  im  Auszug  nicht  wiedergeben  läßt,  ergibt  Anhalts- 
punkte für  den  Widerstand  und  für  die  Verteilung  der  mittleren  Geschwindig- 
keiten über  den  Querschnitt  —  Hahn,  Herglotz  und  Schwarzschild  , geben 
eine  gute  Übersicht  über  die  bisherige  Behandlung  des  Problems  und  zeigen, 
welche  Annahme  man  im  Anschluß  an  Boussinesq  in  betreff  der  durch  die 
Strudel  scheinbar  vergrößerten  Reibungskonstante  machen  kann;  freilich  kommt 
man  hiermit  nicht  weit,  es  müßte  vielmehr  für  die  Turbulenzleitung  eine  ähnliche 
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Gleichung  aufgestellt  werden,  wie  in  der  kinetischen  Gastheorie  f&r  die  Wärme- 
leitung, wozu  die  Verfesser  einen  vorläufigen  Ansatz  machen.  —  AlliEvi  endlich 
bringt  die  Erscheinimg  ia  eine  Formel,  die  die  Analogie  mit  den  Schwingungen 
in  schwach  kompressiblen  Medien  hervortreten  läßt  und  macht  alsdann  An- 
wendungen auf  die  hydraulischen  Rückstöße. 

Das  Interesse,  daß  die  Theorie  diesem  Problem  entgegengebracht  hat,  ist 
auch  für  die  experimentelle  Behandlung  fruchtbringend  geworden.  Schon 
Darcy,  Hagen  u.  A.  haben  einschlägige  Beobachtungen  gemacht;  aber  erst  Bazik 
und  Reynolds  gelang  es,  die  Verhältnisse  gemäß  den  Anforderungen  der  Theorie 
zu  studieren.  Reynolds  operierte  so,  daß  er  gefärbte  Flüssigkeitsstrahlen  aus 
ruhenden  Gefäßen  in  horizontale,  mit  einem  trompetenförmigen  Mundstück  be- 
ginnende, mit  reinem  Wasser  gefüllte  Röhren  von  verschiedenen  Durchmessern 
mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  trieb.  Bei  kleinen  Geschwindigkeiten  blieben 
die  Fäden  gerade  oder  wanden  sich,  bei  kleiner  Unruhe  des  Wassers,  um  die 
Achse,  herum;  bei  größerer  Geschwindigkeit  aber  löste  sich  der  Faden  in  gewisser 
Entfernung  vom  Mundstücke  durch  Vermischung  mit  dem  Wasser  auf,  und  zwar 
in  desto  geringerer  Entfernung,  je  größer  die  Geschwindigkeit  war;  die  Beob- 
achtung mit  dem  elektrischen  Funken  zeigte  dabei  mehr  oder  weniger  distinkte 
Wirbel.  Bei  verschieden  weiten  Röhren  war  die  kritische  Geschwindigkeit  den 
Durchmessern  umgekehrt  proportional;  bei  steigender  Temperatur  nahm  sie  in 
Übereinstimmung  mit  dem  Gesetz  von  Pöiseuille  ab.  Im  Mittel  ergab  sich, 
wenn  c  eine  Konstante  und  ä  der  Durchmesser  ist,  die  kritische  Geschwindig- 
keit Fund  der  kritische  Druck  P  in  metrischen  Einheiten:  V=  cj{27S  ä)  und 
/^ss=  ^2/(47  700000  ä^)y  und  die  Konstante  c  ist  proportional  mit  der  Reibung, 
umgekehrt  mit  der  Dichte  und  die  Funktion  1/(1  +  0,0336/+  0,00221  Z^)  von 
der  Temperatur. 

Vom  Temperatureinfluß  abgesehen  ist  also  die  Größe 


Vgd 


const 


eine  kritische  Konstante,  die  zwischen  1900  und  2000  liegt.  Übrigens  sei  be- 
mei^t,  daß  Reynolds  später  die  Methode  der  gefärbten  Fäden  noch  auf  zahl- 
reiche andere  hydrody- 
namische Erscheinungen  iljllllllfllll  b 
angewandt  und  in  geist- 
vollen Experimentalvor- 
lesungen  vorgeführt  hat. 
Neuerdings  ist  die  Me- 
thode von  H.  S.  Hele- 
Shaw  weiter  ausgebüdet 
worden,  namentlich  nach 
der  Seite  der  Färbung  in 
verschiedenen  Farben  so- 
wie der  photographischen 
Fixierung;  eine  Auswahl 
der  Bilder  findet  sich  in 
seinen  Mitteilungen  farbig 
wiedergegeben,  und  man 
findet  hier  u.  a.  einige 
der  aus  der  Lehre  von  Figur  338. 
den  elektrischen  Strömen 

bekannten  Konfigurationen.    Als  interessantes  Beispiel  mögen  die  Figuren  338  ä  und  d 
dienen»  die  sich   auf  das  Fließen   durch  eine  Ausbauchung  beziehen,  undvon 
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denen  die  zweite,  bei  der  die  Strömung  plötzlich  sistiert  wurde,  erkennen  läfit, 
daß  sich  die  dickeren  Fäden  entsprechend  langsamer  fortbewegen  als  die  mittleren 
dünneren.  Andere  Bilder  betreffen  den  Übergang  von  der  regelmäßigen  zur 
strudeligen  Bewegung  u.  s.  w. 

Weitere  Versuche  von  Reynolds  betrefifen  zwei  einander  entgegenkommende 
Strömungen  sowie  die  Erscheinungen  auf  der  Oberfläche  eines  Teiches;  auch  hier 
wird  die  Theorie  im  ganzen  bestätigt. 

Nach  drei  verschiedenen  Methoden  hat  Couette  den  Übergang  und  den 
Gegensatz  der  beiden  Bew^^ngsarten  studiert:  durch  Drehung  von  Flüssigkeit 
zwischen  zwei  koaxialen  Zylindern,  einem  festen  und  einem  drehbaren,  wobei 
die  zur  Äquilibrierung  der  Reibung  erforderlichen  Gewichte  P  gemessen  wurden, 
und  wobei  sich  deren  Quotient  durch  die  Tourenzahl  iV  bis  zu  einem  gewissen 

Werte  der  letzteren  als  konstant  erwies,  wäh- 
rend er  nunmehr  plötzlich  ansteigt  und  als- 
dann noch  in  regelmäßig  linearer  Weise  zu- 
nimmt; für  die  benutzte  sehr  dünne  Schicht 
ergab  sich 

iV'<56:  ^  =  0,2151   , 


iV^>59: 


P 


0,0326  + 0,003832  iV' 


während  in  dem  Grenzgebiet  die  Äquilibrie- 
rung sehr  heikel  war;  die  graphische  Dar- 
stellimg  zeigt  deutlich,  wie  brüsk  der  Übergang 
ist.  Zweitens  durch  Strömung  in  Röhren, 
wobei  die  Ausflußmenge  bestimmt  wurde  imd 
ganz  ähnliche  Kurven  lieferte.  In  Figur  339 
stellt  die  Kurve  1  das  äquilibrierende  Gewicht 
als  Funktion  der  Tourenzahl  (1'  den  Anfang 
derselben  Kurve  in  fünffachem  Maßstab),  Kurve  2 
Figur  339.  ^^®  scheinbare  Reibungskonstante  als  Funktion 

der  Ausflußmenge  dar.  Drittens  durch  Beob- 
achtung des  aus  einer  langen  horizontalen  Röhre  sich  in  Luft  ergießenden 
Strahles,  der  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  ganz  klar,  darüber  hinaus  wirr  und 
im  Grenzgebiet  sehr  unbeständig  ist;  die  Grenzgeschwindigkeit  befolgt  die  von 
Reynolds  aufgestellten  Gesetze. 

Ahlborn  bedient  sich  der  Methode  der  Photochronographie,  und  zwar  mit 
Hilfe  von  auf  die  Wasseroberfläche  gestreuten  Bärlappsamens,  der  sich  den 
Strömungslinien  entsprechend  anordnet;  für  das  Innere  werden  entsprechend  Säge- 
späne benutzt,  die  allmählich  zu  Boden  sinken  und  durch  seitliche  Fenster  photo- 
graphiert  werden. 

Die  mit  der  Theorie  eng  zusammenhängende  Frage  der  Verteilung  der 
Geschwindigkeiten  im  Querschnitt  hat  namentlich  Bazin  geprüft,  indem  er 
seine  vor  langer  Zeit  bekannt  gegebenen  Versuche,  die  mit  anderen  von  Darcy 
im  Widerspruch  standen,  mit  moderneren  Hilfsmitteln  wieder  aufnahm,  und  zwar 
an  einer  80  m  langen,  80  cm  weiten  Zementröhre;  es  wurde  an  verschiedenen 
Stellen  gemessen,  an  jeder  in  vier  aufeinander  senkrechten  Radien  und  in  jedem 
von  diesen  an  neun  Stellen,  nämlich  in  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12,  14,  15  Sechzehnteln 
Achsenabstand.  Das  Ergebnis  war,  daß  die  Geschwindigkeit  wie  der  Kubus  des 
Abstands  abnimmt;  dasselbe  Gesetz  fand  sich  auch  für  ofiene  Leitungen  mit 
halbkreisförmigem  Querschnitt;  eine  kleine,  an  dem  Gesetz  anzubringende 
Korrektion  ist  bis  zu  ^/^  positiv,  dann  bis  ^^12  negativ  und  zuletzt  wieder 
positiv  (größte  Abweichung  3  "/,,).     Je  mehr  nun  die  Bewegung  von  dem  regulären 


Allf^Phirik.  Hydrodynamik.  973 

Typus  sich  entfernt,  desto  größer  werden  die  Abweichungen,  exakte  Messungen 
sind  aber  begreiflicherweise  schwer  durchzuführen. 

Eine  neue  Methode,  die  auf  einem  geistvollen  Gedanken  beruht,  haben 
Barkes.  und  Coker  angewandt,  um  das  Problem  und  namentlich  das  Verhalten 
der  kritischen  Geschwindigkeit  zu  studieren.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  wird 
nämlich,  wenn  die  Röhre  von  außen  erhitzt  wird,  nur  der  Mantel  des  Wassers, 
und,  wenn  sie  von  der  Achse  (durch  einen  vom  elektrischen  Strome  durchflossenen 
Draht)  erhitzt  wird,  nur  das  Wasser  um  die  Achse  herum  erwärmt,  während 
alles  übrige  kalt  bleibt;  bei  der  welligen  Bewegung  dagegen  wird  alles  erwärmt. 
Die  Untersuchimg  erfolgt  entweder  durch  Messung  der  elektrischen  Widerstands- 
änderung des  axialen  Drahtes  oder  durch  Beobachtung  eines  am  Ende  der 
Röhre  aufgestellten  Thermometers,  das  bei  Steigerung  der  Stromgeschwindigkeit 
plötzlich  in  die  Höhe  schnellt  So  konnte  die  Proportionalität  der  kritischen 
Geschwindigkeit  mit  dem  umgekehrten  Radius  erwiesen  werden  (für  größere 
Durchmesser  finden  Abweichungen  statt],  es  bestätigte  sich,  daß  der  Einfluß  der 
Temperatur  derselbe  wie  auf  den  Reibungskoefiizienten  ist  u.  s.  w.  Eine  gewisse 
Unsicherheit  der  Resultate  erklärt  sich  dadurch,  daß  eben  die  kritische  Geschwindig- 
keit zwischen  zwei  Grenzen  liegt;  der  wahre  Wert  liegt,  wie  es  scheint,  der  unteren 
Grenze  des  Intervalls  näher.  ^ 

Messung  der  Strömnngsgesohwindigkeit.  Dieses  Problem  kann  als  vor- 
wiegend technischen  Interesses  hier  nur  kurz  erwähnt  werden.  Man  kann  im 
wesentlichen  fünf  Methoden  unterscheiden.  Die  erste,  bei  der  es  sich  nur  um 
das  Gesamtergebnis  einer  Strömung  handelt,  besteht  in  der  Messung  des  in 
einer  bestimmten  Zeit  austretenden  Volumens  oder  Gewichts  von  Flüssigkeit; 
es  muß  alsdann  mit  der  betreffenden  Zeit  und  dem  Querschnitt,  der  durch- 
strömt wird,  dividiert  werden.  Bei  der  zweiten  Methode  wird  ein  Körper,  z.  B. 
eine  Schwimmkugel,  benutzt,  von  dem  man  annehmen  kann,  daß  er  sich 
genau  mit  der  Flüssigkeit  mitbewegt,  und  dessen  Bahn  in  einer  bestimmten  Zeit 
man  mißt.  Der  dritte,  sehr  viel  benutzte  Apparat  ist  der  Stromquadrant,  mit 
dem  man  den  Winkel  bestimmt,  um  den  ein  Bleilot  durch  die  Strömung  aus 
der  Vertikalen  abgelenkt  wird;  mit  dem  tangens  dieses  Winkels  und  mit  dem 
Gewicht  des  Bleis  im  Wasser  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional, 
der  Faktor  wird  auf  verschiedene  Weise,  am  besten  empirisch,  ermittelt  Der 
vierte  Apparat  ist  die  PixoTsche  Röhre,  die  aus  zwei  etwa  rechtwinklig  zu- 
einander gelegenen  Schenkeln,  einem  langen  und  einem  kurzen  besteht,  mit  dem 
erweiterten  Mundstück  des  kürzeren  der  Strömung  entgegengehalten  wird  und 
durch  das  Ansteigen  der  Flüssigkeit  in  dem  vertikalen  langen,  mit  Graduierung 
versehenen  Schenkel  den  Druck,  also  auch  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit 
angibt;  die  Eichung  erfolgt  wieder  empiriscli.  Endlich  fünftens  ist  der  Wolt- 
MANNsche  Flügel  zu  nennen,  bei  dem  die  Achse  eines  kleinen,  mit  windschiefen 
Flügeln  versehenen  Rades  in  eine  mit  dem  Wasserdruck  proportionale  Drehung 


1  J.  BoüSSiNESQ,  in  einer  großen  Reihe  von  Abhandlungen  und  Monographien,  zuerst 
Journ.  de  math.  (2)  13.  1868  und  M6m.  div.  Savants  23.  Paris  1877;  zuletzt  C.  R.  122. 
1289.  1369.  1445.  1517.  1896;  123.  7.  77.  141.  1896;  Sep.-Abdruck  „Theorie  des  wirbeUiden 
Strömens  u.  s.  w.**  Paris.  1897;  C.  R.  124.  1327.  1411.  1492.  1897;  126.  6.  69.  142.  203. 
1897.  —  O.  Reynolds,  Proc.  Roy.  Soc.  1883.  p.  84;  Trans.  Roy.  Soc.  174  A.  1883;  R. 
Inst,  of  Gr.  Brit  1884  u.  1893.  —  M*  Couette,  Journ.  de  phys.  (2)  9.  414.  1890.  —  Bazin, 
Tgl.  J.  BoussiNESQ,  C.  R.  122.  1525.  1896.  —  M.  P.  Rudski,  Phil.  Mag.  (5)  36.  439.  1893. 
—  H.  A.  LORENTZ,  Zitt.-Versl.  Amsterd.  1897/98.  p.  28.  —  H.  S.  Hele-Shaw,  Nat.  68.  34. 
1898;  R.  Inst,  of  Gr.  Brit  1899.  Febr.;  C.  R.  132.  1306.  1901.  —  G.  H.  Knibbs,  Journ. 
a.  Proc.  Soc.  N.  S.  Wales  31.  314.  1898.  —  H.  F.  Barnes  u.  E.  G.  Coker,  Phys.  Rev.  12. 
372.  1901;  Proc.  Roy.  Soc.  7L  152.  1902;  74.  341.  1905.  —  F.  Ahlborn,  Hamb.  Naturf. 
Vers.  1901;  Phys.  Ztschr.  3.  120.  1901.  —  M.  L.  Axlievi,  Rev.  de  M^  1904;  Sep.-Abdr. 
Paris  1904.  —  H.  Hahn,  G.  Herglotz  u.  K.  Schwarzschild,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  61. 
411.  1905.  —  Von  den  Versuchen  Marsys  nach  seinem  bekannten  Verfahren  wird,  da  sie 
sich  mehr  auf  Wellen  beziehen,  später  die  Rede  sein. 
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versetzt  wird;  die  an  einem  Zählapparat  ablesbare  Tourenzahl  wird  durch  eine 
Eichungstabelle  auf  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  umgerechnet;  bei  neueren 
Typen  findet  eine  elektrische  Übertragung  der  Tourenzahl  statt,  so  daß  man  außen 
ablesen  kann,  während  der  Apparat  im  Innern  arbeitet  — <>  Alle  diese  Methoden 
und  Apparate  sind'  im  Laufe  der  Zeit  verbessert  worden,  so  der  Stromquadrant 
namentlich  durch  italienische  Strombautechniker,  die  PrroTsche  Röhre  durch 
Reichbnbach,  Darct  u.  A.,  der  WoLTSfANNsche  Flügel  durch  Amsler-Laffon. 
Näheres,  auch  über  die  Wassermesser,  die  die  durchfließende  Wassermenge 
zeitlich  integrieren,  findet  man  in  der  technischen  Literatur.^ 

Ein  besonderes  Kapitel  bildet  die  Methodik  der  Geschwindigkeitsmessung 
für  das  Wasser  der  Weltmeere,  besonders  soweit  es  sich  um  die  tieferen  Schichten 
handelt  HierfQr  sind  besondere,  den  Tiefseeverhältnissen  angepaßte  TreibkOrper 
konstruiert  worden,  die  zum  Teil  ihren  in  der  Tiefe  angenommenen  Stand  nach 
dem  Heraufholen  noch  erkennen  lassen;  es  kann  aber  darauf  nicht  näher  ein« 
gegangen  werden,  und  es  ist  auf  die  nautische  Literatur  zu  verweisen. 

Meeresttrömung^en.  In  den  großen  Weltmeeren  und  namentlich  in  ihren 
oberflächlichen  Schichten  zeigt  sich  die  merkwürdige  Erscheinung  der  Strömungen, 
durch  die  große  Wassermassen  in  dauernde  Bewegung  von  bestimmter  Richtung 
versetzt  werden;  die  Beschreibung  im  einzelnen  gehört  nicht  hierher,  es  sei  nur 
bemerkt,  daß  es  kalte  und  warme,  äquatoriale  und  polare,  Trift-  und  Antitrift- 
strömungen  u.  s.  w.  gibt  und  daß  sie  infolge  der  Wärmekonvektion  eine  wichtige 
Rolle  in  der  Klimatologie  spielen;  das  bekannteste  Beispiel  ist  der  von  Mittel- 
amerika nach  dem  nordwestlichen  Europa  fließende  Golfstrom.  Das  physikalisch 
Interessante  an  dem  Problem  ist  der  Umstand,  daß  es  sich  hier  um  Wirkungen 
handelt,  die  nach  Ausdehnung  und  Energiequantum  ganz  gewaltig  sind  und  daß 
man  sich  zunächst  vergeblich  nach  entsprechend  leistungsfähigen  Ursachen  um- 
sieht In  der  Tat  haben  alle  älteren  Theorien,  die  auf  der  Erdrotation,  der 
Verdunstung,  den  Temperaturdiflferenzen,  dem  Salzgehalt  u.  s.  w.  beruhen,  sich 
als  unbrauchbar  erwiesen,  und  erst  in  neuerer  Zeit  ist  es  Zöppritz*  gelungen, 
eine  annehmbare  Theorie  zu  entwickeln.  Die  treibende  Kraft  ist  hiemach  der 
Wind,  und  man  hatte  hiervon  auch  bereits  öfters  gesprochen;  aber  erst  ZöPpritz 
zeigte,  wie  gewaltig  die  Wirkimg  des  über  das  Meer  streichenden  Windes  sein 
kann,  wenn  er  genügend  lange  Zeit  und  während  dieser  in  der  Hauptsache  immer 
in  gleicher  Richtung  weht  Hierdurch  wird  nämlich  zunächst  die  oberste  Schicht 
durch  äußere  Reibung  und  durch  diese  alsdann  die  tieferen  Schichten  durch 
innere  Reibung  in  Bewegung  gesetzt,  bis  schließlich  die  Bewegung  den  Boden 
erreicht  hat;  unregelmäßige  Schwankungen  des  Windes  werden  sich  nicht  geltend 
machen,  da  ihre  Wirkung  gegenüber  der  summierten  Hauptwirkung  verschwindet 
Nimmt  man  die  .r- Achse  horizontal,  die  ^- Achse  vertikal  und  beschränkt  den 
Vorgang  auf  die  xz-Ebenc,  so  hat  man  die  Gleichungen 

du        dw  du         1     dp         if\ 

dx         dz  '  dl         Q    dx         Q 

dw    ^     1    dp         ri     ^ 
dt  Q     dz         q 

Für  horizontale  Oberfläche  und  horizontalen  Boden,  also  konstante  Tiefe  h 
kann  man  «;  =  0  setzen  und  sich  auf  u  als  Funktion  von  /  und  z  beschränken; 
man  hat  dann  die  Grundgleichung 

'  PiTOT,  Discr.  d*une  machine  p.  mes.  la  vitesse  des  eaux  etc.  Paris  1732.  —  WoLT- 
MANN,  Theorie  und  Gebranch  des  hydrometrischen  Flügel«.  Hamburg  1732  und  Leipzig  1832. 
—  Vgl.  v.  Bauernfeind,  Elemente  der  Vermessungskunst.  Stuttgart  1879  und  später.  — 
2  K.  ZÖPPRITZ,  WiED.  Ann.  3.  582.  1878. 
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du         tf     d^u 
"öT  ~  "7^  'dz* 

(alle  anderen  Glieder  werden,  wie  leicht  ersichtlich,  null)  für  das  Innere;  am 
Boden  kann  man  u  null  setzen,  in  der  Oberfläche  ist 

wo  u'  die  als  irgend  eine  Funktion  der  Zeit  <p{t)  gegebene  Geschwindigkeit  des 
Windes  ist;  ij  ist  die  innere,  x  die  äußere  Reibung.  Dieses  Formulierungssystem 
ist  aber  ganz  identisch  mit  dem  entsprechenden  der  Wärmeleitung,  und  man 
braucht  die  Lösung  nur  herüberzunehmen.  Ist  der  Zustand  stationär,  so  wird 
einfach 

wo  Uq  die  oberflächliche  Geschwindigkeit  ist;  mit  der  des  Windes  steht  sie  in 
der  Beziehung  [xlri  =s  ß): 

ßh 
*"<>  "  "1  ßh  +  l        ' 

sie  ist  also  für  flaches  Wasser  wesentlich  kleiner  als  die  des  Windes,  geht  aber 
für  sehr  große  Tiefe  in  diese  über.  Die  Hauptgleichung  aber  zeigt,  daß,  nachdem 
die  für  die  Erreichung  des  stationären  Zustandes  erforderliche  Zeit  vergangen 
ist,  die  Geschwindigkeit  eine  lineare  Funktion'  der  Höhe  der  Schicht  über  dem 
Boden  ist;  dabei  ist  zwar  die  Tatsache  der  Erregung  sämtlicher  Schichten  eine 
Folge  der  Reibung,  das  Gesetz  der  Geschwindigkeit,  der  verschiedenen  Schichten 
ist  aber  von  der  Reibung  unabhängig,  also  für  leicht  bewegliche  und  zähe  Flüssig- 
keiten ganz  das  gleiche.  Während  des  veränderlichen  Zustandes,  der  dem 
stationären  auch  dann  vorausgeht,  wenn  u^  selbst  eine  Konstante  ist,  also  gleich- 
förmiger Wind  angenommen  wird,  erhält  man  natürlich  gemischt  trigonometrisch- 
exponentielle  Lösungen,  die  im  allgemeinen  sehr  kompliziert  sind,  hier  aber  mit 
Rücksicht  auf  die  tatsächlichen  Verhältnisse  vereinfacht  werden  dürfen.  Es  genüge 
hier  von  den  Ergebnissen  dieses  anzuführen,  daß  die  Ausbreitung  der  Strömung 
in  die  Tiefe  außerordentlich  langsam  erfolgt;  nimmt  man  z.  B.  eine  Tiefe  von 
4000  m  an,  wie  sie  sehr  häufig  vorkommt,  so  wird  durch  einen  konstant  wehenden 
Wind  in  der  halben  Tiefe,  d.  h.  in  2000  m,  nach  10000  Jahren  erst  eine 
Geschwindigkeit  von  3,6  ®/q,  nach  100000  Jahren  eine  solche  von  46,1  ^/^  und 
nach  200000  Jahren  erst  eine  solche  von  49,8  ^/^j,  also  etwa  der  stationäre 
Zustand  (50  ®/q)  erreicht.  Bei  sehr  großer  Tiefe  müssen  239  Jahre  vergehen, 
ehe  die  halbe  Obefflächenströmung  eine  Tiefe  von  100  m  erreicht. 

Die  Theorie  von  Zöppritz  mußte  hier  vorangestellt  werden,  weil  sie  das 
Problem  zum  ersten  Male  auf  eine  wissenschaftliche  Basis  gestellt  hat.  Inzwischen 
hat  sich  jedoch  herausgestellt,  daß  ihre  Ergebnisse  mit  der  Erfahrung  nur  in 
speziellen  Fällen  und  auch  da  nur  annähernd  stimmen;  und  die  Ursache  des 
Widerspruchs  liegt  darin,  daß  die  übrigen  Faktoren  neben  Wind  und  Reibung 
doch  sehr  wesentlich  mitwirken  und  das  Endergebnis  völlig  umgestalten.  Hier 
setzen  die  Arbeiten  von  Hoffmann,  Bjerknes,  Forch,  Nansen  und  vielen 
Anderen  ein,  ganz  besonders  aber  die  Studien  von  Ekman,  von  denen  die  letzte, 
eine  umfangreiche  Monographie,  die  Frage  in  anschaulicher  und  rechnerisch  ein- 
facher Weise  im  wesentlichen  erschöpfend  erledigt;  es  kann  hier  nur  weniges 
daraus  angeführt  werden.^    Von  der  Erdrotation  läßt  sich  zunächst  ganz  allgemein 

*  P.  Hoffmann,  Zur  Mechanik  der  Meeresströmungen;  Vergleichung  der  Theorie  mit  der 
Erfahrung.  Berlin  1884.  -—  V.  Bjerjcnes,  öfv.  Svensk.  Akad.  Förh.  58.  739.  190I.  — 
C.  Fo&CH,  Ann.  d.  Hydrographie  84.  114.  1906.  —  F.Nansen,  Die  Ursachen  der  Meeres- 
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sagen,  daß  sie  die  den  Strömungen  entsprechende  Bewegungsenergie  wesentlich 
herabmindert;  und  sodann  für  die  eigentlichen  Triftströmungen,  daß  sie  ihr 
Geschwindigkeitsgesetz  nach  Größe  und  Richtung  sehr  eigentümlich  gestaltet.  In 
einem  stationären,  reinen  Triftstrom  nimmt  nämlich  die  Geschwindigkeit  nach  der 


Figur  340. 


Figur  341. 


Tiefe  nicht  arithmetisch,  sondern  geometrisch  ab,  und  die  Richtung  erföhrt  gegen 
die  des  Windes  eine  Ablenkung,  die  schon  an  der  Oberfläche  45^  beträgt 
imd  nach  unten  hin  immer  größer  wird;  die  Tiefe,  in  der  sie  gerade  umgekehrt 
ist,   kann  man  als  die  Tiefe  des  Triftstromes  bezeichnen.     Hiernach  erhält  man 

für  die  Schichten  in  1 ,  2 ,  .  .  . 
zehntein  Tiefe  das  obenstehende 
Diagramm  der  Vektorgeschwindig- 
keiten (Figur  340).  Schließlich 
findet  man  noch,  daß  die  mittlere 
Stromrichtung  auf  der  Windrich- 
tung gerade  senkrecht  steht.  So- 
weit der  stationäre  Zustand.  Dieser 
stellt  sich  aber  erst  allmählich  her, 
und  zwar  mittels  einer  Reihe  von 
Schwingungen  der  Geschwindigkeit 
nach  Größe  und  Richtung,  die  man 
sehr  anschaulich  charakterisieren 
kann  durch  die  Radienvektoren 
einer  Spirale,  die  an  der  Oberfläche 
(Figur  341)  von  großen,  nach  der 
Tiefe  zu  von  immer  kleineren 
Dimensionen  ist  und  dabei  zu* 
gleich  Anfangs-  und  Endpunkt 
verändert.  Übrigens  spielen  sich 
diese  Schwingungen,  bei  denen,  wie  leicht  ersichtlich,  jede  Periode,  also  jeder 
Umlauf  der  Spirale,  einem  Zeitraum  von  „12  Pendelstunden"  entspricht,  alles 
in  allem  (d.  h.  bis  zum  unmerklich  werden)  durchaus  nicht  langsam,  sondern 
relativ  sehr  schnell  —  in  Tagen  bis  Wochen  —  ab.  —  Bisher  wurde  reiner 
Triftstrom  angenommen;  modifiziert  wird  er  nun  aber  wesentlich  durch  die 
Stauung    der   Wasseroberfläche    und    die    Rückwirkung    der    Küsten.      Für    den 


Figur  342. 


Figur  343. 


Strömungen,  Peterm.  Geogr.  Mitt.  1905.  —  V.  W.  Ekman,  Nyt  Mag.  f.  Naturvid.  40.  Heft  i. 
1902;  Ark.  f.  Math,  och  Fys.  2.  i.  1905;  Svensk.  Vet  Akad.  Förh.  1905.  —  Monographie: 
Beitrage  zur  Theorie  der  Meeresströmungen  1906  (Sep.-Abdr.  aus  Ann.  d.  Hydrographie). 
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Staustrom  erhält  man  eine  ähnliche,  aber  anders  gelegene  Rosette  wie  die  der 
Figur  340;  das  kombinierte  Diagramm  nimmt  demgemäß  Formen  an  wie  die  der 
Figur  342.  —  Zieht  man  endlich  noch  die  Dichtedifferenzen  in  Betracht,  so 
wird  hierdurch  die  Geschwindigkeit  des  Oberflächenstromes  im  allgemeinen  b6- 
träclitlich  gesteigert  und  die  Richtung  in  dem  Sinne  verändert,  daß  die  Diagramm- 
kurve Inflexionspunkte  erhält;  das  Ergebnis  ist  etwa  eine  Kurve  wie  Figur  343. 
—  Diese  und  weitere  Resultate  der  Theorie  (Antitrift,  Tiefen-  und  Bodenstrom, 
ansteigender  Boden;  schräge  und  gekrümmte  Küsten,  Meerengen  u.  s.  w.)  sind 
bereits  an  zahlreichen  Strömungen  geprüft  und  in  befriedigender  Weise  bestätigt 
worden;  es  kann  aber  darauf  an  dieser  Stelle  nicht  eingegangen  werden. 

Wirkungen  bewegter  üüssigkeit.  Man  kann  dieselben  in  vier  Klassen 
teilen.  Die  erste  Wirkung  besteht  in  dem  Widerstand,  den  die  Flüssigkeiten 
der  Bewegung  fester  Körper,  die  sich  in  oder  mit  ihnen  bewegen,  entgegensetzen, 
und  der  teils  Trägheits widerstand  (s.  Artikel  „Bewegung  fester  Körper  in  Flüssig- 
keiten") teils  Reibungswiderstand  (s.  Artikel  „Reibung")  ist.  Die  drei  anderen 
Wirkungen  sind  mehr  aktiver  Natur  und  beruhen:  i.  auf  dem  Druck  (potentielle 
Energie),  2.  auf  dem  Stoß  (aktuelle  Energie)  und  3.  auf  Reaktionswirkung,  und 
letztere  kann  wieder  Druck-  oder  Stoßwirkung  sein.  Die  Druckwirkung  hängt 
von  dem  Gewicht  der  drückenden  Flüssigkeitssäule  ab  und  ist  mit  diesem 
proportional.  Die  Stoßwirkung  hängt  außerdem  von  der  Geschwindigkeit  der 
stoßenden  Flüssigkeitsmassen  ab;  sie  ist,  wenn  gleiche 
Massen  betrachtet  werden,  der  Geschwindigkeit,  in 
gleichen  Zeiten  dagegen,  wie  hieraus  folgt,  dem 
Quadrat  derselben  proportional;  gewöhnlich  hat  die 
Flüssigkeit  ihre  Geschwindigkeit  durch  Fall  von  einer 
gewissen  Höhe  erlangt,  und  aus  den  Fallgesetzen 
folgt  somit  für  gleiche  Zeiten  die  Proportionalität 
der  Wirkung  mit  der  Fallhöhe.  Ist  der  Stoß  schief, 
so  hat  man  Normalstoß,  Parallelstoß  und  Seitenstoß 
zu  unterscheiden  und  diese,  wie  eine  einfache, 
unter  gewissen  Voraussetzungen  durchgeführte  Be- 
trachtung zeigt,  bezw.  dem  Sinus,  dem  Quadrat  des 
Sinus  des  Einfallswinkels  und  dem  Sinus  des  dop- 
pelten Einfallswinkels  proportional  zu  setzen.  Die 
Reaktionswirkung  endlich  tritt  ein,  wenn,  statt  daß 
die  Flüssigkeit  plötzlich  einen  Stoß  oder  Druck  aus- 
übt, umgekehrt  der  ursprünglich  symmetisch  verteilte 
und  darum  wirkungslose  Druck  oder  Stoß  plötzlich  an  einer  oder  einigen  Stellen 
aufhört  und  damit  die  Symmetrie  gestört  wird.  Die  einfachste  Demonstration 
des  Vorgangs  bietet  das  sogen.  Segner  sehe  Reaktionsrad  (Figur  344)  dar. 
Gießt  man  in  das  Gefäß  G  Wasser  und  läßt  es  aus  Öffnungen,  die  an  den 
Enden  der  horizontalen  Röhre  R  R  seitlich  angebracht  sind,  ausfließen,  so  rotiert 
der  Apparat  im  Sinne  des  Pfeiles.  Eine  scharfe  Grenze  zwischen  Stoßapparaten 
und  Reaktionsapparaten  läßt  sich,  wie  man  einsieht,  gar  nicht  ziehen,  da  man 
auch  bei  ersteren  das  Wasser  abfließen  lassen  muß  und  zwar  naturgewäß  nach 
einer  der  beabsichtigten  Stoßwirkung  mehr  oder  weniger  entgegengesetzten  Seite. 

Wassermotoren.  Die  genannten  Wirkungen  kommen  bei  den  Wassermotoren 
zur  Anwendung,  die  in  der  Technik  eine  ausgedehnte  Rolle  spielen,  hier  aber 
nur  kurz  en^'ähnt  werden  können.  Die  beiden  wichtigsten  Klassen  solcher 
Motoren  sind  die  Wasserräder  einerseits  und  die  Turbinen  andererseits.  Der 
wesentliche  Unterschied  zwischen  beiden  Klassen  ist  nicht  die  Horizontalität  oder 
Vertikalität  der  Achse,  auch  nicht  die  mehr  potentielle  oder  mehr  kinetische 
Natur  der  wirksamen  Energie,  sondern  der  Bewegungscharakter  des  Wassers  wäh- 
rend der  Arbeitsleistung:  bei  den  Wasserrädern  kommt  es  relativ  zu  den  Schaufeln 
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bezw.  Kammern  zur  Ruhe,  bei  den  Turbinen  fließt  es  gleichförmig  oder  gar 
beschleunigt  hindurch;  natürlich  hängt  es  hiermit  zusammen,  daß  bei  den  Wasser- 
rädern die  potentielle  Energie  der  Schwere,  bei  den  Turbinen  die  Geschwindig- 
keit die  größere  Rolle  spielt  Es  gibt  aber  Grenztypen,  die  mit  fast  gleichem 
Rechte  in  jede  der  beiden  Klassen  eingereiht  werden  können.  Im  einzelnen 
unterscheidet  man  bei  den  Rädern:  die  oberschlächtigen,  bei  denen  das  Wasser 
nahe  dem  Scheitel  eintritt,  also  durch  Druck  und  Stoß,  hauptsächlich  aber  durch 
ersteren  wirkt;  die  unterschlächtigen,  bei  denen  das  Wasser  nahe  der  Sohle 
eintritt  und  somit  fast  ausschließlich  durch  seine  Geschwindigkeit  wirkt;  und  noch 
andere  Typen,  die  eine  gewisse  Mittelstellung  zwischen  jenen  beiden  einnehmen, 
wie     die     mittelschlächtigen    und     die    rückenschlächtigen    Wasserräder. 

Übrigens  hat  die  Konstruktion  im  Laufe  der  Zeit 
große  Wandlungen  durchgemacht  und  ist  nament- 
lich in  der  Richtung  vervollkommnet  worden,  daß 
die  relative  Ruhe  des  Wassers  gegen  den  Mecha- 
nismus nicht  mehr  stoßweise  und  für  längere  Zeit, 
sondern  nur  allmählich  und  nur  für  einen  Augen- 
blick erzwungen  wird.  Die  Turbinen  andererseits, 
die  sich  schon  äußerlich  durch  die  stetig  gekrümmten 
Schaufeln  oder  aus  solchen  zusammengesetzten  Kom- 
binationen auszeichnen,  kann  man  nach  der  Art, 
wie  das  Wasser  durchströmt,  in  axiale  und  radiale, 
nach  dem  Umfang  des  Wasseraufschlags  in  Voll- 
turbinen und  Partialturbinen  (eine  besondere  Stellung 
nimmt  die  „Grenzturbine"  ein),  nach  dem  Charakter 
der  Arbeitsleistung  in  Druck-  oder  Aktionsturbinen 
und  Gegendruck-  oder  Reaktionsturbinen,  endlich  nach  der  Lage  der  Achse  in 
Vertikal-  und  Horizontalturbinen  einteilen.  Im  übrigen  ist  die  Zahl  der  individuellen 
Typen  außerordentlich  groß,  die  meisten  von  ihnen  führen  die  Namen  ihrer  Erfinder. 


Figur  345. 


Figur  346. 


Figur  347. 


Als  Beispiele  mögen  die  beistehenden  Schemen  der  Fourneyron sehen  Turbine 
(Figur  345)  und  der  schottischen  Reaktionsturbine  (Figur  346)  dienen;  bei  jener 
sieht  man  auch  die  den  eigentlichen  Kammern  vorgestellten  Leitkammem,  die  dem 


All«^Phy«k.  Hydrodynamik.  979 

Druck  die  erwünschte  Richtung  geben  und  sehr  mannigfache  Formen  aufweisen. 
—  Einen  besonderen  Typus  stellt  die  Schraubenturbine  dar,  gewissermaßen  eine 
Umkehrung  der  Schifisschraube.  —  Die  Turbinen  haben  vor  den  Wasserrädern 
den  Vorzug,  größere  Tourenzahlen  zuzulassen,  wodurch  die  Transmission  auf  die 
meist  schnell  laufenden  Maschinen  erleichtert  und  der  Wirkungsgrad  erhöht  wird; 
bei  guten  Turbinen  geht  letzterer  bis  zu  85  und  selbst  88  ^/^  hinauf;  der  dann 
noch  verbleibende  Rest  entfällt  auf  die  unvermeidliche  Reibung,  den  Wasser- 
verlust, die  Endgeschwindigkeit  u.  s.  w. 

Von  anderen  Wassermotoren  seien  noch  zwei  erwähnt:  Die  Wassersäulen- 
maschinen,  die  durch  Wasserdruck  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  liefern, 
gerade  wie  die  Dampfmaschinen  durch  den  Druck  des  Dampfes;  und  der 
hydraulische  Widder  oder  Stoßheber.  Dieser  zeichnet  sich  dadurch  aus, 
daß  er  Flüssigkeit  teilweise  auf  eine  höheres  Niveau  als  das  des  speisenden 
Reservoirs  hebt  Die  Figur  347  gibt  ein  Schema  dieser  interessanten  Maschine. 
Das  aus  dem  Reservoir  R  herabfließende  Wasser  würde  im  stationären  Zustand, 
wenn  sowohl  das  nach  unten  gehende  Ventil  v  als  auch  das  nach  oben  gehende  w 
oflen  sind,  das  Wasser  in  der  Steigröhre  S  bis  zum  Niveau  N  treiben;  sobald 
es  aber  durch  seinen  Druck  v  schließt,  stößt  es  mit  erhöhter  Wucht  auf  w  und 
die  in  G  enthaltene  Luft  L  und  treibt  dadurch  das  Wasser  über  N  hinaus. 
Wie  man  sieht,  ist  die  Maschine  keine  rein  hydraulische,  sondern,  wegen  der 
Mitwirkung  der  komprimierten  Luft,  zugleich  eine  pneumatische  (aerodynamische),* 


1  N&heres  über  die  hydraulischen  Maschinen  sehe  man  in  Weisbachs  Ingenieur-  und 
Maschinenmechanik  2,  in  LuEOERs  Lexikon  und  anderen  technbchen  Werken. 
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Ausfluß  und  Strahlbildung. 

Von  F.  Auerbach. 


Hat  ein  Gefäß,  das  Flüssigkeit  enthält,  eine  oder  mehrere  Öffnungen,  die 
tiefer  liegen  als  Teile  der  Flüssigkeit,  so  fließt  diese  aus  und  bildet  einen  oder 
mehrere  Strahlen;  ist  künstlicher  Oberdruck  vorhanden,  so  kann  der  Ausfluß 
auch  aus  der  oberen  Oberfläche  erfolgen,  und  der  Strahl  geht  alsdann  nach  oben. 
Hierüber  sind  zahlreiche  experimentelle  und  theoretische  Untersuchungen  an- 
gestellt worden,  über  die  der  vorliegende  Artikel  einen  kurzen  Überblick 
geben  soll. 

Ausflnßgeschwindigkeit.  Die  erste  Frage  ist  die,  mit  welcher  Geschwindig- 
keit die  Flüssigkeitsteilchen  durch  die  Öffnung  ins  Freie  treten.  Die  Antwort 
hierauf  gibt  das  schon  von  Torricelli^  gefundene  und  nach  ihm  benannte 
ToRRiCELLische  Theorem:  Die  Geschwindigkeit  des  Ausflusses  aus  einer 
Öffnung,  die  in  der  Tiefe  h  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel  liegt,  ist  gleich  der 
Geschwindigkeit  eines  Körpers,  der  die  Höhe  h  frei  durchfallen  hat  Die  Aus- 
flußgeschwindigkeit ist  also  [p.  363,  Gleichung  (10)] 


(i)  V  =  ^f^gh    . 

Die  Größe  h  wird  die  Druckhöhe  genannt. 

Die  Methoden,  mittels  deren  Torricelli,  Guglielmini  und  neuere  Forscher, 
unter  denen  besonders  Weisbach  zu  nennen  ist,  diesen  Satz  abgeleitet  bezw. 
geprüft  haben,  sind  sehr  verschiedenartig;  sie  haben  aber  größtenteils  das  gemein- 
sam, daß  nicht  die  Geschwindigkeit  selbst,  sondern  die  Ausflußmenge  in  der 
Zeiteinheit  gemessen  und  hieraus  jene  berechnet  wurde,  was,  wie  sich  zeigen 
wird,  in  den  meisten  Fällen  nicht  erlaubt  ist.  Handelt  es  sich  nur  um  relative 
Beobachtungen  zur  Prüfung  der  Gleichung  (i),  so  kann  man  sich  mit  Vorteil 
eines  von  L.  Weber  ^  angegebenen  Apparats,  im  wesentlichen  aus  einer  graduierten 
Glasröhre  bestehend,  bedienen.  Um  die  Geschwindigkeit  direkt  zu  messen,  tut 
man  am  besten,  sie  mit  einer  anderen,  auf  ihr  senkrechten,  zu  kombinieren.  Ist 
7.  B.  die  Öffnung  im  Boden  des  Gefäßes  angebracht,  so  daß  die  Bewegung  der 
austretenden  Teilchen  vertikal  nach  unten  gerichtet  ist,  so  kann  man  durch 
momentane  Beleuchtung  auf  einem  horizontal  bewegten  Schirm  ein  Bild  in  Gestalt 
einer  geneigten  Linie  erhalten  und  aus  der  Neigung  und  der  Geschv^-indigkeit 
des  Schirmes  die  Ausflußgeschwindigkeit  ableiten,  eine  Methode,  die  in  der  Aus- 


^  Torricelli,  Opera  geometrica,  Florenz  1644,  Abschnitt  2:  de  motu  gravium  natu- 
raliter  descendentium.  Übrigens  fand  Torricelli  nur  die  Proportionalität  mit  ]/ä  ,  den  Faktor 
y2^,  also  das  Gesetz  in  obiger  Form  hat  erst  JOH.  Bernoulli  angegeben.  —  2  l,  wIber, 
Rep.  d.  Phys.  15.  50.  1879. 
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führung  freilich  komplizierte  Hilfemittel  erfordert.  Hier  ist  namentlich  auf  die 
umfangreiche  Untersuchung  von  Vaütier^  hinzuweisen,  der  die  Methode  in 
zwei  Weisen  verwandte,  nämlich  einmal  unter  Zwischenschaltung  eines  rotierenden 
Spiegels  zwischen  Flüssigkeit  und  Schirm,  zweitens  unter  Anwendung  einer  photo- 
graphischen Platte  als  Schirm.  Als  Objekte  dienten  Tröpfchen  eines  Gemisches 
von  Nitrobenzol  und  Terpentinöl,  die  in  das  ausfließende  Wasser  gebracht  wurden. 
Einfacher  ist  es,  die  Kombination  der  beiden  aufeinander  senkrechten  Bewegungen 
der  Flüssigkeit  selbst  zu  überlassen,  was  man  am  besten  bei  Benutzung  einer  in 
einer  vertikalen  Seitenwand  des  Gefäßes  angebrachten  Öffnung  erreicht.  Die  Aus- 
flußbewegung ist  dann  nämlich  horizontal  {x)  gerichtet,  hierzu  kommt  die  vertikal 
nach  unten  {z)  gerichtete  Bewegung  des  freien  Falles,  dem  die  Teilchen  unter- 
liegen, und  somit  muß  die  Bahn,  die  ein  Teilchen  beschreibt,  mit  der  eines  mit 
der  horizontalen  Geschwindigkeit  v  geworfenen  Körpers  übereinstimmen,  d.  h. 
eine  Parabel  sein;  in  der  Tat  erhält  man  durch  Elimination  der  Zeit  /  aus  den 
Gleichungen 


vt 


1/2^Ä- 


f" 


X^=^hi 


die  Gleichung 

(2) 

^^'   Sorgt  man  überdies  fiir  Konstanterhaltung  des  Spiegels  im  Gefäß  durch 
ständigen  Zufluß  und  macht  damit  die  Erscheinung  stationär,  so  beschreiben 


Figur  348. 

alle  Teilchen  nacheinander  dieselbe  Parabel,  bilden  diese  also  auch  gleichzeitig 
miteinander.  Man  kann  nun  die  Formel  (2),  also  auch  das  ToRRiCELLische 
Theorem  prüfen,  indem  man  imtersucht,  ob  für  konstantes  z  wirklich  x^  mit  h 
proportional  ist,  d.  h.  ob  die  Quadrate  der  EntferlÄ^en  von  der  Gefäßwand,  in 
den  die  Strahlen  aufschlagen,  den  Druckhöhen  proportional  sind;  und  zwar  ent- 
weder indem  man  (Figur  348  a)  für  eine  und  dieselbe  Öffnung  a  und  dasselbe 
Aufschlagsniveau  ö  den  Spiegel  variiert  {c^,  c^,  c^),  oder  indem  man  bei  gleichem 
Spiegel  c  (Figur  348 ö)  verschiedene  Öffnungen  ö^ ,  a^,  a^   und  dementsprechend 

*  Th.  Vautikr,  C.  R.  102.  165.    1886;  Th^se  ä  la  Fac.  d.  Scienc.  Paris  1888;    Ann. 
chim.  phys.  (6)  15.  433.  1888. 
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verschiedene  Aufschlagniveaus  ö^y  ö^,  b^  anwendet.  Endlich  kann  man  zur  Be- 
stätigung noch  den  interessanten  Satz  heranziehen,  daß  x  nur  von  dem  Produkt  h  z 
abhängt,  daß  also,  wenn  (Figur  348 <:)  von  zwei  öfläiungen  a^  und  o^  die  eine 
ebenso  tief  unter  dem  Spiegel  wie  die  andere  über  dem  Boden  liegt,  die  beiden 
aus  ihnen  fließenden  Strahlen  sich  im  Niveau  des  Bodens  treffen. 

Die  Versuche,  die  namentlich  von  technischer  Seite  in  großer  Zahl  und 
mit  Variation  aller  Umstände  ausgeführt  worden  sind,  haben  das  ToRRiCEixische 
Theorem  zwar  im  großen  ganzen  bestätigt;  sie  liefern  aber  doch  kleine  Ab- 
weichungen und  zwar,  was  zunächst  die  Geschwindigkeit  unmittelbar  an  der 
Öffnung  betrifit,  ausnahmslos  etwas  kleinere  Geschwindigkeiten.  Es  liegt  auf  der 
Hand,  daß  man  die  Ursache  in  der  Reibung  der  Flüssigkeitsteilchen  bei  dem 
Ausfluß  zu  suchen  hat.  In  der  Praxis  wird  dem  Rechnung  getragen,  indem  man 
die  ToRRiCELLische  Formel  durch  die  neue 


ersetzt,  in  der  tp  der  Geschwindigkeitskoeffizient  heißt;  er  ist  immer  ein 
echter  Bruch  und,  wie  z.  B.  die  folgenden  Versuche  von  Weisbach  an  einem 
gut  abgerundeten  Mundstück  von  1  cm  Durchmesser 


k 

0,02 

0,5 

3,5 

17 

103  m 

<p 

0,959 

0,967 

0,975 

0,994 

0,994 

(1-9>V=(^-1)  ^  =  ?; 


zeigen,  ein  Bruch,  der  für  größere  Druckhöhen  nur  sehr  wenig,  für  kleinere 
Druckhöhen  aber  bis  zu  mehreren  Prozent  hinter  eins  zurückbleibt.  Man  kann 
diese  Abweichimg  auch  so  ausdrücken,  daß  man  sagt:  durch  die  Reibung  tritt 
/  ein  Verlust  an  Druckhöhe  ein,  und  zwar  derart,  daß  an  die  Stelle  von  h  jetzt 
(p^A  tritt.     Der  Druckhöhenverlust  ist  also 

J_ 
die  in  dem  letzten  Ausdruck  benutzte  Größe 

kann  man  als  Widerstandskoeffizienten  bezeichnen. 

Eine  zweite  Verallgemeinerung  muß  man  an  der  Formel  (i)  anbringen,  wenn 
man  unter  v  die  Geschwindigkeit  an  einer  beliebigen  Strahlstelle  versteht.  Ist 
nämlich  z  der  Höhenabstand  zwischen  der  Mitte  der  Öffnung  und  der  betreffenden 
Strahlstelle,  so  hat  man: 

v^<py2g{A  +  z)      , 

und  hier  kann,  wie  sich  gezeigt  hat,  der  Koeffizient  <p  auch  Werte  annehmen, 
die  bis  zu  einigen  Prozent  größer  als  eins  sind  —  eine  Folge  des  Umstands, 
daß  bei  dieser  Formel  die  Geschwindigkeit  aller  Strahlfäden  als  gleich  angenommen 
wird,  was  nicht  richtig  ist,  zumal  im  Inneren  des  Strahles  vermutlich  ein  etwas 
geringerer  Druck  als  der  Atmosphärendruck  herrscht. 

Etwas  abweichend  sind  die  Ergebnisse,  zu  denen  Vautier  nach  seinem 
genannten  Verfahren  gelangte.  Nach  ihm  gilt  das  ToRRiCELLische  Gesetz  selbst 
bei  kleinen  Öffnungen  und  kleinen  Druckhöhen  auf  ^/g  ^/^  genau.  Für  stark 
reibende  Flüssigkeiten  (mehr  als  8000  mal  so  stark  wie  Wasser)  ist  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Öffnung  annähernd  proportional  dem  Drucke  und  umgekelirt 
proportional  dem  Reibungskoeffizienten;  sie  wächst  dann  bis  zu  5  cm  Abstand 
von  der  Öffnung  linear.  Die  bei  gegebener  Druckhöhe  disponible  Arbeit  wird  bei 
Flüssigkeiten  ohne  wesentliche  Reibung,  z.  B.  Wasser,  gänzlich  für  die  kinetische 
Energie    des    Strahles   verwendet;    bei    den    stark    reibenden   hingegen   geht   ein 
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Bruchteil  auf  die  Reibung  der  Fäden  gegeneinander  verloren;  unter  der  An- 
nahme, daß  der  Ausfluß,  wenn  Druck  oder  Reibung  variieren,  sich  selbst  ähnlich 
bleibt,  kann  man  den  Einfluß  der  Reibung  durch  einen  der  Geschwindigkeit  und 
der  Zähigkeit  proportionalen  Druckverlust  darstellen.  Übrigens  ist  die  aus  Strahl- 
durchmesser und  Ausflußmenge  berechnete  mittlere  Geschwindigkeit  stets,  und 
zwar  für  alle  Querschnitte,  etwas  kleiner  als  die  anderweitig  ermittelte  axiale 
Geschwindigkeit. 

Schulapparate  zur  Demonstration  des  Ausflusses  sind  mehrfach  angegeben 
worden;  als  Beispiel  sei  hier  der  von  Hartl^  erwähnt.  Das  Rohr,  das  unten 
oder  seitlich  öflhungen  hat,  hängt  an  einem  biegsamen  Schlauche,  so  daß  sich 
die  Reaktion  direkt  messen  läßt;  das  untere  Ende  trägt  zu  diesem  Zwecke  einen 
Zeiger,  der  vor  einer  nach  Grammen  geeichten  Skale  spielt.  An  einer  anderen 
Skale  wird  die  seitliche  Wurfweite  gemessen. 

Wendet  man  der  Reihe  nach  verschiedene  Flüssigkeiten  an,  so  erhält  man 
die  Bestätigung  des  im  Torricelli  sehen  Theorem  gleichfalls  schon  enthaltenen 
Satzes:  Die  Ausflußgeschwindigkeit  bei  gleicher  Druckhöhe  ist  für 
alle  Flüssigkeiten  dieselbe.  Dieser  Satz  entspricht  völlig  dem  von  der 
gleichen  Fallgeschwindigkeit  aller  Körper.  Es  ist  aber  zu  beachten,  daß  sich 
der  Satz  auf  die  Druckhöhen,  nicht  auf  die  Drucke  p  bezieht;  es  ist  nämlich, 
unter  a  die  Dichte  verstanden, 


-f 


bei  gleichen  Drucken  also  die  Ausflußgeschwindigkeit  verschiedener  Flüssigkeiten 
der  Wurzel  aus  deren  Dichte  umgekehrt  proportional. 

Von  geringerem  Interesse  ist  der  letzte  in  der  Gleichung  (i)  enthaltene  Satz, 
wonach  v  auch  von  g  abhängig  ist,  also  von  Ort  zu  Ort  ebenso  wie  Fallraum, 
Pendellänge  u.  s.  w.  variiert. 

Theoretisch  hat  man  sich  des  Torricelli  sehe  Theorem  auf  verschiedene 
Weise  durch  elementare  Betrachtungen,  welche  die  Analogie  mit  dem  freien  Falle 
benutzen,  begreiflich  zu  machen  gesucht,  ohne  daß  dieselben  jedoch  auf  Strenge 
Anspruch  erheben  könnten;  am  befriedigendsten  ist  noch  die  zuerst  von  D.  Ber- 
NOUiLLi  gegebene  Ableitung*  aus  dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft,  d.  h. 
durch  Ansatz  der  Gleichung,  daß  die  Arbeit  beim  Sinken  des  Spiegels  um  einen 
gewissen  Betrag  gleich  der  kinetischen  Energie  der  gleichzeitig  ausgeflossenen 
Flüssigkeit  ist.  Dagegen  führen  die  hydrodynamischen  Grundgleichungen  ohne 
weiteres  zum  Ziel,  und  zwar  zu  einem  solchen,  das  weit  allgemeiner  ist,  als  das 
genannte  Theorem.  Schreibt  man  nämlich  die  Gleichung  (41)  (s.  Artikel  „Hydro- 
dynamik**, p.  949),  indem  man  sie  auf  stationäre  Bewegung  anwendet,  die  Dichte 
konstant  setzt  und  von  Kräften  nur  die  Schwere  annimmt,  in  der  Form 

(3)  ^-^2r  +  ^  =  const      , 

und  bildet  man  sie  einmal  für  den  Spiegel,  wo  xr  =  0  und  der  Druck  p^  sei, 
andererseits  für  die  freie  Strahloberfläche  (unverändert),  so  erhält  man  durch 
Subtraktion 

oder,  wenn  g^  der  Querschnitt  im  Spiegel,  q  der  in  der  Öffnung  oder  besser 
der  des  Strahles  ist  (s.  u.),  mit  Benutzung  der  Gleichung  vg^v^g^i 


1  H.  Hartl,  Ztschr.  f.  phys.  u.  ehem.  Unterr.  9.    167.    1896.  —  2  So  z.  B.  E.  Mach, 
Die  Mechanik  u.  s.  w.,  p.  379. 
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(4)  ^^ '—. • 

Diese  allgemeine  Formel^  liefert  als  speziellen  Fall  das  ToRRiCELLische 
Theorem,  wenn  der  Druck  im  Spiegel  gleich  dem  in  der  Strahloberfläche  und 
die  Öflfnung  klein  gegen  den  Spiegel  ist.  Ist  letzteres  auch  der  Fall,  der  Ober- 
druck aber  so  groß,  daß  man  die  Wirkimg  der  Schwere  vernachlässigen  kann, 
oder  fällt  die  Schwere  überhaupt  weg,  was  stattfindet,  wenn  die  Flüssigkeit  in 
einen  nicht  mit  Luft,  sondern  mit  einer  gleich  schweren  Flüssigkeit  (z.  B.  ihr 
selbst)  erfüllten  Raum  ausfließt,  so  wird 

»*  =  y(/o— /)      5 

die  Ausflußgeschwindigkeit  ist  also  dann  der  Quadratwurzel  aus  dem  Oberdruck 
direkt  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte  umgekehrt  proportional 

Wird  nicht  für  Erhaltung  des  Niveaus  im  Spiegel  gesorgt,  so  hört  die  Er- 
scheinung auf,  stationär  zu  sein,  und  das  Gefäß  entleert  sich  allmählich,  und 
zwar  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der  der  Spiegel  sinkt,  also  die  Flüssigkeitshöhe 
abnimmt: 

dh         q  q  /    2gh 


letzteres,  wenn  kein  Oberdruck  vorhanden  ist;  die  Geschwindigkeit  der  Ent- 
leerung ist  also  bei  einem  zylindrischen  Gefäß  stets  der  Wurzel  aus  der  Flüssig- 
keitshöhe proportional.  Femer  ist,  wie  man  durch  Integration  findet,  die  zur 
Entleerung  erforderliche  Zeit  das  Doppelte  derjenigen,  in  welcher  bei  konstant 
erhaltenem  Niveau  die  gleiche  Flüssigkeitsmenge  ausfließen  würde.  Bei  nicht 
zylindrischen  Gefäßen  hat  man  zu  beachten,  daß  auch  q^  variabel  ist,  und  man 
kann  sich  die  Frage  vorlegen,  wie  es  sich  ändern  müsse,  welche  Gestalt  also  das 
Gefäß  erhalten  müsse,  damit  das  Niveau  mit  konstanter  Geschwindigkeit  u  sinke; 
die  Antwort  liegt  in  der  Formel: 


..-./^ 


^     +1 


Hierauf  kann  man  die  Konstruktion  einer  Wasseruhr  gründen.  Solange  ^ 
klein  gegen  q^^  verhalten  sich,  wie  man  sieht,  die  Querschnitte  wie  die  Wurzeln 
aus  den  Wasserhöhen,  also,  wenn  die  Querschnitte  einander  ähnlich  sind,  die 
linearen  Querdimensionen,  z.  B.  bei  kreisförmigen  Querschnitten  die  Durchmesser, 
wie  die  vierten  Wurzeln  aus  den  Wasserhöhen;  das  Gefäß  erhält  dadurch  eine 
tulpenförmige  Gestalt.  Man  kann  auch  die  erforderliche  Abnahme  des  Quer- 
schnitts auf  Rechnung  der  einen  der  beiden  Querdimensionen  allein  setzen,  so 
daß  die  andere  konstant  und  der  Querschnitt  z.  B.  stets  ein  Rechteck  bleibt; 
das  Gefäß  erhält  dann  die  Gestalt  eines  durch  parabolische  Bögen  begrenzten 
Troges.* 

Von  besonderen  Fällen  und  Fragen,  die  sich  in  bezug  auf  die  Ausfluß- 
geschwindigkeit noch  darbieten  können,  seien  hier  nur  folgende  kurz  erwähnt: 

I.  Liegt  die  Öffnung  in  horizontaler  Ebene,  also  z.  B.  im  Boden  eines  Ge- 
fäßes, und  sind  ihre  Verhältnisse  im  Vergleich  zu   Größe  und  Gestalt  des  Ge- 

*  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik.  Leipzig  1889.  P-  361.  —  2  p.  Neumann,  Einleitung 
in  die  theoretische  Physik,  herausg.  von  Pape.'  Leipzig  1883.    p.  232. 


AllgS!i»hy«ac.  Ausfluß  und  Strahlbildung.  985 

fäßes  nicht  besonders  eigentümlich,  so  haben  alle  austretenden  Fäden  dieselbe 
Druckhöhe,  also,  vorbehaltlich  des  weiter  unten  zu  Bemerkenden,  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit Befindet  sich  dagegen  die  Öffnung  in  einer  Seitenwand,  so  haben 
die  tiefer  austretenden  Fäden  größere  Werte  von  h  und  «;,  als  die  höher  aus- 
tretenden. Als  mittlere  Ausflußgeschwindigkeit  kann  man  dann  bei  sehr 
kleinen  Öffnungen  diejenige  des  mittleren,  d.  h.  aus  dem  Schwerpunkt  der 
Öffnung  austretenden  Fadens  ansehen,  bei  größeren  Öffnungen  ist  dies  jedoch, 
wie  die,  für  jede  Lage  und  Form  der  Öffnung  besonders  durchzuführende  Rech- 
nung zeigt,  nicht  mehr  richtig;  für  einen  sogen.  Überfall  z.  B.,  d.  h.  eine  recht- 
eckige Öffnung,  welche  nach  oben  zu  keinen  Rand  hat,  sondern  bis  an  den 
Spiegel  reicht,  ist  die  mittlere  Ausflußgeschwindigkeit  zwei  Drittel  von  derjenigen 
an  der  unteren  Kante. 

2.  Beim  Ausfluß  aus  einem  oben  geschlossenen  Gefäß  entsteht  infolge 
Auftretens  eines  luftleeren  oder  luftverdünnten  Raumes  ein  Gegendruck,  welcher 
den  Ausfluß  verlangsamt  und  unter  Umständen  sogar  gänzlich  verhindert;  Er- 
scheinungen, deren  nähere  Betrachtung  in  die  Aeromechanik  gehört  (s.  Artikel 
„Luftdruck"). 

3.  Ausfluß  aus  einem  Gefäß,  das  selbst  bewegt  wird.  Liegt  die 
Öffnung  im  Boden  und  bewegt  sich  das  Gefäß  gleichförmig  auf-  oder  abwärts, 
so  wird  der  Ausfluß  davon  nicht  berührt;  wohl  aber,  wenn  eine  nach  oben  oder 
unten  gerichtete  Beschleunigung  y  vorhanden  ist;  es  wird  dann  z'=y2(^  +  y)Ä 
bezw.  1/  =y2(^--  y)h\  läßt  man  das  Gefäß  frei  herabfallen,  so  wird  hiemach 
1/  =  0,  die  Flüssigkeit  fließt  überhaupt  nicht  aus.  Ähnlich  verhält  es  sich  bei 
seitlichem  Ausfluß  und  horizontaler  Bewegung.  Daß  eine  solche,  und  zwar  ent- 
gegengesetzt der  Ausflußrichtung,  bei  frei  beweglichem  Gefäß  durch  Reaktions- 
wirkung von  selbst  eintritt,  ist  schon  oben  angegeben  worden  (s.  Artikel  „Hydro- 
dynamik", p.  977). 

4.  Befindet  sich  in  einem  Gefäß  über  der  ausfließenden  Flüssigkeit  noch 
eine  andere,  so  muß  man  deren  Höhe,  um  die  Druckhöhe  zu  erhalten,  auf  das 
spezifische  Gewicht  der  ausfließenden  reduzieren  und  zur  Höhe  dieser  addieren. 
Hieraus  folgt,  daß  in  dem  Moment,  wo  die  obere  Flüssigkeit  auszufließen  be- 
ginnt, wo  man  also  ihre  Höhe  ohne  Reduktion  als  Druckhöhe  einzuführen  hat, 
die  Ausflußgeschwindigkeit  plötzlich  sich  ändert,  so  daß  es,  entgegen  dem  tat- 
sächlichen Verhalten,  den  Anschein  gewinnt,  als  wäre  die  Ausflußgeschwindigkeit 
für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschieden. 

5.  Fließt  eine  Flüssigkeit  aus  einem  Gefäß  durch  mehrere,  in  verschiedenem 
Niveau  gelegene  öfhiungen  gleichzeitig  aus,  so  hat  man  es  mit  verwickelten 
Bew^ungsverhältnissen  zu  tun,  und  die  Erscheinung  wird  sich  in  der  Mitte 
halten  zwischen  den  beiden  extremen  Erscheinungen,  welche  sich  ergeben  würden, 
wenn  für  jede  Öffnung  einmal  die  ganze  über  ihr  lastende  Flüssigkeit,  das  andere 
Mal  nur  die  zwischen  ihr  und  der  nächst  höheren  Öffnung  befindliche  Flüssig- 
keitsschicht in  Rechnung  gezogen  würde;  bei  im  Vergleich  zum  Querschnitt  des 
Gefäßes  (des  Rohres)  kleinen  Öffnungen  wird  die  Erscheinung  sich  mehr  dem 
ersteren,  im  anderen  Falle  mehr  dem  letzteren  Extrem  nähern. 

Ausflußmenge  und  Kontraktion  des  Strahles.  Aus  der  Ausflußgeschwin- 
digkeit V  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  der  Größe  q  der  Öffnung  die 
„theoretische  Ausflußmenge"  r=  qv  =  q^2gh.  Die  Beobachtungen  haben 
indes  gezeigt,  daß  die  wirkliche  Ausflußmenge  geringer  ist,  und  daß  man 
daher,  wenn  k  ein  Bruch  ist, 

F=  kqv  ^kq^2~gh 

setzen  muß;  k  heißt  der  Ausflußkoeffizient.  Im  rohen  Durchschnitt  ist 
ungefähr  ^ »  0,62 ;    es    variiert   aber  je   nach    der  Druckhöhe,    der  Form  und 
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Größe  der  Öffnung,  der  Form  und  Größe  des  Gefäßes,  der  Wandstärke  und 
anderen  Einflüssen  zwischen  sehr  weiten  Grenzen.  So  fand  für  runde  Öffnungen 
Weisbach  * : 


Durchmesser 
der  Öffnung 

Druckhöhe 

k 

Durchmesser 
der  Öffnung 

Druckhöhe 

k 

1  cm 
1    ,, 

8,7  cm 
89,9   „ 

0,649 
0,617 

2  cm 
2    „ 

8,7  cm 
89,9   „ 

0,682 
0,615 

also  eine  Abnahme  von  k  mit  wachsender  Druckhöhe  und  wachsender  Höhe  der 
Öffnung.  Für  rechteckige,  20  cm  breite  Öffnungen  in  der  Seitenwand  fanden 
PoNCELET  und  Lesbros  für  verschiedene  Druckhöhen  h  und  Öffnungshöhen  a 
in  Zentimeter: 


a  =      1 


1 

10 

100 

200 

300 


0.705 
0,666 
0,682 
0.611 
0,609 


0,685 
0,654 
0,638 
0,612 
0,610 


0,637 
0,628 
0,612 
0,608 


0,680 
0,626 
0,618 
0,606 


10 

20 

0,600 

0,572 

0,611 

0,592 

0,615 

0,605 

0,607 

0,601 

0,603 

0,601 

Mit  abnehmender  Höhe  der  Öffnung  nimmt  also  k  zu,  dagegen  verhält  es 
sich  den  Druckhöhen  gegenüber  verschieden :  bei  niedrigen  Öffnungen  nimmt  k 
mit  wachsendem  Drucke  ab,  bei  hohen  Öffnungen  zu. 

Hier  ist  auch  anzuführen,  daß  die  Ausflußmenge  von  der  Temperatur  ab- 
hängt Nach  den  Versuchen  von  Emery,  die  Isherwood*  mitgeteilt  hat,  nimmt 
die  Geschwindigkeit  (auf  gleiche  Volumina  berechnet),  um  1 2  ^/^  zwischen  0®  und 
100^  zu;  nach  Unwin*  ist  der  Einfluß  viel  kleiner  und  unter  Umständen  über- 
haupt nicht  vorhanden. 

Aus  der  großen  Zahl  der  neueren  Messungen  kann  nur  das  Wichtigste 
herausgegriffen  werden. 

Sehr  sorgfältige  und  bedeutsame  Versuche  hat  namentlich  Bazin*  angestellt 
und  immer  weiter  vervollkommnet  und  ausgedehnt.  Es  wurden  quadratische, 
kreisförmige  und  rechteckige  Öffnungen  benutzt,  und  zwar  sowohl  in  horizontaler 
wie  in  vertikaler  Lage.     Als  Ausflußkoeffizient  ergab  sich: 

für  das  Quadrat 0,607 

für  den  Kreis 0,598 

für  das  Rechteck  (Hauptrichtung)     .     0,627 

Unabhängig  hiervon  wurde  der  Strahlquerschnitt  in  einer  der  veitikalen 
Öffnungsdimension  gleichen  Tiefe  unter  der  Öffnung  gemessen  und  sein  Ver- 
hältnis zum  Öffnungsquerschnitt  zu  0,600  gefunden.  Aus  beiden  Zahlen  wurden 
nunmehr  die  Geschwindigkeiten  abgeleitet  und  gefunden,  daß  die  Geschwindigkeit 
im  Innern  des  kontrahierten  Strahles  die  dem  herrschenden  Drucke  entsprechende 
bei  vertikaler  Öffnung  um  einige  Prozente  übersteigt,  bei  horizontaler  dagegen 
eher  etwas  hinter  ihr  zurückbleibt.  Ferner  wurden  mittels  eines  der  Pitot- 
Darcy  sehen  Röhre  (p.  973)  ähnlichen  Apparats  die  Geschwindigkeiten  in  den 
verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  ermittelt.  Beim  horizontalen  Kreise  ist 
in  seiner  eigenen  Ebene  das  Minimum  im  Zentrum  und  zwar  0,62  y2^Ä,  weiter- 

^  Über  diese  und  die  weitere  Literatur  s.  u.  A. :  J.  Weisbach,  Experimentelle  Hydraulik, 
u.  Ingenieur-  u.  Maschinenmechanik  1.  —  2  Isherwood,  J.  Frankl.  Inst.  1878.  —  ^  Unwin, 
Phil.  Mag.  (5)  6.  281.  1878.  —  ♦  Bazin,  in  mehreren  Bänden  des  C.  R.,  zuletzt  118.  1031. 
1894. 
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hin  gleichen  sich  die  Geschwindigkeiten  rasch  aus  und  sind  schon  in  einem  dem 
Kreisradius  gleichen  Abstand  nahezu  gleich.  Bei  vertikaler  Öffnung  liegt  das 
Minimum  etwas  über  dem  Zentrum,  und  es  beträgt  beim  Kreise  0,625,  beim 
Quadrat  0,6-1,  beim  Rechteck  (ohne  seitliche  Kontraktion)  0,69  von  YigÄ;  weiter- 
hin findet  ein  ähnlicher,  aber  doch  nicht  so  vollständiger  Ausgleich  statt. 

Parenty^  stellte  seine  Versuche,  um  die  Verhältnisse  bei  Flüssigkeiten  mit 
denen  bei  Gasen  vergleichbar  zu  machen,  derart  an,  daß  die  Ausflußöffnungen 
untergetaucht  waren,  der  Ausfluß  also  in  Flüssigkeit  erfolgte;  es  ergab  sich  eine 
große  Regelmäßigkeit  in  den  Werten  des  Koeffizienten,  auch  zeigte  sich  keine 
wesentliche  Abhängigkeit  von  Druck  und  Temperatur. 

In  sehr  großem  Maßstabe  sind  die  Messungen  von  Farmer'  gehalten;  es 
diente  zu  ihnen  ein  Wasserbehälter  von  28  Fuß  Höhe  und  25  Quadratfuß  Quer- 
schnitt, und  es  wurden  besondere  Vorsichtsmaßregeln  ergriffen,  um  Strömungen 
und  andere  Fehlerquellen  zu  beseitigen;  die  Größe  der  Öffnung  betrug,  bei  sehr 
verschiedener  Form  derselben,  stets  0,19685  Quadratzoll  (=y^jr).  Die  Ergeb- 
nisse sind  in  folgender  Tabelle  zusammengestellt: 


Druckhohe 
(Fuß)       I 


Kreis 


4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 
20 


|l  0,6199 
6131 
6081 
6073 
6056 
6050 
6040 
6038 
6032 
6031 
6029 


Quadrat 
liegend  stehend 


0,6267 
6204 
6162 
6137 
6127 
6116 
6109 
6104 
6099 
6096 
6094 


0,6276 
6227 
6177 
6156 
6138 
6132 
6128 
6118 
6113 
6110 
6108 


Rechteck  4:1 
hoch  breit 


0,6419 
6335 
6281 
6255 
6234 
6224 
6217 
6207 
6203 
6200 
6198 


I 


0,6430 
6355 
6293 
6266 
6252 
6240 
6230 
6222 
6215 
6212 
6210 


Druckhöhe 

Rechteck  16:1 

Dreieck 

(Fuß) 

hoch 

breit 

1 

0,6633 

0,6644 

0,6359 

2 

6503 

6510 

6280 

4 

6409 

6415 

6228 

6 

6368 

6372 

6202 

ö   ; 

6342 

6346 

6189 

10   ' 

6324 

6327 

6183 

12 

6311 

6814 

6177 

14 

6304 

6304 

6176 

16 

6301 

6298 

6171 

18 

6299 

6293 

6163 

20 

6291 

6285 

6170 

Wie  man  sieht,  besteht  eine  ganz  gesetzmäßige  Abhängigkeit  des  Koeffizienten 
von  der  Druckhöhe  und  der  Form  der  Öffnung:  mit  wachsender  Druckhöhe 
nimmt  er  stetig  ab,  wobei  allerdings  die  größte  Abnahme  auf  die  kleinen  Drucke 
entfällt;  für  den  Kreis  ist  er  am  kleinsten,  für  das  Quadrat  größer,  für  das 
Dreieck  noch  größer  und  am  größten  für  den  Spalt  (langes  Rechteck)  zwischen 
liegendem  und  stehendem  Quadrat  sowie  zwischen  breitem  und  hohem  Rechteck 
ist  kein  wesentlicher  Unterschied. 


1  H.  Pa&enty,  C.  R.  119.  419.  1894. 
2-  [3]  45.  1896. 


2  J.  T.  Farmer,  Proc.  Roy.  See.  Canada  (2) 
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Theoretisches.  Das  Verständnis  für  die  angegebene  Erscheinung  gewinnt 
man  zunächst  schon  aus  der  Untersuchung  der  Gestalt  des  ausfließenden  Strahles 
in  der  Nähe  der  Öffnung.  Daß  der  Strahl  in  der  ganzen  Länge  seines  zusammen- 
hängenden Stückes  nicht  von  genau  zylindrischer  Gestalt  sein  kann,  sondern  sich 
von  oben  nach  unten  zusammenziehen  muß,  folgt  schon  daraus,  daß  wie  beim 
freien  Falle  die  Geschwindigkeit  wächst,  also  der  Querschnitt  kleiner  und  kleiner 
werden  muß;  betrachtet  man  jedoch  nur  ein  kurzes  Stück  des  Strahles  unmittelbar 
unter  der  Oflhung,  so  müßte  diese  Zusammenschnürung  eine  sehr  geringe  sein. 
Tatsächlich  ist  sie  aber  eine  beträchtliche,  und  zwar  ist  der  sogen,  „kontrahierte 
Querschnitt",  d.  h.  derjenige,  unterhalb  dessen  eine  wesentliche  Kontraktion 
nicht  mehr  stattfindet,  nur  etwa  0,62  mal  so  groß  wie  der  Querschnitt  der  Öffnung, 
das  Verhältnis,  der  sogen.  „Kontraktionskoeffizient"  e  ist  im  übrigen  in 
derselben  Weise  von  den  Umständen  abhängig  wie  k.  Man  wird  also  schließen,  daß 
sich  i  aus  den  beiden  Größen  e  und  (p  (s.  oben)  zusammensetzt,  in  Formel  i  =  6  tp, 
und  da  (p  nicht  erheblich  von  1  abweicht,  sind  k  und  s  ziemlich  identisch;  in 
der  Tat  sind  zahlreiche  Werte  von  ^  durch  Messungen  von  e  ermittelt  worden. 

Die  Ursache  der  starken,  unter  dem  Namen  „Contractiovenae"  berühmt 
gewordenen  Zusammenziehimg  des  Strahles  unmittelbar  unter  der  Öffnung  ist 
naheliegend.  Die  Bewegung  der  Teilchen  im  Gefäß  ist  keine  ausschließlich 
vertikal  nach  unten  bezw.  (wenn  die  Öffnung  eine  seitliche  ist)  senkrecht  gegen 
die  öfl&iung  zu  gerichtete,  es  drängen  sich  vielmehr  von  allen  Seiten  die  Teilchen 
gegeneinander,  gewinnen  so  auch  seitliche  Geschwindigkeiten  und  behalten  diese 
auch  nach  dem  Austritt  aus  dem  Gefäß  noch  so  lange  bei,  bis  sie  sich  gegen- 
seitig vernichtet  haben. 

Zur  theoretischen  Ableitung  von  e  bezw.  i  selbst  sind  verschiedene  Versuche 
gemacht  worden.  Der  älteste  von  ihnen,  der  zu  dem  Wert  e  =  l/V^  =  0,707 
führt,  rührt  von  D.  Bernoulli,  ein  anderer  von  Bayer ^  her.  Letzterer  nimmt 
Zeit  an,  daß  diejenigen  Teilchen  im  Innern  des  Gefäßes,  welche  zu  einer  bestimmten 
auf  einer  um  den  Mittelpunkt  der  Öffnung  beschriebenen  Halbkugel  liegen,  diese 
Eigenschaft  zunächst  auch  noch  bei  ihrer  Annäherung  an  die  Öffnung  beibehalten, 
und  daß  sich  demgemäß  ihre  Geschwindigkeiten  verhalten  umgekeht  wie  die 
Quadrate  der  Entfernungen  von  der  Öffnung;  in  der  Nähe  der  Öffnung  jedoch 
nimmt  die  axiale  Komponente  der  radialen  Geschwindigkeit  immer  mehr  zu,  die 
transversale  immer  mehr  ab,  bis  schließlich,  nämlich  im  kontrahierten  Querschnitt, 
nur  noch  erstere  übrig  ist  Bayer  findet  auf  diese  Weise  c  =  (7i;/4j^  ==  0,617, 
in  guter  Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen;  femer  wird  das  Verhältnis 
der  axialen  zur  transversalen  Geschwindigkeit  in  der  Öffnung  (4/«)*— 1,  der 
Grenzwinkel  etwa  58**  und  der  Abstand  des  kontrahierten  Querschnitts  von  der 
Öffnung  gleich  deren  Radius. 

Zu  etwas  anderen  Ergebnissen  kommt  'Gaukler.*  Für  einen  unendlich  langen 
Spalt  zwischen  zwei  gegen   die  Vertikale  um  je  ^®  geneigten  Ebenen  findet  er 

also  für  einen  Spalt  in  horizontaler  Wand  «  =  7r/4.  Denkt  man  sich  nun  eine 
quadratische  Öffnung  als  Durchschnitt  zweier  derartiger  Spalte,  so  findet  man  für 
sie  e  =  (ff/4)*=  0,617,  also  wie  Bayer  für  eine  kreisförmige  Öffnung;  für  eine 
solche  wird  dagegen  hier  e  =  2/3. 

Die  Ideen  von  Bayer  sind  in  neuerer  Zeit  von  Boussinesq  ^  und  St.  Venant* 


'  Bayer,  Grelles  Journ.  für  Baukunst.  25;  C.  R.  26.  1848.  —  2  Gaukler,  M6m. 
pr^s  ä  l'Ac.  d.  Sc.  de  Paris.  T.  10.  —  ^  J.  Boussinesq,  C.  R.  70.  33.  117.  1279.  1870.  — 
4  St.  Venant,  C.  R.  04.  904.  1004.  1139.  1882.  —  St.  Venant  u.  Flamant,  C.  R.  97. 
1027.  1105.  1883. 
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mathematisch  formuliert  worden.  Das  Geschwindigkeitspotential  tp  hat,  wenn  man 
sich  das  Gefäß  zunächst  seitlich  unbegrenzt  vorstellt,  folgenden  Bedingungen  zu 
genügen:  i.  allgemein  J(p  =  0;  2.  für  kleine  punktförmige  Öffnungen  in  endlichem 
Abstand  von  der  Öffnung  dq>lBr  proportional  mit  1/r*,  also  q>  selbst  mit  1/r; 
3.  für  ^  =  0  (Boden,  in  dem  die  Öffnimg  sich  befinde):  dtfldz  =  0,  außer  für 
die  Öffnung  selbst,  wo  d(p/dz  gleich  einer  Funktion  F{xyy)  ist.  Die  Lösung  ist 
nach  BoussiNESQ 


+  00     +CO 


(6) 


'  =  ^/    /i 


F{x,y')didr, 


—  00      —00 


^^'  +  {^-if+(y-rir 


Eine  flüssige  Halbkugel  im  Gefäße  (Radius  a)  bleibt  Halbkugel;  aber  nach- 
dem der  Bruchteil  m  der  von  ihr  umgrenzten  Flüssigkeit  ausgeflossen  ist,  hat 
sie  nur  noch  den  Radius 


z.B. 


für  a  =  64  mm: 

»1=     0       2/64 

4/64 

6/64 

r  =  64        63,8 

62,6 

61,9 

=  ayi  - 


56/64       60/64       63/64       1 


32 


25,4 


16 


0 


Figur  349. 


die  Abnahme  erfolgt  also  anfangs  sehr  langsam  und  dann  immer  schneller 
(Figur  349).  Eine  ursprünglich  horizontale  Gerade  verwandelt  sich  nach  und  nach 
in     immer     stärker     nach    unten  ^ 

ausgebauchte  Kurven,    welche  die  i-  :       /        ^ 

gegebene  Gerade  beiderseits  zu 
Asymptoten  haben  (s.  weiter  unten 
Figur  350).  Sind  mehrere  kleine 
Öffnungen  vorhanden,  so  kann 
man  das  Prinzip  der  Superposition 
anwenden  und  dieses  dann  auch 
auf  den  Fall  einer  größeren  Öff- 
nung ausdehnen,  wobei  man  jedoch 
mit  Vorsicht  operieren  muß.  Um 
schließlich  zu  dem  Fall  eines  seit- 
lich begrenzten  Gefäßes  zu  gelangen, 
kann  man  sich  der  sogen.  Bilder- 
methode bedienen;  allerdings  erhält  man  dadurch  nur  ebene  Grenzwände,  aber 
vom  Sechseck  kann  man  leicht  zum  Kreis,  d.  h.  zum  zylindrischen  Gefäß 
übergehen. 

Stromlinien  im  Gefäß.  Um  die  Bahnen  der  Flüssigkeitsteilchen 
im  Gefäß  und  dann  weiter  bis  zum  kontrahierten  Querschnitt  beobachtend  zu 
verfolgen,  kann  man,  wie  von  verschiedenen  Seiten  geschehen  ist,  feste  oder 
flüssige,  durch  Farbe  oder  sonst  sich  bemerklich  machende  Körperchen  (s.  oben) 
in  der  Flüssigkeit  suspendieren  und  findet  dann  die  obigen  Vorstellungen  bestätigt. 
Noch  bequemer  einerseits  und  interessanter  andererseits,  wenn  auch  nicht  streng 
hierher  gehörig,  ist  jedoch  ein  von  Tresca^  ersonnenes  und  später  auch  von 
Obermayer ^  u.  A.  benutztes  Verfahren,  von  dem  schon  auf  p.  879  die  Rede 
war,  und  das  hier  kurz  rekapituliert  werden  möge.  Die  Fähigkeit  zu  fließen,  ist 
nämlich  zwar  bei  kleinen  Drucken  auf  Flüssigkeiten  beschränkt;  durch  Anwendung 
größerer  Drucke  kann  man  jedoch  auch  weichere  feste  Stoffe,  wie  Ton,  Lehm, 
Eis  u.  s.  w.,  kurz  sogen,  plastische  Körper,  und  bei  genügend  gesteigertem  Drucke 


1  H.TRESCA,  C.  R.  59.  754.  1864;  60.  398.  1865;  64.  809.  1867.  —  2  a.  v.  Ober- 
mayer, Wien.  Ber.  (2)  58.  737.  1869. 
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Figur  350. 


selbst  ^letalle  zum  Fließen  zwingen.  Füllt  man  nun  ein  zylindrisches  Geßlß, 
dessen  Boden  eine  Öffnung  hat,  mit  einer  Anzahl  übereinander  geschichteter 
Scheiben  aus  einem  derartigen  Stoffe,  und  läßt,  man  mittels  einer  hydraulischen 
Presse   einen   starken  Druck   (etwa   10000  Kilo  für  Ton  u.  s.  w.,    100000  für 

Metalle)  auf  die  oberste  Scheibe  wirken,  so  sieht  man 
die  Masse  in  Gestalt  eines  festen,  unter  der  Ofihung 
sich  zusammenziehenden,  weiterhin  zylindrischen  Strahles 
austreten,  und  beim  Zerschneiden  desselben  sieht  man, 
daß  er  sich  aus  lauter  ineinander  gesteckten  Röhren 
zusammensetzt,  deren  jede  einer  ursprünglichen  Scheibe 
entspricht,  und  die  sich  unten  sukzessive  schließen 
(Figur  350);  bei  einem  Eisstrahl  kann  man  dies,  da  er 
durchsichtig  ist,  sogar  von  außen  sehen. 

Aus  der  angestellten  Betrachtung  ist  noch  eine  be- 
sondere Folgerung  zu  ziehen :  die  Oberfläche  des  Wassers 
kann  nämlich  nicht  eben  bleiben,  sondern  es  muß 
über  der  Öffnung  oder  den  Öffnungen  Trichter- 
bildung eintreten;  bei  langsamem  Abfluß  wird  der 
Trichter  durch  Zuströmen  von  den  Seiten  in  der 
Bildung  unterdrückt  werden,  bei  raschem  Abfluß  wird  es  zu  ausgeprägter  Trichter- 
bildung kommen,  und  zu  dieser  wird,  außer  wenn  vollkommene  peripherische 
Symmetrie  herrscht,  auch  noch  Wirbelbildung  hinzutreten;  dadurch  aber  wird 
der  Abfluß  seinerseits  in  mancher  Hinsicht  modifiziert  werden,  worauf  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden  kann. 

Ein  besonderes  Verfahren  zum  Studium  des  Abflusses  hat  Tumlirz^  an- 
gewandt. In  das  parallelepipediische  Gefäß  von  50  cm  Höhe,  Sl  cm  Breite, 
9,4  cm  Dicke  und  0,148  cm  Durchmesser  der  kreisförmigen  Öffnung  wurde  in 
20  cm  Höhe  über  dem  Boden  ein  es  der  Mitte  nach  halbierender  Bügel  mit 
sieben  Näpfchen  gebracht,  die  kleine  Stückchen  von  Anilinviolett  enthielten,  und 
aus  denen  sich  bei  Ausschluß  der  fremden  Einflüsse  senkrechte  Fäden  ganz 
langsam  (bis  zu  ^/^  Stunde)  dem  Boden  nähern.  Öffnet  man  nun  kurz  vorher 
das  bisher  verschlossene  Loch,  so  biegen  die  Fäden  nach  der  Öffnung  zu  um, 
erreichen  einen  Inflexionspunkt  und  dann  die  Öffnung  selbst,  man  kann  den 
Vorgang  photographieren  und  das  Photogramm  ausmessen.  Dabei  zeigte  sich^ 
daß  nur  der  Kreis  von  1,85  cm  die  Fäden  senkrecht  schneidet,  woraus  folgt,  daß 
die  Geschwindigkeit  der  Fäden  nicht  gleich  ist,  sondern  mit  der  Neigung  gegen 
die  Vertikale  wächst;  zwischen  0  und  85^  ist  sie  im  Mittel  schon  7,7,  zwischen 
85  und  63®  schon  10,9,  zwischen  63  und  84®  schon  18,1  mal  so  groß  wie  die 
des  vertikalen  Axialfadens;  die  betreffenden  absoluten  Zahlen  waren  0,00898; 
0,07;  0,10;  0,16cm/sec;  die  Kleinheit  dieser  Zahlen  zeigt,  wie  heikel  alle  der- 
artigen Versuche  sind;  inwieweit  die  Anilinfäden  wirklich  die  Stromlinien  sind 
und  inwieweit  sie  die  Erscheinung  modifizieren,  bleibt  freilich  zweifelhaft.  Immerhin 
sieht  man,  in  welchem  Sinne  die  Figur  349  abzuändern  ist,  um  den  wirklichen 
Verhältnissen  zu  entsprechen. 

Ansatzröhren*  Zur  weiteren  Bestätigung  der  obigen  Anschauungen  über 
den  Ausfluß  kann  auch  die  Untersuchung  des  Einflusses  dienen,  den  an  die 
Öffnung  angesetzte  Ränder  und  Ansatzröhren  auf  die  Ausflußmenge  ausüben. 
Am  einfachsten  verhält  es  sich,  wenn  die  Wand  derartig  nach  außen  umgebogen 
ist,  daß  die  Ränder  der  Öffnung  sich  wie  in  Figur  351  ^  der  Gestalt  des  Strahles 
gerade  anschmiegen;  versteht  man  dann  unter  g  die  Größe  der  wirklichen  Aus- 
trittsöffnung,   so    findet  man,    entsprechend   dem  Umstand,  daß  hier  schon  alle 

1  und   r  = 


Teilchen  nur  noch  die  axiale  Geschwindigkeit  haben,   i  = 


g'^2gk. 


^  O.  TuMLiRZ,  Wien.  Ber.  (2  a)  106.  1024.  1896. 
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Untei  Umstanden,  die  hier  nicht  näher  erörtert  werden  sollen,  kann  man  sogar 
k  über  1  hinaus  steigern,  d.  h.  eine  größere  als  die  theoretische  Ausflußmenge 
erzielen.  Bei  den  meisten  Formen  der  Ränder  und  Ansatzröhren  findet  jedoch 
nur  eine  partielle  Steigerung  von  k  auf  einen  Wert  zwischen  0,62  und  1  statt 
und  auch  dies  nur  dann,  wenn  der  Strahl  nicht  schon  in  diesem  Rohre  eine  freie 
Oberfläche  hat  (Figur  351^),  sondern  an  dasselbe  sich  anschmiegt  (Figur  351  r). 


Figur  351. 

Ob  das  eine  oder  das  andere  eintritt,  hängt  einmal  davon  ab,  ob  das  Ansatzrohr 
zylindrisch,  konvergent  konisch  oder  divergent  konisch  ist,  sodann  davon,  wie 
leicht  die  Flüssigkeit  die  Ränder  benetzt,  und  endlich  von  der  Druckhöhe:  bei 
großer  Dnickhöhe  ist  der  Strahl  frei,  bei  kleiner  anhängend,  während  es  bei 
mittleren  Drucken  zweifelhaft  bleibt  und  ein  kleines  Hindernis  genügend  ist,  um 
ihn  anhängend,  ein  schwacher  Stoß,  um  ihn  frei  zu  machen.  Bei  freiem  Strahl 
bleibt  k  unverändert,  wie  zu  erwarten.  Bei  anhängendem  fand  z.  B.  Bidone 
far  eine  quadratische  Oflhung,  die  er  durch  kleine  Seitenwände  begrenzte: 

Seitenwände     .0  1  2  8  4 

k 0,619        0,639        0,662        0,694        0,820     . 

Bei  Anbringung  einer  kurzen  zylindrischen  Ansatzröhre  fand  Daniel  Ber- 
NOüiLLi  i=s  0,81,  und  für  konische  Ansatzröhren  fand  Weisbach  bei  verschiedenen 
Konvergenzwinkeln  mit  der  Achse: 

Winkel  .     .     .       0^  22 V,^         45«  67 V^«         90^ 

k 0,966   0,902   0,753    0,684   0,632   ; 

einen  noch  kleineren  Wert,  nämlich  0,541,  lieferte  ein  kurzes,  nach  innen  ge- 
gekehrtes Rohr. 

Von  den  zahlreichen  neueren  Versuchen  über  Ansatzröhren  muß  es 
genügen,  zwei  anzuführen.  Bei  seinen  schon  erwähnten  Versuchen  unter  Wasser 
fand  Parenty^  bei  kojiischem  Ansatzrohr  Koeffizienten,  die  alle  etwas  größer 
als  eins  waren,  im  Mittel  etwa  1,028;  eine  einfache  theoretische  Betrachtung 
liefert  für  die  günstigste  Konizität,  nämlich  eine  solche  von  13  ^  sogar  noch  den 
etwas  größeren  Wert  von  1,037.  —  Schoentjes^  benutzte  bei  seinen  Versuchen 
22  verschiedene  Ansatzröhren,  alle  gleich  lang,  dagegen  von  verschiedener  Konizität; 
auch  der  Druck  wurde  in  weiten  Grenzen  variiert.  Die  hauptsächlichen,  durch 
graphische  Darstellung  veranschaulichten  Resultate  sind  folgende:  i.  die  Druckhöhe 
hat  keinen  wesentlichen  Einfluß;  2.  die  Konizität  hat  zwischen  24  und  7^  ebenfalls 
keinen  merklichen  Einfluß,   der  Ausflußkoeffizient  ist  hier  im  Mittel  0,941;   von 


'    H.  Parenty,  a.  a.  O.    —    2    h,  Schoenijes,    Ann.  Ass.  Ing.  Gand    16.    1893. 
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7  bis  0^  nimmt  er  dagegen  rasch  bis  auf  0,840  ab.  Weshalb  diese  Zahl  von 
der  sonst  angenommenen  so  stark  abweicht,  wird  nicht  gesagt.^ 

Weiteres  zur  Theorie.  In  neuerer  Zeit  ist  Boussikesq'  nochmals  auf  die 
Theorie  des  Ausflusses,  insbesondere  der  Strahlkontraktion,  zurückgekommen  und 
hat  sie  etwas  anders  als  frtiher  behandelt.  Er  wählt  nämlich  für  die  Ausfluß- 
menge durch  die  einzelnen  Flächenelemente  der  Öffnung  eine  algebraische 
Funktion  der  Koordinaten  und  bestimmt  mit  Hilfe  von  vier  Bedingungen,  die 
freilich  zum  Teil  der  Erfahrung  entnommen  sind,  deren  Parameter.  Am  ein- 
fachsten wird  die  Rechnung  da,  wo  eine  einzige  Koordinate  genügt,  also  für 
kreisförmige  und  für  länglich  rechteckige  Öffnung:  hier  liefert  die  Theorie  eine 
gute  Übereinstimmung  mit  den  Bazin  sehen  Zahlen  für  den  Ausflußkoeffizienten 
als  solchen.  Im  einzelnen  wird  für  den  Kreis  die  Ausflußmenge  für  die  Flächen- 
einheit: 

A  =  Vq  (0,632  +  12,2829  s^)  •  (1  -  j)     , 

wo  V  die  nach  früherem  zu  berechnende  Randgeschwindigkeit,  R  der  Radius 
der  Öffnung,  r  der  Radiusvektor  des  betreffenden  Elements  und  s  sz  t^jj^^  ist; 
durch  Integration  ergibt  sich  als  Ausflußkoeffizient  0,607.  Interessant  ist,  daß 
A  vom  Zentrum  aus  zunächst  abnimmt,  von  r  =  0,6075  i?  an  wieder  zunimmt  und 
von  r=  0,90205  J?  an  wieder  abnimmt,  um  dann  sehr  rasch  auf  null  zu  sinken; 
in  der  Mitte  ist  es  0,632,  an  der  ersten  kritischen  Stelle  0,451,  an  der  zweiten 
0,931  von  Vq.  Die  Ursache  für  den  Zeichenwechsel  des  Differentialquotienten 
liegt  offenbar  in  dem  Gegensatz  und  der  Zusammenwirkung  der  drei  Einflüsse 
(Änderung  der  Geschwindigkeit,  zunehmende  Neigung  der  Fäden  und  Zentrifugal- 
kräfte). —  Ganz  entsprechend  für  das  Rechteck: 

A  =  v^  (0,690  +  7,9272  s*)  •  (1  -  ^)      , 

wo  jetzt  s  =z  d^jB*  und  2B  die  Breite  der  Öffnung  ist.  Hier  wird  der  Aus- 
flußkoffizient  gleich  0,62;  und  A  nimmt  ab  bis  ^s  0,57826^,  dann  zu  bis 
Ä  =  0,8720^  und  dann  ab  bis  null;  die  drei  kritischen  Werte  sind  0,690; 
0,5252;  0,8003  von  v^. 

Für  eine  bestimmte  Gefößform  ist  es  Sharpe*  gelungen,  die  analgetischen 
Bedingungen  zu  erfüllen,  nämlich  zu  erreichen,  daß  die  beiden  Wertsysteme  der 
Geschwindigkeit,  das  innere  und  das  äußere,  in  der  Öffnung  identisch  werden, 
und  zwar  sowohl  für  die  horizontale  wie  für  die  vertikale  Komponente  für  sich, 
daß  oben  im  Gefäß  die  Geschwindigkeit  sehr  klein  wird,  und  daß  bis  auf  eine 
beliebig  klein  zu  machende  Größe  im  ausfließenden  Strahle  das  ToRRiCELLische 
Theorem  erfüllt  sei.  Dabei  bleiben  noch  gewisse  Zahlengrößen  innerhalb  be- 
stimmter Grenzen  unbestimmt,  und  das  gibt  verschiedene  Varianten  der  Gefäß- 
form. Eine  solche  Form  ist  die  eines  Zylinders,  der  sich  nach  unten  in  einen 
langen,  dünnen  Hals  fortsetzt,  der  in  den  Rand  der  Öffnung  mündet. 

Auf  sehr  einfacher  Grundlage  baut  Hermanek*  seine  Theorie  auf,  nämlich 
auf  dem  Prinzip  der  Gleichheit  von  Aktion  und  Reaktion,  d.  h.  er  setzt  die 
Gegenwirkung  des  Strahles  gleich  der  Wirkung  der  inneren  Flüssigkeit  auf  die 
Öffnung.  Obgleich  dabei  die  eigentliche  Theorie  umgangen  wird,  sind  doch  die 
Resultate  hübsch  genug,  um  eine  kurze  Wiedergabe  der  Arbeit  zu  rechtfertigen. 
Soweit  die  Stromfäden  parallel  sind,   ist  die  Aktion  statischen  Anteils  A^  =  Q^Ay 


'  Reichhaltige  Angaben  mit  Literatur,  betreffend  das  Problem  des  Ausflußkoeffizienten,  den 
Einfluß  verschiedener  Ansatzröhren  u.  s.  w.  findet  man  u.  a.  in  dem  Artikel  „Hydraulik**  der 
Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  von  Ph.  Forchheimer;  einige  der  prinzipiell 
wichtigsten  Messungen,  z.  B.  die  von  Bazin,  fehlen  dort  freilich.  —  ^  J,  Boussinesq,  C.  R. 
114.  704.  807.  868.  1892.  —  3  H.  J.  Sharpe,  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  7.  in.  1890;  7. 
(5)  264.   1892.  —   4  J.  Hermanek,  Wien.  Ber.  (2  a)  112.  879.   1903. 
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dynamischen  Anteils  A^  =  Qgv^l2g,  also  ebenfalls  QgA,  andererseits  die  Reaktion 
2Qghy  das  Prinzip  liefert  also  eine  Identität.  Bei  nicht  parallelen  Fäden  aber 
ist  ein  Faktor  i  einzuführen,  nämlich  das  Verhältnis  ^7^»  ^^  ^'  derjenige  Quer- 
schnitt ist,  den  die  Mündung  haben  müßte,  damit  bei  parallelen  Fäden  die  Menge 
kq^lgh  abfließt.  Der  wirkliche  Querschnitt  q"  des  Strahles  nach  erreichtem 
Parallelismus  ist  dann,  wenn  d  sein  Abstand  von  q  ist:  y"  =  ^'/V^  +  W^)- 
Schließlich  wird  i?  =  2  ^^"  (ä  +  a^.  Nun  ist  der  Winkel  9  einzuführen  zwischen  v 
und  der  Mündungsnormalen,  und  es  ist  der  Mittelwert  von  \  =^  {v^ / 2 g) cos^ tp 
für  alle  Werte  dieses  Winkels  zwischen  0  und  90®  zu  bilden: 

Icos^fpdq  y  j  cos*  q>äq 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  ist  hiemach  bestimmt  durch  eine  auf  den 
möglichen  Richtungen  normale  Fläche,  die  Normalfläche  genannt  wird.  Der 
Ausflußkoefflzient  selbst  wird  schließlich 

Als  erstes  Beispiel  dient  die  kreisförmige  Öffnung;  hier  wird  die  Normalfläche 
eine  Kugelfläche,  speziell  bei  ausgedehnter  ebener  Wand  gerade  eine  Halbkugel; 
schließlich  wird  in  ebener  horizontaler  Wand  k  ^\^  dagegen  in  einer  unter  dem 
Winkel  ^>^  gegen  die  Strahlachse  laufenden  Wand: 


B.  für 


^1/1    l-cosV\ 
2  ^         8     1  +cos9>J 

> 

9,^  =  0 

30            60            90           120 

160 

180 

i»l 

0.94         0,79         0,67         0,60 

0,58 

0,50 

(letzterer  Wert  für  ein  tief  in  das  Gefäß  hineingehendes  Rohr).  Zweitens  für 
das  Quadrat  wird  ebenfalls  >^  =  f,  für  den  Spalt  -|,  für  die  anderen  Rechtecke 
dazwischenliegend;  bei  geneigter  Wand 


4i     "^3      29>o    / 


Weiter  werden  die  Fälle  partieller  und  unvollkommener  Kontraktion  behandelt 
und  schließlich  zu  Öffnungen  in  vertikaler  Wand  übergegangen;  beim  Kreis 
ergibt  sich  hier  der  alte  Wert  von  k  und  außerdem  die  Strahlneigung  gegen  die 
Horizontale  zu 

Die  meisten  der  erhaltenen  Resultate  stimmen  mit  den  Versuchsergebnissen 
gut  Oberein. 

Übrigens  sei  bemerkt,  daß  schon  Voigt  ^  elementare  Betrachtungen  über 
den  Reaktionsdruck  bei  ausfließenden  Strahlen  angestellt  und  zur  Ableitung  des 
Grundgesetzes  des  Ausflusses  benutzt  hat. 

Nur  eben  hingewiesen  werden  kann  auf  ein  Spezialproblem,  das  Kobald^ 
theoretisch  und  experimentell  behandelt  hat,  betreffend  den  Abfluß  von  Flüssig- 
keit aus  einem  Gefäß,  in  dessen  eine  Wand  ein  nahe  benachbartes  Plattenpaar, 

1  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik.  Leipzig  1889.  p.  364.  —  2  e.  Kobald,  Wien.  Ber. 
90.  (2)  592.  1887. 
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unten  verkittet,  an  den  anderen  drei  Seiten  offen,  senkrecht  eingesetzt  ist,  so 
daß  sich  im  stationären  Znstand  eine  Depressionskurve  ausbildet;  erwähnt  sei  — 
als  wichtig  für  die  Frage  der  Ergiebigkeit  von  engen  Spalten  —  daß  die  Ausfluß- 
menge mit  dem  Kubus  des  Plattenabstands  umgekehrt  proportional  ist. 

Diskontinuierliche  FlüBSigkeitsbewegnngen:  Theorie  der  Strahlbildung. 
Die  Theorie  der  Flüssigkeitsstrahlen  hat  vor  allen  Dingen  die  auffallende  Tat- 
sache verständlich  zu  machen,  daß,  obgleich  die  Differentialgleichungen  der 
Flüssigkeitsbewegung  im  allgemeinen  dieselben  sind,  wie  diejenigen  der  Wärme- 
bewegung und  der  Elektrizitätsbewegung,  dennoch  beim  Austreten  in  einen  weiteren 
Raum  entgegengesetzte  Erscheinungen  auftreten',  insofern  nämlich  Wärme,  imd 
Elektrizität  sich  in  der  Regel  ausbreiten,  eine  Flüssigkeit  dagegen  einen  Strahl 
bildet.  Das  Charakteristische  der  letzteren  Erscheinung  ist  die  Diskontinuität 
der  Geschwindigkeit;  an  der  Oberfläche  des  Strahles  gleitet  eine  Schicht  mit 
endlicher  Geschwindigkeit  an  der  benachbarten,  ruhenden  vorüber,  oder,  allgemeiner 
gesagt,  diese  beiden  Schichten  gleiten  mit  endlichter  relativer  Geschwindigkeit  an- 
einander vorbei.  Daß  eine  derartige  Unstetigkeit  der  Bewegung  entstehen  kann, 
und  zwar  ohne  daß  imstetige  Kräfte  wirken,  liegt  an  dem  Umstände,  daß  gemäß 
der  Gleichung 


(7)  p^c^ 


mit  zunehmender  Geschwindigkeit  der  Druck  abnimmt,  bis  er  schließlich  bei 
einem  von  c,  also  von  den  äußeren  Bedingungen  abhängigen  Werte  negativ 
wird.  Wenn  dies  eintritt,  oder  (in  Anbetracht  der  Kohäsion  einer  wirklichen 
Flüssigkeit)  spätestens  wenn  der  Druck  einen  gewissen  negativen  Wert  über- 
schreitet, zerreißt  die  Flüssigkeit,  und  es  bildet  sich  eine  Trennungsfläche  der 
beschriebenen  Art.  Von  diesem  Gedanken  ausgehend  war  v.  Helmholtz^  der 
Erste,  welcher  das  Problem  in  Angriff  nahm.  Die  von  ihm  begründete,  von 
Kirchhoff*,  Lord  Rayleigh',  Voigt*,  Bobyleff^  u.  A.  fortgeführte  Methode 
macht  außer  den  Voraussetzungen,  die  der  Gleichung  (7)  zugrunde  liegen,  nämlich 
daß  I.  die  Flüssigkeit  eine  ideale,  2.  die  Bewegung  stationär  ist,  3.  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential 9  existiert,  4.  keine  Kräfte,  auch  nicht  die  Schwere,  wirken, 
noch  die  beiden  weiteren,  daß  5.  die  Dichte  ^  =  1  und  6.  (p  nur  von  x  und  y 
abhängig  sei,  die  Bewegung  also  überall  parallel  zu  einer  Ebene  und  in  allen' 
diesen  Ebenen  in  gleicher  Weise  erfolge,  so  daß  man  nur  die  Bewegung  in  einer 
dieser  Ebenen  zu  untersuchen  braucht.  Die  Gleichung  (7)  und  die  Kontinuitäts- 
gleichung werden  dann  einfacher 


(8)  p  =  c- 


und  sie  werden  ergänzt  durch  die  Grenzbedingungen,  daß  die  festen  Grenzen 
Stromlinien  seien,  die  freien  Grenzen  ebenfalls  Stromlinien,  zugleich  aber  Linien 
gleichen  Druckes,  also  auch  gleicher  Geschwindigkeit,  etwa  t;  =  l,  seien;  endlich 
finde,  gewissermaßen  als  Ersatz  für  die  fehlenden  Kräfte,  in  gewissen  Linien  der 
betrachteten  Ebene  ein  Einströmen  bezw.  Ausströmen  von  Flüssigkeit  statt. 
Eigentlich  müßte  man  nun,  um  das  Problem  zu  lösen,  die  festen  Wände,  d.  h.  die 
Gestalt    des   Gefäßes    als    gegeben    betrachten    und    daraus    die   freien  Grenzen, 


^  H.  V.  Helmholtz,  Berl.  Mon.-Ber.  1868.  p.  215;  Ges.  Abb.  L  146.  —  2  g.  Kirch- 
HOFF,  Grelles  Toum.  70.  289:  Ges.  Abb.  p.  416.  —  3  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  2. 
441.  1876.  —  *  W.  Voigt,  Gott.  Nacbr.  1885.  p.  285.  —  ^  J.  Bobyleff,  JourD.  d.  niss. 
pbys.-cbem.  Ges.  13.  63.  1881;  Beibl.  1882.  p.  163. 
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d.  h.  die  Gestalt  des  Strahles  und  die  Ausströmung  berechnen^  Der  methodischen 
Schwierigkeiten  halber  muß  man  jedoch  anders  verfahren,  gar  nichts  als  gegeben 
betrachten,  mögliche  Fälle  aufsuchen  und  dann  zusehen,  welchen  konkreten  Ver- 
hältnissen, d.  h.  welcher  Gestalt  des  Ge&Aes,  welcher  Einströmung,  welcher  Gestalt 
des  Strahle»  und  welcher  Ausströmung  sie  entsprechen. 

Die  Methode  beruht  auf  der  Einführung  komplexer  Gröfien  und  der  sogen, 
konformen  oder  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlichen  Abbildung.  Setzt  man 
y  —  1  =  i',  femer 


£  SS  X  +  ty 


ZV  ^  (p  •}-  i^ 


dz 
dw 


f  =r  I  +  I IJ  ass  ^  (cos  ^  +  I  siu  t) 


und   9>  =  -|-oo,    sei   also    ein   gerader    und  unendlich 


y'.-c 


^-•f  < 


betrachtet  man  x  und  y^  q>  und  i|;,  |  und  i}  bezw.  als  rechtwinklige  Koordinaten 
in  der  «-Ebene,  z&-Ebene,  {[-Ebene,  imd  bestimmt  man  w  als  Funktion  von  z  den 
gegebenen  Bedingungen  gemäß  —  der  Gleichung  (9)  genügt  jede  Funktion 
von  z  — ,  so  hat  man  in  9  ein  mögliches  Geschwindigkeitspotential,  in  den 
Linien  tf;  =  const  die  zugehörigen  Stromlinien,  die  xr-Ebene,  f-Ebene  und  lü-Ebene 
sind  konform  aufeinander  abgebildet,  der  Radiusvektor  ^  stellt  die  Richtung  und 
den  reziproken  Wert  der  Geschwindigkeit  dar,  so  daß  an  den  freien  Grenzen 
Q  =^\  ist,  und  wenn  man  in  der  t&-Ebene  bestimmte  Linien  willkürlich  wählt, 
erhält  man  in  den  entsprechenden  «-Linien  die  festen  und  freien  Grenzen  der 
Flüssigkeit;  das  f -Gebiet  dient  dabei  zur  Vermittelung,  und  es  kann  in  demselben, 
wie  die  Theorie  der  konfonnen  Abbildung  lehrt,  noch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Punkten  beliebig  zugeordnet  werden. 

Erster  Fall.  Das  z&-Gebiet  sei  begrenzt  durch  die  Linien  tp  =  il;^  und 
^  =  %  +  ^>  9>  =  —  00 
langer  Streifen  von  der 
Breite  b.  Ein  solcher 
Streifen  ist  ein  spezieller 
Fall  einer  von  zwei 
Kreisbögen  begrenzten 
Sichel,  und  es  kann 
auch  im  f-Gebiet  eine 
Sichel  gewählt  werden; 
es  werde  die  gewählt, 
welche  von  dem  Kreis- 
bogen ^  =5  1  und  einem 
zweiten,  nach  der  Seite 
von  ^  >  1  gelegenen 
begrenzt  ist.  Es  können 
dann  w  und  J  als  ein- 
wertige Funktionen  von- 
einander bestimmt  und 
dabei  noch  drei  Punkte 
der  Begrenzungen  bei- 
der Gebiete  willkürlich 
zugeordnet  werden; dem 

Punkte  9>  =  +  00  entspreche  der  Punkt  f,  auf  dem  Kreisbogen  ^  =  1 ,  dem 
Punkte  (3p  =  —  00  der  Punkt  f^  auf  dem  anderen  Kreisbogen,  das  dritte 
Punktpaar  bleibe  noch  unbestimmt.  Ohne  auf  die  Gleichung  zwischen  w  und  f 
näher  einzugehen,  kann  man  dann  schon  durch  Diskussion  der  Bedingungen 
die  Gestaltung  des  «-Gebiets  in  großen  Zügen  feststellen  (Figur  352).  Dem 
schwachen  Kreisbogen  Q  ^  1  werden  notwendig  die  Strahlgrenzen,  dem  anderen 
die  Gefäßwände,  also   den  Spitzen  fg  und  J;^   der  Sichel  die  Ränder  «3   und  2^ 

63* 


Figur  352. 
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der  Ausflußöffnung  entsprechen;  im  oberen  Teile  des  Gefäßes  wird  die  Bewegung 
die  Richtung  des  yom  f- Nullpunkt  nach  fj  gezogenen,  im  unteren  Teile  des 
Strahles  die  Richtung  des  nach  (^  gezogenen  Radiusvektors  haben,  woraus  für 
Gefäß  und  Strahl  selbst  analoge  Begrenzungen  folgen;  die  Gefäßränder  selbst 
werden  Inflexionspunkte.  Da  die  Abbildung  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich, 
das  Vergrößerungsverhältnis  q  und  an  der  Strahloberfläche  ^  =  1  ist,  wird  der 
untere  Teil  des  Strahles  sogar  ein  kongruentes  Bild  des  entsprechenden  Teiles 
des  zü-Streifens,  also  die  Strahlbreite  b  sein,  während  sie  an  der  Öffnung  größer 
ist;  es  tritt  also  eine  Kontraktion  ein. 

Erster  Spezialfall.  Die  Grenzen  des  Streifens  seien  t|;  =  0  und  tp  »  tt. 
Der  Bogen  ^  =  1  sei  ein  Halbkreis,  der  andere  habe  imendlich  großen  Radius, 
?j  und  fj  sollen  in  der  Mitte  der  Bögen  liegen.  Ordnet  man  als  drittes  Punkt- 
paar 7ü  =  0  und  f  «  1  einander  zu,  so  wird  die  Abbildungsgleichung  zwischen 
70  und  f: 


und  folglich,  wenn  t  ^  1  und  z 
genommen  wird 


0  zugeordnet  werden  und  der  kleinste  arcus 


Diese  Gleichung  ergibt,  wie  Figur  353  zeigt,  den  Ausfluß  aus  einem  Spult 
in  unendlicher  Ebene;  die  Einströmung  erfolgt  in  einem  Halbkreis  (s.  o.  Boussikesq 


■^ 


X, 


T 


— I 


-I 


IV 


i/'  =  0 


Figur  353. 


und  St.  Venant),  die  Spaltbreite   ist  2  +  ä,   die  Strahlbreite  tief  unten  ä,  also 
die  Kontraktion 


2  -f  TT 


0,61 
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Daß  dies  mit  dem  experimentellen  Werte  so  gut  übereinstimmt,  ist  wohl 
mehr  Zufall,  da  hier  die  Kontraktion  nur  in  einer,  bei  einem  wirklichen  Strahle 
aber  in  beiden  Querdimiensionen  erfolgt  Dagegen  darf  das  Ergebnis  auf  den 
Ausfluß  aus  Spalten,  wie  Lord  Rayleigh^  und  Kötter'  gezeigt  haben,  auch 
dann  übertragen  werden,  wenn  die  Schwere  wirkt 

Zweiter  Spezialfall.  Das  i&-Gebiet  sei  wie  vorhin,  das  {[-Gebiet  durch 
den  fast  vollen  Kreis  ^  ^  1,  die  beiden  benachbarten  Endradien  und  den  un- 
endlich großen  Kreis  begrenzt  (Figur  354),  mit  der  Zuordnung  {'s  00  für 
^  =3  —  Cß,  t  =s  —  j  für  9>  sa  +  00  tmd  f  =  1  für  zu  =  0.  Die  Abbildungsgleichung 
wird  dann: 

/yg-V£\'_l--e'' 
und  man  erhält: 

^  =  - 1 [6-2«  +  „,  _  1  +  ^—  ye-2»_i  _  iog(6—  +  yc-a«-!)]    . 

Dieser  schon  von  v.  Helmholtz  behandelte  Fall  stellt  den  Erguß  einer 
Flüssigkeit  aus  dem  unendlichen  Räume  in  einen  zwischen  zwei  parallelen  Wänden 
eingeschlossenen  Kanal  dar;  die  Breite  des  Kanals  ist  2  it,  die  Breite  des  Strahles 


y^o 


I 
I 


^K\ — ^r>~""^ 


~H"t 


*J 


If'US 


p^.......«. 


7l 


.A-/^.. 


Figur  354. 


Figur  355. 


in  einiger  Tiefe  ist  ä,  die  Kontraktion  also  «  =  -^.  Es  sei  bemerkt  (Figur  355), 
daß  man  dies  Resultat  leicht  erweitem  kann  auf  den  Fall,  daß  der  äußere  Raum 
die  Breite  b'\  der  Kanal  die  Breite  b'  und  der  Strahl  die  Breite  h  hat;  es  gilt 
dann  für  größere  Breite  des  äußeren  Raumes  annähernd 


b   ^  b" 


Die  genauere  Formel   ist  nach   Rethy  (s.  w.  u.),  wenn  k  irgend  eine  Zahl 
>  1   ist: 

i-r    -,-    I  2arccos  — 
M-M  n^k*-\    ' 


'  Lord  Rayleigb,  a.  a.  O.  —  *  F.  Kötter,  Verh.  BerL  physik.  Ges.  1887.  p.  40. 
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für  i  s  j.  erhält  man  obige  Figur  und  als  genaueres  Verhältnis  8 : 1,53 : 1,  also 
in  obigen  Maßen  48:24,5:16;  för  ^  ==  f  wird  die  Proportion  schon  stark  ab- 
weichend 2,24:1,48:1. 

Zweiter  Fall:    Verzweigung  von  Strahlen.     Das  w-Gebiet  sei  durch 
die  Linien 


TT  .      7C 


+  00 


außerdem  aber  durch  die  beiden  Seiten  der  Linie  if;  =  0,  9  >  0,  d.  h.  der 
positiven  reellen  Achse  begrenzt.  Bei  geeigneter  Zuordnung  des  ^-Gebiets,  wie 
sie  in  Figur  356  durch  Zahlen  markiert  ist,  erhält  man  dann  die  in  dieser  Figur 


y«^   ^ 


r-f- 


MA 


Figur  356. 

in  großen  Zügen  angedeutete  Erscheinung  im  «-Gebiet,  also  die  Teilung  eines 
aus  der  Unendlichkeit  kommenden  Strahles  bezw.  Stromes  1  in  zwei  Strahleu 
bezw.  Ströme  2  und  3,  infolge  Auftreffens  auf  eine  ebene  Platte  (Stromteilung, 
s.  auch  w.  u.);  in  dieser  gibt  es  einen,  dem  Punkte  z&  =  0  entsprechenden 
Punkt,  wo  die  Geschwindigkeit  null  ist  imd  eine  Stromlinie  sich  in  zwei  solche  teilt. 
Spezialfall.  Rücken  die  beiden  äußeren  Grenzen  des  a;- Gebiets  nach 
oben  und  unten  in  unendliche  Feme,  und  wählt  man  f  r=  —  1'  für  zu  =00, 
f  s=  ±  1  für  die  beiden  Werte  w  =  1 ,  die  der  oberen  und  der  unteren  Seite 
der  reellen  Achse  entsprechen,  so  wird  die  Abbildungsgleichung 


und  folglich 


1  -ty^  l-V^ 

1  +  t  /         1+yw 
«  =  2  ^w  +  ZV  1  / 1  +  arc  sin  ]/zü     , 


wo  im  letzten  Gliede  der  kleinste  Bogenwert  zu  wählen  ist.  Die  Flüssigkeit 
kommt  hier,  wie  Figur  357  zeigt,  in  unendlicher  Breite  an,  trifft  eine  Wand  von 
der  Breite  4  +  ^  und  fließt  zu  deren  beiden  Seiten  symmetrisch  ab.  Die  Druck- 
kraft, die  die  Wand  erleidet,  ist  gleich  n  oder,  wenn  man  verallgemeinert  und 
die  Breite  der  Wand  6,  die  Dichte  der  Flüssigkeit  q  und  die  Geschwindigkeit 
an  der  freien  Grenze  v  nennt: 

^       4  +  Ä 
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Diesen  Fall  hat  Bobyleff  (a.  a.  O.)  verallgemeinert,  indem  er  den  Strom 
auf  die  Kante  eines  Prismas  (Keil)  treffen  läßt    Ist  2  a  der  Winkel  des  Prismas, 


y-^ 


Figur  357. 

die  Breite  jeder  Seite  ^,  und  die  Stromrichtung  mit  der  Halbierungslinie  des  Keil- 
winkels identisch,  so  wird  der  Druck 

2  a* 


nL 


wo  L  den  Wert 


2a 
1+ + 

7C 


1 

4a«   Cz-'l"  , 


hat  Für  a  =  90^  erhält  man  wieder  die  ebene  Wand;  und  setzt  man  den 
Druck  auf  diese  gleich  1,  so  erhält  man  für  den  Druck  auf  verschiedene  Keile 
folgende  Verhältniszahlen: 

«=:     10  20  45        90      100        110        185       170^. 


P'P 


g^  -  0,039     0,140     0,512 


1      1,016     0,995     0,780     0,197 


Für    einen   Keil   vom  Winkel   2«  =200^    ist  also  der  Druck  noch  etwas 
größer  als  für  die  ebene  Platte. 

Dritter  Fall.  Zusammenstoß  mehrerer  Strahlen  (Voigt,  a.  a.  O.), 
Aus  dem  für  ideale  Flüssig'- 
keiten  gültigen  Grundsatz, 
daß  die  Flüssigkeitsteilchen, 
die  sich  einmal  in  der 
Oberfläche  befinden,  immer 
in  derselben  bleiben  (p.  94  2), 
folgt,  daß  Strahlen  nie 
zusammenfließen  können. 
Stoßen  also  zwei  Strahlen 
zusammen,  so  fließen  auch 
wieder  zwei  solche  ab,  von 
denen  der  eine  in  den 
Raum  zwischen  den  beiden 
Stoßrichtungen,  der  andere 
in  den  gegenüberliegen- 
den fällt     Dieselben  vier 


Figur  358. 


Stromlinien,    die    die    Grenzen    der    stoßenden    Strahlen    bilden,    begrenzen   in 
anderer  Kombination    auch    die    resultierenden   Strahlen.     Von    den   im    Innern 
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der  beiden  stoßenden  Strahlen  liegenden  Stromlinien  muß  je  eine  sich  in  zwei 
Zweige  teilen,  die  nach  dem  Zusammenstoß  die  Grenze  zwischen  der  ur- 
sprünglich den  verschiedenen  Strahlen  angehörigen  Flüssigkeit  bilden.  Man  kann 
sie  die  singulären  Stromlinien  und  die  Stelle,  wo  sie  sich  verzweigen 
und  die  Geschwindigkeit  null  wird,  das  Stoßzentrum  nennen.  Schon  der 
vorige  Fall  lieferte  hierfür  ein  Beispiel.  Kommen  n  Strahlen  zusammen,  so  ist 
die  Anzahl  der  Stoßzentren  n  —  1\  die  u;-£bene  wird  n-blättrig  und  in  den  Stoß- 
zentren zusammenhängend.  Beschränkt  man  sich  auf  zwei  Strahlen,  so  wird  es 
sich  wesentlich  darum  handeln,  aus  dem  gegebenen  Breitenverhältnis  B^  :  B  xmd 
dem  Winkel  jSj  der  stoßenden  Strahlen  die  Breiten  A^  und  A^  und  die  Richtungen 


Figur  359. 

(t,  und  «2  ^^^  resultierenden  Strahlen  abzuleiten.  Es  zeigt  sich  aber,  daß  diese 
Aufgabe  unendlich  viele  Lösungen  zuläßt,  solange  nicht  über  die  Lage  des  Stoß- 
zentrums verfügt  wird;  die  stationäre  Bewegung  beim  Zusammentreffen  von  Strahlen 
muß  also  von  den  Umständen  beim  ersten  Beginn  dieser  Bewegung  abhängig 
sein.  Da  die  Verfügung  über  das  Stoßzentrum  das  Problem  bedeutend  kompliziert, 
tut  man  besser,  noch  eine  der  gesuchten  Größen  willkürlich  zu  wählen.  Als 
Beispiel  diene  der  Fall  B^  =  B,  also  der  Zusammenstoß  zweier  gleich  breiter 
Strahlen.  Wählt  man  o^  unendlich  klein,  so  erhält  man  Figur  358;  für  o,  =  « 
Figur  359. 

Die  Methode  der  konformen  Abbildung  ist  in  neuester  Zeit  noch  von 
verschiedenen  Forschem  weiter  entwickelt  worden.  So  hat  Rethy^  in  engem 
Anschlüsse  an  Kirchhopf  einige  allgemeinere  und  in  mancher  Hinsicht  interessante 
Fälle  behandelt  Zunächst  den  schon  oben  angeführten,  für  den  noch  ergänzend 
bemerkt  sei,  daß  die  Geschwindigkeit  1/]/^*— 1  ist,  das  eine  Ufer  eine  unend- 
liche, zur  Strahlachse  parallele  Gerade,  das  andere  teils  ebenfalls  ein  solche,  teils 
ein  Stück  einer  dazu  senkrechten  Geraden  ist.  —  Durch  geeignete  Spiegelung 
ergibt  sich  weiter  der  Ausfluß  aus  einem  Kanal  durch  eine  in  der  Mitte  an- 
gebrachte öfiBaung  von  beliebiger  Größe;  eine  andere  Spiegelung  liefert  den  Fall 
eines  Stromes  mit  einer  festen  Querwand  in  der  Mitte.  —  Sodann  wird  in  der 
Grundformel  1  —  tf«*  durch  {a^  —  ^^)l{ß^  —  ^'°)  ersetzt,  die  Flüssigkeit  geht  dann 
vermittelst  einer  Querwand  und  einer  öflöaung  aus  einem  breiteren  in  einen 
engeren  Kanal  über.  Neue  Fälle  ergeben  sich,  wenn  k  und  eventuell  auch  ß 
imaginär  gewählt  wird,  durch  Spiegelung  erhält  man  dann  die  Zerlegung  eines 
Strahles   in    zwei.     Zum  Schlüsse   werden  Dämme    rechtwinkliger  oder  beliebig 


1  M.  RtTHY,  Math.  u.  naturw.  Ber.  aus  Ungarn  12.  144.  1895. 
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polygonaler  Form  betrachtet,  man  muß  zu  diesem  Zwecke  gebrochene  Funktionen 
der  Exponentialgrößen  einführen  und  stößt  im  ersten  Falle  auf  elliptische,  in  den 
übrigen  auf  hyperelliptische  Integrale,  die  sich  aber  in  einzelnen  Fällen  reduzieren. 
Es  muß  im  übrigen  auf  die  mit  Abbildungen  für  die  eineinen  Fälle  ausgestattete 
Abhandlung  verwiesen  werden. 

MiCHELL^  geht  von  der  die  LAPLACESche  Gleichung  erfüllenden  Funktion 


\aw    dw  I 


aus,  wo 

X  -{•  ly  SS  z     ,         X  —  ly  ^  z'     ,         9  +  Zip  SÄ  a;     ,         9?  —  j  ip  ==  lü' 

und  z  eine  Funktion  von  tv  ist  Damit  ist  die  Transformation  zurückgeführt 
auf  ein  Potentialproblem  mit  einer  Grenzbedingung  für  die  gerade  Linie  ^q. 
Weiter  wird  mit  Hilfe  des  Theorems  von  Schwarz  in  die  Ebene  u^p-\-iq 
(Grenze  ^  =  0)  transformiert  und  schließlich  die  allgemeine  Lösung  in  der  Form 

erhalten;  die  wirkliche  Durchführung  ist  nur  möglich,  wenn  die  Grenze  des 
^-Gebiets  nur  zwei  Übergänge  von*freien  Stromlinien  zu  festen  Grenzen  auf- 
weist. Ein  solcher  Fall  ist  der  schon  nach  Rethy  angeführte;  ein  zweiter 
betrifft  eine  in  den  Boden  eines  Gefäßes  ragende  Röhre 'und  ergibt  für  eine 
sehr  lange  Röhre  die  Beziehung 

dagegen  für  eine  Röhre  von  der  kleinen  Länge  /  und  sehr  breites  Gefäß 


y     "^     (l         ^     ]h  + 
n  +  2\        n  +  2]/     » 


2  ^ 


ein  dritter  Fall  bezieht  sich  auf  den  Ausfluß  von  Wasser  aus  der  Wand  einer 
Röhre  während  des  Strömens,  ein  letzter  auf  den  Stoß  gegen  eine  Ebene. 

In  etwas  modifizierter  Form  hat  bald  darauf  Love'  die  MiCHELLsche 
.Methode  durchgeführt  und  auf  verschiedene,  zum  Teil  neue  Fälle  angewandt, 
so  auf  einen  Strahl,  der  auf  eine  Scheibe  mit  erhöhtem  Rande  trifft,  auf  den 
schiefen  Aufprall  auf  eine  begrenzte  Scheibe,  auf  ebene  Hindemisse  in  Kanälen, 
auch  bei  schrägen  Wandungen  u.  s.  w. 

ScWießlich  sei  eine  Arbeit  von  W.  Wien'  erwähnt,  die  indessen  mehr  in 
die  Aerodynamik,  auf  die  sie  Anwendung  findet,  gehört. 

Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  ist  von  der  Wirkung  der  Schwerkraft 
abgesehen,  was  natürlich  einen  großen  Mangel  bedeutet.  Um  der  Wirklichkeit 
näher  zu  kommen,  hat  man  versucht,  die  Schwerkraft  in  die  Formeln  ein- 
zuführen, unter  anderen  sind  hier  Arbeiten  von  Sautreaux*  und  Rethy  ^  zu 
nennen.     Der  erstere  macht  die  Substitutionen 

z  ^  X  +  ty     ,  z^^  X  —  ty     ,         /[z)=^w  =  (p  +  irp     ,  z  =2  ^[w]     , 

/i  (^1)  =/W  -  C    ,         flx'iw)  +  x\w  ^q\dw^  S[w) 


1  J.  H.  MiCHELL,  Proc.  Roy.  Soc.  47.  129.  1890.  —  2  a.  E.  H.  LovE,  Proc.  Cambr. 
Phil.  Soc.  7.  175.  1891.  —  3  W.Wien,  Wied.  Ann.  62.  192.  1897.  —  *  C.  Sautreaüx, 
Ann.  Ecole  norm.  10.  95.  1893;  Journ.  de  math.  (5)  7.  125.  1901.  —^^  M.  R±thy,  Math, 
u.  naturw.  Ber.  aus  Ungarn.  15.  258.  1899. 
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und  findet,  wenn  die  Schwerkraft  in  die  jc- Achse  gelegt  wird,  K  eine  Konstante 

ist  und  die  ganze  Bewegung  sich  in  der  .r^-£bene  abspielt,  als  Gleichung  der 
freien  Oberfläche 


%X^S[W)       ,  ly^l  1 S'^{TJL^'dw 


woraus   sich   durch   bestimmte  Wahl   von  5(w)   konkrete  Fälle   ergeben;    wählt 
man  S[^  gleich  6""'  +  const,  so  erhält  man  die  Gleichung 


'y-ih-^^-^'-i 


2dx 


2x 


Diese  Kurve  ist  von  der  entsprechenden  KiRCHHOFFSchen,  die  Schwere  nicht 
berücksichtigenden,  insofern  verschieden,  als  sie  in  ihren  beiden  symmetrischen 
Zweigen  anfangs,  d.  h.  unmittelbar  unter  der  Öffnung,  konvex  nach  außen  und 
erst  weiter  unten  konkav  wie  jene  ist;  auch  ist  die  Kontraktion  größer,  nämlich 
7r/(]/2  +  «)  =5  0,69,  wobei  allerdings  hinsichtlich  der  Schwerkraft  gewisse,  tat- 
sächlich nicht  zutreflende  Annahmen  gemacht  sind.     ' 

Etwas  anders  geht  Rethy  vor;  er  setzt  in  der  w-Ebene  einen  Parallel- 
streifen voraus,  in  dessen  ;?-Bilde  die  Stromlinien  stetig  sind,  sich  selbst  nirgends 
schneiden  und  auch  eine  plötzliche  Richtungsänderung  nur  in  einem  Punkte  auf- 
weisen, wo  die  Geschwindigkeit  null  ist.  Die  Abgrenzung  eines  derartigen  Streifens 
gelingt  im  allgemeinen  leicht,  man  findet  aber  gewöhnlich  nur  die  eine  der 
beiden  freien  Strahlgrenzen.  Nur  in  einem  Falle,  und  zwar  gerade  wieder  in 
dem  dem  klassischen  KiRCHHOFFschen  Falle  entsprechenden,  gelingt  die  Kon- 
struktion des  ganzen  Strahles;  öffnungs-  und  Strahlbreite  werden  durch  Exponential- 
funktionen dargestellt  und  daraus  die  Kontraktion  abgeleitet. 

Dreidimensionale  Strahlen.  Die  Methode  der  konformen  Abbildung  unter 
Benutzung  der  komplexen  Größen  ist  prinzipiell  auf  Flüssigkeitsbewegungen  be- 
schränkt, die  nur  von  zwei  Koordinaten  abhängen,  und  läßt  sich  auf  drei- 
dimensionale Erscheinungen  nicht  ausdehnen.  Man  muß  sich  also  nach  anderen 
Methoden  umsehen;  einen  solchen  Versuch  hat  Planck  und,  im  Anschluß  an 
ihn,  MoLENBROEK^  gemacht.  Es  werden  an  Stelle  von  x  und  y  zunächst  das 
Geschwindigkeitspotential  q>  und  die  Stromfunktion  i/;  als  Variable  eingeführt,  und 
an  deren  Stelle  dann  weiter  mittels  der  Gleichungen 

— -  =  e*costt     ,         -— -  =  e*smtt 

die  Größen  X  und  fi.  Es  ist  alsdann  e^  der  reziproke  Wert  der  Größe  der 
Geschwindigkeit,  während  der  Winkel  fi  die  Richtung  der  Strömung  von  der 
.Y-Achse  aus  bezeichnet.     Es  finden  sich  nun  die  Gleichungen 

mit  der  Grenzbedingung,  daß  für  die  freie  Oberfläche,  tp  =s  if;^,  die  Geschwindig- 
keit eins,  also  i  ==  0  sei.  Hat  man  diesen  Gleichungen  gemäß  9  und  if;  ermittelt, 
so  ergeben  sich  x  und  y  aus  den  Formeln: 

dx  dy  ,  /        .       ötl;  d%u\ 


'  M.  Planck,  Wied.  Ann.  21.  499.  1884.  —  P.  Molenbroek,  ibid.  35.  62.  1888. 
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Es  gelingt  nun  fiir  eine  ebene  feste  Wand  leicht»  das  Formelsystem  zu  be- 
friedigen und  Spezialfälle  zu  behandeln  —  leider  kommt  man  dabei  aber  auf 
schon  durch  Hslmholtz,  Kirchhoff  u.  A.  behandelte  Fälle  zurück,  und  es  ist 
bisher  nicht  gelungen,  wirklich  dreidimensionale  Fälle  zu  lOsen.  —  Das  gleiche 
gilt  auch  von  der  neuen  Transformation,  die  Molenbroek,  durch  Planck  an- 
geregt, durchgeführt  hat,  obgleich  sie  an  sich  der  dreidimensionalen  Anwendung 
leicht  zugänglich  ist. 

Einen  interessanten  Satz  hat  übrigens  Molenbroek^  später  abgeleitet,  der 
zunächst  für  zweidimensionale  Bewegung  lautet:  Jeder  Punkt,  in  dem  eine  Niveau- 
linie von  der  freien  Oberfläche  des  Strahles  getroffen  wird,  ist  für  jene  Linie 
ein  Iniiexionspunkt  Geht  man  nun  zu  Strahlen  im  Räume  über,  so  erhält  man 
mittels  Quatemionenrechnung  (weniger  elegant  auch  mit  Cartesischen  Koordinaten) 
den  Satz:  In  jedem  Punkte,  in  dem  die  freie  Oberfläche  des  Strahles  die  Niveau- 
flächen  schneidet,  haben  die  letzteren  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete 
H  auptkrümmungsradien. 

Auch  das  wichtigste  praktische  Problem,  die  Bestimmung  des  Kontraktions- 
koeffizienten,  ist  bisher  nicht  gelungen.  Nur  für  einen  Fall,  den  der  kreisförmigen 
Öffnung,  hat  Kötter^  Grenzen  berechnet,  zwischen  denen  er  liegen  muß,  und 
auch  das  nur,  wenn  die  Dimensionen  der  öfihung  sehr  klein  gegen  die  des 
Gefäßes  sind.     Es  ergibt  sich 

0,71  >>&>  0,636      , 

also  ein  so  großer  Spielraum,  daß  damit  nichts  anzufangen  ist. 

Über&lle.  Wenn  die  Ausflußmündung  nur  unten  (und  eventuell  an  den 
Seiten)  begrenzt,  oben  aber  frei  ist,  kommt  man  zu  dem  Ausfluß  über  ein  Wehr 
oder  einen  Ob  er  fall.  Der  einfachste  Fall  ist  offenbar  der,  wo  die  Wehrebene 
vertikal,  die  Kante  horizontal  und  geradlinig  ist  und  die  ganze  Breitenausdehnung 
des  Wasserlaufs  hat,  so  daß  keine  seitliche  Kontraktion  stattfindet;  auch  soll  der 
Überfall  vollkommen  sein,  d.  h.  der  Unterwasserspiegel  tiefer  als  die  Wehrkante 
liegen.  Alsdann  ergießt  sich  das  Wasser  in  Gestalt  eines  Strahles  mit  freier 
Ober-  und  Unterseite,  und  die  Ausflußmenge  pro  Sekunde  wird  der  Breite  pro- 
portional sein,  so  daß  man  nur  die  Ausflußmenge  q  pro  Breiteneinheit  zu  be- 
trachten braucht  Für  diese  hat  man,  wenn  h  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels 
über  der  Wehrkante  und  k  ein  Koeffizient  ist,  lange  Zeit  die  einfache  Formel 

q^  kh^2gh 

benutzt,  oder  allgemeiner,  wenn  man  die  Ankunftsgeschwindigkeit  des  Wassers  u 
berücksichtigt  (meist  wird  diese  klein  sein  gegen  die  durch  den  Überfall  erzeugte 
Geschwindigkeit) : 


,  =  iy27(Ä  +  -|^)' 


Es  läuft  also  alles  auf  die  experimentelle  Bestimmung  von  k  hinaus.  Unter 
den  zahlreichen  Bestimmungen  dieser  Art  wird  es  hier  genügen,  die  von  Bazin 
und  Frese  anzuführen;  jener  stellt  seine  Versuche  in  der  Formel 

,  =  (o,405  +  ^)  .  (1  +  0.55 -^)  Ä  y2^ 

zusammen,  wo  H  die  Oberwassertiefe  bedeutet;  bei  Frese  lautet  der  erste  Faktor 
abweichend  (0,410  +  0,0014/^).  Im  einzelnen  gestalten  sich  die  Verhältnisse 
verschieden,  namentlich  je  nach  dem  Verhältnis  hfh^  wo  h'  die  Höhe  der  Wehr- 

^  P.  Molenbroek,  Verh.  Akad.  Wetensch.  Amsterdam  1893;  Verh.  Naturf.-Vers.  Nürn- 
beig  1893;  WiKD.  Ami.  62.  207.  1894.  —  2  fr.  Kötter,  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (2)  6; 
vgl.  W.Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  p.  iio. 
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kante  über  der  Unterwassersohle  ist,  und  man  kommt  zu  den  Fällen  des  freien, 
zerdrückten,  unterfüllten  Tauchstrahls  u.  s.  w.,  was  hier  nicht  weiter  interessiert 
Den  Versuch  einer  wirklichen  Theorie  hat  erst  Boussinesq  gemacht     £r 
kombiniert  die  BERNOUiLUsche  Gleichung  [z  die  Höhe  über  der  Kante) 


v^  p 


h 


mit  dem 
an,  daß 


von  Belanger  aufgestellten  Prinzip  der  größten  Ausflußmenge,  nimmt 
in  dem  Querschnitt,  wo  der  unterste  Faden  seine  größte  Höhe  erreicht 

hat  und  folglich  momentan  horizontal  läuft 
(Figur  360),  alle  Fäden  konzentrische  Kreis- 
bögen beschreiben  (in  Wahrheit  werden  sie 
noch  weiter  konvergieren)  und  setzt  somit, 
wenn  /  die  Höhe  des  tiefsten  Strahlpunkts  über 
der  Kante,  r  der  Krünmiungsradius  dieses 
untersten  Fadens  und  R  der  irgend  eines  an- 
deren Fadens  ist: 

Schließlich  ergibt  sich 

r=0,688(>l-/)     . 

^  =  0,5216  y27(^ -/)*/•      ; 


Figur  360. 


die  letztere  Formel  unterscheidet  sich  von  der  alten  dadurch,  daß  deren  Koeffizient 
in  der  Form 


ifc  =  0,5216    1 


-xf 


aufgelöst  erscheint     Zur  Bestinunung  des  Verhältnisses  Ifh  hat  Bazik  Versuche 
in  großem  Maßstab  ausgeföhrt  imd  für  den  vorliegenden  Fall  0,13  gefunden,  womit 

k  «  0,428 

wird    —    in   vorzüglicher  Übereinstimmimg    mit  den  unter  den  verschiedensten 
Bedingungen  ausgeführten  Messungen. 

Bazin  selbst  hat,    um  die  Ankunftsgeschwindigkeit  zu  berücksichtigen,    die 
Formel 


^-^(1  +  0.55^) 


aufgestellt,  die  sehr  gut  mit  den  Beobachtungen  stimmt;  dabei  \si  k,  d.  h.  der 
Wert  des  Koeffizienten  für  unmerkliche  Ankunftsgeschwindigkeit  im  Mittel  gleich 
0,42.  Bald  darauf  hat  dann  auch  Boussinesq  seine  Theorie  in  gleichem  Sinne 
vervollständigt. 

Für  geneigte  Wehre,  sei  es  nun,  daß  sie  stromauf  oder  stromab  geneigt 
sind,  tritt  ein  neuer  Koeffizient  k'  auf,  den  Bazin  im  Zusammenhang  mit  der 
Größe  /,  d.  h.  der  Erhebung,  die  die  Strahlsohle  erfährt,  ehe  sie  hinabstürzt, 
gemessen  hat  £s  ergaben  sich  u.  a.  folgende  Gesetze:  i.  das  Verhältnis  Ijh  nimmt, 
von  dem  am  meisten  stromaufwärts  geneigten  Überfall  ausgehend,  stetig  ab; 
2.  das  Verhältnis  k'  jk  nimmt  gleichzeitig  zu,  aber  nur  bis  zur  Neigung  ^/^  strom- 
abwärts, wo  ein  Maximum  eintritt  und  bis  wohin  auch  die  Boussinesq  sehe  Be- 
ziehung erfüllt  ist,  während  darüber  hinaus  der  Charakter  der  Erscheinung  sich 
ändert;  3.  auch  die  obere  Stmhlgrenze  wird  durch  die  Wehrneigung  beeinflußt; 
4.  wenn  die  Neigung  so  groß  wird,  daß  das  Wehr  horizontal  liegt,  kommt  man 
auf  eine  eigentümliche  Erscheinung,  die  schon  von  Borda  imtersucht  ist. 
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Übrigens  hat  Bazin  noch  besondere  Versuche  angestellt»  um  an  verschiedenen 
Stellen  des  fallenden  Wassers  Druck  und  Geschwindigkeit  zu  messen;  er  bediente 
sich  dabei  einer  parallel  der  Stromrichtung  eingeführten  Kupferplatte,  die  mit 
zwei  feinen  Röhrchen  versehen  war:  die  eine,  vorn  mündende,  liefert  die  Werte 
von  z  +fi+  v^l2g,  die  andere,  seitlich  mündende,  die  Werte  z+p,  woraus 
sich  V  und  fi  ergeben;  zur  Ablesung  dienten  in  einem  seitlichen  Graben  an- 
gebrachte Glasröhren,  die  mit  den  Versuchsröhrchen  durch  Mechanismen  ver- 
bunden waren.  Für  freie  Fälle  (Unterseite  mit  Luft  in  Berührung)  ergibt  sich 
der  erste  Ausdruck  ziemlich  konstant  durch  die  ganze  Dicke  der  Schicht  und 
nahezu  gleich  der  oberhalb  gemessenen  Druckhöhe,  also  konform  der  Bernoilli- 
schen  Gleichung.  Für  verschiedene  h  ergeben  sich  p  und  v^/^g  mit  A  propor- 
tional, V  selbst  nimmt  von  unten  nach  oben  von  0,94)/ 2 ^A  bis  zu  0,47  '}/2g/i 
ab,  und  /  wird  im  Maximum  gleich  0,18  >5,  und  zwar  in  der  Höhe  0,34  über 
der  Sohle.  Komplizierter  sind  die  Erscheinungen  bei  adhädierenden  oder  ein- 
tauchenden Überfällen. 

Auf  die  übrigen,  wesentlich  verwickeiteren  Fälle:  eingetauchte  Wehrkante, 
krummlinige  Wehrfläche  und  namentlich  Überfälle  mit  seitlicher  Kontraktion 
(infolge  geringerer  Breite  des  Wehres  gegenüber  dem  Oberbett)  kann  hier  nicht 
eingegangen  werden.  Erwähnt  sei  die  von  Boussinesq  durchgeführte  Be- 
rechnung des  möglichen  Maximums  des  obigen  Verhältnisses  /jh;  es  beträgt  0,22 
(statt  0,18  für  vertikale  Wand)  und  tritt  ein  für  eine  eigentümliche  Form  des 
Überfalls. 

Schließlich  sei  auf  eine  Arbeit  von  Hegly  hingewiesen,  in  der  die  Frage 
des  Übergangs  vom  Ausfluß  durch  eine  Öffnung  zum  Abfluß  über  ein  Wehr  be- 
handelt wird.  Wenn  man  nämlich  das  Niveau  des  Wassers  oberhalb  einer  ver- 
tikalen Öffnung  allmählich  senkt,  so  kommt  ein  Moment,  wo  sich  das  Wasser 
vom  oberen  Öffnungsrande  loslöst,  so  daß  sich  die  Öffnung  in  ein  Wehr  ver- 
wandelt Durch  Vergleichung  der  im  kritischen  Moment  gleichzeitig  gültigen 
Formeln  würde  sich  i^  =^^^"^2  ergeben;  es  tritt  jedoch  eine  Modifikation  ein, 
weil,  wie  Bazin  konstatiert  hat,  im  kritischen  Moment  das  Niveau  des  Wassers 
plötzlich  um  eine  gewisse  Größe  sinkt  (und  im  umgekehrten  Falle  um  eine  andere 
Größe  steigt). 

Für  alles  weitere  muß  auf  die  Lehrbücher  der  Hydraulik  verwiesen  werden; 
eine  kurze  Zusammenstellung  findet  sich  in  Forchheimers  Artikel  in  der 
Enzyklopädie.^ 

Beschaffenheit  des  Strahles.'  Um  diese  zu  beobachten,  wendet  man  wieder 
die  Methode  der  momentanen  Beleuchtung  an,  da  man  auf  diese  Weise  die 
Einzelheiten  viel  besser  wahrnimmt  als  bei  dauernder  Beleuchtung.  Man  kann 
sich  dabei  entweder  der  mit  einem  peripherischen  Loche  versehenen,  rasch 
rotierenden  Scheibe  oder  der  elektrischen  Funken,  der  Geisler  sehen  Röhren  u.  s.  w. 
bedienen.  Bei  kreisförmiger  Öffnung  ist  die  Beschaffenheit  des  Strahles  verhältnis- 
mäßig am  einfachsten,  aber  immerhin  noch  kompliziert  genug.  Bei  gewöhnlicher 
Beleuchtung  erscheint  der  Strähl  (Figur  361)  entweder  in  seinem  oberen  Teile 
zylindrisch,  in  dem  unteren  schwach  konisch  oder  durchweg  aus  dickeren  und 
schlankeren  Teilen,  „Bäuche"  und  „Knoten"  zusammengesetzt,  und  in  beiden 
Fällen  ist  das  obere  Stück  des  Strahles  klar,  das  untere  trübe.     Diese  Trübung 


1  J.  BoussiNfisQ,  C.  R.  105.  17.  585.  632.  697.  1887;  107.  513.  538.  1888;  109,  515. 
541.  1889;  119.  589.  618.  663.  707.  1894.  —  H.  Bazin,  ibid.  106.  212.  1887;  108.  1233. 
1889;  110.  321,  1890;  Expiriences  nouv.  s.  l'fecoul.  en  dfeervoir.  Paris  1898.  —  F.  Frese, 
Ztschr.  Ver.  d.  Ingen.  34.  1315.  1890.  —  H^gly,  C.  R.  122.  916.  1896.  —  Sehr  reichhaltige 
ältere  und  neuere  Literatur  bei  Ph.  Forchheimer,  Enzykl.  d.  math.  Wiss.  4.  (2)  408!!'.  1906. 
—  2  F.  Savart,  Ann.  chim.  phys.  (2)  63.  337.  1833.  —  G.  Magnus,  Pogg.  Ann.  96.  i. 
1858;  106.  I.  1859.  —  H.  BUFF,  LiEBiGs  Ann.  78.  162.  .1850:  POGO.  Ann.  100.  1857. — 
C.  Matteucci,  C.  R.  22.  260.   1846.   —  Izarn,  ibid.  106.   543.   1888. 
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erklärt  sich,  wie  die  momentane  Beleuchtung  lehrt,  dadurch,  daß  in  diesem  Teile 
der  Strahl  gar  kein  zusammenhängendes  Ganze  mehr  bildet,  sondern  aus  einzelnen 
Tropfen  besteht.  In  dem  ersteren  Falle  zeigen  die  Tropfen  unregelmäßige,  im 
letzteren  dagegen  regelmäßig  wechselnde  Gestalten.  Daß  sich  überhaupt  Tropfen 
bilden,  die  Flüssigkeit  also  zerreißt,  ist  offenbar  eine  Folge  der  Zunahme  der 
Geschwindigkeit  von  oben  nach  unten;  je  größer  die  Öffnung  und  je  größer  die 
Ausflußgeschwindigkeit,  also  die  Druckhöhe  ist,  desto  länger  erhält  sich  der  Strahl 
zusammenhängend,  und  bei  sehr  kleinem  Drucke  kann  sich  überhaupt  kein  Strahl 
bilden,  vielmehr  verläßt  die  Flüssigkeit  das  Gefäß  unmittelbar  in  Form  von 
Tropfen.  Je  größer  der  Druck,  -desto  länger  wird  hiemach  der  Strahl  zusammen- 
hängend bleiben.     Hinsichtlich  des  weiteren  Verlaufs  kann  man  nun  zwei  Fälle 


Figur  361. 


Figur  362. 


unterscheiden.  Häufig  werden  infolge  der  gewöhnlich  vorhandenen,  unregelmäßig 
wirkenden  äußeren  Erschütterungen  die  Tropfen  in  regelloser  Folge  abreißen  imd 
damit  die  ganze  Erscheinung  einen  unbestimmten  Durchschnittscharakter  erhalten, 
so  daß  man  eben  nichts  als  eine  Trübung  beobachtet.  Unter  gewissen  Um- 
ständen dagegen  wird  eine  regelmäßige  Periodizität  eintreten.  Hierher  gehört  der 
von  Savart  und  Magnus  ^  studierte  Fall,  daß  durch  einen  von  außen  angegebenen 
Ton  die  Ränder  der  Öffnung  in  Mitschwingungen  versetzt  werden,  so  daß  die 
Ausflußgeschwindigkeit  zwischen  einem  größeren  und  einem  kleineren  Werte  hin 
und  her  schwankt.  Indessen  kommt  derartigen,  durch  äußere  Einflüsse  hervor- 
gerufenen Erzitterungen  der  Öffnungsränder  jedenfalls  nicht  die  allgemeine  Bedeutung 
zu,  die  ihnen  jene  Forscher  beilegten.  Viel  häufiger  liegt  vielmehr  die  Ursache,  die 
die  Periodizität  bewirkt,  in  der  Ausflußerscheinung  selbst  In  dem  Augenblick 
nämlich,  in  dem  von  dem  Strahl  ein  Tropfen  sich  loslöst,  treten  infolge  der  dem 
Zerreißen  vorangehenden  Längszerrung  zwei  Schwingungserscheinungen  aufr  eine, 
deren  Träger  der  bei  seiner  Entstehung  längliche  Tropfen  ist,  und  die  in  ab- 
wechselnden  Abplattungen  und  Wiederverlängerungen  besteht,  und   eine  zweite, 


1  F.  Savart,  a.  a.  O.  —  G.  Magnus,  a.  a.  O. 
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deren  Träger  der  Strahl  ist,  und  die  sich  als  eine  in  ihm  nach  oben  laufende 
Welle,  mit  abwechselnden  Ausbauchungen  und  Einschnürungen,  darstellt.  Es  ist 
klar,  daß  es  von  den  Druck-,  namentlich  aber  von  den  Längen  Verhältnissen  des 
kontinuierlichen  Strahlstücks  abhängen  wird,  in  welchem  Grade  sich  diese  Schwin- 
gungen ausbilden  und  regulär  erhalten  werden;  sie  können  aber  unter  günstigen 
Umständen  so  rasch  erfolgen  und  so  energisch  werden,  daß  sie  zu  einem  Ton 
Veranlassung  geben.  Diese  „Ausfluß töne"  sind  von  Savart*  entdeckt  worden, 
und  Martini',  der  sich  neuerdings  eingehend  mit  ihnen  beschäftigte,  hat  ge- 
funden, daß  die  Töne  immer  auftreten,  wenn  die  Zahl  der  Pulsationen  ganz 
oder  sehr  nahe  übereinstimmt  mit  der  Schwingungszahl  des  Tones,  den  die 
Flüssigkeitssäule,  von  außen  erregt,  geben  würde,  oder  mit  einem  seiner  har- 
monischen Obertöne;  auf  die  weiteren  von  Martini  gefundenen  Beziehungen 
kann  hier  nicht  eingegangen  werden.  Vom  theoretischen  Standpunkt  aus  hat 
Rayleigh'  die  schwankende  Gestalt  von  Flüssigkeitsstrahlen  mit  Rücksicht  auf 
die  hydrodynamischen  imd  die  kapillaren  Wirkungen  untersucht;  ein  Auszug  läßt 
sich  jedoch  hiervon  nicht  wohl  geben. 

Bei  nicht  kreisförmigen  Öffnungen  verwickelt  sich  die  Erscheinung 
dadurch,  daß  zu  den  geschilderten  noch  andere  periodische  Gestaltsänderungen 
hinzukommen.  Ist  die  öflfnung  ein  Spalt,  d.  h.  ein  Rechteck  von  erheblich 
größerer  Länge  als  Breite,  so  ist  der  Querschnitt  des  Strahles  dicht  unterhalb 
derselben  ein  Rechteck  mit  entsprechender  Richtung  der  längeren  und  kürzeren 
kante;  weiter  unten  kehren  sich  jedoch  diese  Richtungen  um,  und  der  Strahl 
erhält  im  ganzen  die  Gestalt  Figur  ^62  a;  an  den  Obergangsstellen  ist  der  Quer- 
schnitt ein  Quadrat  mit  nach  innen  gekrümmten  Seiten.  Bei  kreuzförmiger 
Öffnung  ist  der  Querschnitt  des  Strahles  zunächst  auch  gleichgerichtet  kreuz- 
förmig, weiterhin  erscheint  aber  das  Kreuz  um  45®  gedreht,  dann  wieder  in  der 
ursprünglichen  Lage  u.  s.  w.  (Figur  362  ä).  Ähnlich  verhält  es  sich  bei  quadra- 
tischen, dreieckigen  und  anderen  Öffnungen.  Die  Erklärung  wird  von  den  einen 
in  dem  Umstand  gesucht,  daß  sich  in  den  Richtungen,  in  denen  die  Öffnung 
ausgedehnter  ist,  mehr  Teilchen  von  den  Seitengebieten  des  Gefäßes  zusammen- 
drängen, und  daß  der  so  entstehende,  nach  der  Mitte  des  Strahles  gerichtete 
Druck  eine  Verkürzung  dieser  und  ein  Ausweichen,  d.  h.  eine  Verbreiterung  der 
ursprünglich  kürzeren  Dimensionen,  also  die  obige  Umkehrung  der  Verhältnisse 
zur  Folge  hat;  andere  ziehen  die  Oberflächenspannung  (s.  Artikel  „Kapillarität") 
heran,  die  in  den  stärker  gekrümmten  Teilen  der  Oberfläche  des  Strahles  stärker 
wirkend,  in  der  Tat  den  gleichen  Effekt  haben  muß.  Vermutlich  wirken  beide 
Umstände  zusammen. 

Besondere  Erscheinungen,  die  bei  Flüssigkeitsstrahlen  auftreten,  sind 
u.  a.  folgende: 

l.  Mitreißen  von  Teilen  des  umgebenden  Mediums,  also  unter  gewöhn- 
lichen Umständen  der  umgebenden  Luft.  Die  Ursache  ist  eine  doppelte: 
einmal  die  oberflächliche  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  Luft,  und  sodann 
die  zunehmende  Geschwindigkeit,  die,  indem  sie  den  Strahl  in  Tropfen  auflöst, 
in  sein  Inneres  Luft  hineinzieht.  Hierauf  beruht  z.  B.  die  Wasserluftpumpe 
(s.  Artikel  „Pumpen").  Fällt  ein  durch  Luft  gegangener  Strahl  auf  Wasser,  so 
reißt  er,  wie  Magnus  beobachtete,  Luftblasen  mit  in  das  Innere  hinein,  jedoch, 
wie  Tyndall*  zeigte,  auch  in  diesem  Falle  nur  dann,  wenn  der  schon  auf- 
gelöste, nicht  aber  wenn  der  kontinuierliche  Teil  des  Strahles  die  Wasserfläche 
trifft.  Zugleich  unterscheiden  sich  beide  Fälle  dadurch,  daß  um  den  auffallenden 
Strahl   herum   sich  dort  eine  Vertiefung,   hier  eine  Erh(")hung  des  Wassers  bildet 


1  F.  Savart,  C.  R.  37.  208.  1854.  —  2  R.  Martini,  Atti  Ist.  Veneto  (5)  7.  961. 
1882;  (6)  2.  109.  1884.  —  3  Lord  Rayleigh,  Proc,  Lond.  Math.  Soc.  10.  4.  1879.  — 
♦  J.  Tyndall,  Phil.  Mag.  (4)  L  105.  1850. 
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—  Erscheinungen,  die  man  mit  Benutzung  der  auftretenden  kaustischen  Figuren 
sehr  gut  studieren  kann. 

2.  Auftreffen  von  Strahlen  auf  feste  Körper.^  Die  Gestalten,  welche 
in  solchen  Fällen  die  Flüssigkeit  annimmt,  und  die  zuerst  von  Savart  und  später 
vielfach  untersucht  worden  sind,  zeichnen  sich  durch  große  Mannigfaltigkeit  aus; 
es  genüge,  hier  die  Formen  anzugeben,  die  sich  darbieten,  wenn  ein  vertikal  nach 
unten  fließender  Strahl"  eine  horizontale  Kreisscheibe  zentral  trifft;  Figur  363  0 
und  3633  gelten  für  starken  Druck  (von  der  Seite  bezw.  von  oben  gesehen), 
Figur  363  c  für  mittleren,  363  d  für  kleinen  Druck.  Verwickelter  sind  die  Er- 
scheinungen beim  schiefen  Stoße;  sie  sind  aber  besonders  interessant,  insofern  sie 


d. 


Figur  363. 


zeigen,  wie  anders  sich  flüssige  Strahlen  im  Vergleich  zu  festen  Körpern  verhalten 
(s.  Art  „Stoß"),  und  insofern  sie  das  auch  praktisch  wichtige  Problem  der  Strom- 
teilung berühren,  von  dem  schon  oben  die  Rede  war.  Hier  sei  noch  ergänzend 
auf  bezügliche  theoretische  Untersuchungen  von  Boüssinesq*  und  F.  Neümann 
bezw.  Voigt'  hingewiesen.  Boussinesq  stellt  für  die  SAVARTschen  Versuche  die 
Gleichungen  der  stationären  Bewegung  auf  unter  der  Annahme  zentralen  Auftreffens 
und  ausschließlicher  Wirkung  der  Schwere  und  der  Kapillarität;  die  Integration 
liefert  eine  endliche  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  und  zwei  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zwischen  Koordinaten  und  Bogen  der  Meridiankurve; 
schließlich  werden  die  Bedingungen  der  Stabilität  untersucht,  d.  h.  die  Grenze, 
jenseits  deren  sich  die  Wassermasse  in  Tropfen  auflöst.  Es  ergibt  sich  hin- 
längliche Übereinstimmung  mit  den  von  Savart  beobachteten  Zahlenwerten.  — 
Neumann  berechnet  daselbst  auch  die  Stoßkraft  von  Strahlen,  die  auf  Platten 
auftreffen  und  findet  sie:  P  ^Ikqqgh  für  horizontale  Strahlen,  komplizierter  für 
vertikale,  was  mit  den  Versuchsergebnissen  älterer  Hydrauliker,  wie  Michelotti^ 
ViNCE*  BossuT,  d'Aubuisson  u.  s.  w.  übereinstimmt,  außer  wenn  die  Platte  nicht 
viel  größer  als  die  Strahlbreite  ist  oder  wenn  sie  der  Öffnung  zu  nahe  liegt;  im 
ersteren  Falle  ist  die  mangelhafte  Anschmiegung  des  abfließenden  Wassers  an  die 
Platte    der    Grund    der   Abweichung,    im    letzteren    Falle   wirken   wahrscheinlich 

^  F.  Savart,  Ann.  chim.  phys.  (2)  64.  55.  113;  55.  257.  1833.  —  G.  Magnus,  Pogo. 
Ann.  80.  i.  1849;  95.  i.  1855.  —  *  j.  Boussinesq,  C.  R.  69.  45.  1869.  —  ^  F.  Neümann, 
Einleitung  in  die  theoretbche  Physik,  p.  238.  —  *  Michelotti,  Mem.  di  Torino  1784  u. 
1785-  —  ViNCE,  Trans.  Roy.  Soc.  1798. 
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mehrere  Umstände  zusammen.  —  Voigt  ^  betrachtet  (Figur  364)  einen  Quer- 
schnitt vor  und  einen  nach  der  Berührung  mit  dem  festen  Körper,  a  bezw.  ^, 
wo  man  annehmen  kann,  daß  alle  Teile  desselben  Querschnitts  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit haben,  schließt  aus  der  Gleichheit  der  Drucke  in  a  und  b  auf  die 
Gleichheit  der  Geschwindigkeiten,  wendet  die  Schwerpunktssätze  auf  das  System 
aus  festem  Körper  und  der  Flüssigkeit  zwischen  a  un4  b  an  und  erhält  Integrale, 
die  man  für  einzelne  Formen  des 
festen  Körpers  auch  ohne  vollständige 
Lösung  des  hydrodynamischen  Pro- 
blems auswerten  kann,  z.  B.  für 
langen  Kegel  und  für  dünne  Scheibe. 
Es   ergibt  sich  dabei  der  Satz:   Die 

Kraft,   die  eine  Rotationsfläche  von       g    g» 

einem  axial  auftreffenden  Strahle  er-       

ftlhrt,  ist  gleich  der  in  der  Zeit- 
einheit  durch  den  Strahlquerschnitt 
fließenden  Masse  multipliziert  mit  der 
Differenz  der  der  Achse  parallelen 
Geschwindigkeiten  vor  dem  Erreichen 
und  nach  dem  Verlassen  der  Rotations- 
fläche. —  Ähnlich  geht  auch  Witten- 
BAUER*  vor;  er  findet  den  Druck  des  Figur  364. 

Strahles    auf    eine    Platte    mit   dem 

Sinusquadrat  des  Neigungswinkels  proportional;  auch  werden  die  Modifikationen 
untersucht,  die  eintreten,  wenn  der  abfließende  Strahl  auf  Hindemisse  von  ver- 
schiedener Form  stößt. 

Schließlich  sei  auf  ausgedehnte,  aber  dem  Berichterstatter  nicht  zugängliche 
Versuche  von  Farmer'  hingewiesen,  betreffend  die  Stoßkraft  von  Strahlen  auf 
ebene  und  krumme  Flächen,  nach  einem  Hebelverfahren  durch  Gewichte  gemessen. 

3.  Zusammentreffen  zweier  oder  mehrerer .  Strahlen.  Auch  hier 
treten  sehr  mannigfaltige  Erscheinungen  und  Wirkungen  auf.  Zwei  einander  in 
entgegengesetzter  Richtung  entgegenkommende  Strahlen  bilden  bei  gleichem  Durch- 
messer, gleichem  Druck  und  gleicher  Geschwindigkeit  eine  ebene  Scheibe,  deren 
Dimensionen  von  den  genannten  Größen  abhängen;  bei  verschiedenen  Konstanten 
eine  nach  der  Seite  des  schwächeren  Strahles  konkave  Schale,  die  sich  unter 
Umständen  schließlich  eiförmig  zusammenschließt;  je  nach  der  Richtung  der 
Strahlen  macht  sich  dabei  natürlich  die  Schwerkraft  mehr  oder  weniger  ent- 
scheidend gelten.  Bilden  die  Strahlen  einen  Winkel  miteinander,  so  bilden  sich 
durch  den  Zusammenstoß  im  allgemeinen  zwei  neue  Strahlen;  es  kommt  aber 
auf  die  näheren  Umstände  an,  ob  sich  die  Strahlen  abstoßen  oder  ob  sie  durch- 
einander hindurchgehen.  Theoretisch  ist  diese  Frage  bereits  oben  nach  Voigt 
erwähnt  worden;  zum  experimentellen  Studium  empfiehlt  es  sich,  die  beiden 
Strahlen  durch  Färbung  zu  unterscheiden;  auch  macht  man  sich  von  der  Schwer- 
kraft im  wesentlichen  unabhängig,  wenn  man  nicht  in  Luft,  sondern  in  Wasser 
operiert,  was  zu  dem  folgenden  Punkte  führt. 

4.  Wasserstrahlen  in  Wasser.  Läßt  man  einen  Strahl  von  mit  Anilin 
gefärbtem  Wasser  in  farbloses  Wasser  treten,  so  tritt  infolge  von  Reibung  sehr 
bald  Wolkenbildung  und  schließlich  völlige  Mischung  ein,  mit  Ausnahme  des 
Falles  sehr  kleiner  Drucke.  Diesen  Fall  haben  u.  A.  Oberbeck,  Kötschau  und 
Mack  *  studiert  und  sehr  merkwürdige  Bildungen  beobachtet,  sowohl  bei  ungestörtem 

^  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik.  Leipzig  1889.  p.  364.  —  ^  Y,  Wittenbauer, 
ZUchr.  f.  Math.  u.  Phys.  46.  182.  1901.  —  3  J.  T.  Farmer,  Proc.  Canada  Soc.  (2)  2.  (3)  46. 
1896.  —  *  A,  Oberbeck,  Wied.  Ann.  2.  i.  1877.  —  G.  Kötschau,  Inaug.-Dissert.  Halle 
1885;  WiED.  Ann.  26.  530.  1885.  —  K.  Mack,  ibid.  68.  183.  1899. 
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Verlauf  der  Strahlen,  als  auch  bei  ihrem  Auftreffen  auf  Hindernisse,  als  auch  bei 
Verzweigungen  und  Vereinigungen  von  Strahlen.  Das  Gemeinsame  aller  dieser 
Phänomene  ist  aber  die  Bildung  von  Wirbeln,  und  es  erscheint  deshalb  angezeigt, 
erst  im  Artikel  „Wirbelbewegung"  auf  sie  zurückzukommen 

5.  Der  Springbrunnen  besteht  in  einem  senkrecht  nach  oben  gerichteten 
Strahle.  Die  Verbindung  des  Torricelli  sehen  Theorems  mit  den  Wurfgesetzen 
lehrt,  daß  die  Höhe,  bis  zu  der  der  Strahl  sich  erhebt,  gleich  der  Druckhöhe 
sein  müßte;  in  Wahrheit  ist  sie  kleiner,  erstens  wegen  des  von  1  häufig  etwas 
abweichenden  GeschwindigkeitskoefBzienten  9  (p.  982),  zweitens  wegen  der  Reibung 
an  der  Luft  imd  drittens  wegen  des  Aufpralls  der  herabfallenden  Teilchen; 
letzteres  kann  man  durch  schwache  Neigung  des  Mundstücks  und  somit  des 
Strahles  wenigstens  teilweise  beseitigen.  Im  Durchschnitt  kann  man  nach 
Mariotte  die  zur  Erzielung  der  Steighöhe  s  erforderliche  Druckhöhe  A  (in 
Pariser  Füssen)  etwa 

setzen;  allgemeiner  gültig  ist  aber  die  Weisbach  sehe  Formel 

h 

vfo  abc  von  Größe  und  Gestalt  der  Öffnung  abhängen.  Was  die  Gestalt  des 
Strahles  betrifft,  so  muß  seine  Dicke,  solange  er  zusammenhängend  bleibt,  der  ab- 
nehmenden Geschwindigkeit  halber  nach  oben  hin  wachsen,  so  daß  in  der  Höhe  H 
der  Querschnitt 

Q^, -. =  , ^^^^^ 

ist  (^  Öffnungsquerschnitt,  D  Druckhöhe).  Bei  der  Verwendung  des  Spring- 
brunnens als  Zierrat  finden  häufig  die 
oben  geschilderten  Erscheinungen  beim 
Anprall  an  feste  Körper  bezw.  beim 
Zusammenprall  verschiedener  Strahlen 
Anwendung. 

Zu  den  Springbrunnen  gehören  auch 
die  sogen,  artesischen  Brunnen,  die  man 
erhält,  wenn  man  ein  Bohrloch  in  eine 
wasserführende,  zwischen  zwei  für  Wasser 

undurchlässige  Schichten  b  und  c  eingeschlossene  Schicht  a  führt,  und  zwar  an 

einer  Stelle,  wo  nicht  nur  diese  Schicht,    sondern  auch  die  Erdoberfläche  tiefer 

liegt  als  andere  Teile  der  Schicht. 


Figur  365. 
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Gemeinschaftliche  Bewegung  fester  und  flüssiger 

Körper. 

Voii  F.  Auerbach. 


Einleitimg.  Eines  derjenigen  Kapitel  der  Hydromechanik,  welche  von  den 
Theoretikern  mit  Vorliebe  bearbeitet  worden  sind,  das  aber  auch  in  praktischer 
Hinsicht  hervorragendes  Interesse  darbietet,  ist  die  Bewegung  fester  Körper  in 
Flüssigkeiten.  Wenn  ein  fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit  sich  bewegt,  so  treten 
zwei  Erscheinungen  auf:  die  eine  besteht  in  der  Abweichung  der  Bewegung,  die 
der  Körper  in  der  Flüssigkeit  ausführt,  von  derjenigen,  die  er  im  leeren  Räume 
ausführen  würde;  die  andere  besteht  in  der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  die  durch 
die  Bewegung  des  festen  Körpers  hervorgerufen  wird.  Zwischen  beiden  Er- 
scheinungen besteht  ein  inniger  Zusammenhang,  der  sich  schon  durch  Heran- 
ziehung des  Prinzips  von  der  Erhaltung  der  Energie  ergibt,  insofern  ein  Teil 
der  Energie,  die  der  Bewegung  des  festen  Körpers  entzogen  wird,  auf  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  übergeht  Man  kann  sich  dies  sehr  anschaulich  so 
vorstellen,  daß  durch  den  Körper  ein  Teil  der  ihn  umgebenden  Flüssigkeit 
gezwungen  wird,  an  der  Bewegung  teilzunehmen,  daß  sich  also  die  bewegte 
Masse  vergrößert  und  demgemäß  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  verkleinert. 
Mit  anderen  Worten:  die  Flüssigkeit  setzt  der  Bewegung  des  festen  Körpers  einen 
Widerstand  entgegen.  Bei  wirklichen  Flüssigkeiten  (oder  Gasen)  kommt  freilich 
zu  dieser  Wirkung  noch  eine  zweite  hinzu:  die  Reibung  der  Flüssigkeit  an  dem 
festen  Körper  und  in  ihrem  Innern,  und  eben  diese  Reibung  hat  zur  Folge,  daß 
nur  ein  Teil  der  kinetischen  Energie,  die  der  feste  Körper  abgibt,  in  der  Flüssigkeit 
sich  als  solche  wiederfindet,  der  Rest  dagegen  sich  in  andere  Energie  (Wärme) 
verwandelt  Indessen  soll  von  diesem  Teile  der  Wirkung  als  eines  selbständigen 
Phänomens  hier  abgesehen  und  darum  alle  diejenigen  Erscheinungen  ausgeschlossen 
werden,  bei  denen  er  in  erster  Reihe  maßgebend  ist,  also  Erscheinungen,  bei 
denen  entweder  die  Form  des  festen  Körpers  (Scheibe,  Platte,  kleine  Körperchen) 
oder  die  Natur  der  Flüssigkeit  (öl,  Glyzerin  u.  s.  w.)  oder  endlich  die  Art  der 
Bewegung  eine  starke  Reibungswirkung  bedingt  (s.  Artikel  „Reibung").  Die  Flüssigkeit 
wird  vielmehr  in  der  Hauptsache  als  eine  ideale  betrachtet,  der  wesentliche  Wider- 
stand, den  sie  der  Bewegung  entgegenstellt,  ist  dann  der  oben  zuerst  betrachtete, 
den  man  als  hydrodynamischen  oder  Trägheitswiderstand  bezeichnen  kann, 
und  der  Reibungswiderstand  kommt  dann  für  reale  Flüssigkeiten  nur  als  eine 
Art  von  Korrektion  hinzu.  Übrigens  schließt  die  Betrachtung  nicht  nur  Fälle 
ein,  in  denen  ein  fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit,  sondern  auch  solche,  wo 
eine  Flüssigkeit  in  einem  festen  Körper  (Gefäße),   oder  wo  Flüssigkeit  um  feste 
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Körper  herum  oder  zwischen  ihnen  hindurch,  oder  endlich  ganz  allgemein,  wo 
feste  und  flüssige  Körper  sich  gemeinschaftlich  bewegen. 

Die  Gliederung  des  Gebiets  ergibt  sich  fast  von  selbst  Zunächst  ist 
die  Kinematik  und  Dynamik  des  allgemeinen  Problems  zu  erledigen.  Am  ein- 
fachsten werden  sich  die  Verhältnisse  gestalten,  wenn  nur  ein  einziger  Körper  in 
der  Flüssigkeit  sich  bewegt,  und  hier  wieder  macht  es,  wie  sich  zeigt,  einen 
wesentlichen  Unterschied  aus,  ob  der  Körper  bezw.  die  Flüssigkeit  einen  ein- 
fach oder  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  erfüllt;  von  der  ersten  Klasse 
sind  Kugel,  Zylinder,  gewisse  Rotationskörper  und  Ellipsoid,  von  diesen  Ringe, 
Gitter  u.  s.  w.  am  wichtigsten.  Ein  neues  Problem  ergibt  sich  bei  Anwesenheit 
mehrerer  Körper  in  der  Flüssigkeit  Schließlich  erhebt  sich  noch  eine  Reihe 
von  speziellen,  wenigstens  kurz  zu  berührenden  Fragen. 

Das  physikalische  Interesse  an  den  hier  zu  erörternden  Erscheinungen 
erstreckt  sich  über  das  eigentliche  Gebiet  hinaus  auf  die  Analogie  mit  gewissen 
elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen,  bei  denen  der  Äther  hypothetisch 
eine  ähnliche  Rolle  spielt  wie  hier  die  Flüssigkeit,  während  den  festen  Körpern 
dort  die  elektrisierten  bezw.  magnetisierten  Körper  entsprechen.  Das  praktische 
Interesse  bezieht  sich  naheliegen der^-eise  auf  das  dynamische  Schwimmen 
innerhalb  oder  an  der  Oberfläche  des  Wassers  oder  anderer  Flüssigkeiten,  also 
auf  die  Probleme  der  Schiffsbewegung  u.  s.  w.  Übrigens  sind  manche  der  folgenden 
Feststellungen  auch  für  die  Bewegung  in  Gasen  gültig;  bei  der  Spezialisierung  wird 
aber  in  diesem  Artikel  die  Inkompressibilität  des  Mediums  vorausgesetzt 

Die  Grundlage  des  ganzen  Problems  bilden  natürlich  die  hydrodynamischen 
Gleichungen  nebst  den  Bedingungen  für  die  Oberflächen  der  in  der  Flüssigkeit 
befindlichen  festen  Körper.  Die  wesentlichste  dieser  Bedingungen  ist  oflienbar 
die,  daß  die  nach  der  Normale  jener  Oberfläche  gerichtete  Komponente  der 
Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  gleich  der  betreffenden  Geschwindigkeitskomponente 
des  Körpers  sein  muß,  also  insbesondere  null,  wenn  dieser  ruht  Die  tangentialen 
Komponenten  von  Flüssigkeit  und  Körper  andererseits  sind  voneinander  zunächst 
unabhängig,  soweit  nicht  die  äußere  Reibung  eingreift. 


1.  Allgemeines. 

Zweidimensionale  Bewegung.  Findet  die  Bewegung  nur  nach  zwei  Dimen- 
sionen des  Raumes  statt,  ist  sie  in  allen  auf  der  dritten  Richtung  senkrechten 
Ebenen  die  gleiche,  und  sieht  man  von  äußeren  Kräften  und  von  Wirbeln  ab, 
so  kann  man  wieder,  wie  bei  den  Flüssigkeitsstrahlen  (p.  Q94),  die  Methode  der 
komplexen  Funktionen  (p  +  iilf  anwenden,  und  auch  hier  wird  alsdann  <jd  das 
Geschwindigkeitspotential,  t|;  die  Stromfunktion,  d.  h.  die  Funktion, 
die,  Konstanten  gleichgesetzt,  die  Stromlinien  liefert.  Die  Existenz  eines 
Geschwindigkeitspotentials  wird  demgemäß  im  folgenden  vorausgesetzt,  Wirbel- 
bewegungen bleiben  ausgeschlossen;  da  bei  idealen  Flüssigkeiten  niemals  Wirbel 
entstehen  können  (s.  Artikel  „Wirbelbewegung"),  so  genügt  man  jener  Forderung, 
wenn  man  annimmt,  daß  die  zu  untersuchenden  Bewegungen  aus  dem  Ruhe- 
zustand hervorgegangen  sind. 

Eine  sehr  allgemeine  Formel  für  q>  und  ^  erhält  man  aus  der  Erwägung, 
daß,  wenn  eine  Funktion  f  {z)  endlich,  stetig,  einwertig  und  mit  endlichen 
Diffierentialquotienten  begabt  ist,  in  allen  Punkten  zwischen  zwei  konzentrischen 
Kreisen  um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  diese  Funktion  in  der  Form 

/{z)  =  A^  +  A,z  +  A^z^+  ....    +B,z-^  +  B^z-^+  ... 

dargestellt  werden  kann;   für  eine  volle  Kreisfläche  kommt  nur  die  erste  Reihe, 
für  die  unbegrenzte  Umgebung  eines   solchen  Kreises  nur  die  zweite  Reihe  zur 


Band  I. 
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Anwendung.     Setzt  man  nun  /(^r)  =  9?  +  itf;,  führt  Polarkoordinaten  r  und  ^  ein 
und  ersetzt  Ä  durch  P+  iQ,  ß  durch  R-Y  iS,  so  erhält  man: 


(0 


9  =  />^,+  2''"(^«cos«d—  Ö„sin«d)  +  ^r-»(i?^cos«'^  +  *S;sin«'^) 


I 

00 


Mit  Hilfe  der  Fouribr  sehen  Integrale  kann  man  hiemach  alle  Probleme 
behandeln,  bei  denen  der  Wert  von  9?  bezw.  bfp\bn  über  kreisförmige  Grenzen 
gegeben  ist  Der  einfachste  Fall  ist  oflfenbar  der  eines  unendlich  langen  Kr  eis - 
Zylinders,  der  sich  mit  gegebener  Geschwindigkeit  senkrecht  zu 
seiner  Achse  durch  eine  in  der  Unendlickkeit  ruhende  Flüssigkeit 
bewegt.  Die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  des  Zylinders  sei  ö,  ihre  Richtung 
die  :r-Achse,  der  Radius  a\  die  Grenzbedingung  lautet  alsdann: 

(2)  -~-  *=  ^  cos  d     für     r  =3  a      , 

und  das  Resultat,  d.  h.  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  ist  enthalten  in  den  Formeln: 


(3) 


Ga^ 


9  =  — 


cos-^ 


Ga^ 


sind 


der  Druck  in  einem  Punkte  der  Zylinderoberfläche  ergibt  sich,  soweit  er  von  der 
Bewegung  herrührt  (hydrodynamischer  Teil  des  Druckes) 


(4) 


p^^  (^  cos  d  +  ö»  cos  2  d  -  ^  (9*  +  ^j 


und    folglich   der   resultierende    Druck    auf   den    Mantel    der  Längeneinheit    des 
Zylinders  —  dieser  Druck  F  hat  die  Richtung  der  j;-Achse  — 

(5)  p^^^^a^—      . 

Für  einen  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich  bewegenden  Zylinder  ist  also 

dieser  Druck   gleich   null;    ist   die  Be-  ^^ ^^ 

wegung  des  Zylinders  beschleunigt,  so 
drückt  er  auf  die  Flüssigkeit,  bei  ver- 
zögerter Bewegung  drückt  die  Flüssigkeit 
auf  ihn;  mit  dieser  Beschleunigung  bezw. 
Verzögerung  ist  der  Druck  proportional, 
außerdem  aber  ist  er  proportional  der 
Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit. 
Niveaulinien  bezw.  Stromlinien  sind  die 
in  der  Flüssigkeit  gelegenen  Teile  der 
die  >'- Achse  bezw.  jc- Achse  berührenden 
Kreise;  in  der  Figur  366  sind  erstere 
durch  unterbrochene,  letztere  durch  volle 
Linien  dargestellt^ 

Auch  für  Zylinder,  deren  Querschnitt 
kein  Kreis  ist,  kann  man  Lösungen 
des  Problems  finden;  man  darf  aber 
nicht  darauf  bestehen,  die  Form  dieses 
Querschnitts    von    vornherein    anzugeben,    sondern     man     muß,     wie 


Figur  366. 


bei    den 


t  Analoge  Zeichnungen  lassen  sich  in  zahlreichen  der  folgenden  Fälle  machen. 
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Flüssigkeitsstrahlen  (p.  994),  für  <p  bezw.  i(;  irgend  einen  Wert  wählen  und  dann 
zusehen,  welche  Form  des  Zylinderquerschnitts  ihm  entspricht  Dabei  ergeben 
sich  zwei  Klassen  von  Fällen,  die  besonderes  Interesse  darbieten,  nämlich  solche, 
in  denen  der  Zylinder  eine  fortschreitende,  und  solche,  wo  er  eine  drehende 
Bewegung  ausführt.^ 

A)  Bewegt  sich  der  Zylinder  geradlinig  und  senkrecht  zu  seiner  Achse  (also 
so,  wie  der  oben  betrachtete  Kreiszylinder),  so  hat  man,  wenn  die  Bewegungs- 
richtung in  die  or-Achse,  die  Körperachse  in  die  jzr-Achse  fallt,  irgend  einen  Aus- 
druck fdr  i|;  zu  wählen  und  dann  die  Gleichung 

(6)  t|;  =  Gy  +  const 

zu  bilden;  dies  führt  zur  Bestimmung  der  festen  Grenzen,  also  der  Natur  und 
der  Konstanten  der  Erscheinung.     Hierdurch  erhält  man  u.  a.  folgende  Fälle. 

1.  Flüssigkeitsbewegung  in  einem  geradlinig  fortschreitenden 
zylindrischen  Gefäß.  Man  wähle  t(;  =  G)^  +  const,  dann  erhält  man  eine 
identische  Gleichung  und  folglich  den  Satz:  In  einem  Zylinder  beliebiger  Form, 
der  parallel  mit  sich  selbst  fortschreitet,  kann  sich  die  Flüssigkeit  bewegen  wie 
ein  fester  Körper;  falls  der  zylindrische  Raum,  den  die  Flüssigkeit  erfüllt,  einfach 
zusammenhängend  ist,  ist  dies  sogar  die  einzig  mögliche  Art  der  Bewegung.  In 
der  Wirklichkeit  wird  freilich  die  Flüssigkeit  durch  die  Wirkung  der  Schwerkraft 
bezw.  der  Trägheit  in  schwingende  Bewegung  versetzt  werden. 

2.  Elliptischer  Zylinder  in  einer  Flüssigkeit.     Man  wähle 

(7)  9  + jij;«  Ci"<p*(^ +  »••?)     ,        also        7(j=  Ce-ncosi     , 

wo  5  und  Tj  mit  x  und  ^  durch  die  Gleichung  x  +  iy  ==  csm{^+  tri)  zusammen- 
hängen. Man  findet  dann,  daß  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  hervorgebracht 
durch  die  Fortschreitung  eines  elliptischen  Zylinders  mit  den  Halbachsen  a  und  ö 
durch  die  Formeln 


(8) 


t/;  =  Go  ]/ -r^'^ycosg        oder        t/;  =  —  Ga  1/ 7tf-*?sm| 


dargestellt  wird,  je  nachdem  der  Zylinder  parallel  der  größeren  oder  der  kleineren 
seiner  Achsen  fortschreitet. 

Es  sei  bemerkt,  daß  diese  Probleme  eine  praktische  Bedeutung  gewinnen, 
sobald  sich  Querschnitte  ergeben,  welche  denen  von  Schiffen  ähnlich  sind. 
Dies  ist  zuerst  Rankine  gelungen,  und  durch  seine  Untersuchungen,  sowie  die 
seiner  Nachfolger  ist  es  möglich  geworden,  für  die  günstigste  Konstruktion  von 
Schiffen  gewisse,  wenn  auch  nur  im  großen  ganzen  gültige  Anhaltspunkte  zu 
gewinnen.  Das  wichtigste  und  interessanteste  hierher  gehörige  Problem  betrifft 
die  Form,  die  man  dem  horizontalen  Schnitte  des  Fahrzeuges  geben  muß,  um 
den  hydrodynamischen  Widerstand  zu  einem  Minimum  zu  machen; 
und  es  hat  sich  gezeigt,  daß  man  diesem  Ziele  nahe  kommt,  wenn  man  die 
Seitenlinien  möglichst  schwach  krümmt,  sie  aber  vorn  und  hinten  möglichst  scharf 
zusammenstoßen  läßt.  Jedoch  gilt  dies  nur  für  die  Horizontalschnitte  vom  Spiegel 
bis  zu  einer  gewissen  Tiefe,  der  untere  Teil  der  Oberfläche  muß  im  Gegenteil 
möglichst  abgerundet  werden,  und  damit  hört  das  Problem  auf,  zweidimensionalen 
Charakters  zu  sein. 

Zwei  weitere  Fälle  fortschreitender  zweidimensionaler  Bewegung  kann  man 
leicht  aus  den  oben  (Artikel  „Ausfluß",  p.  998  f.)  angeführten  Fällen  der  Strömung 
gegen  eine  feste  Wand  (Kirchhoff)  oder  gegen  einen  Keil  (Bobyleff) 
ableiten,  wenn  man  sich  umgekehrt  den  festen  Körper  bewegt,  die  Flüssigkeit 
ruhend  vorstellt  (s.  w.  u.  Umkehrmethode). 


1  H.  Lamb,  Einl.  in  die  Hydrodjmamik,  deutsch  von  Reiff,  p.  132  u.  ff. 
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B)  Wenn  sich  der  Zylinder  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  um 
seine  Achse  dreht,  so  hat  man  irgend  einen  erlaubten  Wert  von  t|;  zu  wählen, 
diesen  in  die  Gleichung 

(9)  t(;  =  —  J-  w  (:c'  +  y^  +  const 

einzufahren  und  hierdurch  die  Natur  und  die  Konstanten  des  Problems  zu  be- 
stimmen. £s  sei  bemerkt,  daß  dieses  Problem  in  analytischer  Hinsicht  analog 
ist  dem  St.  Venant  sehen  Problem  der  Torsion  von  Zylindern  mit  nicht  kreis- 
förmigem Querschnitt  (p.  659).     Interessante  Fälle: 

1.  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  einem  rotierenden,  elliptisch 
zylindrischen  Gefäß.     Wählt  man 

(10)  t(;  =  ^r»cos2^  = -4(;«:*— y)      , 

so  ergibt  sich,  wenn  a  und  b  die  Halbachsen  des  Gefiäßes  sind: 
ö*  —  **     ,        ^  fl*  —  ^* 

Die  Flüssigkeit  ihrerseits  übt  auf  den  Zylinder  eine  Rückwirkung  aus,  und 
zwar  rotiert  letzterer  so,  als  ob  die  Flüssigkeit  ersetzt  wäre  durch  einen  festen 
Körper,  dessen  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Rotationsachse 

ist  [M  Masse  der  Flüssigkeit,  bezogen  ebenso  wie  das  Trägheitsmoment  auf  die 
Längeneinheit  derselben). 

2.  Rotierender  elliptischer  Zylinder  in  einer  Flüssigkeit.  Wählt 
man  wieder  die  Werte  wie  im  Falle  A,  2,  so  erhält  man  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  in  der  ein  elliptischer  Zylinder  (Halbachsen  a  und  b)  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit CO  um  seine  Achse  rotiert;  und  zwar  ergibt  sich 

(13)  t|;=  Jo)(a  + ^)26-2^cos2|     ,         9  «  -  ^  w(ä  +  ^)2e-2«7  sin2  £     . 

Die  Kurven  verlaufen  ähnlich  wie  die  in  Figur  366  dargestellten. 

3.  Rotierendes  dreikantiges  Prisma  in  einer  Flüssigkeit.   Wählt  man 

(14)  '^^  Ar^cos^^^  A[x^  —  ^xy^      , 
so  wird 

(15)  ^  = -^ r*  cos  3 -9-     ,  9=s  — r^smS-^     , 

und  die  hierdurch  dargestellte  Bewegung  nimmt  eme  Flüssigkeit  an,  in  der  ein 
gleichseitig  dreikantiges  Prisma  von  der  Seitenlänge  2  Y^a  um  seine  Achse  rotiert 
Dreidimensionale  Bewegung.  Potential-  oder  ümkehrmethode.  Die 
Bewegung  einer  Flüssigkeit,  in  der  ein  fester  Körper  ruht,  kann  man  ableiten, 
indem  man  erwägt,  daß  das  Geschwindigkeitspotentional  q>  dieselbe  Gleichung 
Jfp  =  0,  und  zwar  in  demselben  Räume  erfüllt,  wie  das  Massenpotential  dieses 
festen  Körpers,  nämlich  in  dem  ganzen  Räume  außerhalb  des  letzteren,  d.  h.  in 
der  ganzen  Flüssigkeit.  Beschränkt  man  sich  daher  auf  stationäre  Bewegungen, 
so  daß  9  von  /  unabhängig  wird  und  durch  die  obige  Gleichung  (nebst  den  Grenz- 
bedingungen) allein  bestimmt  ist,  so  erhält  man  durch  Wahl  irgend  eines  Massen- 
potentials zugleich  ein  Geschwindigkeitspotential.  Die  durch  dasselbe  charak- 
terisierte Flüssigkeitsbewegung  ist  jedoch  meist  von  geringem  physikalischem  Interesse, 
imd  zwar  hauptsächlich  aus  dem  Grunde,  weil  in  Anbetracht  des  Nullwerdens 
des  Massenpotentials  im  Unendlichen,  die  Flüssigkeit  dort  als  ruhend  gedacht 
werden  muß,  während  doch  in  Wirklichkeit  die  Flüssigkeit  von  gewissen  Stellen 
herströmt  und  nach  anderen  Stellen  abfließt     Man  gelangt  somit  notwendig  zu 
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der  Vorstellung,  dafi  der  Raum,  dessen  Massenpotential  man  benutzt  hat,  es  ist, 
aus  dem  die  Flüssigkeit  hervorquillt,  bezw.  in  dem  sie  verschwindet  Ebenso 
verhält  es  sich,  wenn  man,  was  im  übrigen  offenbar  erlaubt  ist,  nicht  ein  Massen- 
potential selbst,  sondern  einen  seiner  Differentialquotienten  zum  Geschwindigkeits- 
potential wählt.  Immerhin  ist  eine  diese  Probleme  behandelnde  Theorie,  die 
insbesondere  von  englischen  Physikern  ausgebildet  und  von  Voigt  ^  sehr  über- 
sichtlich dargestellt  ist,  die  Theorie  der  Quellen  und  Senken  (vgl.  o.  p.  959), 
interesssant  genug,  um  hier  wenigstens  angedeutet  2u  werden.  Wählt  man  nämlich 
für  q>  das  Potential  einer  beliebigen  Anzahl  von  Massenpunkten,  also  den  Ausdruck 


(.6)  ^  =  -2^ 


so  muß  man,  da  für  diese  Massenpunkte  selbst  9  =  oo  wird,  was  physikalisch 
nicht  zulässig  ist,  das  Gebiet  der  zu  betrachtenden  Flüssigkeit  dadurch  begrenzen, 
daß  man  alle  diese  Punkte  oder,  genauer,  kleine  Kugeln  um  sie  als  Mittelpunkte, 
ausschließt.  Diese  Räume  spielen  für  die  Betrachtung  nur  insofern  eine  Rolle, 
als  man  sich  aus  ihnen  Flüssigkeit  in  den  der  Betrachtung  unterworfenen  Raum 
einströmend  oder  aus  letzterem  in  erstere  ausströmend  zu  denken  hat.  Die  Punkte 
der  ersteren  Art  heißen  Quellen,  die  der  letzteren  Art  Senken,  das  während 
der  Zeiteinheit  gelieferte  Flüssigkeitsvolumen  die  Ergiebigkeit.  Besonders 
wichtig  ist  der  Fall,  daß  zwei  Quellpunkte  von  entgegengesetzt  gleicher  Ergiebig- 
keit einander  unendlich  nahe  liegen;  sie  heißen  dann  ein  Quell  paar  und  ihr 
Abstand  ihre  Achse.  In  diesem  Falle  erhält  man  nämlich  als  Geschwindigkeits- 
potential den  Diflferentialquotienten  des  Massenpotentials  einer  Quelle  nach  der 
Achse  des  Quellpaares;  und  ebenso  lassen  sich  die  höheren  Differentialquotienten 
durch  kompliziertere  Verbindungen  von  Quellen  und  Senken  verwirklichen.  End- 
lich ist  noch  der  Fall  eines  Quellpaares  zu  nennen,  dessen  Achse  nicht  unendlich 
kurz,  sondern  im  Gegenteil  unendlich  lang  ist. 

Zu  physikalisch  wichtigeren  Fällen  gelangt    man,   wenn  man,    unter   V  ein 
Massenpotential  verstanden, 

dV 
(17)  y=.j|/___^ 

wählt,  mit  der  Grenzbedingung 

für  die  Oberfläche  des  festen  Körpers.  In  der  Unendlichkeit  [z  =  00)  wird  hier 
nämlich 

(■')      t-"  •   f-»  ■   5--'  ■■ 

man  hat  also  die  Erscheinung  eines  Flüssigkeitsstromes,  dessen  ur- 
sprünglich der  Einheit  gleiche  und  geradlinige  Geschwindigkeit  da- 
durch modifiziert  wird,  daß  sich  ihm  ein  ruhender  fester  Körper  in 
den  Weg  stellt  Nimmt  man  nun  statt  dessen  an,  die  Flüssigkeit  ruhe  in  der 
Unendlichkeit,  dafür  aber  bewege  sich  der  feste  Körper  mit  der  Geschwindig- 
keit eins  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  bleibt  die  relative  Bewegung  dieselbe, 
und  man  erhält  somit  die  Erscheinung  der  Bewegung,  die  in  einer  ur- 
sprünglich ruhenden  Flüssigkeit  dadurch  hervorgerufen  wird,  daß  ein 
fester  Körper  sich  geradlinig  und  gleichförmig  durch  sie  hindurch- 
bewegt. 


^  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik.     Leipzig  1889.  p.  348. 
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Zerlegungsmethode.  KinematiBcher  Teil  der  Aufgabe.  Die  Umkehr- 
methode ist  offenbar  nur  anwendbar,  wenn  es  sich  um  geradlinige  gleichförmige 
Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten  handelt  Ist  diese  Bewegung  dagegen 
allgemeinen  Charakters,  so  muß  man  direkt  zu  Werke  gehen,  also  von  den 
Gleichungen  ausgehen,  welche  für  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  gelten 
(p.  346  u.  f.).  Diese  Gleichungen  beruhen  auf  den  Beziehungen  zwischen  einem 
im  Räume  und  einem  im  Körper  festen  Koordinatensystem  und  führen  zu  dem 
Ergebnis,  daß  man  jede  kleine  Verrückung  des  Körpers  zerlegen  kann  in  sechs 
Komponenten,  nämlich  in  drei  Komponenten  der  Verschiebung  und  in  drei 
Komponenten  der  Drehung.  Wendet  man  dies  auf  die  Geschwindigkeiten  an, 
nennt  die  Komponenten  der  Verschiebungsgeschwindigkeit  uvw,  die  der  Drehungs- 
geschwindigkeit pqr  und  (umgekehrt  wie  dort)  xyz  die  im  Räume,  Ji??  die  im 
Körper  festen  Koordinaten,  so  erhält  man 


{20) 


~dr 

dy 


=  «  +  (^  —  ^)  3  —  b  -  *) ' 


'W->r{y  —  b)p  —  [x^d)q 


Daher  wird  die  Oberflächenbedingung,  wonach  die  Normalkomponente  der 
Geschwindigkeit  hier  für  die  Flüssigkeit  und  den  festen  Körper  dieselbe  sein  muß: 


(21) 


\u  '\-  [z  —  ^q  —  [y  —  b)r\  cos [n  Jt:) 

]  +  ^  +  (^  —  ö)r  -  (2  —  c)p\  QO%[ny) 

l  +  [o'  +  (jF  —  ^)/>  —  (^  —  ö)  3]  cos(«  z) 

Nun  setze  man  nach  Kirchhoff 


zerlege  es  also  ebenfalls  in  sechs  Teilpotentiale,  bestimme  diese  gemäß  der  gemein- 
samen Gleichung  A'^  =  0  und  gemäß  den  Oberflächenbedingungen 


(23) 


-— !-  =  COS  [n  x) 


^  ^  cos  [ny) 


1.  — 


cos  («  z) 


^-^ 


ö)  cos  {n  z)  —  [z  -^  c)  cos  {ny)  u.  s.  w. 


und  setze  endlich  noch  fest,  daß  9  stetig,  im  Unendlichen  mit  seinen  Differential- 
quotienten null  und  überall  eindeutig  sei;  der  hierdurch  ausgeschlossene  Fall, 
daß  die  Flüssigkeit  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  bildet,  wird  später 
betrachtet  werden.  Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  infolge  der  gegebenen  Be- 
wegung des  festen  Körpers  («,  z/,  w,  />,  ^,  r  gegebene  Funktionen  von  /)  ist  dann 
vollständig  bestimmt. 

BynamiBcher  Teil  der  Aufgabe.  Die  bisherigen  Betrachtungen  über  die 
Anwendung  der  Zerlegungsmethode  erledigen  nur  den  einen  Teil  des  Problems, 
den  man  als  den  kinematischen  bezeichnen  kann.  Es  wird  nämlich  aus  der 
als  gegeben  betrachteten  Bewegung  des  festen  Körpers  die  dadurch  hervorgerufene 
Bewegung  der  Flüssigkeit  berechnet.  Man  hat  nun  noch  den  dynamischen  Teil 
der  Aufgabe  hinzuzufügen,  d.  h.  zu  untersuchen,  welche  Bewegung  die  festen 
Körper  und  die  Flüssigkeit  ausführen,  wenn  gewisse  gegebene  Kräfte  wirken. 

Um  das  Problem  allgemein  zu  behandeln,  könnte  man  in  die  Formeln  für 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  die  auf  die  Oberfläche  desselben  wirkenden 
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Drucke,  berechnet  in  der  obigen  Weise,  einsetzen.  Thomson  und  Tait^  und 
in  allgemeinerer  und  etwas  abweichender  Weise  Kirchhoff  *  haben  aber  gezeigt, 
daß  man  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziele  gelangt,  wenn  man  von  dem  Hamilton- 
schen  Prinzip  (p.  941)  ausgeht.  In  diesem  Prinzip  ist  von  der  kinetischen 
Energie  17  und  von  der  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  F  die  Rede,  und  jede  dieser 
beiden  Größen  zerfällt  hier  in  den  auf  den  starren  Körper  und  in  den  auf  die 
Flüssigkeit  bezüglichen  Teil,  so  daß  das  Prinzip  die  Form 

annimmt.  Für  den  festen  Körper  ist  C^eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades 
von  tt,  V,  Wy  py  g,  r,  deren  Koeffizienten  sich  durch  die  Gestalt  und  Massenver- 
teilung des  Körpers  bestimmen.  Für  die  Flüssigkeit  ist  die  kinetische  Energie 
(ds  ein  Oberflächenelement  des  Körpers,  n  dessen  Normale  nach  innen): 

also  ebenfalls  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von  «,  v,  w,  p,  q^  r.  Von 
den  Kräften  soll  angenommen  werden,  daß  sie  ein  einwertiges  Potential  haben. 
Aus  den  Eigenschaften  des  Potentials  folgt  dann  (s.  Artikel  „Potentialtheorie"), 
daß,  wenn  überall  Flüssigkeit  sich  befände,  die  Arbeit  gleich  null  wäre;  die  Arbeit 
der  auf  die  wirklich  vorhandene  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  ist  daher  entgegen- 
gesetzt gleich  der  Arbeit  der  Kräfte,  die  auf  die  vom  festen  Körper  ver- 
drängte Flüssigkeit  wirken  würde.  Das  Ergebnis  lautet  also:  Auf  die  Bewegung 
des  Körpers  in  der  Flüssigkeit  dürfen  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  im 
leeren  Räume  (p.  346)  mit  zwei  Modifikationen  angewandt  werden;  es  muß 
nämlich  erstens  ü  andere  Koeffizienten  erhalten,  und  zweitens  müssen  die  auf 
den  Körper  wirkenden  Kräfte  vermindert  werden  um  die  Kräfte,  die  auf  die  von 
ihm  verdrängte  Flüssigkeit  wirken  würden. 

Wirken  keine  Kräfte  (was  z.  B.  auch  angenommen  werden  darf,  wenn  nur 
die  Schwere  wirkt,  der  feste  Körper  aber  dieselbe  Dichte  wie  die  Flüssigkeit  hat), 
so  vereinfachen  sich  die  allgemeinen  Gleichungen  durch  Fortfallen  der  letzten 
Glieder,  man  kann  leicht  neun  Integrale  finden;  und  hat  man  «,  v^  w,  /,  ^,  r 
als  Funktionen  von  /  bestimmt,  so  erfordert  die  vollständige  Lösung  des  Pro- 
blems, d.  h.  die  Bestimmung  der  zwölf  Größen  a/3y  nur  noch  die  Ausführung 
von  Quadraturen. 

Auf  dieser  Grundlage  ist  nun  die  Theorie  von  neueren  Mathematikern,  wenn 
auch  nicht  allgemein,  doch  unter  relativ  allgemeinen  Voraussetzungen  durch- 
geführt bezw.  gelöst  worden.  Die  Rechnung  geht  der  in  der  allgemeinen  Dy- 
namik (p.  346  ff.)  wiedergegebenen  ganz  parallel,  ist  aber  hier  naturgemäß  noch 
verwickelter,  so  daß  auf  die  Wiedergabe  der  Formeln  verzichtet  werden  und  eine 
allgemeine  Andeutung  genügen  muß;  das  Nähere  findet  man  in  den  Original- 
abhandlungen von  Clebsch,  H.  Weber  u.  A.  sowie-  in  den  zusammenfassenden 
Darstellungen  von  Love,  H.  Weber  und  W.  Wien. 

Zunächst  ergibt  sich,  wie  schon  Kirchhoff  gezeigt  hat,  durch  Nullsetzen 
der  Drehungsgeschwindigkeiten  ein  partikuläres  Integral: 

f     ^  c  A  A  bU     bU     bU 

bu       bv       biv 


1  Thomson  u.  Tait,  Nat.  Phil.  I867.  p.  264;  Handbuch  der  theoretischen  Physik  1.  293. 
Grundlegende  Abhandlungen  von  W.  Thomson  sind  ferner:  Proc.  Roy.  Soc.  Edinb.  7.  384, 
668.  1872.  —  2  g.  Kirchhoff,  Grelles  Journ.  71.  237.  1869;  Ges.  Abh.,  p.  376. 
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Hierin  liegt  der  wichtige  Satz:  In  jedem  festen  Körper  läßt  sich  ein 
dreiachsiges  Ellipsoid  konstruieren,  dessen  Achsen  die  ausgezeich- 
nete Eigenschaft  haben,  daß  in  ihren  Richtungen  der  Körper  ohne 
Drehung  durch  die  Flüssigkeit  fortschreiten  kann;  und  zwar  sind  das  die 
einzigen  Richtungen  von  dieser  Eigenschaft.  Das  betreffende  Ellipsoid  hat  die 
Gleichung: 

(26)  U  =  const 

Im  allgemeinen  Falle,  wo  «,  v^  w,  p^  q,  r  von  null  verschieden  sind,  kann 
man  den  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  und  damit  die  Bewegungsgleichungen 
wesentlich  vereinfachen,  wenn  man  das  Koordinatensystem  und  namentlich  seinen 
Anfangspunkt  im  Körper  geeignet  wählt,  und  wenn  man  ferner  an  Stelle  bezw. 
neben  den  sechs  Geschwindigkeitsgrößen  die  entsprechenden  Bewegungsmomente 
u,  t),  tt),  p,  q,  r  einführt,  die  mit  jenen  als  Differentialquotienten  der  kinetischen 
Energie  nach  ihnen  (u  =  bU\bü)  verknüpft  sind.  Eine  weitere  Vereinfachung 
tritt  ein,  wenn  keine  Kräfte  wirken,  was  z.  B.  auch  dann  der  Fall  ist,  wenn  zwar 
die  Schwerkraft  wirkt,  die  Flüssigkeit  und  der  feste  Körper  aber  dasselbe 
spezifische  Gewicht  haben;  es  fallen  dann  die  betreffenden  Glieder  weg,  und  man 
erhält  die  Grundgleichungen: 


(27) 


Diese  Gleichungen  bilden  mit  den  Definitionsgleichungen  zusammen  ein 
System  von  zwölf  Gleichungen,  es  müssen  also  zwölf  Integrale  existieren.  Statt 
dessen  kann  man  auch  die  Gleichungen  für  die  Euler  sehen  Winkel  aufstellen, 
deren  es  zwar  achtzehn,  aber  mit  sechs  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln,  gibt, 
die  also  ebenfalls  zwölf  Integrale  haben.     Von  diesen  sind  drei,  nämlich 

(28)  ^/=C\      ,        u2  +  t)>+m2=C,     ;        pu  +  qö  +  rro  =  C3     , 

ohne  weiteres  hinzuschreiben.  Sechs  neue  erhält  man  als  Ausdruck  des  Schwer- 
punktssatzes, speziell  hier,  wo  keine  Kräfte  wirken,  als  Ausdruck  des  Satzes  von  der 
Erhaltung  des  Schwerpunkts;  d.  h.  die  Komponenten  der  BeweguDgsmomente 
nach  dem  im  Räume  festen  Koordinatensystem  dürfen  nicht  von  der  Zeit  ab- 
hängen. Damit  sind  zugleich  die  Eüler  sehen  Winkel  als  Funktionen  der  Zeit 
bestimmt.  Von  den  noch  übrigen  drei  Integralen  genügt  es,  wie  Clebsch  gezeigt 
hat,  noch  eines  zu  kennen,  um  das  ganze  Problem  auf  Quadraturen  zurückgeführt 
zu  haben.  Am  einfachsten  wird  die  Rechnung,  wenn  dieses  zehnte  Integral  oder, 
wie  man  es  meist  (unter  Zurückstellung  der  sechs  Schwerpunktsintegrale)  nennt, 
dieses  vierte  Integral  ebenfalls  eine  homogene  quadratische  Funktion  von 
«,  Vy  w,  p,  gj  r  ist  und  hier  wieder  am  einfachsten,  wenn  nur  die  sechs  Quadrate 
in  der  lebendigen  Kraft  vorkommen: 

(29)  U^  A^  «2  +  ^^^3  ^  A^  ^2  +  ^^^3  ^  B^q^  +  B^r^ 

und  wenn  außerdem  zwischen  den  betreffenden  sechs  Koeffizienten  die  Beziehung 

besteht.  An  diesen,  von  Clebsch  behandelten  Fall  knüpft  H.  Weber  seiner- 
seits an,  und  es  ist  ihm  gelungen,  für  den  Fall,  daß  von  den  obigen  Konstanten 
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eine,  nämlich  C,,  null  ist,  sämtliche,  die  Lage  des  Körpers  bestimmende  Größen 
durch  Thetafunktionen  zweier  Variabler  darzustellen,  deren  Argumente  lineare 
Funktionen  der  Zeit  sind. 

Die  Größen  u,  \),  tu,  p,  q,  r  lassen  sich  auffassen  als  die  Komponenten 
eines  Impulses,  durch  dessen  plötzliches  Angreifen  am  Körper  die  gegenwärtige 
Bewegung  des  Systems  aus  der  Ruhe  hervorgegangen  gedacht  werden  kann; 
und  zwar  ist  jener  Impuls  vom  Charakter  eines  Bohrs  oder  Renks  (p.  264^ 
d.  h.  aus  Kraftimpuls  und  Kräftepaarimpuls  zusammengesetzt.  Die  Theoiie  dieser 
Vorstellung  ist  zuerst  von  Sir  W.  Thomson  in  seiner  Vortexmotion  gegeben 
worden,  auf  das  Problem  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  in  einer  Flüssig- 
keit scheint  sie  zuerst  Lamb  in  seiner  Hj^rodynamik  angewandt  zu  haben;  man 
vergleiche  auch  die  ganz  entsprechende  Klein -Sommerfeld  sehe  Kreiseltheorie 
(p.  421).  Die  Lösung  von  H.  Weber  bezieht  sich  nun  offenbar  auf  den  Fall, 
daß  der  Impuls  von  reinem  Kraftcharakter,  ohne  Kräftepaar,  ist  Kötter  geht 
nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  über,  wo  auch  ein  impulsives  Moment  vorhanden 
ist,  und  zeigt,  daß  sich  alsdann  jene  Komponenten  durch  eine  besondere  Art 
von  Thetafunktionen  dreier  Argumente  darstellen  lassen,  von  denen  eines  kon- 
stant ist,  die  beiden  anderen  lineare  Funktionen  der  Zeit  sind  —  Thetafunktionen, 
die  sich  in  einfach  unendliche  Thetareihen  des  konstanten  und  in  zweifach  unend- 
liche Thetiureihen  der  variablen  Elemente  zerlegen  lassen;  damit  ist  aber  auch 
dieses  allgemeinere  Problem  gelöst.  Da  sich  auf  dem  direkten  Wege  keine  über- 
sichtlichen Formeln  ergeben,  hat  Kötter  die  Methode  benutzt,  den  allgemeinen 
Fall  durch  eine  gewisse  Substitution  aus  dem  speziellen  abzuleiten. 

Auch  der  entgegengesetzte  Fall,  wo  u,  v,  w  null  sind  und  nur  die  Drehungs- 
komponenten existieren,  läßt  sich  vollständig  lösen;  man  vergleiche  hierzu  das 
Lehrbuch  von  Lamb,  eine  Abhandlung  von  Craig  und  eine  solche  von  Love. 
Lamb  stellte  fest,  daß  sich  in  diesem  Falle  der  Körper  auf  drei  zueinander  senk- 
rechten Schraubenlinien  bewegen  kann,  die  sich  im  allgemeinen  nicht  schneiden, 
sondern  längs  dreier  Kanten  eines  Parallelepipedons  liegen;  er  wies  die  Integrier- 
barkeit  der  Gleichungen,  und  zwar  auch  für  nichtstationäre  Bewegung,  nach  und 
gab  hierfür  eine  geometrische  Darstellung.  Die  wirkliche  Integration  hat  Love 
unternommen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Orientierung  des  Körpers 
werden  als  Fimktionen  der  Zeit  ausgedrückt,  jede  Komponente  der  ersteren  ist 
eine  doppelt  periodische  Funktion  zweiter  Gattung  von  einer  der  Zeit  propor- 
tionalen Größe  mit  bestimmten  Konstanten.  Die  von  dem  Körper  nach  einer 
der  festen  Achsen  zurückgelegte  Strecke,  die  Achse  des  impulsiven  Kräftepaares 
wird  in  ähnlicher  Weise  ausgedrückt,  die  nach  den  beiden  anderen  zurückgelegten 
Strecken  werden  auf  Quadraturen  zurückgeführt. 

In  neuerer  Zeit  haben  sich  noch  zahlreiche  Mathematiker  mit  dem  Problem 
befaßt,  unter  ihnen  sind  Minkowski,  Halphen,  Liouville,  Stecklow,  Olsson, 
Trevisan,  Lorentz  und  Evers,  hervorzuheben.  Liouville  wendet  dabei  ein 
eigenartiges  Verfahren,  betreffend  quadratische  Formen  an,  zeigt,  daß  die  von 
Clebsch  aufgestellten  hinreichenden  Bedingungen  für  sein  Integral  auch  die  not- 
wendigen sind,  und  leitet  dann  ein  allgemeineres  Integral,  das  dasjenige  von 
Clebsch  mit  umfaßt,  ab;  es  ist  ein  ganzes,  unzerlegbares  Polynom  und  nicht 
höher  als  vom  sechsten  Grade;  zum  Schlüsse  werden  noch  allgemeinere  Be- 
dingungen aufgestellt,  für  die  sich  aber  die  Rechnung  als  undurchführbar  erweist.  — 
In  ähnlicher  Weise  gehen  auch  Liapünow  und  Steklow  vor;  sie  stellen  die 
Bedingungen  —  und  zwar  von  den  Liouville  sehen  verschiedene  —  auf,  unter 
denen  ein  viertes  Integral  existiert,  und  diese  enthalten  einen  Spezialfall,  in  dem 
noch  ein  fünftes  vorhanden  ist.  —  Trevisan  weist  u.  a.  nach,  daß  die  kinetische 
Energie  die  Kirchhoff  sehe  Form  immer  dann  annimmt,  wenn  in  dem  Körper 
Symmetrie  der  Form  und  Dichte  in  bezug  auf  zwei  zueinander  nicht  orthogonale 
Ebenen  besteht.  —  Olsson  untersucht  die  Frage  nach  den  allgemeinsten  Körper- 
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formen,  die  noch  zur  Integrierbarkeit  durch  Thetafunktionen  führen;  femer  be- 
handelt er  die  Bewegung  parallel  einer  festen  Ebene  sowie  den,  wo  die  Trans- 
lationsresultante während  der  ganzen  Bewegung  in  einer  im  Körper  festen  Ebene 
liegen  bleibt.  —  Neuerdings  kommt  Stecklow  wieder  auf  das  Problem  zurück, 
nimmt  an,  daß  da§  Verhältnis  der  Dichte  der  Flüssigkeit  zur  Masse  des  Körpers 
klein  sei,  und  beweist  —  bei  Abwesenheit  Äußerer  Kräfte  —  die  Existenz  un- 
endlich vieler  periodischer  Lösungen.^ 

Schließlich  ist  auf  eine  Arbeit  von  Chree^  hinzuweisen,  in  der  das  Fallen 
eines  nicht  starren,  sondern  elastischen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  unter  ge- 
wissen Voraussetzungen  untersucht  und  der  Weg  zur  Lösung  angegeben  ist. 


2.  Spezielle  Fälle. 

Anwendung  auf  besondere  Körperformen.  Sie  Kugel.  Die  vorstehend 
skizzierte  Theorie  ist  nun  für  bestimmte  Körperformen  zu  spezialisieren,  soweit 
das  nicht  schon  —  nämlich  für  die  Zylinderformen  —  *  oben  geschehen  ist.  Den 
einfachsten  Fall  dreidimensionaler  Bewegung  bietet  jedenfalls  die  Kugel  dar;  sie 
ist  bereits  von  Poisson,  Stokes  und  Dirichlet  behandelt  worden,  und  es  ist 
neuerdings  wiederholt  auf  sie  zurückgekommen  worden.  Ist  der  Radius  der 
Kugel  Ry  so  ist  ihr  Massenpotential,  die  Dichte  gleich  eins  vorausgesetzt,  im 
Abstand  r  von  ihrem  Mittelpunkte: 

(31)  ^=-3-:7-    ^ 

betrachtet  man  zunächst  die  ruhende  Kugel  im  Strome  der  Flüssigkeit,  so  muß 
die  Gleichung  (i8)  erfüllt  werden  und  zu  diesem  Ende 

gesetzt  werden;  damit  wird  nach   Gleichung  (17)  das  Geschwindigkeitspotential: 

(32)   .  ''=-{&  +  ^]'  • 

Diskutiert  man  diese  Formel  für  die  verschiedenen  Orte  in  der  Flüssigkeit 
und  besonders  für  die  ausgezeichneten  Punkte  der  Kugeloberfläche,  so  erhält  man 
folgendes  Ergebnis:  In  größerer  Entfernung  von  der  Kugel,  stromaufwärts,  strömen 
alle  Flüssigkeitsteilchen  geradlinig  und  parallel,  nämlich  in  der  negativen  -&-Rich- 
tung,  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit  eins.  Im  mittelsten,  axialen  Faden,  d.  h. 
in  demjenigen,  der  auf  den  vordersten  Punkt  der  Kugel  zugeht,  nimmt  die  Ge- 
schwindigkeit  mehr   und    mehr  ab,   je  mehr  das  Teilchen  sich  diesem  Punkte 


1  Thomson  u.  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik  1.  296.  —  G.  Kirchhoff, 
Grelles  Joum.  71.  237.  1870.  —  A.  Clebsch,  Math.  Ann.  3.  238.  1870.  —  H.Weber, 
ibid.  14.  173.  1881.  —  RiEMA NN -Weber  ,  Die  partielle  Differentialgleichung  in  der  malh. 
Phys.  2.  390;  Ges.  Ahh.  376.  —  H.  Lamb,  Einleitung  in  die  Hydrodynamik.  Freib.  1884. 
— 'Th.  Craig,  Am.  Journ.  of  math.  2.  1879.  —  J.  Purser,  Phil.  Mag.  (5)  6.  1878.  — 
C.  Neumann,  Hydrodynamische  Untersuchung.  Leipzig  1883.  —  H.  Minkowski,  Minimal- 
sätze, Zerlegimg  der  kinetischen  Energie  u.  s.  w.  (Berl.  Bcr.  1888.  —  F.  Kötter,  Berl.  Ber. 
1891.  p.  47;  Grelles  Journ.  109.  51.  —  A.  E.  H.  Love,  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  6.  269. 
1889.  —  O.  Olsson,  N.  Acta  Soc.  Upsala  (3)  15.  I.  i.  1892.  —  E.  Trevisan,  Nuov.  Cim. 
(4)  2.  175.  1895.  —  LiAPUNOW,  Comm.  Soc.  math.  Charkow  4.  1893.  —  R.  Liouville. 
C.  R.  123.  874.  1896.  --  W.  Steklow,  C.  R.  123.  1252.  1896;  135.  «;26.  1902;  Ann.  de 
Toulouse  (2)  4.  171.  1902.  —  W.Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  p.  127.  —  H.  A. 
LoRENTZ,  Zitt.  Akad.  Wet.  Amst.  1896/97.  p.  168.  —  E.  J.  EVERS,  Inaug.-Diss.  Leiden  1897. 
—  2  c.  Chree,  Proc.  Roy.  Soc.  68.  235.  1901. 
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nähert,  und  wird  an  ihm  selbst,  wie  es  sein  muß,  null;  es  würde  also  hier,  wenn 
es  sich  bloß  um  einen  einzigen  Flüssigkeitsfaden  und  damit  nur  um  eine  Ab- 
straktion handelte,  Stauung  der  Flüssigkeit  am  vorderen  Kugelpole  eintreten.  In 
den  den  Mittelfaden  umgebenden  Fäden  verwandelt  sich  bei  Annäherung  an  die 
Kugel  die  rein  axiale  Bewegung  in  eine  zuerst  zunehmend,  dann  wieder  ab- 
nehmend schräge,  am  Äquator  der  Kugel  ist  sie  wieder  rein  axial,  ihre  Ge- 
schwindigkeit aber  um  die  Hälfte  größer  als  in  der  Feme.  Für  die  weiter  seit- 
lichen Fäden  findet  eine  ähnliche  Richtungs-  und  Geschwindigkeitsänderung  statt, 
aber  in  geringerem  Maße,  das  Maximum  findet  ebenfalls  in  der  Äquatorebene 
der  Kugel  statt,  erhebt  sich  aber  desto  weniger  über  eins,  je  entfernter  vom 
Kugeläquator  selbst  der  Faden  diese  Ebene  schneidet.  Hinter  dieser  Ebene 
wiederholt  sich  das  beschriebene  Spiel  in  genau  umgekehrter  Folge;  am  hinteren 
Kugelpole  entsteht  fortwährend  ein  axialer  Faden,  die  Äquatorfäden  biegen  nach 
der  Achse  hin  um  u.  s.  w.;  in  großer  Entfernung  von  der  Kugel  ist  die  Richtung 
aller  Fäden  wieder  axial  und  die  Geschwindigkeit  eins. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  von  diesem  Falle  der  im  gleichförmigen  Strome 
ruhenden  Kugel  den  Übergang  zu  machen  zu  einer  in  ursprünglich  ruhender 
Flüssigkeit  geradlinig  und  gleichförmig  fortschreitenden  Kugel  und  die  Bewegung 
anzugeben,  in  die  die  Flüssigkeit  dabei  gerät:  Die  den  Kugelpolen  angelagerten 
beiden  Flüssigkeitsteilchen  erhalten  die  volle  Geschwindigkeit  der  Kugel,  die  daran 
sich  anschließenden  axialen  Teilchen  eine  desto  kleinere,  je  weiter  sie  von  den 
Kugelpolen  abstehen;  die  den  Äquator  benetzenden  Teilchen  fließen  mit  der 
halben  Kugelgeschwindigkeit  rückwärts,  die  seitlich  weiter  abstehenden  ebenfalls 
rückwärts,  aber  nicht  so  stark;  in  großer  axialer  oder  seitlicher  Entfernung  von 
der  Kugel  bleibt  alles  nach  wie  vor  merklich  in  Ruhe. 

Soweit  die  geradlinig-gleichförmige  Bewegung.  Für  jede  andere  muß 
man  die  Zerlegungsmethode  anwenden.  Bei  der  Kugel  aber  bleiben  offenbar 
Drehungen  ohne  Einfluß,  weil  sie  an  der  Konfiguration  des  von  der  Kugel  ein- 
genommenen Raumes  nichts  ändern;  es  ist  daher  auch  gleichgültig,  ob  man  die 
im  Räume  festen  Koordinaten  x,  y^  z  oder  die  im  Körper  festen  |,  %  f  benutzt; 
tut  man  das  letztere  und  setzt 

|»  +  ,,«  +  J»=r«      , 
so  erhält  man  das  Geschwindigkeitspotential  in  der  Form: 


(33)  ^  ^^  "2" 


'.1  .1  .1^ 

b—  d—  d- 


Dieser  Wert  ist,  wenn  von  äußeren   Kräften  zunächst  abgesehen   wird,   in 
die  Formel 

'»'  — l[(£)'-(t)'-(S)'J-.^H-co« 

für  den  Druck  einzusetzen,  den  die  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  der  Kugel 
ausübt;  und  das  ist  alsdann  über  die  ganze  Kugeloberfläche  zu  integrieren. 
Dabei  heben  sich  wegen  der  Symmetrie  der  Kugel  gegen  die  Äquatorebene  die 
von  dem  ersten  Gliede  herrührenden  Glieder  paarweise  weg,  da  dieser  Ausdruck 
das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  darstellt;  der  Rest  ergibt  zunächst: 

(  0  —  o —  o  — 

/_-,  Q   ^A  du        r         dv        r         dw        r 

(35  p^^R^x  — 1 j 

^  ^        2.        \dt      bl    ^  dt     byi    ^    dt      bl 

Diese. Formel  liefert,    in  Worte  gefaßt,    das   merkwürdige,    von   Dirichlet 
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gefundene  Resultat,  dafi  die  Einwirkung  der  Flüssigkeit  auf  die  Bewegung  der 
Kugel  eine  homogene  lineare  Funktion  der  Beschleunigungskomponenten  dieser 
Bew^;ung  ist  und  folglich  mit  ihnen  null  wird.  Bewegt  sich  also  eine  Kugel 
mit  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  ohne  Einwirkung  von  Kräften  in  einer  un- 
endlichen, in  großer  Feme  ruhenden,  idealen,  nicht  wirbelnden  Flüssigkeit,  so 
behält  sie  diese  Geschwindigkeit  der  Größe  und  Richtung  nach  bei,  gerade  als 
ob  die  Flüssigkeit  nicht  vorhanden  wäre.  Das  in  diesem  Satze  liegende  Paradoxe 
verschwindet,  wenn  man  bedenkt,  daß  erstens  eine  wirkliche  Flüssigkeit  innere 
und  äußere  Reibung  besitzt,  und  daß  zweitens  bei  der  Bewegung  m^licherweise 
Unstetigkeitsflächen  (ähnlich  wie  bei  Strahlen)  entstehen,  während  im  obigen 
natürlich  Kontinuität  vorausgesetzt  ist  Es  wird  hiervon  noch  später  die  Rede  sein. 
Führt  man  jetzt  die  angedeutete  Integration  aus,  indem  man  die  ^* Achse 
in  die  Richtung  der  augenblicklichen  Beschleunigung  legt,  so  erhält  man: 

(36)  />=__/?»,_  . 

in  Worten:  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  gegen  die  beschleunigte 
Bewegung  der  Kugel  ist  gleich  dem  Produkt  dieser  Beschleunigung 
in  die  Hälfte  der  von  der  Kugel  verdrängten  Flüssigkeitsmasse.  Für 
den  Zylinder  hatte  sich  oben  ein  ähnlicher  Satz  [Gleichung  (5)]  ergeben,  es  kam 
aber  dort  die  ganze,  hier  dagegen  kommt  nur  die  halbe  verdrängte  Fiüssigkeits- 
masse  in  Betracht.  Man  kann  das  auch  so  ausdrücken,  daß  man  sagt:  durch  die 
Flüssigkeit  erscheint  die  Masse  des  festen  Körpers  vergrößert,  bei  Zylinder  und 
Kugel  (und  nur  bei  diesen)  ist  das  aber  auch  der  einzige  Effekt;  der  Wert  der 
kinetischen  Energie  bleibt  ungeändert  der  gleiche  wie  im  leeren  Räume. 

Führt  man  jetzt  die  auf  den  Kugelmittelpunkt  wirkende  Kraft  K  ein,  die 
im  leeren  Räume  eine  bestimmte  Beschleunigung  erzeugen  würde,  und  nennt 
man  M  die  Masse  der  Kugel,  m  die  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit,  so  muß 
man,  um  ihr  in  der  Flüssigkeit  dieselbe  Beschleunigung  zu  erteilen,  auf  den 
Mittelpunkt  die  Kraft 

(37)  ^'  =  ^-iö- 

wirken  lassen;  oder  umgekehrt:  Unter  dem  Einfluß  einer  gegebenen  Kraft  bewegt 
sich  eine  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  nur  mit  derjenigen  Beschleunigung,  die  sie 
unter  Wirkung  derselben  Kraft  im  leeren  Räume  annehmen  würde,  wenn  ihre 
Masse  um  die  halbe  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  vergrößert  würde;  sie 
bewegt  sich  so,  als  ob  sie  diese  flüssige  Masse  mitschleppen  müßte.  Ist  die  ge- 
dachte Kraft  die  Schwere  und  zieht  man  auch  noch  deren  statische  Wirkung 
in  Betracht,  so  muß  man  noch  den  Auftrieb  (p.  406)  berücksichtigen.  Die  Be- 
schleunigung ist  also  nicht  g,  sondern 

,          AT—  m 
g  =-g , 

wo  man  M  und  m  auch  als  Dichten  auffassen  kann.  Also  speziell  für  Wasser, 
wenn  d  die  Dichte  des  festen  Körpers  ist: 

(38)  ^'""^7^-^     ' 

je  nachdem  also  ^>1,  ^=1,  ^<1  ist,  fällt  die  Kugel  beschleunigt,  gleich- 
förmig oder  verzögert  durch  das  Wasser  hinab. 
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Auf  einem  eigenartigen  Wege  hat  Riecke  das  Kugelproblem  behandelt, 
nämlich  mit  Benutzung  der  Lehre  von  den  Quellen  und  Senken.  Betrachtet 
man  zunächst  den  Fall  einer  einfachen  Quelle,  die  auf  dem  negativen  Zweige 
der  jf-Achse  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  so  hat  man,  wenn  q  die  Entfernung 
eines  Punktes  von  der  a;- Achse  ist,  für  das  Geschwindigkeitspotential  und  die 
Stromfunktion  (p.  952)  die  Ausdrticke: 

(39)  (p:=cx      ,  'P'^^Q^      • 

Betrachtet  man  zweitens  den  Fall  eines  auf  der  a:- Achse,  im  endlichen 
liegenden  Quellpaares  (Quelle  und  Senke  von  gleicher  Stärke)  und  bezeichnet  man 
mit  r  die  Entfernung  eines  Punktes  von  ihm,  so  hat  man 

(40)  9=2a^.-^      ,  ^  =  ^ae-^      ; 

2  a  ist  der  Abstand  zwischen  Quelle  und  Senke,  e  die  Ergiebigkeit  der  Quelle, 
das  Produkt  2ae,  das  Moment  des  Paares,  soll  endlich  sein.  Kombiniert  man 
nun  beide  Fälle,  so  daß  man  die  Ausdrücke 

(41)  ■  ,p=l^e+2ae-l-^x      ,  ,,,  =  |-i  _  ^j  p« 

erhält,  so  erhält  man  als  Stromlinie  if;  =  0  einen  Kreis  um  den  Doppelpunkt  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Radius 

3 


..^/i 


ae 


und  durch  Rotation  dieses  Kreises  um  die  .r- Achse  eine  entsprechende  Kugel; 
außerdem  gehören  zu  der  gedachten  Stromlinie  noch  die  beiden  Zweige  der 
A:-Achse.  Da  nun  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  außerhalb  jener  Kugel  ganz 
unabhängig  von  der  innerhalb  ist,  kann  man  die  Kugel  in  eine  wirkliche  Kugel 
aus  festem  Material  verwandeln  und  erhält  so  die  Erscheinung  der  Modifikation, 
die  ein  gerader,  gleichförmiger  Strom  (Geschwindigkeit  c)  durch  eine  feste  Kugel 
erfahrt.  Dabei  ist  es  jetzt  leicht,  ein  mannigfaltiges  Bild  des  Vorgangs  zu  ge- 
winnen, wie  es  Figur  367  in  einem  Hauptschnitt  darstellt.  Die  von  der  ent- 
fernten Quelle  herrührenden  Stromlinien  sind  weggelassen,  da  sie  wegen  q  =  const 
einfach  gerade,  der  :r-Achse  parallele  Linien  sind.  Die  von  dem  Quellpaare  her- 
rührenden Stromlinien  sind  punktiert,  die  wahren,  durch  Superposition  beider 
Fälle  sich  ergebenden  Stromlinien  sind  gestrichelt;  es  sind  die  bereits  früher  be- 
schriebenen. Die  schwach  ausgezogenen  Linien  zeigen  die  Gestalten,  die  ein  zu 
bestimmter  Zeit  .radial  in  der  Äquatorebene  der  Kugel  liegender  Faden  vorher 
und  nachher  aufweist.  Denkt  man  sich  schließlich  noch,  wie  früher,  über  das 
Ganze  eine  Rückwärtsgeschwindigkeit  des  Systems  gleich  c  gelagert,  so  hat  man 
die  fortschreitende  Kugel  im  ursprünglich  ruhenden  Strome,  und  die  stark  aus- 
gezogenen Linien  geben  die  wirklichen  Bahnen  von  Teilchen,  die  zur  gleichen 
Zeit  auf  einem  äquatorialen  Durchmesser  liegen;  wie  man  sieht,  sind  es  im 
wesentlichen  wellenartige,  aber  nicht  ganz  geschlossene  Bahnen,  d.  h.  die  Kugel 
läßt,  außer  ihrer  vorübergehenden  Wirkung,  auch  eine  dauernde  Spur  zurück, 
eine  Spur,  die  freilich  nur  in  großer  Nähe  relativ  beträchtlich  ist,  nach  den 
Seiten  aber  noch  schneller  als  die  vorübergehende  Bahn  an  Bedeutung  abnimmt. 
Bisher  ist  die  Kugel  als  homogen  vorausgesetzt  worden.  Michaelis  und 
KöTTER  haben  indessen  gezeigt,  daß  auch  bei  ungleichförmiger  Massen- 
verteilung ein  dem  Dirichlet  sehen  ähnlicher  Satz  gilt.  Ein  gewisser  aus- 
gezeichneter Punkt  nämlich,  und  zwar  derjenige,  der  die  Verbindungslinie  zwischen 
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Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  nach  dem  Verhältnis  der  mitgeführten  zur  eigenen 
Masse  teilt,  bewegt  sich  nämlich  immer  noch  geradlinig  und  gleichförmig,  während 
alle  anderen  Drehungen  erfahren.^ 


Figur  367. 

Sohwingongen.  In  ähnlicher  Weise  wie  die  fortschreitende  Bewegung  kann 
man  die  Schwingungen  behandeln.  Die  Bewegungsgleichung  lautet,  wenn  K  und  K' 
die  Trägheitsmomente  der  Kugel  —  oder  auch  eines  anders  geformten  Körpers  — 
und  der  mitgeschleppten  Flüssigkeitsmasse,  M  und  M'  die  entsprechenden  Massen 
sind,  r  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  des  Körpers  (bei  nicht  homogenen 
Körpern  des  wegen  des  Auftriebs  korrigierten  Schwerpunkts)  von  der  Achse  und 
9>  der  Winkel  ist: 

(AT  +  Ä")-^^  =  -  (AT  -  il/ Vsin  9      , 
und  die  korrespondierende  Länge  des  einfachen  Pendels  ist: 

wo  speziell  für  die  Kugel  A^=  Mr^  +  \Ma^,  K'  =  \  M'  r'^  zu  setzen  ist;  man 
vgl.  oben  in  den  Artikeln  „Pendel"  und  „Hydrostatik",  sowie  weiter  unten  im 
Artikel  „Aerodynamik". 


^  S.  D.  PoissoN,  M6m.  Acad.  Sciences,  Paris,  11.  521.  1832.  —  G.  G.  Stokes,  Cambr. 
Phil.  Trans.  8.  105.  1843;  Papers  1.  17.  —  P.  G.  L.  Dirichlet,  Berl.  Mon.-Ber.  1852.  p.  12. 
—  E.  RiECKS,  Gott.  Nachr.  1888.  p.  347.  —  Michaelis,  Arch.  N6erl.  3.  163.  1868.  — 
F.  KöTTER,  Verh.  phys.  Ges.  Berl.  1887.  p.  93;  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (4)  6.  157.  1888. 

WiNKBLMANN,  Physik,    a,  Aufl«    I.  ^5 
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Einfluß  der  Aeibung.  Die  skizzierten  Verhältnisse  modifizieren  sich  nicht 
unwesentlich,  wenn  die  innere  Reibung  berücksichtigt  wird,  durch  die  sich  eine 
wirkliche  Flüssigkeit  von  einer  idealen  unterscheidet.  Man  muß  alsdann  von  den 
Reibungsgleichungen  (vgl.  Artikel  „Reibung")  ausgehen,  und  diese  enthalten  ein 
Glied,  das  mit  dem  Reibungskoeffizienten  ri  behaftet  ist  Es  können  deshalb  hier 
nur  einige  Andeutimgen  gegeben  werden,  mit  dem  Bemerken,  daß  das  Problem 
für  die  Kugel  und  den  Zylinder  u.  a.  von  Stokes,  O.  E.  Meyer,  Lamb,  v.  Helm- 
HOLTZ,  Basset  theoretisch  behandelt  worden  ist,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  wichtigsten  Sonderfälle,  also  der  geradlinigen  Bewegung,  der  Pendelschwin- 
gungen und  der  Drehschwingungen.  Was  zunächst  die  geradlinige  Bewegung 
unter  der  Wirkung  einer  konstanten  Kraft  betrifft,  also  z.  B.  das  Herabfallen  einer 
Kugel  in  einer  zähen  Flüssigkeit  unter  Wirkung  der  Schwere  —  oder  auch  den 
senkrechten  Wurf  gegen  die  Schwere  — ,  so  sei  Grundgleichung  und  Lösung  in 
der  Basset  sehen  Form  wiedergegeben.  Es  seien  r  und  O  Polarkoordinaten  von 
leicht  ersichtlicher  Bedeutung,  es  bedeute  D  die  Operation 


ö*         sin  -ö" 


dr 


es  sei  i?  die  Reibungskonstante  und  ip  die  Stromfunktion,  so  lautet  die  Grund- 
gleichung: 

wenn  ferner  q  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  a  die  der  Kugel,  a  deren  Radius  ist 
und  zur  Abkürzung 

{0-  Q)g  ,  9  9 


(42  a) 
(42  b) 


/' 


i  = 


a  +  ^Q      '        "       a^{2a  +  Q)     ' 

t 


X^ifl 


gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  für  Beschleunigung  und  Geschwindigkeit  {vq  deren 
Anfangs  wert)  die  folgenden  Ausdrücke: 


(43) 


1t 


:/e-l<—  t.^;tfi-A 


'^^-^iZ-'id-^^^'^+i^] 


+/>f««»i,/e-2«|l+  ^i/J      , 


Dabei  ist  aber  die  Anfangsgeschwindigkeit  als  klein  genug  vorausgesetzt,  um 
ihr  Quadrat  vernachlässigen  zu  dürfen. 

Die  Diskussion  dieser  Formeln  im  einzelnen  ist  natürlich  sehr  mühselig; 
so  viel  aber  läßt  sich  leicht  einsehen*,  daß  die  Beschleunigung,  wenn  auch  erst 
nach  langer  Zeit,  erlischt,  die  Bewegung  also  gleichförmig  wird,  und  zwar  mit 
der  Geschwindigkeit  //A,  d.  h. 


(44) 
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die  Endgeschwindigkeit  ist  also  mit  dem  Reibungskoeffizienten  umgekehrt  und 
mit  dem  Quadrat  des  Kugelradius  direkt  proportional,  außerdem  direkt  pro- 
portional mit  dem  Dichteüberschuß  der  Kugel  über  die  Flüssigkeit;  ein  Vergleich 
mit  der  Formel  (38)  für  ideale  Flüssigkeit  ist  nicht  möglich,  weil  in  der  jetzigen 
Formel  ty  nicht  null  gesetzt  werden  darf. 

Stokes,  der  diese  Formel  zuerst  abgeleitet  hat,  berechnete  danach  die  Fall- 
geschwindigkeit verschieden  großer  Kugeln  in  verschieden  zähen  Medien;  wieder- 
holt man  diese  Rechnung  mit  den  neueren  Daten,  so  erhält  man  z.  B.  für 
Wasserkügelchen  von  der  Größenordnung  der  in  den  Wolken  vorhandenen  eine 
außerordentlich  kleine  Fallgeschwindigkeit  in  Luft,  wodurch  sich  das  Schweben 
der  Wolken  erklärt.  Auch  auf  die  Erscheinung  des  Setzens  von  Suspensionen 
in  Flüssigkeiten  und  ähnliches  lassen  sich  Anwendungen  machen. 

Endlich  wird  die  zur  Erhaltung  dieser  Geschwindigkeit  erforderliche  Kraft, 
d.  li.  der  von  der  Reibung  herrührende  Widerstand: 

(45)  W=:  ßnria  'V      , 

d.  h.  mit  dem  Reibungskoeffizienten,  der  Lineardimension  des  Körpers  und  der 
Geschwindigkeit  direkt  proportional. 

Bisher  wurde  angenommen,  daß  keine  Gl  ei  tu  ng  an  der  Grenze  der  Flüssig- 
keit mit  dem  festen  Körper  stattfinde,  daß  also  der  Koeffizient  %  der  äußeren 
Reibung  (vgl.  p.  965)  unendlich  groß  sei.  Läßt  man  dagegen  Gleitung  zu,  so 
werden  die  allgemeinen  Formeln  noch  viel  verwickelter,  die  Endformeln  für  Ge- 
schwindigkeit und  Widerstand  aber  erhalten  lediglich  einen  Zusatzfaktor,  sie 
lauten  nämlich  nunmehr: 

(46)  "'=6«'?-;^7t4    '        "'=9-^'' VlT^     ' 

von  X  =  CX)  (keine  Gleitung)  bis  x  =3  0  (volle  Gleitung)  tritt  also  eine  Abnahme 
wie  8  :  2  ein. 

Experimentelle  Untersuchungen  über  das  Fallen  von  Kugeln  durch 
Flüssigkeiten  sind  schon  fiüher  angestellt  worden;  sie  haben  aber  keinen 
wissenschaftlichen  Wert,  weil  die  Bedingungen  nicht  der  Theorie  gemäß  gewählt 
wurden.  Das  ist  erst  bei  einer  neueren  Arbeit  von  Allen  der  Fall.  Hier  wird 
zunächst  festgestellt,  wie  man  Geschwindigkeit  und  Lineardimension  wählen  müsse, 
um  die  Theorie  wenigstens  noch  annähernd  erfüllt  zu  sehen;  es  zeigt  sich,  daß 
das  Produkt  va  klein  sein  muß  gegen  den  kinematischen  Reibungskoeffizienten 
rj'^rilQ;  man  wird  also  diesen  Wert  von  v  als  kritische  Geschwindigkeit,  den 
entsprechenden  Wert  von  a  als  kritischen  Radius  bezeichnen  dürfen,  und  erhält 
für  letzteren 
W?)  3^  9t?«  xA  +  Sri 

wo  der  zweite  Faktor  wegfällt,  wenn  keine  Gleitung  stattfindet;  für  Sand  in 
Wasser  wird  z.  B.  etwa  A  =  0,0085.  Allen  hat  nun  zwei  verschiedene  Methoden 
angewandt,  eine,  bei  der  direkt  die  Strecken  und  die  Zeiten  gemessen  wurden, 
eine  andere,  bei  der  Photogramme  aufgenommen  wurden,  so  daß  man  auch  zu 
größeren  Geschwindigkeiten  aufsteigen  und  doch  in  Ruhe  ausmessen  konnte. 
Für  Paraffinwachskugeln  in  Anilin  ergaben  sich  folgende  Werte 

a  =  0,0346     0,0415     0,0531     0,0658     0,0727     0,0889     0,158 
1^  =  0,467       0,681       1,10         1,36         1,73         2,06         4,0 

der  kritische  Durchmesser  ist  hier  etwa  A  «  0,05.  Für  Stahlkugeln  in  Wasser 
fand  sich: 

ö  =  0,159       0,199       0,238       0,279       0,317       0,396 

v^  n       101        111       121       126       las 
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Berechnet  man  diese  Zahlenreihen,  so  findet  man,  daß  in  der  Tat  bis  an  die 
kritische  Geschwindigkeit  heran  die  Formel  der  Theorie,  also  eine  parabolische 
Kurve,  gilt;  jenseits  aber  genügt  eine  gerade  Linie  entsprechend  der  empirischen 
Formel 

(48)  „..[-^•C-jlE.ilni      , 

WO  für  die  Konstante  d  etwa  0,4  A  gesetzt  werden  darf.  Femer  ergibt  sich 
für  den  Widerstand  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  Proportionalität,  also  wiederum 
Obereinstimmung  mit  der  Theorie;  für  größere  Geschwindigkeiten  tritt  die  ^/j  Potenz 
und  für  noch  größere  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ein;  und  ebenso  ist  jetzt 
der  Radius  durch  sein  Quadrat  zu  ersetzen.  Die  Beschleunigung  der  Kugel  vor 
Eintritt  der  gleichförmigen  Endbewegung  wurde  ebenfalls  beobachtet  und  z.  B. 
für  Stahlkugel  in  Wasser  [a  =  0,159)  folgende  Werte  von  v  sowie  des  Wider- 
stands gefunden  (Endwert  gleich  Schwerkraft): 


Fallstrecke 

3 

5 

7         1         9 

11 

Endzustand 

V 

54 
566 

65.2 

687 

72,2 
754 

77,5 
830 

80,2 
906 

83 
981 

In  der  Figur  368  ist  die  Beschleunigung  zur  Anschauung  gebracht,  im  Vergleich 
mit    derjenigen,    welche    im   Vakuum    stattfinden   würde.      Was    schließlich    die 


8       10 

*-  FaJOsirtckA 

Figur  368. 

Gleitung  betrifft,  so  zeigen  die  Versuche,  daß  keine  irgend  merkliche  stattfindet, 
daß  man  also  unbedenklich  die  einfacheren  Formeln  anwenden  darf.  —  Allen 
hat  übrigens  zu  den  geschilderten  noch  interessante  Parallelversuche  angestellt, 
bei  denen  nicht  Kugeln,  schwerer  als  das  Medium,  fielen,  sondern  Luftblasen  in 
die  Höhe  stiegen;  es  ergaben  sich  ganz  analoge  Verhältnisse,  beide  Vorgänge 
vollziehen  sich,  wenn  man  Volumenänderungen  bei  den  Luftblasen  nach  Möglich- 
keit ausschließt,  in  ganz  entsprechender  Weise. 

Soweit  die  fortschreitend  geradlinige  Bewegung  der  Kugel.  Wenn  mm  schon 
in  diesem  einfachsten  Falle  so  verwickelte  Formeln  resultieren,  wird  dies  in 
anderen  Fällen  noch  schlimmer  sein;  es  muß  daher  auf  deren  Wiedergabe  ver- 
zichtet werden,  und  es  sei  nur  folgendes  angeführt    Wenn  die  Kugel  drehende 
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Schwingungen  ausführt,  so  wird  erstens  die  Periode  durch  die  Flüssigkeit 
beeinflußt,  und  zweitens  nimmt  die  Amplitude  nach  dem  exponentiellen  Gesetz 
allmählich  ab,  durch  A  [Gleichung  (42  a)]  bestimmt  sich  das  logarithmische  Dekre- 
ment der  Schwingungen,  dieses  Dekrement  ist  also  mit  dem  Reibungskoeffizienten 
und  einer  Kombination  der  beiden  Dichten  direkt,  mit  dem  Quadrat  des  Kugel- 
radius umgekehrt  proportional.  —  Ein  diesem  Falle  gewissermaßen  reziproker  ist 
der  der  Drehschwingungen  eines  Hohlzylinders  oder  einer  Hohlkugel, 
deren  Hohlraum  mit  reibender  Flüssigkeit  erfüllt  ist;  man  kann  schließlich  beide 
Fälle  kombinieren,  also  innerhalb  wie  außerhalb  reibende  Flüssigkeit  annehmen; 
man  vergleiche  hierüber  die  Abhandlung  von  Helmholtz  sowie  die  Darstellung 
von  Wien.  In  der  Hauptsache  zeigt  sich,  daß  sich  die  Schwingungen  nach  innen 
vi-ie  nach  außen  wellenförmig  ausbreiten,  zurückkehren  (von  außen,  soweit  hier 
eine  Begrenzung  vorhanden  -ist)  und  dabei  einen  Teil  der  Energie  zurückbringen, 
während  der  Rest  zerstreut  ist;  die  Amplituden  nehmen  wiederum  nach  be- 
stimmtem Gesetz  ab.  Schließlich  ist  noch  der  Fall  von  kleinen  geradlinigen 
Schwingungen,  also  Pendelschwingungen,  von  Wichtigkeit;  wegen  der  hier  sich 
ergebenden  Werte  der  modifizierten  Periode  und  des  logarithmischen  Dekrements 
sei  wieder  auf  das  Lehrbuch  ven  Wien  verwiesen;  der  Widerstand  ist  hier, 
wenn  m  die  verdrängte  Flüssigkeitsmasse  und  2njc  die  Periode  ist: 

Die  entsprechende  Formel  für  die  Pendellänge  /  ist  schon  im  Artikel  „Pendel" 
auf  p.  406  angegeben  worden. 

Bei  allen  diesen  Untersuchungen  wird  der  Einfachheit  halber  zunächst  an- 
genommen, daß  die  äußere  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  festem  Körper 
unendlich  groß  sei,  daß  also  keine  Gleitung  stattfinde.  Läßt  man  eine  solche  zu, 
so  muß  man  die  relativ  einfachen  Grenzbedingungen  durch  sehr  komplizierte 
ersetzen  imd  erhält  alsdann  zum  Teil  wesentlich  modifizierte  Resultate. 

Die  entsprechenden  experimentellen  Untersuchungen,  die  teils  der  Prüfimg 
der  Theorie,  hauptsächlich  aber  der  Bestimmung  der  Reibungskoeffizienten  dienten 
(s.  Artikel  „Reibung"),  haben  die  obigen  Ergebnisse  im  wesentlichen  bestätigt 
und  gezeigt,  daß  eine  Gleitung  nicht  stattfindet;  nur  die  Versuche  von  Piotrowski 
im  Anschluß  an  die  Helmholtz  sehe  Theorie  machen  eine  Ausnahme;  es  wären 
also  neue  Versuche  erwünscht.  Als  Widerstandsgesetz  hat  sich  auch  hier  im 
Durchschnitt  das  lineare  für  kleine  Geschwindigkeiten  ergeben;  für  größere  steigt 
die  Abhängigkeit  jedoch  allmählich  bis  zum  quadratischen  Gesetz  in  die  Höhe.^ 

Ellipsoid.  Diese  Form  ist  von  Green,  Clebsch,  Greenhill,  Craig, 
Fennel,  Buchanan,  Tedone  u.  A.  behandelt  worden.  Die  Umkehrmethpde 
läßt  zunächst,  wenn  die  Halbachsen  a,  bj  c  sind  und 

CO 


J  ( 


0 

gesetzt  wird,  einsehen,  daß  man,  damit  an  der  Oberfläche  des  zunächst  ruhend 
gedachten  Ellipsoids  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit,  d.  h.  dq>jdn 
überall  null  sei,  was  doch  notwendig  ist,  die  bisher  willkürliche  Größe 

^  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  8.  1845;  ö«  '851;  auch  in  den  Math,  and  phys. 
Papcrs.  —  O.  E.  Meyer,  Grelles  Journ.  73.  1871 ;  75.  1873;  Wied.  Ann.  43.  i.  1891 
(Zylinder).  —  H.  Helmholtz  u.  G.  v.  Piotrowski,  Wien.  Ber.  40.  607.  1860;  Wiss.  Abhandl. 
1.  172.  —  H.  Lamb,  Einl.  in  der  Hydrodynamik,  p.  317.  —  K.  Mützel,  Wied.  Ann,  43.  15. 
1891  (Zylinder,  experimentell).  —  A.  B.  Basset,  Proc.  Roy.  Soc.  48.  174.  1887.  —  H.  S.  Allen, 
Phil.  Mag4  50.  519.   1900.  —  W.  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  p.  258. 
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setzen  muß.     Obgleich  hiermit  (p  völlig  bestimmt  ist,  ist  die  Aufgabe  doch  noch 

nicht  gelöst,   weil   sich  hier   nicht,  wie  bei  den  zweidimensionalen  Bewegungen, 

zugleich  auch  i|;  ergibt;   man  muß  vielmehr,   um  die  Stromlinien  zu  finden,  hier 

noch  die  Gleichungen 

,       .      ,         d<p     dtp     d(p 
d.,..dy:dz^—:  —  :  — 

integrieren.  Für  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  ungleiche  Achse  in  die  Be- 
wegungsrichtung fällt,  für  das  also  a  =  ^  ist,  führt  diese  Integration  auf  Quadra- 
turen, und  die  Gleichung  der  Stromlinien  wird,  wenn  "j/i*  -f-  ^  =  ^  gesetzt  wird ; 


'K-i)= 


const 


(51) 


Die  Zerlegungsmethode   liefert  alsdann   für  die   sechs  Einzelglieder  in   dem 
Kirchhoff  sehen  Ausdruck  für  das  Geschwindigkeitspotential  die  Werte: 

_  1  dV  1  dV  _  1 dV^ 

^1 ""  2  «(2  -  ^)     dx    '       ^2  "  2  jc  (2  -  ^)    dy    '       ''»  ""  '2'%[2  -  C)  ~d7 


Was  schließlich  die  Integrale  der  dynamischen  Gleichungen  betrifft,  so  sind  schon 
von  Thomsok  und  Tait  in  ihrem  Buche  vier  lösbare  Fälle  angegeben  worden; 
fünf  weitere  hat  Fennel  im  Anschluß  an  H.  Weber  ermittelt;  die  Bewegung 
läßt  sich  durch  elliptische  Funktionen  darstellen;  in  vier  Fällen  gelingt  die  ana- 
lytische Darstellung  der  zwölf  Koeffizienten  mit  Hilfe  von  Theta-  und  Exponential- 
funktionen, im  neunten  mittels  Thetafunktionen  und  trigonometrischen  Funktionen, 
deren  Argumente  lineare  Funktionen  der  Zeit  sind. 

Die  Torsionsschwingungen  eines  Sphäroids  behandelt  Büchanan, 
indem  er  als  Koordinaten  das  Azimut  des  Meridianschnitts  sowie  die  Parameter 
des  konfokalen  Ellipsoids  und  Hyperboloids  benutzt;  die  Geschwindigkeit  um 
die  Achse  wird  als  Produkt  dreier  Faktoren  dargestellt,  deren  eister  die  Dämpfung 
liefert,  während  die  beiden  anderen  gewisse  Reihen  der  trigonometrischen  bezw. 
hyperbolischen  Funktionen  jener  Parameter  sind.  Für  kleine  EUiptizität  werden 
Näherungswerte  angegeben  und  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt.  Ähnlich 
wird  dann  im  zweiten  Teile  der  Arbeit  für  Pendelschwingungen  vorgegangen. 

Das  Problem  der  Rotation  eines  Ellipsoids  um  eine  beliebige  durch 
sein  Zentrum  gehende  Achse  behandelt  Stuart,  und  zwar  auch  mit  Rücksicht 
auf  die  innere  Reibung  der  Flüssigkeit,  allerdings  unter  Vernachlässigung  des 
Quadrats  der  Geschwindigkeit.  Auch  zeigt  er,  wie  man  die  bereits  bekannten 
Lösungen  für  die  translatorische  Bewegung  in  der  Richtung  einer  Hauptachse 
und  die  Drehung  um  eine  Hauptachse  durch  eine  geeignete  Kombination  der 
rechtwinkligen  und  der  elliptischen  Koordinaten  zusammenfassen  kann.^ 

Auch  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  innerhalb  eines  Ellipsoids 
oder  einer  ellipsoidischen  Schale  ist  mehrfach   behandelt  worden,   so  von  Lamb, 


^  G.  Green,  Trans.  Roy.  Edinb.  Soc.  1833;  Phys.  Papers,  p.  315.  —  A.  Clebsch,  Grelles 
Journ.  52.  103;  63.  287.  1858.  —  A.  G.  Greenhill,  Quart.  Journ.  Math.  16.  242.  — 
Th.  Craig,  Amer.  Journ.  of  Math.  2.  260.  1879.  —  L.  Fennel,  Inaug.-Diss.  Marburg  1888. 
—  J.  Büchanan,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  22.  181.  1891.  —  Th.  Stuart,  Proc.  Lond.  raath. 
Soc.  33.  342.  1901. 
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W.  Thomson,  W.  Voigt  und  Tedone.^  Der  Kirchhoff  sehe  Ausdruck  für  das 
Geschwindigkeitspotential  wird  hier: 

y^-c^  c^^a^  a^-b^ 

(52)  fp^ux^vy-^wz  ^p-^—^yz  +  q--—^zx  +  r-^^  ^^xy      . 

Bei  Voigt  wird  übrigens  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  nicht  an- 
genommen; die  Komponenten  werden  als  lineare  Funktionen  der  Koordinaten 
angesetzt,  und  es  ergibt  sich  eine  gewisse  Analogie  mit  der  Rotation  eines  Körpers 
um  einen  festen  Punkt.  —  Den  analytichen  Nachweis  dieser  Analogie  liefert 
Tedone,  der  auch  auf  die  Folgerungen  hinweist,  die  sich  daraus  ziehen  lassen; 
es  muß  aber  an  diesen  Andeutungen  genügen. 

Körper  von  spMrischem  Cliarakter.  Die  Kugel  ist  die  einzige  Körper- 
form, bei  der,  Homogenität  vorausgesetzt,  Drehungen  keine  Rolle  spielen.  Hiervon 
abgesehen,  gibt  es  aber  noch  eine  ganze  Klasse  von  Körpern,  die  sich  wie  die 
Kugel  verhalten,  und  für  die  ein  großer  Teil  der  obigen  Ausführungen  gültig 
bleibt.  Das  sind  die  Körper  mit  drei  aufeinander  senkrechten  Symmetrieebenen, 
also  die  regulären  Polyeder,  z.  B.  der  Würfel.  Man  kann  sie  für  die  Zwecke 
der  in  Rede  stehenden  Betrachtungen  als  Körper  von  sphärischem  Charakter 
bezeichnen.    Für  sie  hat  die  kinetische  Energie  die  vereinfachte  Form 

(53)  2i7=r„(«»  +  z;«  +  a.»)  +  .,,(/>»  +  ?»  +  r^      , 

WO,  um  die  Analogie  mit  den  Formeln  in  der  Kristallelastizität  zu  zeigen,  die 
Koeffizienten  entsprechend  bezeichnet  wurden.  Wie  bei  der  Kugel,  wird  also  auch 
beim  Würfel  die  Wirkung  der  Flüssigkeit  nur  auf  die  Masse  bezw.  das  Trägheits- 
moment, das  für  die  Bewegung  in  Betracht  kommt,  sich  erstrecken;  auch  der 
KOTIER  sehe  Satz  gilt  für  Würfel,  Oktaeder  u.  s.  w.  ebenso  wie  für  die  Kugel. 
Der  Unterschied  ist  aber  natürlich  der,  daß  sich  der  Würfel  beim  Fortschreiten 
durch  die  Flüssigkeit  in  bestimmter  Weise  einstellen  wird,  wenn  er  die  Freiheit 
hat,  den  hydrodynamischen  Widerstand  so  klein  wie  möglich  zu  machen;  und  es 
ist  auch  ohne  Rechnung  ersichtlich,  daß  er  hierbei  diejenige  Lage  einnehmen 
wird,  bei  der  eine  seiner  Raumdiagonalen  in  die  Bewegungsrichtung  fällt,  also 
eine  seiner  Ecken  voranschreitet. 

Eotationskörper  und  Körper  vom  Eotationsoharakter.  Wenn  nur  zwei 
aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen  vorhanden  sind,  wenn  also  eine  Symmetrie- 
achse existiert,  so  hat  die  kinetische  Energie  die  Form 


(54)  2  Z7=  .ji  («»  -h  v')  +  .33  w'  +  c^^[p'  +  q')  +  c, 


68' 


sie  ist  also  viergliedrig;  und  auch  dieser  Fall  ist  wiederum  nicht  bloß  bei  den 
Rotationskörpern  verwirklicht,  z.  B.  beim  Kreiszylinder  oder  beim  Rotationsellipsoid, 
sondern  auch  dann,  wenn  der  Querschnitt,  statt  ein  Kreis  zu  sein,  ein  reguläres 
Polygon  ist,  also  z.  B.  beim  geraden  Prisma  oder  der  geraden  Pyramide.  Man 
kann  solche  Körper  als  Körper  vom  Charakter  eines  Rotationskörpers  bezeichnen. 
Den  einfachsten  Fall,  wo  der  Rotationskörper  in  der  Richtung  seiner 
Achse  fortschreitet,  hat  schon  Hoppe  gelöst;  in  diesem  Falle  gilt  das  für  die 
Kugel  von  Dirichlet  gefundene  Paradoxon  unverändert,  nur  ist  der  Bruchteil 
der  als  mitgeschleppt  anzusehenden  Flüssigkeitsmasse  hier  nicht  eins,  wie  beim 
Zylinder,  auch  nicht  ein  halb,  wie  bei  der  Kugel,  sondern  je  nach  der  Form  des 
Körpers    verschieden    —    ein  Satz,    den    übrigens    schon  Stokes  ausgesprochen 


>  H.  Lamb,  Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  p.  1 70.  —  W.  Thomson,  Proc.  Edinb.  Soc. 
13.  370.  1885.  —  ^*  Voigt,  Gott.  Nachr.  1891.  p.  65.  —  O.  Tedone,  Nqov.  Cim.  33. 
160.  1893. 
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hatte.  Für  eine  bestimmte,  von  Hoppe  näher  untersuchte  Klasse  von  Rotations- 
körpern, nämlich  für  die,  deren  Gleichung 

(55)  2^-  =  ^ 

ist,  wo 

r  =  y^2+/  +  (^_«,)* 

ist,  kann  man  jenen  Bruch  berechnen;  so  ergibt  sich  der  Wert  0,54  bei  einer 
bestimmten  Klasse  von  Körpern. 

Einen  allgemeineren  Fall  haben  dann  Thomson  und  Tait  in  ihrem 
Buche  behandelt,  nämlich  den,  wo  der  Körper  um  seine  Achse  nicht  rotiert  und 
diese  in  ehier  festen  Ebene  bleibt  —  z.  B.  in  der  xz-EbcuCy  wobei  dann  i;  =  0, 
psszOy  r=  0  wird.  Die  Lösung  führt  auf  elliptische  Integrale.  —  Kirchhoff 
hat  später  gezeigt,  daß  die  Lösung  auch  im  allgemeinen  Falle  dieselbe  Form 
hat,  und  er  hat  die  Formen  entwickelt  sowie  auf  einen  neuen  Sonderfall  an- 
gewandt, nämlich  den,  wo  der  Mittelpunkt  des  Körpers  eine  Schraubenlinie  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  beschreibt.  Auf  die  Wiedergabe  der  Endformeln 
muß  indessen  verzichtet  werden. 

Die  axiale  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  zähen  Flüssigkeit  hat 
Basset  behandelt.     Die  Stromfunktion  genügt  hier,  wenn  D  die  Operation 

a»       a*       1    ö 

bedeutet,  r  und  z  zylindrische  Koordinaten  und  u  und  w  die  entsprechenden 
Komponenten  der  Geschwindigkeit  sind,  der  Gleichung: 

/  a         a  a       2tt \  ^ 

(56)  (,2?---«--«,-^-  +  — Ji)^  =  0      . 

Lösungen  werden  nicht  angegeben,  es  wird  nur  angedeutet,  auf  welchem  Wege 
solche,  namentlich  für  kleines  r?,  zu  finden  sind;  zur  Abkürzung  der  Rechnung 
kann  man  dabei  das  Prinzip  des  Moments  benutzen. 

Den  allgemeinen  Fall  der  Bewegung  eines  Rotationskörpers  hat  Köpcke  mit 
Hilfe  der  Thetafunktionen  ausgerechnet. 

Schließlich  ist  auf  eine  Arbeit  von  Couette  über  die  Drehschwingungen 
eines  Rotationskörpers  in  einer  zähen  Flüssigkeit  hinzuweisen.  Die  Schwingungen 
seien  langsam,   die  Elongation  sei  »,   das  Bewegungsmoment  -^  Au\  dann  wird 

(57)  tt  =  «0 6- '•'  [cos 27r^  +  -|-^sm2«^ 
wo  die  Parameter  fi  und  T  mit  drei  anderen  Größen  JB  C  in  der   Beziehung 

(58)  ^=2(/+C),t     .  ^  =  (/+C)[^+p«] 

stehen.  Die  Bewegung  des  Körpers  ist  dieselbe,  als  ob  sein  Trägheitsmoment  / 
um  C  vergrößert  und  er  einem  Widerstand  —  B[duldt)  unterworfen  wäre.  Für 
B  und  C  ergeben  sich,  wenn  ds  das  Element  der  beliebig  geformten  Meridian- 
kurve des  Rotationskörpers,  r  dessen  Abstand  von  der  Achse,  a  seine  Neigung 
gegen  die  Achse  und  R  der  Krümmungsradius  des  Meridians  an  dieser  Stelle 
ist,  die  Werte: 
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(59) 


„       r/1         8sina\    ,  , 


die  Integration  ist  über  den  ganzen  Meridian  (auf  der  einen  Seite)  zu  erstrecken. 
Ist  die  Klammer  unter  dem  Integral  durchweg  null,  wie  z.  B.  bei  einer  Scheibe, 
so  treten  an  die  Stelle  der  obigen  Definitionsgleichungen  für  m\  n\  S  gewisse 
andere.  Man  kann  hiernach  i.  wenn  /,  A  und  iy  bekannt  sind,  /tx  und  T  be- 
rechnen; 2.  wenn  man  /tx  und  T  experimentell  bestimmt  und  außerdem  /  oder  A 
oder  eine  Beziehung  zwischen  ihnen  kennt,  den  Reibungskoeffizienten  vi  berechnen. 
CoüEiTE  hat  S  für  verschiedene  Formen  des  Körpers  berechnet  und  überdies 
die  Theorie  ausgedehnt  auf  den  Fall  eines  mit  Flüssigkeit  angefüllten  Gefäßes, 
auf  den  Fall  eines  unstetigen  Meridians  und  auf  den  Fall  eines  Körpers  in 
Berührung  mit  mehreren  Flüssigkeiten.^ 

Weitere  üntersuohangen.  Es  muß  genügen,  hier  noch  auf  einige  Arbeiten 
hinzuweisen,  die  teils  das  allgemeine  Problem,  teils  die  Anwendung  auf  bestimmte 
Falle  betreffen.  So  behandelt  Krüger  die  Rotations-  und  Pendelbewegung  eines 
Körpers,  Lamb  die  stationäre  Bewegung  unter  gewissen  Verhältnissen,  Sharpe 
die  Bewegung  zusammengesetzter  Körper  (Querschnitte  von  der  Form  von  Kreis- 
sektoren u.  s.  w.),  noch  andere  Fragen  behandeln  Ferrers,  Beltrami  und  Dini*; 
die  Arbeiten  haben  zum  Teil  ausschließlich  mathematisches  Interesse. 

BiskontinTiierlielLe  Beweg^g.  Scheibe  in  FlüBsigkeit.  Bisher  ist  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  immer  als  stetig  angenommen  worden;  es  liegt  nahe 
zu  fragen,  ob  diese  Annahme  nicht  die  Schuld  trägt  an  den  mancherlei  Wider- 
sprüchen zwischen  Theorie  einerseits  und  Erfahrung  andererseits,  in  erster  Linie 
also  an  der  Paradoxie  des  Dirichlet  sehen  Satzes.  Und  diese  Vermutung  wird 
noch  näher  gerückt  durch  die  Erfahrungen  an  Körpern  mit  scharfen  Rändern 
oder  auch  nur  starker  Krümmung  der  Oberfläche  an  einzelnen  Stellen;  dazu 
gehört  vor  allem  die  ebene  Scheibe,  sei  es  nun,  daß  ihr  Rand  kreisförmig  oder 
quadratisch  oder  sonstwie  geformt  ist.  Für  solche  Formen  wird  man  also  gut 
tun,  an  die  Theorie  der  diskontinuierlichen  Flüssigkeitsbewegung,  wie  sie  im 
vorigen  Artikel  skizziert  wurde,  anzuknüpfen,  und  das  hat,  im  Anschluß  an 
Stokes  uAd  Kirchhoff,  namentlich  Lord  Rayleigh^  getan. 

Betrachtet  man  zunächst  eine  ruhende  Scheibe  in  einem  Strome,  so  erfährt 
jene  von  diesem  eine  Kraft,  die  sie  stromab  zu  tragen  strebt.  Diese  Kraft  läßt 
sich  erklären  durch  die  Annahme  —  die  leicht  verifiziert  werden  kann  — ,  daß 
sich  hinter  der  Scheibe  ein  Gebiet  „toten  Wassers"  bildet,  mit  normalem  Druck 
und  von  der  übrigen  Flüssigkeit  getrennt  durch  eine  die  Kanten  der  Platte 
tangierende  Oberfläche;  der  Überdruck  auf  die  Vorderseite  der  Scheibe  stellt 
jene  Kraft  dar.  Gäbe  es  keine  solche  Trennungsfläche,  so  gäbe  es  auch  keinen 
Überdruck;  aber  die  Stetigkeit  der  Bewegung  würde  an  einer  scharfen  Kante 
unendliche  und  selbst  an  einer  stetig,  aber  stark  gekrümmten  Oberfläche  größere 
Geschwindigkeit  erfordern,  als  die  Flüssigkeit  unter  gewöhnlichen  Umständen  aus- 
halten kann. 


^  R.Hoppe,  Pogg.  Ann.  93.  321.  1854.  —  Thomson  und  Tait,  Handb.  der  theoreti- 
schen Physik,  p.  299.  —  G.  Kirchhoff,  Grelles  Journ.  71.  251.  1869;  Ges.  Abhandl.,  p.  401. 
—  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  8.  105.  1843;  Papers  1.  50.  —  A.  B.  Basset,  NaL 
47.  512.  1893.  —  C.  Köpcke,  Math.  Ann.  12.  387.  1880.  —  Coüette,  C.  R.  105.  1064. 
1887.  -—2  p.  Krüger,  Gott.  Inaug.-Diss.  Danzig  1882.  —  H.  Lamb,  Proc.  Lond.  maih.  Soc. 
8.  273.  1877.  —  H.J.  Sharpe,  Proc.  Edinb.  Soc.  14.  29.  1886.  —  Ferrers,  Quart.  Journ. 
of  malh.  2.  260.  —  L.  Beltrami,  M6m.  di  Bologna  3.  349.  1873.  —  A.  Dini,  Ann.  di 
mat.  (2)  6.  —  3  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  2.  430.  1876;  Scient.  Papers  1.  287. 
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Nach  den  Angaben  im  vorigen  Artikel,  die  sich  allerdings  im  Prinzip  auf 
einen  unendlichen  Streifen  beziehen,  aber  angenähert  auch  für  Platte  oder  Scheibe 
gelten  werden,  ist  der  Druck  (Einheitsdruck)  auf  die'  Scheibe  im  Mittel,  wenn 
für  beliebige  Neigung  a  der  Scheibenebene  gegen  die  Stromrichtung  verall- 
gemeinert wird: 

/z   X  g,         Tcsina     ' 

(60)  />  =  o  z;2 .     . . 

^     '  -^       ^         4  +  75  sin  a 

Der  Widerstand  ist  also  mit  der  Dichte  und  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
proportional. 

Man  beachte  femer,  daß  der  Faktor  von  ^t/^  in  dieser  Formel  für  a  =  90** 
nur  0,44  ist,  also  kleiner  als  ^/g,  wie  es  sein  müßte,  wenn  der  Druck  einfach 
gleich  der  zerstörten  kinetischen  Energie  wäre;  für  schiefe  Plattenstellung  aber 
ist  er  noch  kleiner  und  desto  kleiner,  je  schiefer  die  Platte  steht,  bis  zu  null 
herab  für  eine  in  der  Stromrichtung  stehende  Platte.  Übrigens  ist  obiger  Druck 
stets  senkrecht  zur  Scheibe;  bei  schiefer  Stellung  dieser  erhält  man  daher  eine 
Stromabkomponente  und  eine  Querkomponente,  im  Betrage  von 

,.   .  «  7t  sin a cos  a  ^      nsin^a 

^     ^  n       ^       4+7tsina      '  ^*       ^       4  +  7i;sina       ' 

man  stellt  leicht  fest,   daß  die  Querkomponente  ihr  Maximum  für  etwa  a  =  39^ 
erreicht. 

Die  gefundenen  Formeln  sind  nun  offenbar  unverändert  gültig  für  den  Fall, 
daß  sich  die  Scheibe  selbst  in  einem  anfangs  ruhenden  Strome  bewegt.  Man 
kann  nun  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  gelangt  dadurch  zur  Er- 
klärung einer  weitbekannten  und  wichtigen  Erscheinung,  nämlich  der  Tatsache, 
daß  der  Widerstand  gegen  die  axiale  Fortbewegung  einer  Platte  merklich  erhöht 
wird,  wenn  die  Scheibe  außerdem  eine  Querbewegung  ausführt.  Denn  nach  dem 
Gesagten  kann  man  die  Querbewegung  der  Scheibe  ersetzen  durch  eine  Quer- 
komponente ZV  des  Flüssigkeitsstromes,  die  sich  mit  der  axialen  v  zu  einer 
Resultante  j/z;^  +  w'"^  mit  der  Neigung  arc  sin  {v  j ^v^  -f-  w'^)  zusammensetzt;  der 
Druck  senkrecht  zur  Platte  ist  daher  jetzt 

(62)  p'=  q{v^+w^)- 


und  somit  das  Verhältnis  zum  früheren: 

(63)  /^^--r-~l;'4:?.  ■ 

oder,  wenn  man  das  allein  maßgebende  Verhältnis  wjv  =  x  einführt: 

(4+7C)(l   +x«) 


(64)  p':p  = 


7t  +  4  yi  +  y-* 


Beispielsweise  steigert  sich,  wenn  die  Querbewegung  die  Hälfte  der  axialen 
ist,  der  axiale  Widerstand  um  20  ^/^j,  wenn  jene  ebensogroß  wie  diese  ist, 
schon  um  64®/^. 

Kehrt  man  nochmals  zu  der  Platte  im  Längsstrom  zurück,  so  liegt  der  Punkt 
größten  Druckes  offenbar  da,  wo  sich  der  Strom  teilt;  also,  bei  senkrechter  Platte 
in  der  Mitte,  bei  schiefer  aber  der  Stromaufkante  bezw.  Seite  näher. 

Wenn  die  Platte  sich  um  eine  vertikale  Achse  drehen  kann,  so  ist  sie  in 
der  Breitlage  im  stabilen  Gleichgewicht;  man  kann  das,  wie  Lord  Rayleigh 
angegeben  hat,  leicht  experimentell  bestätigen.    Auch  die  Widerstandsformel  kann 
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man  leicht  prüfen;  einige  bezügliche,  schon  von  Vince^  angestellte  Experimente 
liefern  dabei  eine  sehr  befriedigende  Übereinstimmung. 

Für  keilförmige  Platten  ist  der  Widerstand,  wie  auf  p.  999  angegeben, 
meist  wesentlich  kleiner  und  nur  im  ungünstigsten  Falle  etwas  größer,  ohne  indessen 
den  Wert  der  ganzen  kinetischen  Energie  zu  erreichen.  Dasselbe  gilt  auch  für 
gekrümmte  Schalen,  auf  deren  konvexe  Seite  der  Strom  stößt  —  für  konkave 
gilt  natürlich  das  Umgekehrte.  Genau  gleich  der  kinetischen  Energie  wird  der 
Widerstand  (also  obiger  Faktor  gerade  ^g)»  ^^^  Lord  Rayleigh  angibt,  für  eine 
ebene,  rechteckige  Platte,  an  deren  vertikale  Kanten  sich  vertikale  Wände  strom- 
aufwärts so  weit  fortsetzen,  daß  die  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  des  Hindernisses 
nahezu  in  Ruhe  ist. 

Wegen  der  weiteren  rechnerischen  Ausgestaltung  des  Problems  sei  auf 
Arbeiten  von  Geoffroy,  Fitte  und  Lord  Kelvin  hingewiesen.  Fitte  drückt 
den  normalen  und  tangentialen  Widerstand  in  zylindrischen  Koordinaten  aus, 
sucht  die  Flächen  gleichen  Normalwiderstands  auf  und  findet  ihr  Integral  in 
einfacher  Form;  entsprechend  für  die  Flächen  gleichen  Tangentialwiderstands  und 
zuletzt  für  allgemeinere  Flächen,  für  die  zwischen  beiden  Komponenten  eine 
gewisse  Beziehung  besteht.  In  allen  Fällen  ergeben  sich  allgemein  Schraubenflächen.'' 

Übrigens  darf  nicht  verschwiegen  werden,  daß  Lord  Kelvin  die  Lehre  von 
der  Diskontinuität  der  Flüssigkeitsbewegung  in  Verbindung  mit  dem  Widerstand 
gegen  einen  in  der  Flüssigkeit  bewegten  Körper  angegrifilen  hat,  und  zwar  einer- 
seits vom  Standpunkt  theoretischer  Bedenken  aus,  andererseits  mit  Rücksicht 
auf  Versuche  von  Dines,  die  für  den  Widerstand  auf  Scheiben  durchaus  ab- 
weichende Werte  liefern.* 

SchifEswiderstand.  Die  wichtigste  praktische  Anwendung  der  vorstehenden 
Theorien  ist  natürlich  die  auf  die  Schifi*ahrt  und  den  Schifi'bau.  Indessen  sieht 
man  sofort  ein,  wie  sehr  sich  hier  das  Problem  kompliziert,  wegen  der  unregel- 
mäßigen Form  des  Schifles,  die  noch  vielen  anderen  Anforderungen  entsprechen 
muß;  einerseits  und  wegen  des  Umstands  andererseits,  daß  das  Schifi"  sich  nur 
zum  Teil  in  Wasser,  zum  anderen  aber  in  Luft  bewegt.  Die  letztere  Kompli- 
kation fällt  bei  Unterseeschiffen  fort,  die  erste  würde  wegfallen,  wenn  es  gelänge, 
eine  allen  Bedingungen  entsprechende  und  doch  einfache  Form  zu  finden.  Wie 
die  Verhältnisse  zurzeit  liegen,  muß  man  sich  mit  partiellen  Theorien  und  experi- 
mentellen Feststellungen  begnügen;  und  es  sei  hierüber,  indem  im  übrigen  auf 
die  technische  und  nautische  Literatur  verwiesen  wird,  wenigstens  das  folgende, 
auch  physikalisch  Interessante  angeführt. 

Was  zunächst  die  Abhängigkeit  der  Widerstands  von  der  Geschwindigkeit 
betrifft,  so  liegen  zahlreiche  systematische,  aber  meist  nur  für  bestimmte  Ver- 
hältnisse gültige  Messungen  vor;  als  die  wertvollsten  seien  die  von  Froude  hier 
im  Auszug  wiedergegeben;  die  erste  Reihe  gibt  die  Geschwindigkeit  in  Knoten, 
die  zweite  den  Widerstand  in  Tonnen,  die  dritte  zum  Vergleich  das  Produkt  c  v^, 
wo  die  Konstante  c  so  gewählt  ist,  daß  die  erste  Zahl  stimmt: 

z;  4  6  8  10  12  12,8 

W  0,61  1,42  2,54  4,78  9,14  10,87 

cv^  0,61  1,40  2,44  3,81  5,46  6,25 

Wie  man  sieht,  nimmt  der  Widerstand,  namentlich  für  größere  Geschwindigkeiten, 
schneller'  als  deren  Quadrat  zu.  Ferner  wächst  der  Widerstand  für  ein  und 
dasselbe  Schiff"  und  bestimmte  Geschwindigkeit  langsamer  als  die  eingetauchte 
Fläche  des  Hauptschnitts,   des  sogen.  Nullspants,   aber  scheller  als  die  benetzte 


^  ViNCE,  Trans.  Roy.  Soc.  1798.  —  2  l.  Fitte,  Ann.  ^c.  norm.  (3)  10.  315.  1893.  — 
Lord  Kelvin,  Phil.  Mag.  (3)  38.  409.  1894.  —  3  Lord  Kelvin,  Natura  50.  424.  549.  573. 
597.  1894.  —  DiNES,  Proc.  Edinb.  Soc.  1890. 
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Oberfläche.  Um  den  Widerstand  um  10^/^  herabzumindern,  muß  man  das 
Deplacement  um  1 9^/4^0»  ^^^  eingetauchte  Fläche  des  Hauptschnitts  um  16^/^^/^, 
die  benetzte  Oberfläche  um  8®/^  reduzieren. 

Wenn  hiernach  nicht  zweifelhaft  ist,  daß  der  Widerstand  rascher  als  die 
Geschwindigkeit  und  mindestens  so  wie  ihr  Quadrat  wächst,  so  muß  man  ent- 
weder einen  besonderen,  in  der  Theorie  bisher  nicht  richtig  veranschlagten  Einfluß 
der  Reibung  annehmen  oder  aber  die  Bildung  von  Unstetigkeitsflächen  in  Rücksicht 
ziehen,  wobei  sich  dann  das  quadratische  Gesetz  von  selbst  ergiebt  Nun  spricht 
aber  vielerlei  für  solche  Diskontinuitäten,  namentlich  die  Bildung  des  sogen. 
Kielwassers,  das  dem  Schifle  folgt;  die  Oberfläche  des  Schiffes  setzt  sich  eben 
aus  verschiedenen  Teilen  zusammen,  die  in  mehr  oder  weniger  scharfen  Kanten 
und  Ecken  aneinander  grenzen,  jede  von  diesen  bildet  eine  Trennungsflflche  für 
das  Wasser  xmd  zieht  „totes"  Wasser  nach  sich;  die  Summe  dieser  einzelnen 
Massen  würde  dann  das  Kielwasser  sein.  —  Übrigens  ist  wiederholt  der  Versuch 
gemacht  worden,  eine  mehr  oder  weniger  theoretisch  begründete  oder  empirische 
Formel  für  den  Widerstand  aufzustellen,  wobei  an  die  Arbeiten  von  Newton, 
Rankike,  Kummer,  Thiesen  —  die  sich  freilich  mehr  auf  Bewegung  in  Luft 
beziehen  —  angeknüpft  wird;  es  sei  z.  B.  auf  eine  neueste  Arbeit  von  Gareis 
hingewiesen,  in  der  der  Widerstand  aus  verschiedenen  Gliedern  zusammengesetzt 
und  eine  ziemlich  befriedigende  Übereinstimmung  mit  gewissen  Beobachtungen 
erzielt  wird,  ohne  daß  hiermit  freilich  wissenschaftlich  viel  erreicht  wäre. 

Übrigens  kommen  noch  zwei  Nebenerscheinungen  in  Betracht,  die  die  Frage 
weiter  komplizieren:  erstens  die  an  den  Trennungsflächen  durch  die  Reibung 
sich  bildenden  Wirbel,  die  sich  von  dort  aus  in  die  Flüssigkeit  verbreiten,  und 
durch  die  die  Grenze  des  Kielwassers  oft  deutlich  sichtbar  gekennzeichnet  ist;  und 
zweitens  die  an  der  Grenze  von  Wasser  und  Luft  sich  vollziehende  Wellen- 
bildung,  die  einen  besonderen  Widerstand,  den  sog.  Wellenwiderstand  erzeugt 
und  einen  Teil  der  verfügbaren  Energie  in  Anspruch  nimmt.  Dabei  ist  zu  unter- 
scheiden zwischen  den  vom  Schifle  selbst  durch  seine  Bewegung  erzeugten  und 
den  von  äußeren  Kräften  herrührenden.  Was  jene  betrifit,  so  entsteht  zunächst 
ein  Überdruck  am  Bug  und  am  Steuer,  ein  Unterdruck  an  den  Seitenmitten; 
dort  steigt  der  Spiegel,  hier  sinkt  er;  der  notwendige  Ausgleich  aber  bringt 
Wellen  hervor,  deren  Verlauf  durch  Reflexion  u.  s.  w.  modifiziert  wird;  hierauf 
und  auf  die  äußeren  Wellen  kann  an  dieser  Stelle  nicht  eingegangen  werden. 
Es  sei  aber  auf  eine  Abhandlung  von  Michell  aufmerksam  gemacht,  in  der  der 
Wellenwiderstand  unter  gewissen  Voraussetzungen  berechnet  und  gefunden  wird, 
daß  er  bei  tiefem  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  oszillierend  bis  zu  einem 
Maximum  wächst  und  dann  auf  null  abnimmt;  in  flachem  Wasser  ist  er  für  lange 
Wellen,  in  Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen  an  Torpedobooten,  anfangs 
mit  der  zweiten,  später  mit  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional. 

Schließlich  sei  erwähnt,  daß  die  oben  besprochene  Abhängigkeit  des  Axial- 
widerstands imd  damit  der  Fahrtgeschwindigkeit  von  einer  gleichzeitigen  Quer- 
bewegung auch  bei  Schiffen  sich  deutlich  beobachten  läßt,  besonders  bei  Segel- 
schiffen. Der  Wind,  der  im  allgemeinen  einen  Winkel  mit  dem  Segel  bildet, 
liefert  eine  auf  letzterem  senkrechte  Komponente  und  diese  wiederum  eine  auf 
der  Fahrtrichtung  senkrechte  Komponente,  deren  Wirkung  man  den  Leeweg 
oder  die  Leetrift  nennt;  je  stärker  nun  die  Vorwärtsbewegung  wird,  desto  stärker 
wird  der  Querwiderstand,  also  desto  schwächer  die  Leedrift;  auch  hierüber  hat 
Froude  besonders  lehrreiche  Versuche  angestellt.^ 

^  Die  Literatur,  betreffend  Schiffs  widerstand  und  Ven^'andtes,  findet  man  in  den  technischen 
und  nautischen  Zeitschriften  und  Rcpertorien;  einzelnes  auch  in  Lambs  Lehrbuch  (2.  Aufl.). 
—  Der  Wellenwiderstand  ist  zuerst  von  Rankine  wissenschaftlich  behandelt  worden:  Trans. 
Roy.  Soc.  1871.  —  J.  H.  Michell,  Phil.  Mag.  (5)45.  106.  1898.  —  A.  Gareis,  Mitteilungen 
aus  dem  Gebiete  des  Seewesens   1902.  Heft  8. 
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Schranbenbewegimg.  Wenn  der  feste.  Körper  nur  die  Freiheit  hat,  sich 
um  eine  Achse,  etwa  die  ^- Achse,  zu  drehen  und  gleichzeitig  in  ihr  fortzu- 
schreiten, so  ist,  unter  x  die  axiale,  unter  q>  die  Meridian winkelkoordinate  ver- 
standen, die  kinetische  Energie  dreigliedrig,  nämlich 

und  hierin  ist  \a  bezw.  ^c  die  kinetische  Energie  der  fortschreitenden  bezw. 
drehenden  Bewegung  für  die  Geschwindigkeit  eins,  und  b  ist  abhängig  von  dem 
Verhältnis  beider  Bewegungen  nach  Größe  und  Sinn,  indem  sich  für  dq>jdi  positiv 
eine  Rechtsschraubung,  für  dq>ldl  negativ  eine  Linksschraubung  ergibt.  Hat  der 
Körper  selbst  die  Gestalt  einer  Rechtsschraube,  so  wird  offenbar  mehr  Masse 
bewegt  bei  einer  Linksschraubung,  bei  der  die  Breitseite  vorangeht,  als  bei  einer 
Rechtsschraubung,  bei  der  sich  der  Körper  gewissermaßen  durch  die  Flüssigkeit 
hindurchschraubt;  somit  ist  b  bei  einer  Rechtsschraube  positiv,  bei  einer  Links- 
schraube negativ,  und  sein  absoluter  Wert  wird  um  so  größer  sein,  je  stärker  der 
Schraubencharakter  des  Körpers  ausgeprägt  ist. 

Wirken  nun  auf  den  Körper  im  Zeitraum  /^  bis  /j  die  Kraft  k  und  das 
Drehungsmoment  d,  und  setzt  man  deren  Integrale  über  den  genannten  Zeitraum 
gleich  K  bezw.  D,  so  ergibt  sich  für  spätere  Momente: 

<^  _  Kc  —  Db  d^>  _       Kb  +  Da 

^     ^  ~di^~^J^W      '  'di  ac^b^        ' 

worin  die  Nenner  stets  positiv  sind.  Kraft  und  Drehungsmoment  erzeugen  also 
Fortschreitung  und  Drehung,  was  an  sich  nicht  merkwürdig  ist,  wohl  aber  mit 
Rücksicht  auf  den  Umstand,  daß  jede  der  beiden  Wirkungen  von  beiden  Ursachen 
abhängt  Das  zeigt  sich  am  einfachsten  und  augenfälligsten,  wenn  nur  eine  der 
beiden  Ursachen  wirkt.  Wirkt  nur  ein  Drehungsmoment,  ist  also  K  null,  so 
erhält  man 
,,    ,  dx  Db  dw  Da 


dt  ac—b^'  dt         "^   ac--  V^ 

Das  Drehungsmoment  erzeugt  also  außer  der  Drehung  auch  eine  Fort- 
schreitung, und  zwar  im  Sinne  der  Körperschraube;  das  Verhältnis  beider  Ge- 
schwindigkeiten ist 

,68,  ^J4-'-  ■ 

Die  Schiffsschraube,  auf  die  dieser  Fall  sich  offenbar  bezieht,  besteht 
bekanntlich  im  wesentlichen  aus  einer  oder  mehreren  schraubenartig  um  eine 
Achse  gewundenen  Flächen;  in  der  ältesten  Form  hat  sie  nur  eine  einzige  solche 
Fläche,  aber  von  einem  vollen  Umgang,  in  neuerer  Zeit  hat  sie  mehrere  Flügel, 
deren  jeder  nur  einen  Teil,  und  zwar  meist  einen  kleinen  Teil  eines  Umgangs 
darstellt.  Stände  das  Schiff  fest,  so  würde  die  Schraube  an  Ort  und  Stelle 
rotieren,  dabei  aber  von  Seiten  des  Wassers  einen  kolossalen  Widerstand  erfahren. 
Da  das  Schiff  beweglich  ist,  weicht  sie  jenem  Widerstand  nach  vom  aus  und- 
treibt  das  Schiff  vorwärts.  Den  Ausgangspunkt  für  eine  wissenschaftliche  Theorie 
der  Schiffsschraube  muß  daher,  wie  man  sieht,  die  Untersuchung  des  Druckes 
strömender  Flüssigkeit  auf  geneigte  feste  Flächen  und  auf  Keile  von  scharfer 
Kante  bilden.  Lange  Zeit  hat  man  sich  jedoch  mit  hypothetischen  Grundlagen 
begnügt,  und  erst  neuerdings  ist  man  mit  der  hydrodynamischen  Theorie  in 
nähere  Berührung  gekommen;  namentlich  sind  in  dieser  Hinsicht  Abhandlungen 
von  Gerlach  zu  nennen,  in  denen  die  Untersuchungen  von  Kirchhoff,  Bobylew, 
Kummer  u.  A.  für  den  vorliegenden  Zweck  verarbeitet  werden. 

Aus  den  obigen  Darlegungen  folgt  unmittelbar,   daß  die  Schiffsschraube  um 
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SO  wirksamer  ist,  je  größer  das  Verhältnis  b\a  ist,  was  von  der  Form  abhängt, 
die  man  ihr  gibt,  also  von  Zahl  und  Größe  der  Flügel  und  von  dem  Querprofil 
jedes  Flügels.  Übrigens  geht  von  der  Kraft  der  Schraube  ein  Teil  durch  den 
Wasserwiderstand  verloren,  am  wenigsten,  nämlich  nur  etwa  ein  zehntel,  wenn 
man  die  Schraube  in  richtiges  Verhältnis  zum  Hauptschnitt,  dem  Nullspant, 
sowie  zur  Geschwindigkeit  setzt.  —  Ganz  entsprechend,  wenn  man  B  null  setzt 
und  nur  eine  Kraft  übrig  behält:  diese  erzeugt  alsdann  auch  eine  Drehung  bezw. 
nur  eine  solche,  wenn  die  Fortschreitung  verhindert  wird.  Dies  ist  der  Fall  der 
Turbinen;  hier  ist  das  Verhältnis  der  beiden  Geschwindigkeiten  cb} 


3.  Mehrere  Körper  in  einer  Flüssigkeit. 

Die  Zerlegungsmethode  läßt  sich  auch  auf  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
anwenden,  in  der  sich  mehrere  Körper  bewegen.^  Dieses  Problem  ist  insofern 
von  allgemeinem  Interesse,  als  es  zu  Bewegungen  führt,  die  den  Eindruck  einer 
Fernwirkung  zwischen  den  Körpern  hervorrufen,  während  doch  in  Wahrheit  die 
Flüssigkeit  die  Vermittelung  besorgt  —  ein  Ergebnis,  das  begreiflicherweise  zu 
Analogien  und  Schlüssen  auf  Erscheinungen  aus  anderen  Gebieten  führt,  bei 
denen  das  Medium  von  nicht  handgreiflicher  Natur  ist. 

Hier  läßt  sich  mit  dem  im  Körper  festen  Koordinatensystem  begreiflicher- 
weise nichts  anfangen,  und  man  muß  die  Untersuchung  ausschließlich  auf  das 
im  Räume  feste  beziehen.  Handelt  es  sich  um  zweiKörper,  so  zerfällt  das 
Geschwindigkeitspotential  q>  in  zwölf  Bestandteile,  die  sechs  ersten  Teilpotentiale 
müssen  an  der  Oberfläche  des  einen  Körpers  den  obigen  Bedingungen  genügen, 
während  an  der  Oberfläche  des  anderen  ihre  Differentialquotienten  nach  der 
Normale  null  sein  müssen,  für  die  sechs  anderen  Potentiale  findet  das  Umgekehrte 
statt.  Sind  die  beiden  Körper  Kugeln,  so  fallen  sechs  Potentiale  weg  und  es 
bleiben  nur  sechs  übrig.  Im  diesem  Falle  läßt  sich  9  mit  Hilfe  der  sogen. 
Kugelfunktionen  als  eine  unendliche  Reihe  finden,  welche  stets  und  zwar  um  so 
schneller  konvergiert,  je  größer  der  Abstand  der  beiden  Kugeln  im  Verhältnis 
zu  ihren  Radien  ist.  In  bezug  auf  die  Ausrechnung  muß  auf  die  von  Kirchhoff 
gegebene  Skizze  verwiesen  werden;  hier  sei  nur  angegeben,  daß,  wenn  R  und  R* 
die  Radien,  abc  und  a  b' c'  die  Mittelpunktkoordinaten  und  r^  der  Mittelpunkts- 
abstand der  beiden  Kugeln  ist,  an  der  Oberfläche  der  ersten  Kugel  q>  den 
angenäherten  Wert 

R  R'^[     ^7-  ^T  ^t\ 

9  =  -  2-[«cos(«a:)  +  vcos{ny)  +  wcos [nz)]  +  —  U'-yj^"  +  ^' "öb"^  ^' ~dc    \ 


(69) 


RR'^ 


+  «' 


da* 

a«!        a>L 


'db'dcl 


1 


+    « 


I  cos  [n  z) 


^  Vgl.  die  technische  Literatur  über  Schiffsschraube  und  Turbine.  —  Insbes.  Gerlach, 
Ziv.-Ing.  81.  32.  1885/86;  daselbst  auch  reiche  Literaturangaben.  —  Obige  Skizze  nach  Riemann- 
Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  math.  Physik.  2.  436.  Braunschweig  1901. 
—  2  G.  G.  Stokes,  a.  a.  O.   —    G.  Kjrchhoff,  Vorlesung  über  Mechanik,  p.  226. 
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erhält,  an  der  anderen  Kugelfiäche  aber  den  Wert,  welcher  aus  diesem  durch 
Vertauschung  der  gestrichenen  und  ungestrichenen  Buchstaben  hervorgeht. 

Aus  dem  gefundenen  Ausdruck  für  q>  ergibt  sich  leicht  die  lebendige  Kraft 
der  Flüssigkeit 

(70)  C?i  =  |- ie»  (««+  z;« +«;») +  -|- ;?'«(«'«+  2,'« +Z^'2)+  6^^        , 

WO   Uq  gesetzt  ist  für 

die  kinetische  Energie  der  Kugeln  ist,  da  Drehungen  ohne  Einfluß  sind, 

(71)  ir,^j{u^+v^+w^  +  ^{u^+v'^+w'^)      . 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Kugeln  sich  gleichförmig  bewegen,  bleibt, 
da  in  den  Bewegungsgleichungen  nur  die  Differentialquotienten  von  [/  vor- 
kommen, von  C^j  nur  Uq  übrig.  Man  findet  dann,  daß  die  Annahme  der 
gleichförmigen  Bewegung  der  Kugeln  nicht,  wie  es  bei  nur  einer  der  Fall  wäre, 
in  jenen  Gleichungen  die  Kräfte  XVZ  verschwinden  macht,  sondern  daß  diese 
bestimmte  Werte  erhalten;  sie  sind  nämlich  für  die  eine  Kugel  die  nach  abc 
genommenen  Differentialquotienten  von 

'"  .F— J*'/i"(.---ji+...+2.'«.'-5j|+...|     , 

für  die  andere  muß  man  in  der  Klammer  u  v  w'  durch  uvw  ersetzen.  Diese 
Kräfte  wird  man  bezeichnen  dürfen  als  die  Kräfte,  welche  die  beiden 
Kugeln  in  der  Flüssigkeit  scheinbar  aufeinander  ausüben;  wie  man 
sieht,  sind  dieselben  im  allgemeinen  nicht  gleich  und  entgegengesetzt. 

Von  einem  anderen  Ausgangspunkt,  nämlich  indem  er  die  von  ihm  unter- 
suchten Rotationskörper  in  mehrere  zerfallen  läßt,  kommt  Hoppe  ^  (s.  oben,  p.  1031) 
zu  mehreren,  in  einer  und  derselben  Achse  sich  bewegenden  Körpern  und  findet, 
daß  sie  sich  scheinbar  abstoßen. 

Eine  für  die  wirkliche  Ausrechnung  des  Problems  sehr  geeignete  Methode 
ist  die  Bildermethode.  Da  sich  nämlich  die  Bewegung  der  Kugel,  wie  oben 
gezeigt  wurde,  auf  die  Wirkung  eines  Quellpaares  zurückführen  läßt,  und  da 
andererseits  an  der  Grenze  zwischen  Flüssigkeit  und  Kugel  die  Normalkomponente 
der  Geschwindigkeit  verschwinden  muß,  sind  die  Bedingungen  für  die  Konstmktion 
von  Bildern  gegeben  (vgl.  p.  959 f.).  So  hat  schon  Stokes  die  Bewegung  bestimmt, 
die  von  einer  Kugel  in  einer  von  einer  zweiten  Kugel  begrenzten  Flüssigkeit 
hervorgerufen  wird  in  dem  Augenblick,  wo  die  beiden  Kugeln  gerade  konzentrisch 
liegen.  Später  hat  Hicks  die  Methode  auf  das  hier  in  Rede  stehende  Problem 
zweier  Kugeln  angewandt,  ihm  sind  dann  C.  Neümann,  Hermann,  Basset  u.  A. 
nachgefolgt  Freilich  ist  die  Methode  nicht  in  allen  Spezialfällen  gleich  vorteil- 
haft. Sie  ist  es  z.  B.  für  den  Fall,  daß  sich  die  beiden  Kugeln  längs  ihrer  Ver- 
bindungslinie bewegen;  bewegen  sie  sich  dagegen  senkrecht  dazu,  so  werden  die 
Bilder  derart  kompliziert,  daß  sich  Hicks  mit  einer  angenäherten  Lösung  be- 
gnügen mußte.  Basset  gibt  daher  für  diesen  Fall  eine  andere  Methode  an, 
durch  die  Nährungswerte  der  Koeffizienten  in  Form  einer  nach  den  Potenzen 
des    reziproken    Mittelpunktsabstands    fortschreitenden    Reihe    erhalten    werden. 


^  R.  Hoppe,  Quart.  Journ.  of  math.  1,  301. 
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Hermann  hat  alsdann  einen  kurzen  Ausdruck  für  die  Koeffizienten  der  in 
diesem  Falle  vorhandenen  kinetischen  Energie  in  einer  symbolischen  Form 
gegeben.* 

Was  die  Ergebnisse  betrifft,  so  sei  folgendes  angeführt.  Wenn  die  beiden 
Kugeln  sich  auf  ihrer  Zentrallinie  bewegen,  die  Geschwindigkeiten  u  und  v  Q'e 
nach  der  anderen  hin)  haben  imd  so  weit  voneinander  entfernt  sind,  daß  man 
den  Kubus  von  aö/r  vernachlässigen  kann,  so  ist  der  Flüssigkeitsdruck  auf  die 
zweite  Kugel: 

(73)  P=_„,,»U+S^_    +^ 


u 


2 


und  er  wirkt  in  der  Richtung  von  der  ersten  Kugel  weg;  je  nach  dem  Ver- 
hältnis des  ersten  zum  zweiten  Gliede  wird  also  scheinbare  Anziehung  oder  Ab- 
stoßung auftreten.  Wenn  insbesondere  beide  Kugeln  sich  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit bewegen,  so  bleibt  nur  das  zweite  Glied  übrig:  solche  Kugeln  stoßen 
sich  also  scheinbar  ab,  und  zwar  mit  einer  Kraft,  die  mit  den  Kuben  ihrer 
Radien  direkt,  mit  dem  Biquadrat  ihres  Abstands  umgekehrt  proportional  ist, 
außerdem  aber  noch  für  jede  der  beiden  Kugeln  einen  besonderen  Faktor  enthält, 
nämlich  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  der  anderen  Kugel;  nur  für  gleiche  Ge- 
schwindigkeiten werden  beide  Kräfte  einander  gleich.  —  Sind  die  Kugeln  gleich 
und  bewegen  sie  sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  einander  entgegen,  so  gibt  es 
in  jedem  Moment  eine  Symmetrieebene,  diese  kann  man  zur  festen  Wand  machen 
und  alles,  was  jenseits  ihrer  ist,  weglassen:  man  gelangt  dann  zu  dem  Satze,  daß 
eine  sich  auf  eine  Wand  zubewegende  Kugel  von  dieser  scheinbar  abgestoßen 
wird;  ihre  Geschwindigkeit  nimmt  ab,  es  tritt,  wie  man  sagen  kann,  Stauung  ein; 
man  kann  auch  sagen,  die  Kugel  bewege  sich  bei  Annäherung  an  die  Wand  so, 
als  ob  ihre  Masse  im  Verhältnis  von 

(74)  1+1^=1    ^^'   ^+r¥-^ 

vergrößert  würde,  wo  d  den  augenblicklichen  Abstand  ihres  Zentrums  von  der 
Wand  in  Zentimeter,  d  denselben  in  Kugelradien  bedeutet.  —  Ganz  entsprechend 
findet  man,  daß  zwei  Kugeln,  die  sich  senkrecht  zu  ihrer  Zentrallinie  bewegen, 
sich  anscheinend  anziehen;  und  dasselbe  gilt  dann  auch  von  einer  einzigen  Kugel, 
die  sich  in  der  Nähe  einer  festen  W^and  parallel  zu  dieser  bewegt:  sie  wird  zu 
der  Wand  hingezogen.  —  Die  Bewegung  einer  Kugel  nahe  einer  Wand  kann 
man  schließlich  leicht  für  den  Fall  verallgemeinern,  daß  die  Bewegungsrichtung 
mit  der  Normale  auf  der  Wand  einen  beliebigen  Winkel  ip  bildet:  je  nachdem 
nämlich,  wenn 


(75)  ^^s«  =  2|/--;t_^2|/3^3- 


+  1 


+  1 

gesetzt  wird,  der  Winkel  tf;  zwischen  a  und  «  —  a  liegt  oder  aber  kleiner  als  a 
bezw.  größer  als  «  —  a  ist,  wird  die  Kugel  angezogen  oder  abgestoßen;  für  t|^=sa 
oder  rt  —  a  bleibt  die  Kugel  ungestört,  d.  h.  bei  einem  Winkel,  der  in  größerer 
Ferne  54^2^  beträgt,  bei  Annäherung  aber  zunimmt. 

Bisher  ist  von  der  fortschreitenden  Bewegung  zweier  Kugeln  die  Rede 
gewesen.  Auch  die  oszillierende  Bewegung  läßt  sich  analytisch  verfolgen  und 
führt  zu  entsprechend  interessanten  Schlüssen.     Man  vergleiche  hierzu  Arbeiten 

'  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  8.  1843;  Papers  1.  28.  230.  —  W.  M.  HiCKS, 
Trans.  Roy.  Soc.  171.  1880.  — -  C.  Neumann,  Hydrodyn.  Unters.  Leipzig  1883.  —  A.  B. 
Basset,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  18.  369.  1887.  —  R.  A.  Hermann,  Quart.  Journ.  of  math. 
22.  204.  370.  1887. 
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von  Guthrie  (nach  W.  Thomson),  Bjerknes,  Hicks  u.  A.^  Was  zunächst  die 
kleinen  Pendelschwingungen  betrifft,  so  ist  zwischen  zwei  Fällen  zu  unterscheiden. 
Im  ersten,  wenn  nämlich  die  eine  Kugel  A  pendelt,  die  andere  in  Ruhe  ist,  ergibt 
die  obige  Formel  als  Mittelwert  der  auf  B  wirkenden  Kraft  null;  in  erster  An- 
näherung erfährt  also  die  ruhende  Kugel  keine  Einwirkung.  Geht  man  aber  bei 
Entwickelung  der  allgemeinen  Formeln  einen  Schritt  weiter,  so  findet  man  das 
von  null  verschiedene  Glied 

(76)  w'^^^^V^    . 

WO  ü^  den  Mittelwert  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit  von  A  bedeutet;  die 
ruhende  Kugel  wird  also  zur  pendelnden  hingezogen,  entsprechend  dem  schon 
von  Thomson  hervorgehobenen  Umstand,  daß  auf  der  der  pendelnden  Kugel 
zugewandten  Seite  der  ruhenden  Kugel  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  im 
Durchschnitt  größer,  also  der  Druck  kleiner  ist  als  auf  der  abgekehrten  Seite. 
Andererseits  erfährt  auch  die  pendelnde  Kugel  eine  Einwirkung  von  der  ruhenden, 
die  Periode  ihrer  Schwingungen  wächst  nämlich,  wenn  w'  die  Masse  der  ver- 
drängten Flüssigkeit  ist,  angenähert  im  Verhältnis 

,        8         w'         a^b^    , 

Wenn  andererseits  beide  Kugeln  pendeln,  und  zwar  mit  gleicher  Periode, 
so  ist,  unter  üv  den  Mittelwert  von  uv  verstanden,  die  Einwirkung  der  Kugeln 
aufeinander 

(78)  jr= "L.^ UV      ; 

diese  Wirkung  ist  also  viel  kräftiger  als  die  vorige;  und  zwar  ist  es  eine  An- 
ziehung, solange  die  Phasen  von  u  und  v  sich  höchstens  um  ^/^  Periode  unter- 
scheiden; ist  sie  genau  so  groß,  so  findet  keine  Wirkung  statt;  ist  sie  größer,  so 
tritt  Abstoßung  auf. 

Die  meisten  der  obigen  Fälle  sind,  außer  für  Kugeln,  auch  für  Zylinder 
ausgerechnet  worden;  jedoch  muß  es  an  diesem  Hinweis  genügen. 

Pnlsationen  von  Kugeln  in  Flnssigkeit  Ein  besonders  interessanter  Fall 
ist  der,  wo  die  Kugeln  periodisch  ihr  Volumen  vergrößern  und  verkleinem.  Man 
kann  sie  dann  offenbar  als  Quellen  von  veränderlicher  Ergiebigkeit  ansehen,  es 
tritt  eine  Änderung  des  hydrodynamischen  Druckes  und  damit  wiederum  eine 
scheinbare  Wechselwirkung  zwischen  den  Kugeln  ein.  Bjerknes  hat  diese 
Theorie  zuerst  entwickelt,  dann  sind  ihm  Hicks,  Voigt  u.  A.  gefolgt.  Die 
Wirkung  zeichnet  sich  durch  besondere  Intensität  aus,  sie  ist  nämlich  nicht,  wie 
bei  den  Oszillationen,  der  vierten,  sondern  der  zweiten  Potenz  des  Abstands 
umgekehrt  proportional;  femer  ist  sie,  wie  Voigt  auf  besonders  einfache  Weise 
gezeigt  hat,  proportional  mit  den  Quadraten  der  Kugelradien,  proportional  mit 
den  Amplituden  a,  /5  der  Pulsationen  und  umgekehrt  proportional  mit  dem 
Quadrat  der,  bei  beiden  Kugeln  als  gleich  angenommenen,  Pulsationsdauer  T, 
in  Formel: 

(79)  •  W,^^^f^?-    ■ 

Was  schließlich  den  Sinn  der  Wirkung  betrifft,  so  ist  sie  eine  Anziehung 
bei  gleichen  Phasen  und  auch  dann  noch,  wenn  die  Phasendifferenz  bis  zu 
^/^  Periode  geht,  darüber  hinaus  aber  eine  Abstoßung. 

^  C.  A.  Bjerknes,  s.  w.  u.  —  F.  Guthrie,  Phil.  Mag.  (4)  41.  405.  187 1.  —  W.  M. 
Hicks,  a.  a.  O.  —  Zwischen  den  Formeln  von  Guthrie  u.  Bjerknes  besteht  in  einigen  Fällen 
eine  gewisse  Differenz. 

WiNKBLMANN,  Physik.    9«  Aufl.    I.  66 


1042        F.  Auerbach,  Gememschaftliche  Bewegung  fester  u.  flüssiger  Körper.      ph^^i^Aufl. 

Die  Theorie  ist  dann  von  HiCKS,  Voigt,  Pearson  u.  A.  auch  auf  mehr 
als  zwei  Kugehi  (es  tritt  dann  an  die  Stelle  des  Faktors  für  die  aktive  Kugel 
eine  Summe  entsprechender  Ausdrücke)  sowie  auf  nichtsphärische  Körper 
(Ellipsoide,  Zylinder)  ausgedehnt  worden;  für  Zylinder  wird  sogar  die  Wirkung, 
wie  zu  erwarten,  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  selbst.^ 

Experimentelle  üntersnchimgen.  Die  scheinbaren  Femkräfte  zwischen  zwei 
in  Wasser  sich  bewegenden  Kugeln  sind  von  Bjerknes,  in  Verbindung  mit 
ScHjöTZ,  auch  experimentell  untersucht  worden,  und  zwar  in  einer  Reihe  sehr 
mannigfaltiger  und  merkwürdiger  Studien.  Mit  Hilfe  von  Rollen  und  Fäden,  die 
abgebrannt  wurden  und  damit  die  Kugeln  herabfallen  ließen,  später  auch  mit  Hilfe 
federnder  Vorrichtungen  und  auf  andere  kunstvolle  Weise  wurden  zunächst  pendelnde 
Bewegungen  von  Kugeln  erzeugt,  wobei  ein  parallepipedischejr  oder  zylindrischer 
Trog  von  möglichst  großen  Dimensionen  benutzt  wurde.  Zwei  Eschenholzkugeln 
von  220  g  Gewicht,  die  in  einem  Abstand  von  15  cm  durch  das  Wasser  herab- 
fielen, näherten  sich  bis  zur  Berührung;  auch  Kugeln  von  verschiedenem  Gewicht 
und  solche,  die  aus  verschiedenen  Höhen  fielen,  zogen  sich  an,  auch  eine  auf 
dem  Wasser  schwimmende  Kugel  trat  mit  der  herabfallenden  in  Wechselwirkung. 
Bei  entgegengesetzter  Phase,  d.  h.  wenn  die  eine  Kugel  fiel,  die  andere  gleich- 
zeitig aufstieg,  trat  eine  deutliche  Abstoßung  auf,  die  noch  bei  15  cm  Abstand 
merklich  war.  Um  gewisse  Einwände  zu  beseitigen,  wurde  auch  mit  Kränzen 
von  Kugeln  operiert,  die  sich  um  die  vertikale  Achse  drehten,  und  von  denen 
einer  sich  auch  vertikal  verschieben  konnte:  wenn  sich  letzterer  allein  drehte,  wurde 
keine  Wirkung  beobachtet;  rotierte  aber  der  feste,  so  wurde  der  andere  deutlich 
angezogen.  —  Durch  eine  besondere  Vorrichtung  wurden  auch  sehr  rasche 
Schwingungen  erzeugt;  bei  einer  Amplitude  von  0,45  cm  und  einem  Oberflächen- 
abstand von  0,2  cm  wurde  der  letztere  mindestens  verdoppelt.  —  Von  einer  sehr 
rasch  schwingenden  Wachskugel  wurden  genäherte  Körper  angezogen,  welche 
Lage  sie  auch  gegen  die  schwingende  Kugel  haben  mochten;  in  der  Bewegungs- 
richtung mußten  sie  freilich  sehr  nahe  gebracht  werden,  in  den  übrigen  durften 
sie  bis  zu  8  cm  abstehen.  —  Die  Pulsationen  —  und  das  sind  die  interessantesten 
Versuche  —  wurden  auf  verschiedene  Weise  erzeugt;  bei  dem  gegenwärtig  wohl 
am  weitesten  verbreiteten  Apparat  werden  Kautschukkapseln  durch  eine  Pumpe 
abwechselnd  aufgebläht  und  wieder  zusammengedrückt,  wobei  eine  Übertragung 
eine  sehr  kleine  Periode  herzustellen  erlaubt;  die  theoretischen  Schlüsse  finden 
auch  hier  Bestätigung,  d.  h.  ein  ruhender  Körper  wird  vom  pulsierenden  angezogen, 
zwd  pulsierende  ziehen  sich  bei  gleicher  Phase  an  und  stoßen  sich  bei  entgegen- 
gesetzter ab;  die  Wirkung  ist  femer,  wie  es  zu  erwarten  ist,  sehr  kräftig  und  noch 
auf  relativ  große  Abstände  wahrnehmbar.  —  An  diesen  Beispielen  muß  es  genügen.' 

Versuche  über  rotierende  Kugeln  in  Flüssigkeiten,  namentlich  in 
zähen  Flüssigkeiten  sind  auch  von  Quincke,  Weyher  und  Hefft  angestellt 
worden.^     Es  wurden  eine  Kugel  nahe  einer  Wand,  zwei  Kugeln  mit  gleicher 

1  C.  A.  Bjerknes,  Christiania  Förh.  1863.  1868.  187 1.  1875;  Gott  Nachr.  1876.  — 
Zusammengefaßt  und  erweitert  in  dem  Buche  von  V.  Bjerknes,  Vorles.  über  hydrodynamische 
FernkräAe.  Leipzig  1900.  (Auf  den  reichen  Inhalt  dieser  Monographie  kann  hier  nur  hin- 
gewiesen werden);  Rapport  au  congr^s  intern.  1.  Paris  1900.  —  W.  M.  HiCKS,  Proc.  Cambr. 
Phil.  Soc.  3.  276.  1878;  4.  29.  1880.  —  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  189^.  p.  37.  —  K.  Pearson, 
Quart.  Joum.  of  math.  20.  60.  184.  1884.  —  Verwandte  Probleme  hat  auch  behandelt: 
E.  RiECKE,  Math.  Ann.   30.  309.   1887.  —  Eine  sehr  lesenswerte  historische  Darlegung  der 

tanzen  Frage  gibt  C.  A.  Bjerknes  in  C.  R.  84.  1222.  1309.  1375.  1446.  1493.  (1877.)  — 
C.  A.  Bjerknes  und  Schjötz,  Gott.  Nachr.  1877.  p.  291;  im  Auszuge  auch  in  vielen 
anderen  Zeitschriften.  Ferner:  C.  A.  Bjerknes,  C.  R.  88.  165.  280;  89.  144.  1879;  93. 
303.  1881;  Journ.  de  phys.  9.  73.  1880;  10.  509.  1881;  Repert.  de  Phys.  19.  283.  1883. — 
Zusammenfassung  der  experimentellen  Untersuchungen  in:  V.  Bjerknes,  Vorles.  tlber  hydrodyn. 
Femkräfte  2.  Leipzig  1903.  —  Vgl.  auch  F.  Guthrie,  Phil.  Mag.  (4)  4L  423.  1871.  —- 
C.  Decharme,  C.  R.  94.  440.  527.  643.  722.  1882.  —  ^  G.  Quincke,  Wied.  Ann.  59. 
465.  1896.  —  Weyher,  C.  R.  127.  811.  1899.  —  O.  Hefft,  Inaug.-Diss.    Heidclb.  1900. 
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oder  entgegengesetzter  Drehungsrichtung  und  andere  Fälle  verfolgt;  das  Ergebnis 
ist  hinsichtlich  des  Sinnes  der  scheinbaren  Kräfte  nicht  einheitlich,  indem  bald 
Anziehungen,  bald  Abstoßungen,  außerdem  aber  auch  seitliche  Verschiebimgen 
konstatiert  wurden;  es  scheint  das  von  der  Natur  der  benutzten  Flüssigkeit,  be- 
sonders von  ihrem  Klebrigkeitsgrade,  aber  auch  von  Unterschieden  der  Kon- 
figuration der  rotierenden  Kugeln  und  anderen  Umständen  abzuhängen.  Zwei 
Kugeln  z.  B.,  die  in  einer  klebrigen  Flüssigkeit  mit  zunehmender  Winkelgeschwindig- 
keit rotieren,  zeigen  erstens  Anziehung  und  Abstoßung  in  periodischem  Wechsel, 
außerdem  aber  eine  Drehung  der  Verbindungslinie  der  Kugelzentren  um  eine 
parallele  Achse,  wobei  der  Sinu  beider  Drehungen  wiederum  je  nach  den  Um- 
ständen verschieden  oder  gleich  ausfällt 


4.  FlüssigkeitBbewegung  in  mehrfach  zusammenhftngenden 

B&amen. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  und  Ergebnisse  gelten  nur,  wenn  der  Flüssig- 
keitsbereich einfach  zusammenhängend  ist  Ist  der  Raum,  den  die  festen  Körper 
für  die  Flüssigkeit  frei  lassen,  n-fach  zusammenhängend,  so  gibt  es  in  ihm  n 
voneinander  unabhängige,  geschlossene  Linien,  die  sich  ohne  Überschreitung  der 
Grenzen  des  Raumes  nicht  zum  Verschwinden  bringen  lassen.  Es  können  dann 
Stromlinien  in  sich  zurücklaufen  und  es  findet  in  ihnen  eine  bestimmte  Zirku- 
lation (p.  951)  statt  Das  Geschwindigkeitspotential  (p  ist  hier  mehrwertig  oder 
zyklisch,  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  ist  durch  die  der  festen  Körper  nicht 
mehr,  wie  früher,  vollständig  bestimmt;  es  muß  noch  etwas  über  ihre  Zirkulation 
ausgesagt  werden.  Die  Ansätze  der  bisherigen  Theorie  sind  nicht  mehr  gültig, 
weder  die  Lagrange  sehen  Gleichungen  noch  das  Hamilton  sehe  Prinzip;  es 
ist  das  Verdienst  von  Boltzmann,  hierauf,  aus  Anlaß  einer  Abhandlimg  von 
Kirchhoff,  zuerst  hingewiesen  und  den  Weg  zu  entsprechender  Modifikation  an- 
gegeben zu  haben.  Im  übrigen  haben  sich  zahlreiche  Autoren  an  der  neuen 
Theorie  beteiligt;  hervorzuheben  sind  Thomson  und  Tait,  C.  Neümann, 
Larmor,  Jukowsky,  Riecke,  Pürser,  Basset,  Lamb,  Bürton,  Cullis  und 
CoMBEBiAC.^  Namentlich  hat  C.  Neümann  die  Formeln,  die  an  die  Stelle  des 
Hamilton  sehen  Prinzips  treten,  eingehend  entwickelt;  und  Basset  hat  den 
Lagrange  sehen  Gleichungen  die  im  vorliegenden  Falle  zweckmäßigste  Form  ge- 
geben, wobei  gewisse  verallgemeinerte  Geschwindigkeiten  auftreten. 

Die  Zerlegungsmethode  läßt  sich  übrigens  auch  hier  anwenden;  nur  treten 
zu  den  bisherigen  sechs  Gliedern  des  Geschwindigkeitspotentials  noch  so  viel  neue 
hinzu,  als  es  unabhängige,  das  Gebiet  zu  einem  einfach  zusammenhängenden 
machende  Schnittflächen  gibt,  durch  deren  jede  Zirkulation  stattfindet  Man  er- 
hält somit  den  Ausdruck 

wo  ij ,  ij  u.  s.  w.  die  Werte  der  Zirkulation  in  den  einzelnen  voneinander  un- 
abhängigen, nicht  verschwindbaren  Umläufen  sind;  dabei  muß  jede  der  neuen 
Funktionen  co  die  Bedingungen  erfüllen,  daß  erstens  die  LAPLACEsche  Gleichung 


t  L.  Boltzmann,  Grelles  Journ.  73.  in.  1871.  —  Thomson  u.  Tait,  Nat.  Phil.  2.  ed. 
1.  —  W.  Thomson,  Proc.  Roy.  Soc.  Edinb.  7.  668.  1870;  Phil.  Mag.  (4)  46.  1873.  — 
J.  PuRSER,  Phil.  Mag.  Nov.  1878. —  C.  Neümann,  Hydrodynamische  Untersuchungen.  Leipz. 
ig83.  —  C.  Larmor,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  16.  1884.  —  N.  Jukowsky,  Journ.  d.  russ. 
phys.-chem.  Ges.  17.  1885.  —  E.  Riecke,  Math.  Ann.  80.  309.  1887;  32.  203.  1888.  — 
A.  B.  Basset,  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  6.  47.  117.  1887.  —  H.  Lamb,  Einleitung  in  die 
Hydrodynamik,  p.  203.  —  C.  V.  Burton,  Phil.  Mag.  (5)  36.  490.  1893.  —  C.  E.  Cullis, 
Inaug.-Diss.  Jena  1896.  —  M.  Combebiac,  Bull.  Soc.  math.  34.  63^  1906. 
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gilt,  der  normale  Differentialquotient  an  der  betreffenden  festen  Oberfläche,  in 
der  Unendlichkeit  aber  alle  Differentialquotienten  verschwinden,  und  endlich, 
es  müssen  monozyklische  Funktionen  sein  mit  der  zyklischen  Konstante  eins, 
d.  h.  der  Sprung  an  der  Schnittfläche  ö  muß  eins  sein.  Die  kinetische  Energie 
erhält  nun  auch  noch  neue  Glieder  zu  den  alten,  nämlich  einen  Ausdruck  von 
der  Form 

(80)  ^J^rrK'  +  ^^KA\      . 


-'/^--    ■     ■     -"-'/^-.-/^ 


ö^ff- 


gesetzt  ist.  Es  ist  leicht  einzusehen,  welche  Bedeutung  dieser  Zusatz  hat.  Eine 
im  Unendlichen'  ruhende  Flüssigkeit  kann  sich  nämlich  auch  im  Endlichen 
nicht  bewegen,  wenn  sich  in  ihr  ein  ruhender  Körper  von  einfach  zusammen- 
hängendem Charakter,  z.  B.  eine  ruhende  Kugel  befindet;  wohl  aber  kann  sie 
sich  bewegen,  und  zwar  in  Form  von  Zirkulation,  wenn  der  feste  Körper  mehr- 
fach zusammenhängend,  z.  B.  ein  Ring  ist;  die  kinetische  Energie  dieser  Be- 
wegung, die  die  Flüssigkeit  ausführen  würde,  wenn  der  Körper  ruhte,  ist  jenes 
Zusatzglied. 

Ganz  entsprechend  sind  nun  die  Kräfte  zu  bilden,  und  zwar  ist  wieder 
die  Vorstellung  der  Impulse  am  zweckmäßigsten,  d.  h.  der  Kräfte,  die  durch 
momentanes  Wirken  den  jetzigen  Bewegungszustand  aus  dem  der  Ruhe  erzeugen 
würden.  Sie  setzen  sich  ebenfalls  aus  zwei  Teilen  zusammen,  nämlich  aus  den 
Impulsen,  die  die  Bewegung  des  festen  Körpers  erzeugen  würden,  X^,  V^,  Z,, 
Zj,  il/j,  iVj,  und  zweitens  aus  den  Impulsen,  die  auf  die  Schnittflächen  wirken 
und  die  Zirkulation  erzeugen  würden,  X^,  V^y  Z^,  Zj,  M^y  N^\  die  Summen 
seien  X,  V,  Z,  L,  M,  N,  Es  ergibt  sich  alsdann,  wenn  zur  Abkürzung  (/,  w,  n  die 
Richtungskosinus  der  Normale  nach  der  Flüssigkeit  hin): 


(81) 


sowie  entsprechendes  für  1^,  Z^,  und  für  M^,  N^  gesetzt  wird,  für  die  Gesamt- 
impulskräfte: 

du  bU 

(82)  Z=--  +  ^o  ^.  s.w.,  Z«  — +  Z0U.SW. 

X^  u.  s.  w.  sind  offenbar  die  Impulse,  die  diejenige  Bewegung  der  Flüssigkeit 
erzeugen  würden,  die  übrig  bleibt,  wenn  der  Körper  durch  Kräfte,  die  auf  ihn 
allein  wirken,  zur  Ruhe  gebracht  wird. 

Kr^isring  in  FlÜBsigkeit.  Zu  den  Körpern  von  mehrfachem  Zusammen- 
hange gehören  hauptsächlich  alle  „durchbohrten"  Körper,  indem  nämlich  jede 
Durchbohrung,  jedes,  mit  der  Außenwelt  frei  kommunizierende  Loch  einen  Zu- 
sammenhang und  eine  mögliche  Zirkulation  repräsentiert  Die  einfachste  derartige 
Form  ist  offenbar  der  Ring,  der  u.  a.  von  Thomson,  Riemann,  Lamb,  Hicks 
und  Basset  behandelt  worden  ist.  Gibt  man  der  Ringachse  Kreisform,  läßt  aber 
die  Querschnittform  willkürlich,  und  legt  man  die  Jt- Achse  senkrecht  zur  Ring- 
ebene, so  hat  man  wegen  der  radialen  Symmetrie,  entsprechend  der  Gleichung  (54, 
dort  liegt  aber  die  Achse  anders),  nur  mit  Hinzufügung  eines  Zirkulationsgliedes: 

(83)  2  £^  =  .,,  «2  +  ,^^  (^2  +  ^2)  +  ,^^pt  +  ,^^  (^2  +  ^2)  +  ^^2        ^ 
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und  die  Impulskräfte  werden: 

Von  den  Bew^^ungsgleichungen  sind  einige  sofort  zu  integrieren  und  liefern: 

p  =  COnSt       ,  U  aa  COUSt        ,* 

die  übrigen  nehmen,  wenn  /  «  0  gesetzt  und  angenommen  wird,  daß  der  Ring 
nur  wenig  aus  dem  Zustand  gleichförmiger  Bewegung  parallel  der  ^- Achse  gestört 
werde,  die  Form: 

(dv  dw 

an,  woraus  sich  durch  ElimioatioD  von  r 

(S6)  ^2,  ^65  -^  =  -  (^11  «  +.^0)  [(^11  -  ^2«)«  +  -^0]  ^ 

nebst  einer  entsprechenden  Gleichung  für  w  ergibt.  Soll  die  Bewegung  stabil 
sein,  So  ist  daher  hinreichend  und  notwendig,  daß  der  Koeffizient  v  rechts  negativ 
sei;  und  die  Dauer  einer  kleinen  Oszillation  wird: 


y  (^11 «  +  -^0)  [(^11  -  ^22) «  +  ^0] 

Die  fortschreitende  Bewegung  des  Ringes  durch  die  Flüssigkeit  kann 
man  sich  im  großen  ganzen  leicht  veranschaulichen,  ebenso  wie  die  gleichzeitige 
Zirkulation  der  Flüssigkeit  durch  sein  Loch  hindurch;  übrigens  werden  wir  ganz 
identische  Verhältnisse  bei  der  Bewegung  eines  Wirbelrings  (nächster  Artikel) 
wiederfinden.  Die  tatsächliche  Ausrechnung  ist  von  Ricks  mit  Hilfe  der  sogen. 
Toroidfunktionen  vollzogen  worden;  spezielle  Fälle  hat  Basset  ausgerechnet,  es 
fehlt  jedoch  hier  an  Raum  dafür. 

Die  Bewegung' zweier  Ringe  in  einer  Flüssigkeit  ist  von  Kirchhoff 
behandelt  und  hinsichtlich  des  schon  erwähnten  Punktes  von  Boltzmann  be- 
richtigt worden;  auch  sei  auf  eine  Arbeit  von  Riecke  hingewiesen,  in  der  die 
Kirchhoff  sehe  Betrachtung  verallgemeinert  wird.  Die  Ringe  bewegen  sich, 
ähnlich  wie  zwei  Kugeln,  so,  als  ob  gewisse  Kräfte  zwischen  ihnen  wirkten  (s.  w.  u.). 

Eine  sehr  sorgfältige  und  reichhaltige  Arbeit  von  Cullis  beschäftigt  sich  mit 
der  Bewegung  komplizierter  durchlochter  Körper,  insbesondere  von  Draht- 
gestellen mannigfacher  Art,  deren  geometrischer  und  hydrodynamischer  Charakter 
zunächst,  um  die  auf  dem  vorliegenden  Gebiete  vielfach  hervorgetretenen  Unklar- 
heiten zu  beseitigen,  so  streng  wie  möglich  definiert  wird.  Auch  wird  schließlich 
die  Anwendung  auf  zwei  oder  mehrere  Ringe  gemacht. 

Noch  verwickelter  ist  natürlich  der  Fall  von  Körpern,  die  abgeschlossene 
Hohlräume  in  sich  enthalten,  die  ihrerseits  von  mehrfach  zusammenhängendem 
Charakter  und  mit  Flüssigkeit  gefüllt  sind;  man  vergleiche  hierzu  eine  Abhand- 
lung von  JUKOWSKI. 

Endlich  können  sich  Körper,  die  selbst  einfach  zusammenhängend  sind,  in 
einem  Flüssigkeitsraum  bewegen,  der  derart  begrenzt  ist,  daß  er  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Charakter  annimmt;  für  den  Fall  einer  kleinen  Kugel  hat 
Thomson  dieses  Problem  untersucht  und  u.  a.  gefunden,  daß,  wenn  die  Zirkulation 
um  einen  in  die  Unendlichkeit  laufenden,  feinen,  festgehaltenen  Draht  erfolgt,  die 
Kugel   sich   so   bewegt,   als   ob   sie  von  dem  Drahte  umgekehrt  proportional  mit 
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dem  Kubus  der  Entfernung  angezogen  würde.  —  Die  zweidimensionale  zyklische 
Bewegung  einer  Flüssigkeit  um  einen  sich  bewegenden  Kreiszylinder  haben  Lord 
Rayleigh  und  Greenhill^  untersucht;  ohne  äußere  Kräfte  wird  die  Bahn  des 
Mittelpunkts  ein  Kreis,  bei  konstanter  Kraft  wird  sie  eine  Trochoide. 

Analogien  mit  elektrischen  und  magnetischen  ErsoheiBimgen.  Das  in 
dem  vorliegenden  Artikel  behandelte  Phänomen  gehört  zu  denen,  die  die  ver- 
gleichende Betrachtung  geradezu  herausfordern.  Denn  es  hat  sich  hier  gezeigt, 
daß  bei  der  Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten  scheinbare  Kräfte  auftreten, 
die  ganz  den  Charakter  von  Femkräften  haben  und  somit  stark  an  die  Kräfte 
der  Gravitation,  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  erinnern.  Oder  umgekehrt: 
die  vorliegenden  hydrodynamischen  Erscheinungen  bieten,  da  bei  ihnen  die  nur 
scheinbare  Femnatur  der  Kräfte  klar  zutage  tritt,  eine  willkommene  Analogie  zu 
den  Vorstellungen,  die  man  sich  in  der  Feldtheorie  der  Elektrizität  und  des 
Magnetismus  zu  bilden  hat,  um  auch  hier  die  Fernkräfte  auf  Druckwirkungen 
zurückzuführen.  Daraus  ergibt  sich  freilich  auch,  daß  der  Schwerpunkt  des 
Interesses  an  der  in  Rede  stehenden  Analogie  in  die  Lehre  von  der  Elektrizität 
und  dem  Magnetismus  fUUt;  es  wird  daher  hier  eine  kurze  Erwähnung  der  Haupt- 
punkte genügen:  i.  Das  Geschwindigkeitspotential  einer  Flüssigkeit,  in  der  eine 
Kugel  sich  bewegt,  ist  gleich  dem  Potential  einer  magnetischen  Molekel  im 
Zentrum  der  Kugel,  dessen  magnetische  Achse  die  Richtung  der  Bewegung  der 
Kugel  hat  und  dessen  magnetisches  Moment  \R^  mal  der  Geschwindigkeit  ist. 
Die  Geschwindigkeit  in  der  Flüssigkeit  ist  also  hier  überall  ebensogroß  wie  dort 
die  Kraft  im  magnetischen  Felde.  2.  Die  von  Kirchhoff  untersucliten  beiden 
Ringe  in  Flüssig:keit  wirken  aufeinander  so,  als  ob  sie  sich  im  leeren  Räume 
befänden,  aber  von  elektrischen  Strömen  durchflössen  wären;  allgemeiner  (Riecke): 
Wenn  eine  Flüssigkeit  von  bestimmter  Dichte  durch  die  Ringe  hindurch  zirkuliert, 
so  üben  diese  eine  scheinbare  Wechselwirkung  aus  entgegengesetzt  gleich  der 
elektrodynamischen  Wechselwirkung  entsprechender,  auf  den  Ringoberflächen  aus- 
gebreiteter galvanischer  Strömungen.  3.  Die  Kräfte,  die  zwei  schwingende  oder 
pulsierende  Kugeln  in  Flüssigkeit  aufeinander  ausüben,  sind  den  elektrischen  und 
magnetischen  Kräften  gleich,  aber  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzt;  eine 
Analogie,  die  Bjerknes*  u.  A.  noch  weiter  durchgeführt  haben  und  die  sie  ver- 
anlaßt hat,  diese  Erscheinungen  als  hydroelektrische  und  hydromagnetische 
zu  bezeichnen.  Einige  weitere  Analogien  zwischen  hydrodynamischen  und  elek- 
trischen Erscheinungen  sehe  man  in  einer  Abhandlung  von  Riecke.^ 


^  Lord  Rayleigh,  Mess.  of  math.  (2)  7.  1877;  Papers  1.  344.  —  A.  G.  Greenhill, 
Mess.  of  math.  (2)  8.  1880.  —  2  c.  A.  Bjerknes,  C.  R.  1879,  ^  verschiedenen  Stellen.  — 
C.  Decharme,  a.  a.  O.  —  ^  £.  Riecke,  Math.  Ann.  SO.  309.  1887.  —  Es  wird  hier  u.  a. 
gezeigt,  daß  die  Bjerknes sehen  Analogien  nicht  konsequent  durchführbar  sind  und  eine  mehr 
formale  als  sachliche  Bedeutung  haben. 


AUgSSTphirrik.  F.  AUERBACH,  Wirbelbewegung.  1047 


Wirbelbewegung. 

Von  F.  Auerbach. 


Einleitting.  Die  in  der  Wirklichkeit  auftretenden  Bewegungen  der  Flüssig- 
keiten tragen  schon  für  das  Auge  einen  Charakter  von  großer  Komplikation  an 
sich.  Es  liegt  das  zum  großen  Teile  daran,  daß  die  Teilchen  außer  der  fort- 
schreitenden und  schwingenden  Bewegung  (Strömungen  und  Wellen)  auch 
Rotationen  ausführen,  teils  um  gemeinsame  Achsen,  teils  um  Achsen,  die  von 
Ort  zu  Ort  zu  variieren  scheinen.  Studiert  man  die  Erscheinung  näher,  so 
sieht  man,  daß  es  die  tangentiale  Wechselwirkung  der  Teilchen,  also  die  Reibung 
ist,  die  diese  Wirbelbewegungen  zumeist  hervorruft,  und  die  sie  andererseits  auch, 
falls  sie  durch  sie  oder  auf  anderem  Wege  entstanden  sind,  fortwährend  wieder 
auszugleichen  strebt.  In  den  idealen  Flüssigkeiten,  wie  sie  die  im  engeren  Sinne 
verstandene  Hydrodynamik  behandelt,  und  welche  der  Reibung  entbehren,  können 
dagegen  Wirbel  weder  entstehen  noch  vergehen;  sie  müssen  daher,  wenn  sie 
vorhanden  sind,  von  jeher  vorhanden  gewesen  sein  und  ewig  andauern.  Unter- 
sucht man  diese  Wirbelbewegungen  und  stellt  ihre  Gesetze  auf,  so  erhält  man, 
außer  der  Lösung  dieses  auf  ideale  Flüssigkeiten  bezüglichen  Problems  selbst, 
jedenfalls  auch  eine  gewisse  Grundlage  für  das  Studium  des  komplizierten  Problems 
der  Wirbelbewegung  in  reibenden  Flüssigkeiten.  Ist  hiemach  die  in  Rede  stehende 
Theorie  in  doppelter  Hinsicht  bedeutungsvoll,  so  wird  diese  Bedeutung  noch 
erhöht  durch  zwei  Anwendungen  der  Theorie;  die  eine,  praktischer  Natur,  bezieht 
sich  auf  die  Erscheinung  der  Wirbelbewegungen  der  Atmosphäre  (Zyklonen  u.  s.  w.), 
die  andere,  theoretischer  Natur,  betrifft  eine  neue  Anschauung  von  den  Atomen, 
die,  dieselben  als  Wirbelatome  hinstellend,  sehr  geeignet  erscheint,  die  beiden 
von  altersher  einander  gegenüberstehenden  Hypothesen  über  die  Beschaffenheit 
der  Materie,  die  Stetigkeitshypothese  und  die  Molekularhypothese,  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  miteinander  zu  versöhnen.  Schließlich  sei  bemerkt,  daß  ein  Teil 
der  Theorie  für  Flüssigkeiten  und  Gase  gemeinschaftlich  entwickelt  werden  kann. 

Die  erste  hierher  gehörige  Untersuchung  ist  in  einer  Abhandlung  von 
SvANBERG^  enthalten,  sie  führt  bereits  zu  einigen  bemerkenswerten  Resultaten, 
ohne  daß  ihr  Verfasser  jedoch  deren  Tragweite  erkannt  hätte.  Ähnliches 
gilt  von  einigen  Betrachtungen  Cauchys.^  Eine  Untersuchung  von  bereits  sehr 
allgemeiner  Natur  stellte  Stokes'  an.  Derjenige  aber,  der  die  Theorie  der 
Wirbelbewegung  als  eine  besondere  Disziplin  begründete,  war  v.  Helmholtz.* 
Im  Anschluß  an  ihn  haben  dann  insbesondere  Sir  W.  Thomson*,  J.  J.  Thomson ^ 

^  SvANBERO,  K.  Vetensk.  Ac.  Handl.  1839.  p.  139;  Grelles  Journ.  24.  153.  — 
2  A.  Caüchy,  M6m.  Sav.  Etr.  1.  1827.  —  3  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  8.  287.  1845. 
—  ♦  H.  v.  Helmholtz,  Grelles  Journ.  56.  25.  1858;  Wiss.  Abh.  L  loi.  —  B  W.  Thom- 
son, Trans.  Roy.  Soc.  Edinb.  25.  217.  1867.  —  ®  J.  J.  Thomson,  A  Treatise  of  the  motion 
of  vortex  rings.     Lond.  1883. 
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Hankel\  Beltrami*  u.a.*  die  allgemeine  Theorie  gefördert;  von  den  spezielleren 
Untersuchungen  wird  an  Ort  und  Stelle  die  Rede  sein.  Von  historischen  und 
systematischen  Monographien  seien,  außer  den  Büchern  über  Hydrodynamik  im 
allgemeinen  noch  die  von  Quint,  J.  J.  Thomson,  Brillouin,  Poincare*  erwähnt. 

1.  Allgemeine  Theorie. 

Grundlagen.  Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bildet  die  Art  und  Weise, 
wie  man  sich  (p.  945 — 948)  die  allgemeinste  Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen 
zerlegt  denken  kann;  es  unterscheiden  sich  in  dieser  Hinsicht,  wie  schon  dort 
bemerkt  wurde,  die  Flüssigkeiten  durchaus  nicht  von  den  festen  Körpern,  und  es 
gelten  daher  auch  hier  die  für  letztere  entwickelten  Formeln  (vgl.  Artikel  „Elasti- 
zität im  allgemeinen").  Hiemach  kann  man  die  allgemeinste  Änderung,  die  ein 
Flüssigkeitsteilchen  im  Zeitelement  erfährt,  aus  einer  Verschiebung,  einer  Aus- 
dehnung und  einer  Drehung  zusammensetzen;  und  jeden  dieser  drei  Bestandteile, 
der  sich  auf  eine  beliebige,  also  im  allgemeinen  schiefe  Achse  bezieht,  kann 
man  wiederum  in  drei  Komponenten  nach  den  Achsen  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  zerlegen.  Für  die  Drehung  ergeben  sich  sofort  einige  Sätze 
und  Beziehungen,  die  zum  Teil  schon  in  der  allgemeinen  Hydrodynamik  (p.  945  ff.) 
erwähnt  wurden,  hier  aber  im  Zusammenhange  Platz  finden  müssen.  Durch  die 
Geschwindigkeitskomponenten  »,  v,  w  drücken  sich  die  Komponenten  der  Drehungs- 
geschwindigkeit mittels  der  Gleichungen 


(0 


aus;  sie  heißen  Drehungskomponenten  oder  Wirbelkomponenten.  Sind  sie  gleich 
null,  so  sind  es  also  auch  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen,  und  folglich 
existiert  ein  Geschwindigkeitspotential  [Gleichungen  (32)  und  (35)  auf  p.  946]. 
Nennt  man  also  mit  Drehungen  der  Teilchen  verknüpfte  Flüssigkeitsbewegungen 
Wirbelbewegungen,  so  stehen  diese  den  Potentialbewegungen  gegenüber.  Die 
Resultante  von  |,  %  f  ist,  in  der  Vektorsprache,  der  Quirl  von  «,  v,  w: 

(5,i?,f)  =  quirl(«,£',rf)      . 

Die  anschaulichste  Form,  in  der  die  Definition  der  beiden  Bewegungsarten 
ausgesprochen  werden  kann,  ist  wohl  die  folgende  von  Maxwell  (in  der  Encycl. 
Brit.)  gegebene:  Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  heißt  wirbelfrei,  wenn  sie  so  be- 
schaffen ist,  daß,  wenn  ein  kugelförmiger  Teil  derselben  plötzlich  erstarrte,  die 
starre  Kugel  keine  Drehung  um  irgend  eine  Achse  erleiden  würde;  ist  dagegen 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wirbelnd,  so  ist  die  Achse  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit irgend  eines  kleinen  Teiles  der  Flüssigkeit  identisch  mit  den  ent- 
sprechenden Größen  des  entsprechenden,  kleinen,  kugeligen,  plötzlich  erstarrt 
gedachten  Teiles.  Wie  scharf  der  Gegensatz  zwischen  Potential-  imd  Wirbel- 
bewegung ist,  zeigt  sich,  wenn  man  |,  tj,  f  mit  Hilfe  der  Lagrange  sehen  Glei- 
chungen (p.  938)  ausdrückt;  es  wird  dann  [Gleichung  {39)]  unter  Beifügung  des 
Faktors  q  (Dichte): 


'  H.  Hankel,  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeit.     Göttingen  1861, 

—  2  i^.  Beltrami,  Mem.  Bologna  1.  431;  2.  381;  3.  349.  1871 — 73:  Ricerche  sulla  dnem. 
dei  fluidi.  Bol.  1875.  —  3  So  z.  B.  H.  Lamb,  Mess.  Math.  (2)  7.  41.  1877,  wo  die  Ab- 
leitungen V.  Helmholtz*  und  Thomsons  verglichen  werden,  femer  W.  M.  HiCKS,  Trans.  Roy. 
Soc.  1.  161.  1884;  2.  725.  1885.  —  Dagegen  ist  es  überflüssig,  auf  die  gegen  die  Begründung 
der  "Wirbeltheorie  von  verschiedenen  Seiten  (Bertrand,  Veltmann  u.  s.  w.)  erhobenen  Ein- 
wände, die,  soweit  es  erforderlich  war,  widerlegt  worden  sind,  hier  einzugehen,  nur  eine  Arbeit 
von  Rausenberger  wird  erwähnt  werden  müssen.  —  *  N.  Quint,   Inaug.-Diss.  Amst.  1888. 

—  J.  J.  Thomson,  s.  oben.  —  M.  Brillouin,  Ann.  de  Toulouse  1.  1887;  Rech.  s.  div.  quest. 
d'IIydr.  Paris  1891.  —  H.  Poincar^,  Th.  des  tourbillons.     Paris  1893. 


Allf^  Physik.  Allgemeine  Theorie.  ,    IO49 


(2) 


*-.(-S+^Ä+-£) .   "-'H^^^^'^'i) 


I    dz  dz 


\tro  ade  die  Koordinaten  des  Teilchens  xß^z  zur  Zeit  /=  0  und  folglich,  wie 
man  aus  den  Gleichungen  selbst  ersieht,  qA,  qB,  ^  C  die  Werte  von  liyf  für 
/  =  0  sind.  Rotiert  also  das  Teilchen  zur  Zeit  /  =  0,  so  rotiert  es  immer; 
rotiert  es  zur  Zeit  /  =  0  nicht,  so  rotiert  es  nie.  Allgemeiner:  Ein  Teilchen 
rotiert  entweder  immer  oder  nie.  Hieraus  ergibt  sich,  daß  bei  idealen 
Flüssigkeiten  die  beiden  Arten  von  Bewegung:  Potentialbewegung  und 
Wirbelbewegung,  streng  geschieden  sind,  daß  die  eine  niemals  in  die  andere 
übergehen  kann.  Es  ist  aber  hierzu,  um  exakt  zu  sein  und  Mißverständnisse 
auszuschließen,  eine  Reihe  von  Bemerkungen  zu  machen.  Erstens  die  folgende: 
Eine  Flüssigkeit  kann  sich  zusammensetzen  aus  Teilen,  welche  in  Potentialbewegung, 
und  aus  solchen,  welche  in  Wirbelbewegung  begriffen  sind.  Die  Wirbelbewegung 
kann  nun  im  Laufe  der  Zeit  in  immer  andere  Gebiete  des  von  der  Flüssigkeit 
erfüllten  Raumes  fortschreiten,  also  in  Gebiete,  in  denen  vorher  nur  Potential- 
bewegung bestand;  aber  dafür  sind  es  eben  jetzt  auch  andere  materielle  Teilchen, 
welche  diese  Gebiete  erfüllen.  Mit  anderen  Worten:  die  Wirbelbewegung  haftet 
nicht  am  Räume,  sondern  an  den  materiellen  Flüssigkeitsteilchen  und  begleitet 
diese  überall  hin,  wohin  diese  durch  die  fortschreitende  Bewegung  geführt  werden. 
Zweitens  hat  Hadamard  auf  einen  Fall  aufmerksam  gemacht,  wo  das  Gesetz 
eine  Ausnahme  erfährt:  Stoßwellen  können  nämlich  nach  seinen  Ausführungen 
auch  in  idealen  Flüssigkeiten  Wirbel  erzeugen.  —  Drittens  hat  Schütz,  veranlaßt 
durch  die  Tatsache,  daß  bei  den  Experimenten  über  Wirbelbildung  die  Zähigkeit 
der  Flüssigkeit  keine  merkliche  Rolle  spielt,  vielmehr  auch  in  Wasser  u.  s.  w.  die 
Wirbelbildung  sehr  leicht  von  statten  geht,  die  Formulierung  des  Satzes  zu  ver- 
vollständigen gesucht  und  gefunden,  daß  er  nur  gilt,  wenn  die  Flüssigkeit  sich 
im  vollkommenen  thermodynamischen  Gleichgewicht  befindet,  was,  wie 
die  analytische  Entwickelung  lehrt,  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Größe  dp/Q 
ein  vollständiges  Differential  ist.  Das  ist  aber  nur  der  Fall  in  einer  Flüssigkeit, 
in  der  sich  alle  möglichen  Druckschwankungen  entweder  vollkommen  isotherm 
oder  vollkommen  adiabatisch  ausgleichen,  nicht  aber  in  beliebig  und  vielleicht 
sogar  diskontinuierlich  bewegten  Flüssigkeiten;  ferner  noch  in  dem  Falle,  wo  die 
Flüssigkeit  mit  einer  zweiten  thermodynamischen  Phase  koexistiert.^ 

Wie  sich  der  Gegensatz  zwischen  Potential-  und  Wirbelbewegung  zu  einer 
aufsteigenden  Reihe  von  Bewegungstypen  erweitern  läßt,  ist  schon  auf  p.  946 
erwähnt  worden.  Sind  die  Wirbelkomponenten  Differentialquotienten  einer  und 
derselben  Funktion  9^,  so  nennt  man  die  letztere  Wirbelpotential  oder  Drehungs- 
oder Rotationspotential.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  erhält  man  einen  neuen 
Quirl,  und  so  fort;  man  vergleiche  hierzu  eine  Abhandlung  von  Craig.*  Da  ferner 
der  Quirl  des  Quirls  bekanntlich  zur  Laplace  sehen  Funktion^  (Summe  der  zweiten 
DifTerentialquotienten)  führt,  erhält  man  entsprechende  Beziehungen  zwischen 
den  «,  V,  ZV,  den  zweithöheren  u.  s.  w. 

Die  wichtigsten  allgemeinen  Begriffe,  Sätze  und  Beziehungen.  Es  entsteht 
nunmehr  die  Frage,  welches  das  einfache  Element  wirbelnder  Flüssigkeit  sei, 
d.  h.  ob,  wenn  nicht  die  ganze  Flüssigkeit  wirbelt,  diese  Art  der  Bewegung  auf 
gewisse  Räume  oder  Flächen  oder  Linien  oder  endlich  gar  auf  Punkte  beschränkt 
sein  könne,    und  wie  weit  man,    gleichviel  ob  die  ganze,  oder  nur  ein  Teil  *der 

1  J.  Hadamard,  C.  R.  136.  299.  1903.  —  J.  R.  Schütz,  Wied.  Ann.  66.  144.  1895. 
~  2  xh.  Craig,  United  States  Coast  Survey  1881. 
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Flüssigkeit  wirble,  in  der  Zerlegung  der  wirbelnden  Flüssigkeit  in  materielle 
wirbelnde  Elemente  gehen  dürfe.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  dienen  die 
folgenden  Entwickelungen  und  Sätze. 

1.  Betrachtet  man  zur  Zeit  /  =  0  außer  dem  Teilchen  abe  noch  das  in  der 
Richtung  seiner  Drehungsachse  benachbarte  Teilchen  a  +  da^  d  +  dd,  c  •\-  de, 
so  daß  also 

(3)  da\db'.dc^  A\B\C 

ist,  so  findet  man,  wenn  man  diese  Werte  von  ABC  vci  die  Gleichungen  (2) 
einsetzt,  die  allgemeinere,  nämlich  zu  beliebiger  Zeit  gültige  Proportion 

(4)  dx\dy\dz^\\'f\\^      . 

In  Worten:  Zwei  Teilchen,  die  zu  irgend  einer  Zeit  auf  einer  Drehungsachse 
liegen,  liegen  stets  auf  einer  solchen. 

2.  Diese  Zuordnung  von  Flüssigkeitsteilchen  kann  man  nun  fortsetzen.  Man 
geht  von  irgend  einem  Teilchen  zu  einem  zweiten  über,  das  augenblicklich, 
also  stets  auf  der  Drehimgsachse  des  ersten  liegt,  vom  zweiten  zu  einem  dritten, 
auf  der  Drehungsachse  des  zweiten  gelegenen  u.  s.  w.  Die  so  entstehende  Linie, 
die  eine  Wirbellinie  heißt,  ist  ein  Gebilde  von  nicht  bloß  augenblicklicher, 
sondern  dauernder  Bedeutung.  Eine  Wirbellinie  bleibt  nämlich  stets  Wirbellinie 
und  stets  aus  denselben  Teilchen  zusammengesetzt  Schon  hierdurch  wird  der 
Schluß  wahrscheinlich  gemacht,  daß  die  Wirbellinie  das  Grundelement  wirbelnder 
Flüssigkeit  sei. 

3.  Für  die  Drehungsgeschwindigkeit  selbst,  d.  h.  för  die  Größe  ö=y?+^*+^ 
ergibt  sich  die  Proportion 


(5)  B'^i^^|dx^  +  dy'+dz''      , 

d.  h.  die  Drehungsgeschwindigkeit  bleibt  im  Laufe  der  Zeit  stets  proportional  mit 
der  Dichte  der  Flüssigkeit  und  mit  dem  Abstand  zweier  auf  der  Wirbellinie 
benachbarten  Teilchen. 

4.  Im  allgemeinen  wird  ein  endliches  Gebiet  des  Raumes  von  wirbelnder 
Flüssigkeit,  also  von  Wirbellinien  erfüllt  sein.  Faßt  man  alsdann  ein  unendlich 
dünnes  Bündel  stetig  sich  aneinander  schließender  Wirbellinien  zusammen,  so 
erhält  man  einen  Wirbelfaden  (auch  kurz  Wirbel).  Auch  ein  solcher  Wirbel- 
faden besteht  hiemach  stets  aus  denselben  Flüssigkeitsteilchen,  und  zwar  gehören 
dem  inneren  desselben  stets  dieselben  und  der  Oberfläche  ebenfalls  stets  dieselben 
Teilchen  an. 

5.  Der  in  3.  für  die  Wirbellinie  ausgesprochene  Satz  läßt  sich  für  einen 
Wirbelfaden  in  andere  Form  bringen.  Da  nämlich  die  Masse  eines  kurzen 
Stückes  des  Wirbelfadens  stets  dieselbe  bleibt,  so  muß  sein  Querschnitt  sich 
umgekehrt  proportional  mit  dem  Produkt  aus  der  Dichte  und  dem  Abstand  der 
Teilchen  in  der  Längsrichtung  ändern.  Da  nun  mit  letzterem  Produkt  die 
Drehungsgeschwindigkeit  direkt  proportional  ist,  muß  sie  mit  dem  Querschnitt 
mngekehrt  proportional  sein,  und  man  erhält  den  Satz :  Das  Produkt  der  Drehungs- 
geschwindigkeit in  den  Querschnitt  eines  bestimmten  Stückes  eines  Wirbelfadens 
behält  mit  der  Zeit  stets  denselben  Wert. 

6.  Wie  zwischen  jeder  Größe  und  ihren  Komponenten,  so  besteht  auch 
zwischen  6  einerseits  und  \t\i  andererseits  die  Beziehung 

WO  dx  das  Element  des  Integrationsraumes,  ds  das  Element  seiner  Oberfläche 
und  n  dessen  nach  innen  gerichtete  Normale  ist  Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (i) 
die  auch  an  sich  wichtige  Gleichung 
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^  ^  dx  ^  dy   ^   dz  ' 

es  ist  also  auch  das  Oberfiachenintegral  rechterseits  gleich  null.  Wendet  man 
dies  auf  ein  durch  die  Querschnitte  g^  und  g^  begrenztes  Stück  eines  Wirbel- 
fadens an,  und  nennt  man  die  am  Orte  von  g^  und  g^  herrschenden  Drehungs- 
geschwindigkeiten 6j  und  8j,  so  erhält  man 

(7)  f  1  öj -h  f ,  e,  =  const     , 

d.  h.  das  Produkt  der  Drehungsgeschwindigkeit  in  den  Querschnitt  hat  fQr  alle 
Stellen  eines  Wirbelfadens  denselben  Wert. 

7.  Faßt  man  die  in  5.  und  6.  ausgesprochenen  Sätze  gleichzeitig  ins  Auge, 
so  sieht  man,  daß  das  Produkt  g6  eine  für  den  Wirbelfaden  charakteristische 
Konstante  ist  Man  kann  sie  die  Intensität  des  Wirbels  nennen  und  den 
ersten  jener  Sätze  dann  auch  so  aussprechen:  Die  Intensität  eines  Wirbels  bleibt 
stets  dieselbe. 

8.  In  naher  Beziehung  steht  die  Drehungsgeschwindigkeit  S  auch  zur  Größe 
der  Zirkulation  (p.  951)  in  irgend  einer  geschlossenen,  auf  der  Oberfläche 
des  Wirbelfadens  gezogenen  und  ihn  umschließenden  Kurve.  Man  findet  nämlich 
leicht  die  Sätze:  a)  die  Zirkulation  ist  in  allen  Kurven,  die  denselben  Wirbel- 
faden einschließen,  gleich  groß;  b]  die  Zirkulation  in  irgend  einer  dieser  Kurven 
ist  gleich  2gS  (für  6  »  0,  für  Potentialbewegung,  ist  auch  die  Zirkulation  gleich 
null).  Auch  durch  Vereinigung  dieser  beiden  Sätze  kann  man  den  in  6. 
[Gleichung  (7)]  enthaltenen  Satz  ableiten;  jene  Ableitung  rührt  von  v.  Helmholtz» 
diese  von  Sir  W.  Thomson  her.  Thomsons  Beweis  zeigt,  daß  der  Satz  auch 
für  unstetige  ^rj^  gilt,  wenn  nur  uvw  stetig  sind. 

9.  Der  für  die  Größe  der  Zirkulation  in  8,  b)  gefundene  Satz  läßt  sich  leicht 
für  beliebige  Kurven  verallgemeinem  und  alsdann  folgendermaßen  in  Worten  aus- 
sprechen: Die  Zirkulation  in  irgend  einer  geschlossenen  Kurve  ist  doppelt  so 
groß  wie  die  Summe  der  Intensitäten  aller  Wirbel,  welche  sie  einschließt. 

IG.  Als  eine  spezielle,  aber  wichtige  Folgerung  ergibt  sich  aus  6.:  Ein 
Wirbelfaden  kann  im  Innern  der  Flüssigkeit  weder  anfangen  noch  endigen;  er 
endigt  also  entweder  in  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  oder  er  läuft  in  sich 
zurück  und  heißt  dann  Wirbelring.  Von  der  Wirbellinie,  als  dem  elementaren 
Bestandteil  des  Wirbelfadens,  gilt  natürlich  dasselbe.  Damit  ist  zugleich  endgültig 
gezeigt,  daß  die  Wirbellinie  das  einfachste  Element  wirbelnder  Flüssigkeit  ist.^ 

Wegen  eines  besonderen  Grenzfalles,  wo  der  Wirbelfaden  sich  trompetenartig 
erweitert  und  schließlich  eine  Ebene  asymptotisch  berührt,  vergleiche  man  eine 
Notiz  von  BüDDE.* 

II.  Kein  Wirbelfaden  kann  durch  einen  anderen  oder  durch  ein  Stück  von 
sich  selbst  hindurchgehen.  Sind  also  zwei  Wirbelringe,  was  möglich  ist,  in- 
einander gekettet,  so  bleiben  sie  es  stets;  und  bildet,  was  ebenfalls  vorkommen 
kann,  ein  Wirbelring  an  irgend  einer  Stelle  einen  Knoten,  so  behält  er  diesen 
stets  bei. 

Es  möge  hier  beiläufig  auf  die  Analogie  zwischen  Stromlinien  und  Wirbel- 
linien, Stromfäden  und  Wirbelfäden  (vgl.  p.  949  f.)  hingewiesen  werden,  mit  dem 
Bemerken,  daß  sie  freilich  nicht  in  allen  Punkten  durchführbar  ist. 

Eine  andere  Analogie  ist  die  der  Bewegung  von  Wirbeln  in  Flüssig- 
keiten mit  der  Bewegung  fester  Körper  in  solchen.  Um  diese  Analogie  streng 
durchzuführen,  kann  man  sich  mit  Riecke'  des  Begriffs  des  Wirbelkörpers 
bedienen;  die  denselben  bildende  Flüssigkeit  ist,  soweit  sie  nicht  sogar  aus  Wirbel- 

^  Über  die  Bcdiogungen,  an  welche  die  Existenz  diskreter  Wirbclftlden  geknüpft  ist,  siehe 
L.  Margules,  Wien.  Ber.  (2)  81.  810.  1880.  —  2  e.  Büdde,  Verh.  Berl.  math.  GescUsch. 
1.  21.  1902.  —  3  £.  Ri£CK£,  Gott  Nachr.   1888.  p.  351. 


1052  F.  Auerbach,  Wirbelbewegung.  .Fh^ttaA, 

fäden  selbst  besteht,  in  Zirkulation  um  diese  begriffen;  die  übrige  Flüssigkeit  da- 
gegen ist  in  einfacher  Strömung  begriffen  imd  wird  in  dieser  durch  den  Wirbel- 
körper nur  in  derselben  Weise  wie  durch  einen  festen  Körper  gestört. 

Das  Gnmdproblem  und  seine  Formulierung.  Während  die  bisherigen 
Betrachtungen  auch  für  Gase  gültig  sind^  wird  dem  Folgenden  außer  den 
Gleichungen  (i)  auch  die  für  inkompressible  Flüssigkeiten  charakteristische  Kbnti- 
nuitätsgleichung 

du         Bv     t    Bw  ^ 

zugrunde  gelegt  imd  damit  die  Betrachtung  auf  solche  beschränkt. 

Die  Frage,  was  gegeben  sein  muß,  damit  in  einem  bestimmten 
Falle  von  Wirbelbewegung  die  Erscheinung  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  sei,  ist  von  Stokks  und  v.  Helmholtz  beantwortet  worden;  voraus- 
gesetzt, daß  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  ist,  in  der  Unendlichkeit  ruht,  und  uvw 
stetig  sind,  genügt  es,  daß  5»?t  für  einen  Augenblick  überall  gegeben  sind.  Es 
bestimmen  sich  zunächst  uvw  mittels  der  Gleichungen: 


dW       dV 

(«)             "=    By         BZ     ' 

BU 

BW 

~    Bx      ' 

BV 

w<=  — 

Bx 

BU 

■By 

oder,  in  Vektorsprache,  kurz 

(8  a)  ■  («,  V,  w)  ==  quirl  {U,  V,  W) 


wo 


(9) 


-Ä/^.    -^/^.   -^^  ■ 


(10)       dt\^j^ r\  ^'^|t_Jl       j-_.^l  /l 

2% 


dx  ein  Element  des  von  Wirbelßlden  erfüllten  Raumes  und  r  dessen  Entfernung 
vom  Punkte  xyz  ist  Hat  man  so  uvw  gefunden,  so  hat  man  ohne  weiteres 
die  Verrückungen  dx,  dy^  dz^  welche  die  Teile  der  Wirbelfäden  in  der  Zeit  dt 
erfahren;  und  hieraus  erlauben  dann  die  obigen  Sätze  die  Größen  dS,,  dt\^  d^,  also 
die  Werte  von  Ji^f  zu  beliebiger  Zeit  abzuleiten.  Wie  man  sieht,  bringt  jedes 
Element  dx  in  xyz  eine  Geschwindigkeit  hervor,  deren  Komponenten 

'4  '•' 

sind,  die  also  selbst,  unter  £  den  Winkel  zwischen  der  Drehungsachse  dx  und 
der  Richtung  r  verstanden,  den  Wert 

,     ,  dx     ,— ; sin  e         dx     ß  sin  b 

hat  und  der  Richtung  nath  auf  der  durch  r  und  die  Drehungsachse  gebildeten 
Ebene  senkrecht  steht;  bekanntlich  stimmt  mit  dieser  Geschwindigkeit  der  Größe 
und  Richtung  nach  genau  überein  die  Kraft,  die  ein  elektrisches  Stromelement 
auf  einen  Magnetpol  ausübt. 

In  bezug  auf  die  Verallgemeinerung  bezw.  Ausdehnung  dieser  Untersuchung 
einmal  auf  den  Fall,  daß  die  Flüssigkeit  im  Endlichen  von  Oberflächen,  in  denen 
der  Wert  X  der  Normalgeschwindigkeit  gegeben  ist,  begrenzt  ist,  und  andererseits 
auf  den  Fall  von  Gasen,  deren  räumliche  Dilatation  nicht  null,  sondern  D  ist, 
sei  auf  die  Darstellung  von  Lamb^  verwiesen;  hier  sei  nur  bemerkt,  daß  dann 
außer  1 1^  f  auch  noch  k  für  die  ganze  Oberfläche  bezw.  D  für  den  ganzen  Raum 

'  H.  Lamb,  Einl.  in  die  Hydrodynamik,  deutsch  von  Reiff.  Freiburg  1884.  p.  219. 


AUge«.  PhWik.  Allgemeine  Theorie.  1053 

gegeben   sein   mufi,    und    daß   im    letzteren   Falle  zu  uvw^    wie  sie  durch  die 
Gleichungen  (8)  bestimmt  sind,  noch  die  Glieder  bezw. 


1     CDdx 
wo     i>  =  --— / , 

4^5  J      r 


BP  dp  BP 

Bx     ^         By      * '        Bz 

hinzukommen;  diese  Glieder  stellen  eine  von  dt  im  Punkte  xyz  erzeugte  Ge- 
schwindigkeit dar,  welche  an  Größe  und  Richtung  übereinstimmt  mit  der  Kraft, 
die  eine  magnetische  Masse  von  der  Dichte  D  auf  einen  Magnetpol  ausübt.^ 
Alles  in  allem  sieht  man,  daß,  während  die  Potentialbewegung  von  Flüssigkeiten 
völlig  bestimmt  ist,  wenn  die  Bewegung  der  Oberfläche  bekannt  ist,  hier  außer- 
dem noch  die  Bewegung  der  in  der  Flüssigkeit  vorhandenen  Wirbelfäden  in 
ihrem  gegenseitigen  Einfluß  bestimmt  sein  muß,  und  daß  folglich  die  einzelnen 
Aufgaben  hier  viel  verwickelter  werden  als  dort. 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  kann  man  auch  anwenden  auf  Punkte  der 
Flüssigkeit  in  Gebieten  derselben,  wo  keine  Wirbel  existieren,  wo  also  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential 9  vorhanden  ist;  dasselbe  läßt  sich  dann  leicht 
aus  jenen  Ausdrücken  ableiten.  Nimmt  man  z.  B.  die  Wirkung  eines  ganzen 
zurücklaufenden  Wirbels,  von  konstantem  Querschnitt  ^,  so  kann  man  den  Aus- 
druck für  9  als  ein  Integral  über  irgend  eine  durch  ihn  begrenzte  Fläche  S  dar- 
stellen, und  erhält 


täS 


d.  h.  das  in  xyz  von  dem  geschlossenen  Wirbelfaden  hervorgerufene  Gesch windige 
keitspotential  ist  proportional  dem  Querschnitt,  der  Intensität  desselben  und  der 
scheinbaren  Größe  der  von  ihm  eingeschlossenen  Fläche,  von  xyz  aus  gesehen. 
Da  diese  scheinbare  Größe  sich  um  4jr  ändert,  wenn  der  Punkt  xyz  den 
Wirbelfaden  einmal  umkreist,  so  ist  hier  9  zyklisch  vieldeutig,  und  die  zyklische 
Konstante  ist  das  Doppelte  der  Intensität  des  Wirbels. 

Faßt  man  jetzt  der  Allgemeinheit  halber  den  Potential-  und  den  Wirbelteil 
der  Bewegung  zusammen,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

B(p        BW        BV 

13)  u^-f-  +  — —  u.  s.  w. 

Bx  By  Bz 

oder  kurz 


-^l1  + quirl  (CT,  r,rr) 


(13a)  {u,v,w)^     ^^^ 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten,  wie  erwähnt,  auch  noch,  wenn  J?yf 
unstetig  sind;  dagegen  setzen  sie  voraus,  daß  uvw  stetig  sind.    Werden  diese  '\ 

unstetig,  so  treten  besondere  Verhältnisse  ein.  Wenn  beispielsweise  zwei  vorher 
getrennte  und  bewegte  Flüssigkeitsmassen  in  Berührung  miteinander  kommen,  so  j 

werden  sich  zwar  die  gegen  die  Berührungsfläche  senkrechten  Geschwindigkeits-  J 

komponenten  ausgleichen,  die  tangentialen  Komponenten  aber  werden  vermöge  | 

ihrer  Verschiedenheit  Wirbel  erzeugen.     Man   erhält  also   eine  Fläche,   der  eine  ! 

unendlich  dünne  Schicht  wirbelnder  Flüssigkeitsteilchen  anliegt;  eine  solche  Fläche 
kann  man  nach  v.  Helmholtz  eine  Wirbelfläche  und  insbesondere,  wenn  sie 
in  einer  Richtung  geschlossen  ist,  nach  Beltrami  eine  Wirbelröhre  nennen.  i 

In  ihr  sind   uvw  unstetig,   und   zwar  unterscheiden  sich  ihre  Werte  auf  beiden  | 

Seiten  der  Fläche,  wenn  d  ihre  Dicke  und  Imn  die  Richtungskosinus  ifter 
Normale  sind,  um  die  Beträge 

2d[mt-^nri)     ,  2(J(«g-/?)     ,  2d[lri-ml)      ; 

^   Über  Wirbelbewegung  in  Gasen   nach  obigen  Prinzipen  s.  bes.:   L.  Graetz,  Ztschr.  f.  j 

Math.  u.  Phys.  25.   i.   1879.  —  C.  Chree,  Proc.  Edinb.  Math.  Soc.  5.  52.   1886.  i 
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denkt  man  sich  die  Koordinatenachsen  so  gelegt,  daß  an  einer  bestimmten  Stelle 
der  Wirbelfläche  die  2r- Achse  deren  Normale  und  die  jc-Achse  Wirbelachse  wird, 
so  hat  man  an  dieser  Stelle  iy  »  f  =  0,  und  folglich  haben  u  und  w  auf  beiden 
Seiten  der  Wirbelfläche  gleiche  Werte,  v  dagegen  zwei  Werte,  die  sich  um  2  J  | 
unterscheiden.  Die  unstetige  Komponente  der  Geschwindigkeit  ist  also  nicht 
nur  tangential  zur  Fläche,  sondern  auch  senkrecht  zu  den  Wirbellinien.  Inner- 
halb der  Wirbelfläche  muß  man  sich  diese  Komponente  rapide,  aber  gleichförmig 
zunehmend  denken  von  dem  Werte  auf  der  einen  zu^em  Werte  auf  der  anderen 
Seite,  und  man  hat  sich  die  Wirbel  mit  dem  Mittelwerte  beider  fortfließend 
vorzustellen. 

Die  Aufgabe,  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  wirkenden  äußeren 
Kräften  und  den  inneren  Vorgängen  in  der  Flüssigkeit  aufzustellen  und  somit 
eine  Gleichung  zu  finden,  die  in  derselben  Weise  als  Grundgleichung  der 
Wirbelbewegung  zu  bezeichnen  ist,  wie  die  Gleichung  (40),  !p.  949,  als  Grund- 
lage der  Potentialbewegung,  ist  von  Thomson  gelöst  worden.  Man  betrachte 
eine  Linie  AB^  die,  stets  aus  denselben  Flüssigkeitsteilchen  bestehend,  sich  im 
Räume  fortbewegt,  und  berechne  den  Zuwachs,  den  dabei  die  „Strömung" 
(p,  951)  längs  AB  mit  der  Zeit  erfährt;  haben  die  äußeren  Kräfte  ein  Potential  V^ 
so  findet  man: 

A 

WO  die  rechte  Seite  die  Differenz  der  Klammerwerte  für  B  und  A  bedeutet 
Haben  die  Größen  uvw  ein  Potential  %  so  erhält  man  hieraus  in  der  Tat 

d.  h.  im  wesentlichen  die  Grundgleichung  der  Potentialbewegung.  Aus  der 
Thomson  sehen  Gleichung  lassen  sich  zahlreiche  Folgerungen  ziehen  (z.  B.  die 
Konstanz  der  Intensität  eines  Wirbels,  s.  oben)  und  die  Bewegungsgleichungen  in 
mannigfaltiger  Form  [z.  B.  in  der  den  Gleichungen  (5),  p.  939,  entsprechenden 
Lagrange  sehen  Form]  ableiten,  worauf  jedoch  hier  nicht  näher  eingegangen 
werden  kann. 

Von  Vorteil  ist  häufig  auch  die  von  Clebsch  herrührende  Darstellung  der 
Komponenten  (p.  945);  es  ergibt  sich  dabei  durch  Zusammenfassung  die  Gleichung 

(15)  udx  +  v(fy  +  ivdz  ^  d(p  +  %d^      , 

und  die  Gleichungen  1  =  const  und  t^  =  const  stellen  zwei  Flächenscharen  dar, 
die  bei  der  Bewegung  stets  von  denselben  Teilchen  gebildet  werden;  ihre  Schnitt- 
linien ergeben  die  Wirbellinien.     Entsprechend  wird  nun  die  Druckgleichung: 

Hier  setzen  nun  neuere  Forscher  ein,  namentlich  Hill,  der  unter  anderem  zeigt, 
daß  man  eine  Gleichung  ausschließlich  in  %  erhalten  kann,  wenn  es  sich  um 
eine  ebene  (zweidimensionale)  Bewegung  in  rechtwinkligen  oder  Polarkoordinaten 
odtr  um  eine  zur  -?- Achse  symmetrische  Bewegung  in  Zylinderkoordinaten,  in 
durch  die  r- Achse  gehenden  Ebenen,  handelt.  Die  Gleichungen  für  %  werden 
aufgestellt  und  für  den  Fall  eines  unveränderlichen  Wirbels  spezialisiert,  der  sich 
in  gewissen  Richtungen  bewegt.  Man  kann  dann  leicht  die  Komponenten  der 
Geschwindigkeit  durch  %  und  seine  Differentialquotienten  ausdrücken.  Die  An- 
wendung auf  teils  wirbelnde,   teils   nichtwirbelnde  Flüssigkeit  erfoglt  derart,   daß 
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die  Grenzfläche  beider  Teile,  die  stets  dieselben  Wirbellinien  enthält,  zur  Fläche 
2  s  0  gewählt  und  die  Geschwindigkeitskomponenten  an  dieser  Fläche  stetig 
gemacht  werden.  Die  Verteilung  der  Wirbellinien  ergibt  sich  bei  dieser  Methode 
freilich  erst  zuletzt,  nachdem  die  nichtwirbelnde  Bewegung  schon  bestimmt  ist; 
auch  ist  eine  Ausdehnung  auf  dreidimensionale  Bewegung  nicht  möglich.^ 

Des  weiteren  ist  nun  der  Wert  der  kinetischen  Energie  (hier  E  genannt) 
der  Flüssigkeit  anzugeben,  und  es  lassen  sich  für  ihn  zahlreiche  Ausdrücke  auf- 
stellen.    Für  eine  inkompressible,  unbegrenzte  Flüssigkeit  findet  man 

oder  kürzer 

(17)  E^^^<k{ü%J^V^^Wi)     , 

oder  endlich,  wenn  man  fttr  ÜVW  ihre  Werte  (9)  einsetzt: 

(18)  E^^Jf^iH'  +  nn'  +  n')    . 

£m  anderer  leicht  abzuleitender  Ausdruck  ist 

(19)  E=2  qJ[u{j^S  -zri)  +  v{zl  ^  xi]  +  w{xn  -y&]  dx      . 

Für  begrenzte  Flüssigkeit  tritt  zu  dem  Raumintegral  noch  ein  Integral  über 
die  Begrenzung  der  Flüssigkeit  hinzu.  Was  die  zeitliche  Änderung  von  E  be- 
trifit,  so  ist  sie  für  imbegrenzte,  im  Unendlichen  ruhende  Flüssigkeit  offenbar 
gleich  null,  also  die  kinetische  Energie  konstant.  Für  begrenzte  Flüssigkeit  findet 
man,  wenn  dS  ein  Element  der  Begrenzung  und  Imn  die  Richtungskosinus  von 
dessen  nach  innen  gerichteter  Normale  sind: 

dE    r 

(20)  —^Jlp^^[C^V)]{Iu  +  mv  +  nw)dS    ; 

für  feste  Wände  ist  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit,  also  der  zweite 
Rlammerausdruck  null,  also  die  kinetische  Energie  ebenfalls  konstant. 

Das  Verhalten  der  kinetischen  Energie  hängt  innig  zusammen  mit  der  Frage 
nach  den  Bedingungen  der  Stabilität  von  Wirbelbewegungen;  dieser  Zusammen- 
hang ist  von  Thomson  eingehend  untersucht  worden.  Ist  E  ein  Maximum  oder 
Minimum,  so  ist  die  Bewegung  stationär  und  stabil;  für  ein  Maximum-Minimum 
ist  sie  auch  stationär,  aber  sie  kann  stabil  oder  unstabil  sein.  In  bezug  auf  das 
Weitere,  z.  B.  Übergang  vom  Maximum  zum  Minimum,  sei  auf  die  Abhandlungen 
von  Thomson  und  Lamb  verwiesen.* 

Schließlich  ist  noch  auf  eine  Untersuchung  von  Hargraves',  betreffend  die 
Kontinuität  des  Druckes,  hinzuweisen.  Bei  Helmholtz  stellen  sich  die 
Geschwindigkeiten,  da  die  Zeit  nicht  explizite  auftritt,  als  Augenblickswerte  dar. 
Hargraves  verfolgt  nun  die  späteren  Phasen  der  Bewegung,  d,  h.  er  ermittelt 
die  Werte  der  Differentialquotienten  der  Geschwindigkeiten  nach  der  Zeit,  unter 
Berücksichtigung  der  Bedingung  der  Kontinuität  des  Druckes  an  der  Oberfläche. 
Das  Ergebnis  läßt  sich  am  einfachsten  so  aussprechen:  Entsprechend  einer 
kinematisch  möglichen  Wirbelverteilung  innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  gibt 
es   eine  stetige  Bewegung  unbegrenzter  Flüssigkeit  mit  stetigem  Druck,   die  im 

1  A.  Clebsch,  Grelles  Joum.  64.  1857;  66.  1859.  —  J.M.Hill,  Quart.  Journ.  of 
math.  17.  188 1;  Trans.  Cambr.  phiL  Soc.  14.  1883;  Proc.  Roy.  Soc.  36.  276.  1884;  Trans. 
Roy.  Soc.  176.  1884;  Proc.  Lond.  math.  Soc.  16.  1885.  —  2  w.  Thomson,  Proc.  Roy.  Soc. 
Edinb.  9.  59;  Phil.  Mag.  (5)  10.  97.  1880;  Rep.  Brit.  Assoc.  1880.  p.  473  u.  491.  — 
H.  Lamb,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  8.  91.  1878.  —  ^  R.  Harg&eaves,  ibid.  27.  281.  1896. 
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Innern  in  der  vorgeschriebenen  Weise  wirbelnd,  im  äußeren  aber  nichtwirbelnd 
ist.  Sodann  werden  die  Diskontinuitäten  der  Diflferentialquotienten  von  Geschwindig- 
keit und  Druck  untersucht,  und  es  zeigt  sich,  daß  —  ähnlich  wie  beim  Massen- 
potential —  auch  beim  Druck  eine  Unstetigkeit  erst  bei  den  zweiten  Diflferential- 
quotienten auftritt. 

Wirbelbewegpmg  höherer  Ordnung.  Bei  der  Helmholtz  sehen  Zerlegung 
der  Flüssigkeitsbewegung  werden  nur  die  erstgradigen  Glieder  der  Taylor  sehen 
Entwickelung  der  Geschwindigkeitskomponenten  berücksichtigt;  die  eigentliche 
Wirbelbewegung  kommt  dadurch  rein  zum  Ausdruck.  Es  ist  aber  von  Interesse, 
die  Sache  auch  noch  höher  hinauf  zu  verfolgen,  und  das  haben  Rowland, 
Boggia-Leera  und  Cornelia  Fabri  getan.  ^  Die  beiden  Erstgenannten  haben 
die  Glieder  zweiten  Grades  berücksichtigt,  wobei  sich  sechs  Bewegungskomponenten 
ergeben,  nämlich  die  drei  Helmholtz  sehen  und  die  sogenannte  Biegung, 
Drillung  und  Deformation  zweiten  Grades.  Fabri  dehnt  alsdann  die 
Betrachtung  auf  eine  beliebige  Anzahl  n  von  Reihengliedem  aus,  indem  sie  den 
Punkten  Verschiebungen  erteilt,  die  Funktionen  m,  Grades  der  Koordinaten  sind, 
diese  Verschiebung  in  drei  Teile  zerlegt  und  so  im  ganzen  3  m  Komponenten 
erhält.  Eine  davon  ist  eine  Translation,  m  weitere  entsprechen  den  von  Rowland 
betrachteten  und  stehen,  jenachdem  sie  von  ungeraden  oder  geraden  Gliedern 
herrühren,  mit  den  Helmholtz  sehen  Wirbeln  oder  den  Boggia-Leera  sehen 
Biegungen  in  Beziehung,  m  weitere  sind  durch  den  Besitz  eines  Potentials  aus- 
gezeichnet, die  letzten  w  —  1  haben  kein  Potential  und  sind  ziemlich  kompliziert. 
Die  Formeln,  die  hier  nicht  wiedergegeben  werden  können,  erlauben  schließlich 
eine  Wirbelbewegung  höherer  Ordnung  als  Funktion  derjenigen  niederer  Ordnung 
und  ihrer  Ableitungen  zu  bestimmen;  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  ist  alsdann 
leicht  zu  lösen.  Von  den  hierfür  abgeleiteten  Sätzen  sei  der  eine  angeführt: 
diejenigen  Helmholtz  sehen  Sätze,  die  durch  Integration  nach  dem  Räume 
abgeleitet  sind,  haben  bei  den  höheren  Wirbelbewegungen  ihre  Analoga  — 
begreiflich,  da  ihnen  lediglich  die  Beziehungen  zwischen  Geschwindigkeits-  und 
Wirbelkomponenten  zugrunde  liegen  — ,  nicht  aber  die  aus  den  Zeitintegralen 
abgeleiteten,   weil  hier  auch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Rotationen  mitspielt. 

Bald  darauf  hat  Fabri  ihre  Untersuchung  auch  auf  zähe  Flüssigkeiten 
ausgedehnt  und  gefunden,  daß  die  Reibungskräfte  eine  merkbare  Wirkung  nur 
dann  ausüben,  wenn  Biegung  stattfindet,  woraus  dann  folgt,  daß  in  diesem  Falle 
auch  kein  Rotations-  oder  Wirbelpotential  existiert.  Die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  die  Gültigkeit  des  Helmholtz  sehen  Theorems  in  zähen 
Flüssigkeiten  ist  die  Existenz  eines  Biegungspotentials.  Ist  insbesondere  die 
Bewegung  stetig,  so  gelten  folgende  Sätze:   i.  der  Ausdruck 

[{tv^  rizv)  +  S  B7t]c/x  +  [{^w  --  tti)  +  3  Bx]dß^  +  [iv^  -  ^t;)  +  d  BQ)dz      , 

wo  jtxQ  die  Biegungskomponenten  sind  und  s  der  Reibungskoeffizient  ist,  ist 
das  Differential  einer  Funktion  t/;;  2.  es  existieren  unendlich  viele  Flächen 

^{u^  +  v^  +  w^)  +  p  +  4q)  +  V ^  const 

IP  der  durch  die  Dichte  dividierte  Druck,  V  das  Potential  der  äußeren  Kräfte], 
auf  denen  sich  unendlich  viele  Wirbellinien  und  Bewegungslinien  ziehen  lassen; 
3.  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  variiert  längs  einer  Wirbellinie  wie  die 
Projektion  einer  Beschleunigung  auf  deren  Tangente;  4.  die  Wirbelbewegung  zweiter 
Ordnung  ist  für  diejenigen  geschlossenen  Linien,  die  Wirbellinien  oder  Bewegungs- 
linien sind,  gleich  null. 


^  H.  Rowland,  Amer.  Jouin.   of  math.  3.   89.    1880.  —  Boggja-Leera,  Nuov.  Cim. 
(3)  22,  63.  231.  1887.  —  Cornelia  Fabri,  ibid.  (3)  31.  135.  221.  1892;  36.  87.  1894. 
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Wirbelbewepuig  in  lihen  Flüirigkeiten.  Die  Sätze  von  Helmholtz  gelten 
nur  für  ideale  Flüssigkeiten;  in  Flüssigkeiten  mit  innerer  Reibung  können  Wirbel 
entstehen  und  vergehen,  und  sie  können  sich  räumlich  von  materiellem  Teilchen 
zu  Teilchen  übertragen.  Man  kann  diesen  Gegensatz,  wie  Reiff^  getan  hat, 
sehr  gut  veranschaulichen  durch  den  Gegensatz  zwischen  konstanten  und  ver- 
änderlichen elektrischen  Strömen.  In  idealen  Flüssigkeiten  findet  in  diesem  Sinne 
keine  „Induktion"  statt,  wohl  aber  in  reibenden  Flüssigkeiten,  und  die  Gesetze 
dieser  Induktion  bei  Wirbeln  sind  ganz  ähnlich  denen  bei  elektrischen  Strömen, 
und  zwar  sowohl  für  die  gegenseitige  wie  für  die  Selbstinduktion.  Rbifp  stellt 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  auf,  leitet  ihre  Int^;rale  ab,  berechnet 
die  Fnergie-  und  findet  auf  diese  Weise  Analoga  für  die  Gesetze  von  Joule 
(Fnergiebetrag)  und  Poynting  (Energiewanderung).  Von  den  einzelnen  Gesetzen, 
die  sich  ergeben,  seien  folgende  angeführt:  l.  Es  findet  vollständige  Reziprozität  statt 
zwischen  den  Wirbellinien  und  der  von  ihnen  induzierten  Geschwindigkeit  einer- 
seits und  den  Beschleunigimgen  und  den  von  ihr  induzierten  Wirbellinien  anderer- 
seits, nur  ist  die  Drehrichtung  der  letzteren  eine  inverse.  2.  Wächst  die  Inten- 
sität eines  Wirbels,  so  wird  in  einem  anderen  Punkte  ein  entgegengesetzter, 
nimmt  jene  ab,  ein  gleichgerichteter  Wirbel  induziert,  und  die  Intensität  des 
induzierten  Wirbels  ist  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  beider.  3.  Ent- 
sprechend bei  der  Entfernung  bezw.  Annäherung  eines  Wirbels.  4.  Beim  Ent- 
stehen und  Vergehen  eines  Wirbels  treten  Erscheinimgen  auf,  die  dem  elektrischen 
Schließungs-  imd  Offnungsstrom  entsprechen. 

2.  Spezielle  Falle. 

a)  Wirbelfäden. 

Zweidimensionale  Bewegung.  Geradlinige  parallele  Wirbel  Erfolgt  die 
Bewegung  überall  parallel  der  jc^- Ebene  und  in  allen  diesen  Ebenen  in  gleicher 
Weise,  so  ist  I  =  0,  Tj  =  0,  alle  Wirbelfäden  sind  der  ;?- Achse  parallel,  reichen 
also,  wenn  die  Flüssigkeit  nicht  unbegrenzt  ist,  von  der  einen  bis  zur  anderen 
der  beiden  parallelen  Grenzebenen  derselben,  ihre  Länge  ist  also  zeitlich  konstant, 
und  folglich  ist  dies  auch  mit  ^  der  Fall.  Ist  dieses  ^  als  Funktion  von  x  imd  y 
gegeben,  so  findet  man  u  und  v  aus  den  Gleichungen 

WO  in  dem  aus  (9)  durch  Integration  nach  s  erhaltenen  Ausdruck  für  W  (loga- 
rithmisches Potential)  d/  ein  Element  der  ^>/- Ebene  ist,  ?  auf  dieses  sich  bezieht 
und  r  seine  Entfernung  von  dem  Punkte  xy  bedeutet,  für  welchen  u  und  v 
gelten  sollen.  Hiemach  ruft  ein  Wirbelfaden  von  der  Intensität  w  =  f  <3j^  in  dem 
Punkte  xy  die  Geschwindigkeit  mjnr  hervor.     Setzt  man  femer 

{22)  x^^m^^mx     ,         yo^fn^^my      , 

so  kann  man  den  Punkt  x^y^  den  Schwerpunkt  der  Wirbelfilden  nennen,  da 
er  der  Schwerpunkt  von  Massen  ist,  die  mit  der  Dichte  f  über  die  or^-Ebene 
ausgebreitet  sind,  und  man  findet  dann  unmittelbar,  daß  dieser  Schwerpunkt 
während  der  Bewegung  der  Wirbelfaden  in  Ruhe  bleibt;  dasselbe  gilt  dann  auch 
von  der  Achse  der  Wirbelfäden,  wenn  man  darunter  die  durch  den  Schwerpunkt 
parallel  der  jg-Achse  gelegte  Linie  versteht  Es  sei  bemerkt,  daß,  im  Gegensatz 
zu  materiellen  Massen,  die  Größen  ot,  je  nach  dem  Sinne  der  Wirbelbewegung  ?, 
positiv  oder  negativ  sein  können. 


^  R.  Rkiff,  Mitt.  math.-nat.  Vereins  in  Württemberg  1892. 
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Einfachere  Fälle  zweidimensionaler  Wirbelbewegung  kann  man  direkt  be- 
handeln, bei  verwickeiteren  benutzt  man,  wie  bei  dem  Problem  der  Strahlen,  mit 
Vorteil  die  Methode  der  komplexen  Funktionen  und  der  konformen  Ab- 
bildung; besonders  dann,  wenn  die  Flüssigkeit  teils  feste,  teils  freie  Grenzen 
besitzt.  Eine  derartige  Behandlung  des  Problems  hat,  auf  der  von  Helmholtz 
und  Kirchhoff  geschaffenen  Grundlage,  zunächst  Love  gegeben,  für  den  Fall, 
daß  die  Flüssigkeit  lediglich  aus  der  Unendlichkeit  in  die  Unendlichkeit  strömt, 
im  Endlichen  also  keine  Singularitäten  vorhanden  sind.  Hopkinson  hat  alsdann 
die  Theorie  auf  Fälle  ausgedehnt,  wo  sich  in  der  Flüssigkeit  Quellen,  Senken  imd 
Wirbel  befinden;  die  bekannte  Abbildungsmethode  von  Schwarz  läßt  sich  hier 
nicht  anwenden,  man  muß  die  betreffenden  Funktionen  direkt  aus  den  Be- 
dingungen ableiten.^ 

Die  Drehungsgeschwindigkeit  i  ist  mit  der  Stromfunktion  i/;  (p.  952)  durch 
die  Gleichung: 

verknüpft;  für  stationäre  Bewegung  ist  sie  konstant. 

Spezielle  Fälle:  i.  Ein  einziger  Wirbelfaden.  Nach  dem  oben  an- 
geführten Schwerpunktssatze  ist  der  Wirbelfaden,  als  Ganzes  betrachtet,  in  Ruhe, 
und  seine  Teile  führen  nur  relative  Bewegungen  aus,  auch  wird  sich  der  Quer- 
schnitt im  allgemeinen  fortwährend  ändern.  Ein  Flüssigkeitsteilchen,  dessen  Ab- 
stand von  der  Achse  des  Wirbels  endlich  und  zwar  gleich  r  ist,  beschreibt  um 
diese  einen  Kreis  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  mJTtr;  diese  Geschwindig- 
keit ist  also  in  der  Nähe  des  Wirbels  überaus  groß  und  nimmt,  wenn  r  wächst, 
in  umgekehrtem  Verhältnis  ab.  Das  durch  den  Wirbel  in  der  umgebenden 
Flüssigkeit  hervorgerufene  Geschwindigkeitspotential    ist,    wie  man   leicht   findet, 

(23)  <jp=  —  arctang^      , 

also  zyklisch  vieldeutig,  wie  dies  dem  Umstand  entspricht,  daß  der  Raum  außer- 
halb des  Wirbelfadens,  also  das  Gebiet  von  9,  zweifach  zusammenhängend  ist 
Die  zyklische  Konstante  ist  auch  hier  2  m,  ebensogroß  ist  also  auch  die  Zirku- 
lation in  irgend  einem  den  Wirbel  einfach  umschließenden  Ringe. 

Hier  ist  auch  der  Ort,  um  die  Theorie  von  Rausekberger'  zu  erwähnen. 
Sie  beansprucht  zwar  allgemeine  Bedeutung,  ist  aber  speziell  für  den  vorliegenden 
Fall  des  „elementaren  Wirbels"  ausgeführt  worden.  In  dieser  Auf^sung 
wird  die  Einführung  von  isolierten  Wirbelfäden  in  einer  im  übrigen  nicht 
rotierenden  Flüssigkeit  verworfen,  die  Wirbelbewegung  vielmehr  als  überhaupt 
rotationslos  hingestellt  und  die  Wirbellinien  lediglich  als  Unstetigkeitsstellen 
charakterisiert;  man  kann  daher  auch  dann,  wenn  Wirbel  existieren,  das  Ge- 
schwindigkeitspotential beibehalten.  Bei  der  elementaren  Wirbelbewegung  ist  es 
z.  B.  9  =  floarctang^/:!;,  die  freie  Oberfläche  erhält  die  Gleichung  jr  =  —  Q>*/2^r*, 
stellt  also  um  die  Wirbellinie  einen  trichterförmigen  Hohlraum,  einen  „Wirbel- 
schlauch" dar.  Bei  fortschreitenden  Wirbeln  ist  in  der  Formel  für  q>  statt  x  zu 
schreiben:  jc  —  r/,  und  es  zeigt  sich,  daß  zur  Rechten  oder  Linken  des  Wirbels 
ein  Maximum  entsteht,  je  nachdem  die  Drehung  gegen  oder  mit  dem  Uhrzeiger 
erfolgt,  und  zwar  in  dem  Abstand,  wo  die  Wirbelgeschwindigkeit  gleich  der  fort- 
schreitenden ist  Die  allgemeine  Lösung  enthält  außer  dem  arctang-Glied  noch 
rationale  und  ein  logarithmisches,  letzteres  stellt  die  etwaige  gleichzeitige  Quellen- 
bewegung dar;   schließlich  erhält   man  Bewegung  in  logarithmischen  Spiralen.  — 


<  A.  E.  H.  LovE,  Math.  Ann.  30.  1887.  —  B.  Hopkinson,  Proc.  Lond.  math.  Soc. 
29.  142.  1898.  —  2  o.  Rausknbkrger,  Progr.  Adlcrflychtschule.  Frankfurt  a.  M.  1895; 
Verh.  Nat.-F0rsch.-Ge5.  Frankf.  1897. 
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Es  ist  schwer,  zu  dieser  Theorie  Stellung  zu  nehmen;  daß  sie  eine  andere 
Erscheinung  beschreibt,  wie  die  von  Helmholtz,  ist  einleuchtend,  da  eben  hier 
ein  Geschwindigkeitspotential  existiert,  dort  nicht,  der  Geschwindigkeitsvektor  also 
eine  andere  Funktion  des  Ortes  ist;  es  würde  sich  nur  darum  handeln  können, 
zu  entscheiden,  welche  beobachtbare  Erscheinungen  in  den  einen  oder  anderen 
Typus  gehören. 

2.  Zwei  parallele  Wirbelfäden.  A  und  B  seien  die  Schwerpunkte,  m^ 
und  m^  die  Intensitäten  der  Wirbel,  S  ihr  gemeinsamer  Schwerpimkt.  Die  Be- 
wegung des  Schwerpunkts  A  rührt  lediglich  von  der  Einwirkung  des  anderen 
Fadens  her  und  ist  daher  senkrecht  zur  Linie  AB  gerichtet,  und  Analoges  gilt 
für  die  Bewegung  von  B,  Daraus  folgt,  daß  A  imd  B,  ohne  ihren  gegenseitigen 
Abstand  zu  ändern,  um  den  festen  Punkt  S  rotieren;  es  rotieren  also  die  beiden 
Wirbelfäden  um  die  durch  S  gehende  Achse,  und  die  Drehgesehwindigkeit  ist 

w«  1  1         w»  1 


(24) 


n{ABf 

1 


n    m^-\-m^    [SBf        %    m^  +  m^    [SAf 


n     m^  [SAf  +  m^  [SBf 

Haben  m^  und  m^   gleiches  Vorzeichen,  wirbeln  also  beide  Fäden  in  dem- 
selben  Sinne,   so  liegt   S  zwischen  A  und  B,  haben  sie  entgegengesetzte  Vor- 


Figur 369. 

zeichen,  so  liegt  die  Achse  jenseits  des  stärker  wirbelnden  Fadens.  Ist  in  letzterem 
FaUe  speziell  iWj=— f«^,  so  liegt  S  im  Unendlichen^,  nach  dem  ersten  der 
obigen  Ausdrücke  ist  Ä  =  0,  und  die  beiden  Fäden  schreiten  geradlinig  und  senk- 
recht zu  ihrer  Ebene  mit  der  Geschwindigkeit  m^  I [tc  '  AB)  fort.  Die  zwischen 
beiden    Fäden   liegenden  Teilchen   bewegen   sich   in   gleicher,   die   außerhalb  ge- 


^  Man  erkennt  die  Analogie  dieser  drei  Fälle  mit  dem  zweiarmigen  Hebel,  dem  einarmigen 
Hebel  und  dem  Kräftepaar. 
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legenen  in  entgegengesetzter  Richtung  fort;  die  in  der  Mittelebene  zwischen  beiden 
gelegenen  Teilchen  bleiben  stets  in  dieser  Ebene  und  schreiten  viermal  so  rasch 
fort,  wie  die  Wirbelfaden  selbst.  Die  Stromkurven  sind  Kreise,  die  das  System 
der  die  Wirbelfäden  kreuzenden  Kreise  senkrecht  schneiden.  Der  Wirbelkörper 
läßt  sich  leicht  durch  die  Gleichung  seiner  zylindrischen  Oberfläche  bestimmen; 
in  der  Richtung  des  Abstands  der  Fäden  ist  er  etwa  2,2  mal  so  ^reit  wie  dieser 
Abstand.^  Die  Figur  36g  veranschaulicht  die  Wirbelbahnen  und  die  Ausweichsbahnen 
der  umgebenden  Flüssigkeit  (man  erkennt  die  Ähnlichkeit  mit  Figur  367  auf  p.  1025); 
eine  charakteristische  Einzelheit,  nämlich  die  Veränderungen  eines  Querfadens,  zeigt 
Figur  370.  In  Anbetracht  des  ersteren  der  obigen  Resultate  kann  man  die 
Mittelebene  auch  durch  eine  feste  Wand  ersetzen  imd  sich  die  andere  Hälfte  der 
Flüssigkeit  wegdenken;  man  erhält  dann  die  Erscheinung  des  Fortschreitens  eines 
Wirbels  längs  einer  festen  Wand,  und  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist 
ml2ndf  wo  d  der  Abstand  des  Wirbels  von  der  Wand  ist. 


Figur  370.  Figur  371. 

3.  Wirbelfaden  in  einem  zylitidrischen  Gefäß  oder  um  einen 
festen  Zylinder  herum.  Die  Bewegung  eines  solchen  ergibt  sich  unmittelbar 
aus  dem  eben  betrachteten  Falle  mit  Hilfe  der  Bildermethode.  Ist  nämlich 
(Figur  371)  DF£  das  zylindrische  Gefäß,  A  der  Wirbelfaden  und  B  der  Bild- 
punkt von  A,  so  daß  CA^CB  =  {C£)^  oder  kurz  rr  ==  B^  ist,  so  wird  der 
Kreis  DP£  Stromlinie  der  entgegengesetzt  und  gleich  stark  wirbelnd  gedachten 
Fäden  A  imd  B.  Hieraus  folgt,  daß,  wenn  man  sich  jetzt  B  wieder  wegdenkt, 
A  um  die  Achse  des  zylindrischen  Gefäßes  mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit 


^(/?2-r»)       ' 

rotiert.     Ganz  analog  würde  es  sich  verhalten,  wenn  die  Flüssigkeit  außerhalb 
des  festen  Zylinders  imd  der  Wirbel  in  B  sich  befände. 

4.  Wirbelbewegung  in  prismatischen  Gefäßen.  Für  den  Fall,  daß 
bei  der  Abbildung  durch  komplexe  Funktionen  der  Ebene  als  Abbild  ein  Dreieck 
entspricht,  hat  Schwarz  gezeigt,  daß  die  Abbildungsfunktion  im  allgemeinen  eine 
transzendente  ist,  und  zwar  innerhalb  des  Dreiecks  eindeutigen  Charakters.  Nur 
in  bestimmten  Fällen  ergibt  sich  eine  algebraische  Funktion  einer  elliptischen 
Funktion  eindeutigen  Charakters.  Diese  Fälle  nun  hat  Love^  in  bezug  auf 
Wirbelbewegung  behandelt.  Es  sind  das  die  Fälle  der  Bewegung  eines  Wirbel- 
fadens (durch  Summation  auch  die  mehrerer)  in  einem  zylindrischen  Gefäß  von 
dreieckigem  Querschnitt,  und  zwar  i.  gleichseitig,  2.  rechtwinklig,  ein  zweiter 
Winkel  60**,  3.  gleichschenklig  mit  einem  Winkel  von  120**,  4.  gleichschenklig- 
rechtwinklig. 


>    E.  RiECKK,    Gott.    Nachr.    1888.    p.  353,  sowie    Wied.    Ann.    36.    326.    1889.    — 
*  E.  A,H.  LovK,  Amer.  Jonm.  of  Math.  1889. 
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Für  ein  rechteckiges  Prisma  ist  das  Problem  von  Greenhill  und 
Andrade  nach  der  Bildermethode  behandelt  worden.  Der  Wirbel  beschreibt 
eine  geschlossene  Bahn,  die  Umdrehungszeit  läßt  sich  durch  ein  hyperelliptisches 
Integral  angeben;  insbesondere  werden  die  Fälle  eines  nahe  zentrischen  und 
eines  sehr  exzentrischen  Fadens  untersucht;  für  die  Bewegung  der  den  Wirbel- 
faden umgebenden  Flüssigkeit  stellen  sich  vier  Orte  größter  und  vier  Orte 
kleinster  Geschwindigkeit  heraus,  die  sich  nach  Lage  imd  Druckverhältnissen  be- 
stimmen lassen.^ 

5.  Drei  parallele  Wirbelfäden.^  Auch  dieses  Problem  läßt  sich  im 
Prinzip  allgemein  lösen,  d.  h.  auf  die  Auflösung  von  Gleichungen  und  die  Aus- 
führung von  Quadraturen  zurückführen.  Sind  nämlich  j^,  j,,  ^3  die  Abstände 
der  drei  Fäden  voneinander  und  ist  jP  =  — (l/«)2wj  Wjlogj,  so  sind  die  Be- 
wegungsgleichimgen  in  Polarkoordinaten  ^«^ 


(25) 


dQ       dP 


d» 


dP 


^  dt  dq 


mit  den  Indizes  1,  2,  3  und  die  vier  allgemeinen  Integrale  lauten: 

(26)     ^mqcos^^O  ,     ^mq^J^^O  ,     ^m  q*  ^  C^   ,     ^ -^  =  C'^ 


Durch  geeignete  Kombination  dieser  Gleichungen  kann  man  nun  zwar  alle 
die  Erscheinung  bestimmenden  Größen,  nämlich  'x'  ^a>  ^s»  ^i>  ^a>  ^s>  cos(^,  ""^3)1 
cos  ('^g  —  ^j)  als  Funktionen  der  Zeit 
ausdrücken;  praktisch  begegnet  man  aber 
dabei,  wie  man  sieht,  der  Schwierig- 
keit, mit  transzendenten  Gleichungen 
operieren  zu  müssen,  und  'diese  Schwie- 
rigkeit fällt  nur  fort,  wenn  die  Ver- 
hältnisse der  Intensitäten  der  drei 
Wirbel  rationale  Zahlen  sind.  Hier  seien 
nur  einige  besonders  einfache  Ergeb- 
nisse erwähnt  Für  m^^m^=a  —  m^ 
gibt  es  einen  Spezialfall,  in  dem  das 
Wirbeldreieck  stets  gleichseitig  ist  und 
gleichförmig  um  seinen  Schwerpunkt 
rotiert.  Hiervon  abgesehen,  wird  schon 
far  diese  einfachen  Verhältnisse  die  Er- 
scheinung sehr  kompliziert,  und  je  nach 
dem  Werte  von  C^  ganz  verschieden; 
am  einfachsten  wird  sie  'für  C^  =  0, 
wo  die  Fäden  gewisse  gerade  Linien 
beschreiben,  und  für  zwei  andere  Werte  von  Cj,  wo  die  Fäden  Spiralen  be- 
schreiben; in  allen  übrigen  Fällen  beschreiben  sie  kompliziertere  Wellen-  bezw. 
Schleifenlinien,  von  denen  die  Figur  372  ein  Bild  gibt  (die  Zahlen  deuten  die 
Fadennummern,  die  geraden  Pfeile  die  Richtung  der  fortschreitenden,  die  krummen 
die  Richtung  der  Wirbelbewegung  an).  Ebenso  hat  Gröbli  die  Fälle  m^^m^^  m^ 
und  OT j  =s=  Wj  =  —  2^3  behandelt,  femer  Fälle,  in  denen,  ohne  Annahmen  über 
die  w,  das  Dreieck  seine  Größe  oder  seine  Gestalt  oder  beides  beibehält. 


Figur  372. 


^  A.  G.  Greknhill,  Encycl.  Brit,  Art.  Hydromechanics.  Edinb.  1881.  —  Andradk, 
C.  R.  112.  418.  189 1.  —  *  W.  Gröbli,  Spcz.  Probleme  über  die  Bewegung  gerader  paralleler 
Wirbelflden.  Gott.  Inaug.-Diss.  Zürich  1877.  —  Man  vergleiche  hierzu  auch  die  Inaug.-Diss. 
von  N.  QuiNT  (Amst  1888),  wo  weitere  Beziehungen  abgeleitet  werden. 
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6.  Vier  und  mehr  parallele  Wirbelfäden.  Gröbli^  hat  die  Bewegung 
von  vier  Wirbelfäden  unter  Voraussetzung  einer  Symmetrieebene  imtersucht;  einen 
Spezialfall  zeigt  Figur  373.  Die  Symmetrieebene  kann  in  jedem  dieser  Fälle  zur 
festen  Wand  genommen  werden,  und  man  erhält  so  die  Bewegung  zweier  Wirbel 
in  der  Nähe  einer  festen  Wand.     Ist  auch  die  auf  der  ersten  senkrechte  Ebene 

Symmetrieebene,  so  kann  man  beide 
festmachen  und,  indem  man  nur  einen 
Quadranten  in  Betracht  zieht,  die  Be- 
wegung eines  Wirbelfadens  in  der  Nähe 
einer  Wandecke  verfolgen. 

Für  mehr  als  vier  Fäden  ist  die 
Bewegung  nach  J.  J.  Thomson  *  nur  noch 
fär  fünf  und  sechs  stabil;  die  Wirbel 
können  die  Ecken  eines  regulären  Poly- 
gons bilden  imd  sich  gleichförmig  auf  dem 
umschriebenen  Kreise  bewegen. 

7.  Elliptischer  Wirbelzylinder. 
Schließen  sich  die  Wirbelfäden  stetig  an- 
einander an,  bilden  sie  auf  diese  Weise 
einen  Zylinder  von  endlichem  und  speziell 
elliptischem  Querschnitt  mit  den  Halb- 
achsen a  und  ^,  und  ist  ^  fCir  den  ganzen 
Querschnitt  konstant,  so  bleibt,  wie 
Kirchhoff'  gezeigt  hat,  der  Zylinder 
elliptisch,  aber  er  dreht  sich  mit  der 
gleichförmigen  Geschwindigkeit 

um  seine  Achse,  und  außerdem  beschrei- 
ben die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  noch 
Figur  373.  Kreise,    deren  Radien   und   Mittelpunkte 

für  jedes  Teilchen  andere  sind,  um  die 
sie  aber  einen  Umlauf  in  der  für  alle  gleichen  Zeit  njl  vollenden.  Für  einen 
Wirbelstreifen,  wie  man  ihn  für  ^  =  0  erhält,  fällt  die  Rotation  weg,  fQr  einen 
Kreiszylinder  [a  =  b)  erhält  man  die  gemeinschaftliche  Rotation  aller  Teilchen 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (. 

Es  fragt  sich  nun,  unter  welchen  Umständen  äußerer  Bewegung  eine  Be- 
wegung mit  einem  derartigen  elliptischen  Wirbelzylinder  möglich  und  stationär 
ist;  diese  Frage  hat  Hill,  unter  Anwendung  seiner  oben  erwähnten  Methode, 
untersucht  und  gezeigt,  daß  ein  entsprechender  Fall  der  ist,  wo  die  Flüssigkeit 
nach  außen  durch  eine  mit  der  Begrenzung  des  Wirbels  konfokale  elliptisch- 
zylindrische Fläche  begrenzt  ist.  —  Die  Stabilität  der  Bewegung,  sowohl  bei  un- 
begrenzter als  bei  der  nach  Hill  begrenzten  Flüssigkeit  hat  Love  geprüft  .und 
allgemein  festgestellt,  daß  mit  den  kinematischen  auch  die  dynamischen  Be- 
dingungen derselben  identisch  erfüllt  werden;  im  speziellen  muß  bei  dem  Kirch- 
hoff sehen  Zylinder  die  Bedingung  erfüllt  sein,  daß  die  große  Achse  weniger  als 
dreimal  so  groß  sei  wie  die  kleine;  ähnliches  ergibt  sich  in  dem  Falle  von 
Hill.  —  Love  hat  auch  eine  Erweiterung  des  Problems  gegeben  für  den  Fall, 
daß  an  der  Zylinderoberfiäche  Gleitung  stattfindet,  und  daß  der  wirbelnde  und 
der  nichtwirbelnde  Teil   der  Flüssigkeit  verschiedene  Dichten  haben.  —  Tscha- 


1  W.  Gröbu,    a.  a.  O.  —  2  j.  j.  Thomson,    A  Treat.   on  the  motion  of  vortex  riags. 
London  1883.  —  ^  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  261. 
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PLIGIN  betrachtet  einen  Wirbelzylinder  in  einer  auch  sonst  von  Wirbelfäden  er- 
füllten Flüssigkeit,  erhält  einfaches  Strömen  sowie  den  Kirchhoff  sehen  Wirbel 
als  Spezialfälle  und  als  allgemeinen  Fall  den  von  Strudeln  in  Flußläufen,  deren 
große  Saugwirkung  sich  einfach  erklärt.^ 

8.  Wirbel  und  Quellen.  Fälle,  in  denen  die  Wirbelbewegung  mit  der 
Quellenbewegung  verknüpft  ist,  hat  u.  A.  Hopkinson  behandelt.  So  den  Fall 
einer  freien  Stromlinie  und  einer  geraden  Wand,  die  einzige  Singularität  ist  ein 
Wirbel;  eine  freie  Stromlinie  in  der  Grenze  nebst  einem  Wirbel  und  einem  Quell- 
paar im  Innern,  in  einiger  Entfernung  von  letzterem  liegt,  wie  die  Rechnung 
lehrt,  ein  Ruhepunkt,  imd  es  bildet  sich  mit  abnehmender  Stärke  der  Zirkulation 
an  einer  Stelle  der  Grenze  ein  Grübchen  aus,  das  immer  tiefer  wird  u.  s.  w.; 
alle  diese  Fälle  werden  durch  Figuren  veranschaulicht* 

b)  Wirbelringe. 

Allgemeines.  £s  seien  beliebig  viele  kreisförmige  Wirbellinien  bezw.  Wirbel- 
fäden vorhanden,  deren  gemeinsame  Achse  die  ^-Achse  sei.  Jedes  Flüssigkeits- 
teilchen bewegt  sich  alsdann  in  einer  durch  die  2;- Achse  gehenden  Ebene,  und 
sein  Ort  ist  bestimmt  durch  die  beiden  Koordinaten  q  =  ]/x^  +  y^  und  z, 
während  die  dritte  Koordinate,  der  Meridianwinkel  d,  eine  für  es  charakteristische 
Konstante  ist  Auch  die  gegebenen  Wirbelkomponenten  kann  man  in  Polar- 
koordinaten 

|  =  —  «ysin^      ,  tj  =  <ycosd     ,  ?=»0 

ausdrücken,  während  man  die  zu  ermittelnden  Geschwindigkeitskomponenten  u^v,w 
zweckmäßig  durch  Zylinderkoordinaten 

u  =s  s  cos  ^9  i/  =  jsin^,  w  =  w 

ersetzen  wird,  so  daß  s  ^  ägldt  und  w  ^  dzjdt  wird.  Die  Rechnung  zeigt,  daß 
Fr=  0  wird,  und  man  erhält  das  Resultat 

(,8)  sq L_^       ,  «'^  =  -i^       , 

wo 

ist  und  £j  und  E^  die  beiden  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
mit  dem  Modul 


(30) 


l/(*'-*)«  +  (^'  +  9)» 


bedeuten;  die  gestrichenen  Zeichen  beziehen  sich  auf  einen  Punkt  des  Integrations- 
raumes, die  ungestrichenen  auf  den  Punkt,  für  den  s  und  w  gefunden  werden 
sollen.  Die  kinetische  Energie  findet  sich,  wenn  d/  und  c^'  die  Querschnitte  der 
Wirbelfäden  sind: 

(31)  E=^2njSqcd/=^jJRqq'oa'd/df'     ; 

sie  ist  der  Zeit  nach  konstant.  Endlich  seien  noch  die  beiden  wichtigen  Glei- 
chungen angegeben: 

1  J.  M.  Hill,  Proc.  Roy.  Soc.  S^.  276;  Trans.  Roy.  Soc.  176.  1884.  —  A.  E.  H.  LovE, 
Proc.  Lond.  math.  Soc.  25.  18.  1894;  Quart.  Jouni.  of  math.  1894.  P*  ^9*  —  ^-  ^*  Tschap- 
LioiN,  Naturf.-Ges.  Moskau  10.  1899.  —  ^  B.  Hopkinson,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  29. 
142.   1898. 
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y*,«„rf/=COD8t    .      f{<i^-'^ 


Qöi^  ^  — —  =  const 


Spezielle   Fälle:     i.    Ein    einziger  Wirbelring.      £r    habe   einen   un- 
endlich kleinen  Querschnitt,  und  zwar  sei  die  Lineardimension  unendlich  klein 

erster  Ordnung;  ist  dann  die  Intensität  m=:^  \cd/  des  Wirbelringes  endlich,  so 

muß  c  unendlich  groß  von  der  zweiten  Ordnung  sein.  In  diesem  Falle  wird 
näherungsweise 

(33)  i  =  l      ,         ^=>°«^     • 

wo  bei  der  Nähe  aller  Punkte  q  ^  Q  und  der  Abstand  6  gesetzt  wurde.  Es 
wird  daher  S,  und  folglich  auch  E  im  Innern  des  Wirbels  logarithmisch  unend- 
lich groß,  dagegen  werden  s  und  w  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Da  es 
im  wesentlichen  auf  die  Bewegung  des  Ringes  als  ganzen  ankommt,  führe  man 
die  Größen  s^  und  w^  mittels  der  Gleichungen 


(34) 


^^[ad/^ls^adf     ,  zOq  j(f*6d/=  fwQ^aä/ 


ein;  man  findet  dann,  wenn  man   endliche  Größen  gegen  logarithmisch  unend- 
liche vernachlässigt: 


(35) 


.,  =  0 


>,«   = 


mq^'w^ 


4^ 


const 


Figur  374. 

Der  Wirbelring  behält  also  seinen  Radius  bei,  schreitet  aber  gleichförmig  in 
der  Richtung  der  ;?- Achse  fort,  und  zwar  in  demselben  Sinne,  in  dem  die 
Flüssigkeit  in  der  durch  ihn  begrenzten  Kreisfläche  strömt,  und  mit  einer  Ge- 
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schwindigkeit,  die  klein  ist  gegen  die  der  Teilchen  in  seiner  Nachbarschaft,  aber 
groß  gegen  die  der  Teilchen  im  Mittelpunkt.  In  Thomsons  Abhandlung  (s.  u.) 
sowie  in  Maxwells  ^Electridty  and  Magnetism"  findet  man  die  Niveau-  und 
Stromlinien  abgebildet,  einen  Ausschnitt  gibt  Figur  374;  es  ist  interessant,  dabei 
auf  den  Fall  zweier  gerader,  paralleler,  gleich  stark  und  entgegengesetzt  wirbelnder 
Faden  (p.  1059]  zu  verweisen,  da  beide  Fälle  ganz  analog  sind,  wie  schon  die 
bloße  Vorstellung  eines  Querschnitts  dort  bezw.  eines  Zentralschnitts  hier  lehrt. 
Ist  der  Wirbelring  immer  noch  dünn,  aber  nicht  mehr  unendlich  dünn,  so 
muß  man  neben  dem  Ringradius  a  den  Querschnittsradius  c  einfuhren  und  be- 
achten, daß  jener  groß  gegen  diesen  ist  Als  Fortschreitungsgeschwindigkeit  ergibt 
sich  hier 

f  ^\  m     I.      Sa 

(36)  «'o 


\na  \        c  j 


wo  die  Größe  e  von  W.  Thomson  zu  ^/^,  von  anderen  Autoren  zu  1  berechnet 
wird,  während  Quiin"  dieses  Glied  ganz  fortläßt  —  Differenzen,  die  bei  der 
Kleinheit  des  Gliedes  nicht  viel  ausmachen.  Auch  der  Ausdruck  für  die  Strom- 
funktion wird  von  verschiedenen  Autoren  etwas  verschieden  angegeben.  Die 
Flüssigkeitsteilchen,  deren  Bahnen  geschlossene,  durch  die  Ringöffnung  hindurch- 
gehende Kurven  sind,  bilden  eine  kompakte  Masse,  die  mit  dem  Ringe  fort- 
schreitet; und  zwar  ist  dieser  Körper  im  allgemeinen  massiv  und  hat  nur  dann 
eine  axiale  Durchbohrung,  wenn  c  so  klein  ist,  daß  \og[S  a/c)  y>  2  7t  ist.^ 

2.  Zwei  parallele  Wirbelringe.  Die  Bewegung  eines  jeden  von  ihnen 
kann  als  aus  zwei  Teilen  zusammengesetzt  betrachtet  werden,  deren  einer  von  ihm 
selbst,  deren  anderer  von  dem  anderen  Ringe  her- 
rührt; letzterer  Teil  wird  nur  beträchtlich  werden, 
wenn  die  Ringe  sich  nahe  kommen.  Die  Wirkung, 
die  jeder  Ring  auf  sich  selbst  ausübt,  besteht,  wie 

gezeigt,    in    einer  Fortschreitung  (w);    die  Wirkung       

des  anderen  besteht  dagegen  in  einer  Veränderung 
des  Radius  {s\  wie  schon  die  Anschauung  (Figur  375) 
vermuten  läßt  Wirbeln  beide  in  gleichem  Sinne, 
so  schreiten  sie  auch  in  gleichem  Sinne  fort;  sind 
sie  sich  genügend  nahe,  so  wird,  wie  man  einsieht^ 
der  vordere  sich  erweitem  und  infolgedessen  lang- 
samer fortschreiten,  der  hintere  sich  verengem  und 
schneller  fortschreiten;  schließlich  wird  letzterer  durchersteren  hindurchschlüpfen, 
worauf  die  Ringe  das  Spiel  mit  vertauschten  Rollen  wiederholen  werden.  In  Figur  376 


q),       '(o 


o^ 
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Figur  375. 
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Figur  376. 


1  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (4)  38.  511.  1867.  —  C.  Chrse,  Proc.  Ediob.  math.  Soc. 
e.  1887.  —  W.  M.  HiCKS,  Trans.  Roy.  Soc.  176.  1885.  —  N.  Quint,  a.  a.  O.  Ferner 
Arbeiten  von  Coates,  Lewis,  J.  J.  Thomson  u.  A.,  vgl.  die  zitierten  Quellen. 
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ist  der  Vorgang  veranschaulicht,  und  zwar  sowohl  was  die  wechselnden  Ge- 
schwindigkeiten als  auch  was  die  wechsebiden  Durchmesser  betrifft;  der  eine  Ring 
ist  durch  volle  Kreise,  römische  Zififem  und  ausgezogene  Linien,  der  andere  durch 
leere  Kreise,  arabische  Ziffern  und  gestrichelte  Linien  charakterisiert;  gleiche 
Ziffern  beziehen  sich  auf  gleiche  Momente. 

Wirbeln  dagegen  die  beiden  Ringe  entgegengesetzt,  so  werden  sie  aufein- 
ander zuschreiten  und  dabei  sich  gegenseitig  erweitem;  haben  sie  speziell  gleiche 
Radien  und  gleiche  Geschwindigkeiten,  so  werden  sie  sich  der  Mittelebene  immer 
langsamer  nähern  und  dabei  sich  unbegrenzt  erweitem.  Dasselbe  wird  also  auch 
der  Fall  sein,  wenn  ein  einzelner  Wirbelring  gegen  eine  feste  Wand  läuft.  ^ 

Schwingungen  von  Wirbelringen,  vollen  wie  hohlen,  sind  mit  Rücksicht 
auf  die  am  Schlüsse  dieses  Artikels  erwähnten  Theorien  (vgl.  auch  oben  p.  63)  vielfach 
untersucht  worden,  so  von  W.  und  J.  J.  Thomson,  Hicks,  Pocklington,  Basset, 
Carslaw  u.  A.  Es  können  folgende  Haupttypen  von  Schwingungen  unterschieden 
werden:  Querschwingimgen,  Pulsationen  (Ausdehnung  und  Zusammenziehung  der 
Querschnitte,  alle  a  tempo)  Riffelschwingungen,  periodische  Querschnittsänderungen 
längs  des  Ringes  (Perlschwingungen),  Pulsationen  von  längs  der  Ringperipherie 
fortschreitendem  Charakter  (im  Gegensatz  zu  dem  stehenden  Charakter  oben), 
Torsionsschwingungen  u.  s.  w..  Bei  allen  diesen  Typen  besteht  eine  Beziehung 
zwischen  Schwingungsdauer  und  Fortschreitungsgeschwindigkeit,  nur  bei  den  Riffel- 
schwingungen ist  die  Periode  von  der  Fortbewegimg  unabhängig.  In  bezug  auf  die 
Formeln  u.  s.  w.  muß  auf  die  Literatur  sowie  auf  die  Darstellung  von  Love  ver- 
wiesen werden.* 

Wirbelatomtheorie.  Die  Wirbelringe  einer  idealen  Flüssigkeit  zeichnen 
sich  nach  den  gemachten  Auseinandersetzungen  durch  die  Vereinigung  zweier 
einander  ergänzender  Eigenschaften  aus:  sie  sind  einerseits  weder  dem  Entstehen 
noch  dem  Vergehen  unterworfen,  und  sie  weisen  andererseits  überaus  zahlreiche 
Formen  auf,  mit  anderen  Worten:  sie  sind  von  unveränderlicher  Quantität  und 
dabei  von  der  denkbar  mannifgaltigsten  Qualität.  Dieselben  beiden  Eigenschaften 
hat  nun  aber  auch  die  Materie,  und  dieser  Gedanke  hat  Sir  W.  Thomson  zur 
Aufetellung  der  inzwischen  von  ihm  \md  Anderen  weiter  ausgebildeten  Theorie 
der  Wirbelatome  geführt,  von  der  schon  auf  p.  63  die  Rede  war.  Hiemach  ist 
die  Materie  in  ihrer  Mannigfaltigkeit  nicht  eigentlich  etwas  Materielles,  sondern 
sie  ist  mit  ihren  sämtlichen  Eigenschaften  das  Resultat  der  Wirbelbewegung  eines 
anderen  Substrats.  Dieses  Substrat  ist  nicht  das,  was  wir  im  gewöhnlichen  Sinne 
Materie  nennen,  es  ist  vielmehr  eine  ideale  Flüssigkeit  und  zwar  eine  aus  Wirbel- 
elementen der  verschiedensten  Form  und  Bewegungsarten  zusammengesetzte,  und 
erst  durch  diesen  Bewegungszustand  erhält  sie  die  Eigenschaften  und  die  Mannig- 
faltigkeiten, die  wir  an  der  Materie  wahrnehmen;  eine  der  ersteren  ist  die  Masse, 
oder  allgemeiner  die  Gravitation,  und  die  Erklärung,  die  dieselbe  hier  findet, 
trifft  am  meisten  mit  der  Korpuskulartheorie  von  Lesage  (vgl.  p.  494  u.  f.)  zu- 
sammen. Die  Wirbelelemente  jener  idealen  Flüssigkeit  heißen  Wirbelatome, 
und  zwar  mit  mehr  Recht  als  die  Atome  der  Chemie,  da  die  Unzerschneidbar- 
keit  der  letzteren  nur  statuiert,  die  der  ersteren  aber  verständlich  gemacht  wird 
(s.  oben).  Auf  die  spekulativen  Betrachtungen  im  einzelnen  einzugehen,  ist  hier 
nicht  der  Ort,  und  es  sei  daher  auf  die  Literatur,  namentlich  auf  die  Bücher  und 
Abhandlungen  von  J.  J.  Thomson  und  Hicks  verwiesen.  Nur  so  viel  sei  bemerkt, 
daß  dabei  auch  das  periodische  System  der  Elemente  zu  näherem  Verständnis 
gebracht  wird,  insofern  mit  wachsendem  Wirbelparameter  die  übrigen  Charakte- 
ristika des  Wirbelsystems  periodische  Gesetzmäßigkeiten  aufweisen;    dabei  spielt 

^  H.  V.  Helmholtz,  a.  a.  O.  (Schluß).  —  2  w.  Thomson,  Phil.  Mag.  (5)  10.  155. 
l88o  (zyliDdrischer  Wirbel)^  —  J.  J.  Thomson,  a.  a.  O.  —  W.  M.  Hicks,  Trans.  Roy.  Soc. 
175.  1884;  176.  1885.  —  H.  C.  Pocklington,  Trans.  Roy.  Soc.  186.  A.  1895.  — 
H.  S.  Cakslaw,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  28.  97.  1897. 
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die  metallische  und  nichtmetallische  Natur,  die  Schmelzbarkeit,  das  Atom- 
volumen u.  s.  w.  eine  Rolle.  Ein  allgemeines  Urteil  über  die  Tragweite  der 
Wirbelhypothese  abzugeben,  wäre  jedenfalls  verfrüht;  es  muß  jedem  überlassen 
werden,  aus  dem  Studium  der  betreffenden  Literatur  seinen  Standpunkt  zu  ge- 
winnen. Nur  auf  zwei  Vorzüge  der  Theorie  sei  hingewiesen:  erstens  gestattet  sie 
die  Anwendung  der  Mathematik  stetiger  Gröfien  auf  Körper,  die  aus  Atomen 
(nämlich  Wirbelatomen)  bestehen,  und  zweitens  schafft  sie  die  Voraussetzimg  für 
die  Betrachtung  idealer,  d.  h.  reibungsfreier  Flüssigkeiten,  während  auf  der  Grund- 
lage der  kinetischen  Atomistik,  in  Anbetracht  der  zum  Teil  schiefen  Stöße  der 
Atome  bezw.  Molekeln  solche  nicht  möglich  sind.^ 

c)  Andere  Gebilde. 

Außer  geraden  Fäden  und  Ringen  sind  noch  verschiedene  andere  Wirbel- 
gebilde theoretisch  behandelt  worden;  es  muß  aber  genügen,  hier  nur  einiges 
davon  ganz  kurz  zu  erwähnen.  Allgemein  sei  bemerkt,  daß  die  Bedingung  für 
die  stationäre  Existenz  einer  dreidimensionalen  Wirbelbewegung  nach  Lamb  die 
ist,  daß  sich  in  der  Flüssigkeit  eine  Schar  von  Flächen,  jede  überdeckt  mit  einem 
Netzwerk  von  Strom-  und  Wirbellinien,  derart  ziehen  lasse,  daß  das  Produkt 
G(osm{G,m)än  für  jede  Fläche  konstant  sei,  worin  dn  der  senkrechte  Abstand 
zweier  Nachbarflächen  und  G  =  y«*  +  v^  +  w^  ist;  alsdann  ist  auch  die  Größe 

(37)  ''+/7  +  T'" 

für  jede  der  Flächen  konstant 

In  der  Anwendung  auf  besondere  Formen  wird  das  Problem  sehr  ver- 
wickelt. Schon  der  von  Hill  und  Hicks  behandelte  Kugelwirbel  läßt  das 
zur  Genüge  erkennen;  einfach  ist  hier  nur  ein  besonderer  Bewegungsfall,  und  auch 
in  diesem  nur  die  Formel  für  die  Bewegung  im  Innern,  nämlich  <o  =  hkrja^, 
Wirbelbewegung  längs  der  Achse  existiert  also  nicht,  d.  h.  die  Kugel  ist  gewisser- 
maßen noch  vom  Charakter  eines  Wirbelrings.  Über  die  Wirbelbewegungen  in 
einer  Kugelfläche  ist  auch  eine  elegante  Abhandlung  von  Zermelo  hervorzuheben, 
in  der,  entsprechend  dem  logarithmischen  Potential  in  der  Ebene,  das  „sphä- 
rische Potential*'  eingeführt  und  die  Lösung  fQr  gewisse  Fälle  in  Kugelfunktionen 
gegeben  wird. 

Der  ellipsoidische  Wirbel  ist  u.  a.  von  Hill  imd  Hargrbavbs  unter- 
sucht worden;  die  Ausrechnung  ist  aber  nur  für  das  Rotationsellipsoid  möglich, 
hier  läßt  sich  die  Lösung,  durch  direkte  Integration  der  Helmholtz sehen  Aus- 
drücke, in  geschlossener  Form  hinstellen.  Von  den  Stromlinien  ist  ein  Teil  in 
sich  zurücklaufend,  der  andere  um  diese  herum  fortlaufend,  die  Trennungsfläche 
ist  das  kritische  Ovoid  bezw.  Planetoid,  das  indessen  die  Oberfläche  des  Wirbel- 
körpers selbst  schneidet;  die  schleifenförmigen  Stromlinien  liegen  im  allgemeinen 
im  Innern,  treten  aber  an  bestimmten  Stellen  heraus,  umgekehrt  ist  es  bei  den 
fortlaufenden.  Diese  Verhältnisse  werden  von  Hargreaves  durch  Zeichnimgen 
im  einzelnen  veranschaulicht.  —  Verwandt  ist  das  von  Voigt  behandelte  Problem 
der  Wirbelbewegung  in  einer  festen  ellipsoidischen  Schale;  die  Geschwindigkeits- 
komponenten werden  lineare  Funktionen  der  Koordinaten,  die  Wirbelgeschwindig- 
keit ist  durch  elliptische  Funktionen  der  Zeit  gegeben. 


1  Sir  W.  Thomson,  Proc.  Roy.  Soc.  Edinb.  6.  94.  1867;  Phil.  Mag.  (4)  34.  1867;  (5) 
10.  1880;  (5)  23.  529.  1887.  —  M.  Rankine,  Trans.  Roy.  Soc.  Edinb.  25;  557.  1869.  — 
J.  J.  Thomson,  A  Treatise  on  vortcx  rings.  Lond.  1883.  —  W.  M.  Hicks,  Proc.  Cambr. 
phil.  Soc.  1879.  p.  283;  Proc.  Roy.  Soc.  62.  332.  1898. 
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Noch  höher  in  der  Komplikation  stehen  die,  allerdings  besonders  interessanten, 
von  Beltrami,  Morera,  Hicks  u.  A.  studierten  Schrauben-  und  Spiral- 
wirbel; bei  einigen  Typen  dieser  Klasse  ist  das  Charakteristische,  daß  die  Strom- 
linien mit  den  Wirbellinien  zusammenfallen  und  die  Bahnen  der  Teilchen 
Schraubenlinien  sind;  bei  anderen  Typen  ergibt  sich  das  merkwürdige  Resultat, 
daß  die  gesamte  Umgebung  in  Ruhe  bleibt  Schließlich  ist  auf  die  schon  von 
William  Thomson  betrachteten,  von  der  einfachen  Kreisform  abweichenden 
Wirbelringe  hinzuweisen,  so  auf  die  „Ringschraubenlinie",  die  sich  durch  doppelte 
Krümmung  auszeichnet,  femer  auf  die  Ringe,  die  Schleifen  oder  Knoten  bilden, 
ehe  sie  sich  zusammenschließen  u.  s.  w. 

Ein  weiteres  Feld  der  theoretischen  Untersuchung  ist  das  Auftreten  von 
Wirbeln  bei  anderen  Arten  von  Flüssigkeitsbewegung,  so  bei  dem  Ausfluß  und 
der  Strahlbildung,  bei  der  ruhigen  oder  welligen  Sfrömung,  bei  der  Bewegung 
fester  Körper  in  Flüssigkeiten  u.  s.  w.  Es  fehlt  aber  hier  der  Raum,  um  darauf 
einzugehen;  man  vergleiche  übrigens  darüber  auch  noch  weiter  unten. ^ 

Schließlich  ist  es  naheliegend,  aber  wegen  der  Komplikation  der  Erscheinung 
nicht  leicht,  eine  Anwendung  auf  diejenige  Erscheinung  zu  machen,  die  man  als 
Zyklon  oder  Wirbelsturm  bezeichnet;  erleichtert  wird  die  erstmalige  Rechnung, 
wenn  man,  wie  das  W.  Wien  getan  hat,  als  Medium  zunächst  einmal  eine 
inkompressible,  reibungslose  Flüssigkeit  annimmt.  Dafür  wird  aber  die 
Vertikalbewegung  mit  in  die  Betrachtung  einbezogen,  was  eine  neue  Schwierigkeit 
hervorruft;  die  hydrodynamischen  Gleichungen  lassen  nämlich  in  diesem  Falle, 
wenn  man  die  Drehungsgeschwindigkeit  als  unabhängig  von  der  Vertikalbewegung 
annimmt,  nur  eine  im  Zentrum  selbst  unendliche  Lösung  zu,  woraus  folgt,  daß 
eine  derartige  Bewegung  nur  möglich  ist,  wenn  eine  Diskontinuität  der  Drehungs- 
geschwindigkeit vorkommt  Die  Rechnung  kann  hier  nicht  wiedergegeben  werden; 
es  muß  genügen,  den  Charakter  der  Bewegung  zu  skizzieren:  Die  axiale  und 
radiale  Bewegimg  bildet  zwei  selbständige,  durch  die  Unstetigkeitsfläche  getrennte 
Systeme,  da  durch  diese  keine  Flüssigkeit  hindurchtreten  kann;  es  ergibt  sich 
also  ein  innerer  und  ein  äußerer  Raimi.  In  der  Nähe  der  Grenze  steigt  die 
Flüssigkeit  auf  oder  sinkt  hinab;  umgekehrt  findet  in  der  Zylinderachse  und  an 
der  äußeren  Grenze  ein  Herabsinken  oder  Aufsteigen  statt.  Zwischen  beiden 
findet  Horizontalströmung  statt,  die  am  Boden  die  entgegengesetzte  Richtung  hat 
wie  an  der  Decke.  Im  äußeren  Räume  kommt  dann  noch  die  Drehbewegung 
hinzu,  und  infolgedessen  bewegt  sich  die  Flüssigkeit  in  Spirallinien  auf  das 
Zentrum  zu  oder  von  ihm  weg.  Wirklich  durchgeführt  wird  die  Rechnung  für 
den  Fall,  daß  die  Höhe  des  Zylinders  gegen  den  Durchmesser  groß  ist.  —  Hängt 
die  Drehgeschwindigkeit  von  der  vertikalen  Komponente  ab,  so  lassen  sich  eben- 
falls Spezialfälle  lösen.  Für  zylindrische  Zyklone  mit  Einströmen  oben  nahe 
dem  Mantel  und  Abfluß  nahe  der  Achse  nach  oben  hin  gilt  der  Satz:  Bei 
konstanter  Vertikalströmung  nimmt  mit  wachsendem  Radius  der  Zyklone  die 
Radialströmung  in  direktem  Verhältnis  zu,  die  Drehgeschwindigkeit  in  umgekehrtem 
ab.  Dagegen  gilt  für  scheibenförmigen  Zyklon  mit  radialer  Einströmung  in  der 
einen,  Ausströmung  in  der  anderen  Grenzebene  der  Satz:  Bei  konstanter  Vertikal- 


1  Sir  W.  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin),  Ptoc.  Roy.  Soc.  Edinb.  8.  59;  Phil.  Mag.  (5) 
10.  97.  155.  188 1.  —  F.  D.  Thomson,  Mess.  of  Math.  3.  238;  4.  37.  1874.  —  A.  G.  Gr££N- 
HiLL,  Quart.  Joum.  15.  10.  1878.  —  Coates,  ibid.  15.  3^6;  16.  81.  1878.  —  Lewis,  Mess. 
of  Math.  9.  03.  1879;  Quart.  Joum.  16.  338.  1879.  —  W.  M.  Hicks,  Trans.  Roy.  Soc.  1884. 
p.  I.  161;  1885.  p.  725;  1898.  p.  192:  Proc.  Cambr.  Soc.  3.  283;  Proc.  Roy.  Soc.  62.  332. 
1898.  —  E.  Beltrami,  Mem.  di  Bologna  5.  443.  1875:  Nuov.  Cim.  (3)  25.  212.  1889.  — 
G.  MORERA,  Rend.  Acc.  Line.  5.  1889.  —  J.  J.  Thomson,  Trans.  Roy.  Soc.  1882; 
A  Treat.  etc.  Lond.  1883.  — -  J.  M.  Hill.  Trans.  Roy.  Soc.  1884.  p.  363;  1894.  p.  185;  Proc. 
math.  Soc.  Lond.  16.  171.  1885;  Proc.  Roy.  Soc.  55.  219.  1894.  —  R.  Hargreaves,  Proc. 
Lond.  math.  Soc.  27.  299.  1896.  —  W.Voigt,  Gott  Nachr.  1891.  p.  71-  —  L.  Lecornü, 
C.  R.  106.  1654.  1888.  —  £.  Zermelo,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  47.  201.  1902. 
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Strömung  nimmt  mit  wachsender  Höhe  der  Zyklone  die  Radialströmung  und  die 
Drehgeschwindigkeit  in  demselben  Verhältnis  ab;  die  radiale  Geschwindigkeit 
nimmt  bei  diesen  Zyklonen  nach  außen  hin  zu.^ 


3.  Beobachtnng  von  Wirbeln. 

Beobaohtong  in  Flüssigkeiten.  £s  leuchtet  ein,  daß  es  nur  in  sehr  be- 
schränktem Maße  möglich  sein  kann,  die  vorstehenden  theoretischen  Ergebnisse 
durch  Beobachtungen  oder  Experimente  zu  prüfen.  Einmal  besteht  der  prinzipielle 
Gegensatz,  daß  in  Wirklichkeit  die  Wirbel,  wie  sie  durch  Reibung  entstehen,  auch 
während  ihres  Bestehens  der  Reibung  unterworfen  sind  und  von  dieser  sehr 
bald  wieder  vernichtet  werden;  auch  spielen  meist  Kapillarwirkungen  eine  not- 
wendige und  doch  störende  Rolle;  dazu  kommt  noch  der  praktische  Übelstand, 
daß  die  eigentliche  Wirbelbewegung  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  eine  viel 
zu  große  Geschwindigkeit  besitzt,  als  daß  man  sie  und  ihre  Wirkungen  messend 
verfolgen  könnte.  Immerhin  ist  es  gelungen,  eine  Reihe  von  Sätzen  experimentell 
zu  veranschaulichen.  Die  Ersten,  welche  hierzu  geeignete  Apparate  ersannen 
und  die  Versuche  ausführten,  waren  Vettin,  Rogers,  Nogües  und  Reusch*; 
jene  erhielten  die  Wirbelringe  aus  platzenden  Blasen,  letzterer  durch  kurze  Schläge 
auf  eine  elastische  Membran,  welche  auf  der  einen  Seite  den  Verschluß  eines 
mit  geeigneter  Substanz  gefüllten  und  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  mit  einer 
Offiiung  versehenen  Kastens  bildet.  Die  Methode  von  Reusch,  die  die  g^en- 
wärtig  meist  übliche  ist,  gastattet  je  nach  Wunsch  die  Anwendung  von  Flüssig- 
keiten oder  Gasen.  Zu  ersterem  Zwecke  fügte  Reusch  an  den  ersten  Kasten 
einen  zweiten,  füllte  beide  mit  verschiedenen  Flüssigkeiten,  z.  B.  Wasser  und  Ol 
oder  auch  mit  gefärbtem  und  ungefärbtem  Wasser  und  trieb  durch  Schläge  auf 
die  Membran  Wirbelringe  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  Kasten  (bezw.  bei 
nachlassendem  Druck  aus  dem  zweiten  in  den  ersten).  Bei  starken  Impulsen 
zerfallen  die  Ringe  sehr  bald  in  mehrere  Kugeln,  bei  schwächeren  verwandeln 
sie  sich  in  eine  einzige  solche,  wobei  diese  gewöhnlich  etwas  von  der  anderen 
Flüssigkeit  in  sich  einschließt;  bei  ganz  schwachen  Impulsen  endlich  gelangen 
die  Ringe  nicht  voll  zur  Ausbildung,  es  entstehen  vielmehr  piizartige  Gebilde. 
Diese  sind  später  eingehend  von  Oberbeck  ^  und  (im  Anschluß  an  ihn)  von 
KöTSCHAU^  studiert  worden.  Man  nimmt  am  besten  ein  prismatisches  Glas- 
gefäß mit  farblosem  Wasser,  stellt  daneben  eine  mit  gefärbtem  Wasser  gefüllte 
Röhre  auf  und  führt  von  dieser  ein  dünnes,  gebogenes  Rohr  in  die  zentrale 
Bodenöffnung  des  Gefäßes.  Am  besten  eignen  sich  Überdrucke  von  2 — 50  mm; 
außerdem  ist  notwendig,  daß  bei  Beginn  des  Versuchs  das  Gefäßwasser  völlig 
ruhig  und  von  überall  gleicher  Temperatur  sei.  Die  Figur  377  a  zeigt  eine  Phase 
der  Erscheinung.  Femer  zeigt  Figur  377  b — e  die  Gestalten  bei  Auftreffen  auf 
eine  scharfe  Kante,  auf  eine  Kugel  und  auf  eine  kleine  oder  große  Scheibe. 
Durch  Einsetzen  gegabelter  Rohrstücke  in  die  Bodenöffnung  kann  man  dann 
auch  das  Zusanunentreffen  verschiedener  Strahlen  untersuchen  und  findet  Ge- 
bilde von  der  Art  der  in  Figur  377/  (gleich  dicke,  schief  zusammenstoßende) 
und  Figur  377^  (verschieden  dicke,  einander  entgegenkommende  Strahlen)  dar- 


^  W.Wien,  Wied.  Ann.  59.  753.  1896;  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  p.  71;  Meteor. 
Ztschr.  1897.  p.  416. —  2  F.  Vettin,  Pogg.  Ann.  102.  246.  1857.  —  Rogers,  Amer.  Joum. 
of  Science  26.  1858.  —  NoGUis,  C.  R.  104.  11 66.  1887.  —  E.  Reusch,  Pogg.  Ann. 
HO.  309.  1860.  —  Ahnliche  Versuche  hat  spater  Reynolds  (z.  B.  Nature  .14.  477.  1876) 
ausgefiihrt,  gezeigt,  welchen  Einfluß  die  Reibung  hat  imd  untersucht,  wie  sich  der  Wirbelkörper 
(s.  oben,  p.  105 1)  verhält.  —  3  a.  Oberbeck,  Wied.  Ann.  2.  i.  1877.  —  *  G.  Kötschaü, 
ibid.  26.  530.  1884;  Inaag.<Diss.  Halle  1885. 
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gestellten.     Im  einzelnen  läßt  sich  die  Form  und  das  Verhalten  der  hierbei  ent- 
stehenden Wirbel  nicht  mit  kurzen  Worten  beschreiben. 


"^r 


(r~^f — ^ 


Fipir  377. 

Während   Oberbeck    nur  Zeichnungen   gibt,    haben    später  Czermak   und 
Mack^  das  Phänomen  auch  photo graphisch  fixiert     Czermak  benutzte  ein 

Becherglas,  auf  dessen  Boden  eine 
Ebonitscheibe  eingekittet  und  in 
der  Mitte  eine  kleine  ebene  Spirale 
angebracht  war,  durch  deren  Er- 
wärmung mittels  des  elektrischen 
Stromes  die  aufsteigende  Bewegung 
der  am  Boden  ausgebreiteten  ge- 
färbten Flüssigkeit  durch  das  farb- 
lose Wasser  hervorgerufen  wurde. 
—  Mack  bediente  sich  des  in 
Figur  378  skizzierten  Apparats, 
wo  A  das  Wassergefäß  ist  und 
aus  F  die  Fuchsinlöäung  nach  A 
herüber  gedrückt  wird;  B  ist  der 
Hahn  zum  Öfifnen  und  Schließen,  bei  IT  und  /  wird  die  Druckhöhe  gemessen.  Von 
den  Photogrammen  muß  es  genügen,  wenige  hier  zu  reproduzieren:  Figur  379a 
stellt  einen  bei  3 — 4  mm  Druck  aufsteigenden  Wirbelpilz  dar,  bei  Figur  379^ 
hat  er  sich  (nach  Schluß  des  Hahnes)  in  eine  Scheibe  verwandelt,  in  Figur  37 9 ^ 

1  P.  Czermak,  Wied.  Ann.  60.  329.  1893.  —  K.  Mack,  ibid.  68.  183.  1899. 
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hat  er  (bei  längerer  Offenhaltung  des  Hahnes)  einen  hornartigen  Aufsatz;  die 
Figuren  379^  und  e  zeigen  den  Durchgang  eines  Pilzes  durch  eine  vom  vorigen 
Versuche  vorhandene  Schicht  (Anfangs-  und  Endstadium).  —  Den  Wirbelring, 
den  ein   solcher  Pilz   enthält,  kann  man  auch  frei  bekommen,  wenn  man  einer 


%\ 


c^; 


n 


J 


Figur  379. 

rasch  gebildeten  Figur  den  Zufluß  plötzlich  entzieht;  es  wird  dann  dem  Rlze 
der  Stil  und  die  Mitte  des  Kopfes  genommen,  und  es  rollt  sich  daher  die  ganze 
noch  vorhandene  Substanz  im  Glockenmantel  als  Ring  auf;  solche  Ringe  bilden 
sich  auch  in  den  absinkenden  Fäden,  wenn  diese  immer  dünner  werden  und 
sich  auflösen.  —  Die  nähere  Analyse  der  Vorgänge  läßt  sich  in  guten  Zusammen- 
hang mit  der  Theorie,  z.  B.  mit  der  RiECKEschen  Beschreibung  der  Strom- 
linien bringen. 

Banchringe.  Einem  größeren  Auditorium  macht  man  die  Versuche  zu- 
gänglich und  mit  einfacheren  Mitteln  kommt  man  aus,  wenn  man,  in  Erinnerung 
an  die  Fähigkeit  mancher  Raucher,  nach  Reusch  Tabaksrauch  anwendet,  oder 
noch  besser,  nach  Tait^  Chlorammoniumrauch;  zu  letzterem  Zwecke  besprengt 
man  den  Boden  des  Kastens  mit  einer  starken  Ammoniaklösung  und  stellt  alsdann 
eine  Schale  mit  Kochsalz  und  etwas  Schwefelsäure  auf  ihm  auf;  nach  Stanford  (s.  u.) 
benutzt  man  noch  besser  festen  Salmiak,  den  man  in  einer  Glasröhre  erhitzt 
und  dem  Kasten  zuführt  Die  in  Wirbelbewegung  zu  versetzende  Flüssigkeit  ist 
also  in  diesen  Fällen  mit  Rauchteilchen  durchsetzte  Luft.  Auch  beim  Verbrennen 
von  Phosphorwasserstofifgas  erhält  man  sehr  schöne  Ringe.  Für  die  einfachsten 
Versuche  benutzt  man  kreisförmige  Öffnungen  und  kann  dann  zeigen,  wie  die 
Ringe,  ganz  entsprechend  der  Theorie,  sich  verengem,  erweitem,  durcheinander 
hindurchschlüpfen  (letzteres  gelingt  auch  schon  beim  Rauchen)  u.  s.  w.  Man  kann 
sogar  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ihre  Stabilität  zeigen,  indem  man  z.  B.  mit 


^  P.  G.  Tait,  Vorl.  über  einige  nenere  Fortschr.  der  Physik.    Deutsche  Ausgabe.    Braun- 
schweig 1877.  p.  242. 
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einem  Messer  hindurch  schneiden  kann,  ohne  sie  zu  zerteilen.  Ferner  haben 
Trowbridgs^  einerseits  und  J.  J.  Thomson  und  Newall'  andererseits  eine  auf 
tropfbare  Flüssigkeiten  bezügliche  Methode  benutzt,  die  denen  von  Reusch  u.  s.  w. 
ganz  analog  ist.  Läßt  man  einen  Tropfen  Tinte  von  mäßiger  Höhe  in  Wasser 
fallen,  so  filllt  er  durch  dasselbe  als  Wirbelring,  bleibt  dann  meist  schweben, 
teilt  sich  in  Segmente,  die  selbst  wieder  Wirbelringe  bilden  u.  s.  w.;  mittels 
momentaner  Beleuchtung  durch  elektrische  Funken  kann  man  den  Verlauf  der 
Erscheinungen  auch  im  einzelnen  gut  verfolgen;  statt  Tinte  und  Wasser  kann 
man  auch  zahlreiche  andere  Kombinationen  nehmen,  z.  B.  schwache  Silbemitrat- 
lösung in  schwache  Kochsalzlösung  tropfend.  Nimmt  man  eine  Pipette  zu  Hilfe, 
so  kann  man  die  Ringe  auch  unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  direkt  erzeugen. 
Weitere  Mitteilungen  zur  Methodik  der  Yersnche  und  Beschreibimg  der 
Phänomene  sind  u.  a.  von  Weyher,  Colladon,  Dechrevens,  Rosenberg, 
Quincke,  Bock,  Lullin,  Stanford,  Wood,  Indra,  Süschnig,  Lampa  und 
Belas*  gemacht  worden;  es  muß  aber  an  wenigen  Worten  darüber  genügen. 
Quincke  läßt  ein  Gemisch  von  Mandelöl  und  Chloroform  (spez.  Gewicht  1,02) 
aus  einem  engen  Röhrchen  austropfen  und  beobachtet  die  infolge  der  entstehenden 
Wirbel  sich  schlangenförmig  gestaltenden  Fallinien,  am  besten  nahe  einer  ebenen 
Gefäßwand;  an  mit  Wasser  getrübten  Olkugeln  bemerkt  man  eine  oszillierende 
Bewegung  um  eine  horizontale,  der  Wand  parallele  Achse,  bei  zwei  Kugeln 
außerdem  Anziehungen  und  Abstoßungen,  so  daß,  wenn  die  Phase  etwas  ab- 
weicht, die  beiden  Kugeln  mehrmals  umeinander  herumlaufen  u.  s.  w.  —  Die 
Versuche  von  Oberbeck  (s.  oben)  sind  von  Bock  so  modifiziert  worden  — 
namentlich  durch  Benutzung  eines  Troges  aus  Spiegelglasplatten  —  daß  man  sie 
projizieren  und  einem  größeren  Auditorium  vorführen  kann;  eine  notwendige 
Vorsichtsmaßregel  ist  die,  die  Flüssigkeiten  einige  Stunden  vorher  aufzustellen, 
damit  sich  thermisch  alles  ausgleicht.  —  Belas  bringt  Fluoreszeinlösung  in  ein 
Gefäß  mit  Kapillarröhrchen,  das  vertikal  über  einem  Wasserbehälter  derart  unter- 
stützt ist,  daß  das  Fluoreszein  eben  noch  unter  Wasser  ausfließt,  und  zwar  im 
Ruhezustand  in  einem  feinen,  klaren  und  geraden  Strome;  bei  einem  Schlage  auf 
die  Stütze  dagegen  erscheint  eine  Schwellung  und  eine  Einschnürung  neben- 
einander, die  zunehmen  und  sich  trennen,  worauf  der  losgetrennte  Teil  einen  voll- 
kommenen Wirbelring  bildet;  eine  Reihe  von  Schlägen  liefert  so  eine  Reihe  von 
Ringen,  deren  Bewegung,  Größenänderung,  Hindurchschlüpfen  u.  s.  w.  bei  der 
Langsamkeit  der  Erscheinung  bequem  beobachtet  werden  kann.  —  Soweit  die 
flüssigen  Wirbel.  Was  andererseits  die  Rauchringe  betrifit,  so  fcdle  man  nach 
Rosenberg  einen  75  cm  hohen,  geschlossenen  Glaszylinder  etwa  8 — 4  cm  tief 
mit  Tabakrauch  und  blase  mit  einer  T- Röhre  mit  aufgesetzten  gebogenen  Gummi- 
röhren Luft  hinein;  alsdann  bildet  sich  ein  Rauchwirbel,  der  bis  an  die  obere 
Rohröffnung  steigt;  auch  mit  einer  kleinen  Turbine  oder  mit  Hilfe  einer  Holtz- 
schen  Maschine  kann  man  die  Erscheinung  in  Gang  bringen.  —  Stanford- 
Webster  empfiehlt  das  Anzünden  frischer  Blätter  von  Eucalyptus  globulus,  am 
besten  an  der  Spitze;  durch  Ausstoßung  von  Hautgeweben  werden  vermutlich 
Blasen  gebildet,  bei  deren  Platzen  Luft  oder  Wasserdampf  befreit  und  die  Ringe 
durch  Berühnmg  mit  dem  äußeren  Rauche  sichtbar  gemacht  werden;  der  Rauch 

1  J.  TROwBRrooE,  Phil.  Mag.  (5)  3.  290.  1877.  —  *  J.  J.  Thomson  u.  New  all,  Proc. 
Roy.  Soc.  39.  417.  1885.  —  3  C.  L.  Weyher,  Über  Strudel,  Tromben  u.  s.  w.  Paris  1887. 
—  D.  Colladon,  C.  R.  104,  914.  1887.  —  M.  Dechrevens,  ibid.  105.  1286.  1887.  — 
V.  L.  Rosenberg,  Journ.  d.  russ.  phys.-chem.  Ges.  (i)  21.  21.  1889.  —  G.  Quincke,  Verh. 
nat.-med.  Ver.  Heidelberg  1890.  —  A.  Bock,  Wied.  Ann.  66.  131.  1895.  —  Lullin,  Arch. 
de  Genive  2.  201.  1897.  —  C.  S.  Stanford -Webster,  Cbem.  News  78.  269.  1898.  — 
R.  W.  Wood,  Nature  63.  418.  1901.  —  A.  Indra,  Wien.  Anz.  1901.  p.  2.  —  G.  Süschnig, 
ibid.  1902.  p.  195.  —  P.  E.  Belas,  Nature  70.  31.  1904.  —  E.  Lampa,  Wien.  Anz.  1903. 
p.  197.  —  Abbildungen  mannigfacher  Art  findet  man  auch  bei  M.  Brillouin,  Rech.  s.  div. 
quest  d*Hydr.  Paris  1891.  p.  31  ff. 
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bildet  also  in  diesem  Falle  nicht  den  Wirbelring,  sondern  dessen  Umgebung.  — 
Wood  gibt  gewisse  vorteilhafte  Einzelheiten  an,  auch  hat  er  photographische 
Momentbilder  des  Schattens  von  Rauchringen  aufgenommen,  die  die  spiralige 
Aufrollung  der  Rauchschicht  gut  erkennen  lassen;  er  beschreibt  die  Erscheinungen 
an  unvollständigen,  sowie  an  zwei  nebeneinander  erzeugten  Ringen  imd  führt 
schließlich  den  Nachweis,  daß  die  Ringe  nicht  durch  Reibung  an  der  Öffnung 
des  Kastens  entstehen,  sondern  durch  die  Reibung  des  Luftstrahls  an  der  um- 
gebenden Luft.  —  Indra  beschreibt  die  Wirbelringe  verschiedener  Gestalt,  die 
man  erhält,  wenn  man  eine  Öffnung  von  kreis-,  polygonal-,  elliptischer  Gestalt 
oder  einen  Kranz  von  Öffnungen  benutzt,  und  zwar  in  ebener  oder  konkaver 
oder  konvexer  Wand;  aus  einer  elliptischen  Öffnung  z.  B.  tritt  bei  starkem 
Schlage  ein  elliptischer  Ring  heraus,  bei  schwachem  dagegen  zwei  kreisförmige 
Ringe  mit  divergierenden  Bahnen;  wie  dies  eine  Art  von  Doppelbrechung  ist, 
so  kann  man  auch  Reflexion,  Brechung,  Absorption  und  Schwingungen  verschie- 
dener Art  nachahmen.  —  Dagegen  hat  Lampa  beim  Durchgang  eines  Wirbels 
durch  die  Trennungsfläche  zweier  Medien  weder  eine  Brechung  des  Wirbels  noch 
eine  merkliche  Störung  der  Fläche  beobachtet.  —  Suschnig  hat  die  Durchmesser 
von  Ringen  gemessen  und  gefimden,  daß  sie  bei  ganz  kleinen  ö&ungen  etwa 
dreimal  so  groß  wie  diese  sind,  aber  bei  wachsender  öfihung  sich  dieser  nähern; 
femer  läßt  sich  die  abnehmende  Geschwindigkeit  der  Ringe  annähernd  durch 
eine  Exponentialfunktion  darstellen. 

Schließlich  ist  auf  die  besonderen  Versuche  hinzuweisen,  das  Phänomen  der 
Wasserhosen,  Tromben  oder  Wettersäulen  über  Meeresflächen  im  kleinen 
nachzuahmen.  Weyher,  Colladon  und  Dechevrens  benutzen  dazu  ein  Wasser- 
rad oder  eine  kleine  Mühle,  die  durch  ihre  Drehung  den  Vorgang  auslöst;  sie 
wird  axial  und  entweder  unten  oder  in  gewisser  Höhe  des  Gefäßes  aufgestellt; 
zur  Beobachtung  dienen  am  besten  Staubteilchen.  Es  bildet  sich  ein  axialer  auf- 
steigender Strom  aus  und  ein  peripherischer  absteigender;  am  Boden  beschreiben 
die  Teilchen  Spiralbögen  nach  der  Achse  hin,  imi  hier  plötzlich  in  eine  rapide 
wirbelnde  Aufwärtsbewegung  fortgerissen  zu  werden;  nach  oben  zu  erweitert  sich 
der  Wirbeldurchmesser,  einzelne  Teilchen  fallen  in  Garben  wegen  der  Schwere 
herab,  andere  gelangen  bis  zur  Mühle  bezw.  nach  oben  und  beginnen  dann  einen 
zweiten  Umlauf;  jedoch  ist  die  Trombe  nach  wenigen  Umläufen  verwischt  oder 
beendet.  —  Wegen  der  Wasserhosen  in  der  Natur  und  ihrer  Bildung  aus  dem 
Wasser  der  Wolken  einerseits  und  dem  Meerwasser  andererseits  muß  auf  die 
geophysikalische  Literatur  verwiesen  werden. 

Wirbel  in  Verbindung  mit  anderen  Bewegungen.  Die  Wirbelbewegungen 
treten  als  Begleit-  und  Folgeerscheinung  bei  fast  allen  Flüssigkeitsbewegungen  auf. 
So  beim  Strömen,  einerseits  in  Betten  von  konstantem  Querschnitt  dann,  wenn 
die  Bewegung  den  tiunultuarischen  Charakter  (p.  969)  annimmt,  so  daß  sich  ent- 
weder unechte  Wirbel  (Strudel)  oder  echte  Wirbel  büden;  bei  Querschnittsände- 
rungen andererseits  immer  dann,  wenn  diese  aus  Erweiterungen  bestehen,  wie 
das  schon  in  Figur  335  auf  p.  966  angedeutet  ist.  Näheres  hierüber  findet  man 
in  vielen  der  angeführten  Arbeiten,  bei  Hele-Shaw  ^  z.  B.  auch  lehrreiche  photo- 
graphische Abbildungen.  Besonders  interessant  sind  einige  Versuche,  die  von 
Riecke*  angeregt  und  von  Krüger  ausgeführt  worden  sind;  sie  betreflfen  das 
Strömen  durch  ein  quadratisches  Gefäß  von  einem  zum  anderen  Ende  einer 
Diagonale,  so  daß  sich  also  das  Bett  bis  zur  Mitte  des  Weges  immerfort  er- 
weitert, dann  wieder  verengert;  in  Figur  380  sind  diese  Versuche  wiedergegeben, 
entsprechend  den  die  Bewegung  erzeugenden  Oberdrucken  von  2  bis  hinauf  zu 
16,5  mm;  wie  man  sieht,  entspricht  dem  schwächsten  Drucke  die  reine  Strömung, 


^  H.  S.  Hele-Shaw,    R.  Inst,  of  Gr.-Brit.   Febr.  1899.  —  *  E.  Riecke,   Wied.  Ann. 
36.  332.  1889  (auch  Gott.  Nachr.  1888). 
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mit  Steigendem  Drucke  bildet  sich  immer  stärkere  Wirbelbewegung  aus,  zuletzt 
erfüllt  sie  fast  das  ganze  Quadrat,  mit  Ausnahme  eines  diagonalen  Streifens,  der 
sozusagen  einen  Strahl  darstellt  —  eine  Bemerkxmg,  die  zeigt,  wie  eng  der  Zu- 
sammenhang zwischen  Strahl-  und  Wirbelbildung  ist.^ 


2frwat2.afmm 


Druck  !JiS/ mm. 


Drofk'  /^j^imn- 


Figur  380. 

Eine  andere  Gelegenheit  zur  Wirbelbildung  findet  statt  bei  der  Bewegung 
fester  Körper  in  Flüssigkeiten,  oder,  was  dasselbe  ist,  bei  der  Strömung  von 
Flüssigkeiten  um  Hindernisse  herum  (s.  den  vorigen  Artikel).  Auch  hierfür 
findet  man  z.  B.  bei  Hele-Shaw  lehrreiche  Abbildungen.  Sodann  kommt  der 
Ausfluß  aus  Öffnungen  im  Boden  von  Gefäßen  in  Betracht,  und  zwar  immer 
dann,  wenn  eine  noch  so  kleine  Asymmetrie  vorhanden  ist,  infolge  deren  die 
Teilchen  nicht  in  Meridiankurven,  sondern  in  Spiralen  der  Öffnung  zuströmen  und 
um  die  Achse  des  Gefäßes  ein  hohler  Trichter  sich  bildet. 

Auch  halbe  Wirbelringe,  die  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  enden, 
kann  man  leicht  erhalten;  rudert  man  z.  B.  oder  zieht  man  einen  halb  ein- 
getauchten Löffel  auf  der  Oberfläche  einer  gefüllten  Tasse  hin  und  zieht  ihn 
dann  rasch  heraus,  so  sieht  man  ihm  zwei  entgegengesetzt  wirbelnde  Strudel 
folgen;  es  sind  dies  einfach  die  Enden  eines  halben  Wirbelringes.  In  der  Tat 
hat  Trowbridge  dies  sichtbar  gemacht,  indem  er  als  Gefäß  einen  weißen  Por- 
zellantrog benutzte  und  den  Boden  desselben  beleuchtete;  man  kann  dann  die 
Schatten  der  halben  Wirbelringe  deutlich  verfolgen  und  zahlreiche  interessante 
Versuche  anstellen.* 


^  Vgl.  H.  v.  Helmholtz,  Wiss.  Abb.  1.    146.  —  2  Vgl.  auch  O.  Reynolds,    Proc. 
Phys.  Soc.  Lond.   1877. 
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Wellenbewegung  der  Flüssigkeiten. 

Von  F.  Auerbach. 


Einleitung.  Wie  bei  den  festen  Körpern  (vgl.  p.  710 — 766),  so  bildet 
auch  bei  den  Flüssigkeiten  die  Lehre  von  den  Schwingungen  der  Teilchen 
und  von  den  durch  sie  veranlaßten  Wellen  ein  Elapitel  von  besonderem  Interesse. 
Diese  Schwingungen  und  Wellen  haben,  für  sich  betrachtet,  hier  wie  dort  ganz 
ähnliche  Eigenschaften,  sie  sind  hier  wie  dort  durch  Periode,  Amplitude,  Phase 
und  Form  charakterisiert;  gänzlich  verschieden  ist  aber  ihre  Beziehimg  zur  Raum- 
erfüllung des  Systems  und,  im  Zusammenhang  damit,  ihre  Entstehung.  Während 
nämlich  bei  allseitig  ausgedehnten  festen  Körpern  die  Wellen  im  Innern  die 
HauptroUe  spielen,  die  Oberfiächenwellen  aber  nur  ein  hinzukommendes  Grenz- 
phänomen darstellen ,  verhält  es  sich  hier  gerade  umgekehrt  •  Flüssigkeiten, 
worunter  hier  speziell  tropfbare  Flüssigkeiten  zu  verstehen  sind,  können,  solange 
sie  als  ideal  imd  inkompressibel  angesehen  werden,  im  Innern  überhaupt  keine 
Schwingungen  ausführen  und  keine  Wellen  fortpflanzen;  ihre  Fähigkeit,  das  zu 
tun,  wird  daher  auch  bei  den  wirklichen  Flüssigkeiten  sehr  gering  sein,  und  zwar 
für  longitudinale  und  transversale  Wellen  aus  entgegengesetztem  Grunde:  für 
jene  wegen  der  zu  großen  Kompressionselastizität,  für  diese  wegen  der  zu  kleinen 
Deformationselastizität.  Die  Erscheinungen,  mit  denen  wir  es  hier  zu  tun  haben, 
spielen  sich  daher  primär  an  der  Oberfläche  ab,  und  ihre  Gestaltung  an  dieser 
t>eansprucht  den  Hauptteil  des  Interesses;  hier  werden  sie  sozusagen  ausgelöst 
und  pflanzen  sich  von  hier  aus  ins  Innere  fort.  Natürlich  können  auch  im 
Innern  von  Flüssigkeiten  Wellen  erregt  werden,  z.  B.  durch  eine  Explosion  u.  dgl, 
aber  solche  Fälle  stehen  als  Sonderfalle  dem  normalen  Phänomen  gegenüber. 

Damit  ist  zugleich  gesagt,  daß  hier  nicht,  wie  bei  festen  Körpern,  die 
Elastizität  die  ursächliche  Kraft  ist,  daß  Flüssigkeitswellen  vielmehr  anderen 
Kräften  ihre  Entstehung  verdanken  werden.  Unter  diesen  Kräften  stehen  vier 
in  erster  Reihe:  die  Schwerkraft  (ausgelöst  durch  irgend  einen,  das  Gleich- 
gewicht störenden  Eingrifif,  z.  B.  das  Eintauchen  und  Herausziehen  eines  festen 
Körpers),  die  Oberflächenspannung,  eine  die  Oberfläche  scherende  Kraft, 
d.  h.,  um  das  natürlichste  Beispiel  zu  nennen,  Wind  und  endlich  die  von  fremden 
Weltkörpern  ausgehende  Anziehung.  Natürlich  werden  diese  Kräfte  vielfach 
zusammenwirken,  und  es  erklärt  sich  daraus  teilweise  die  große  Mannigfaltigkeit 
des  Phänomens. 

Hiervon  abgesehen,  handelt  es  sich  aber  noch  um  eine  ganze  Anzahl  weiterer 
Mannigfalt^keiten  oder  Typen,  und  es  ist  vielleicht  am  besten,  diese  systematisch 
anzugeben.  Es  ist  also,  wenn  von  Ebbe  und  Flut  zunächst  abgesehen  wird,  zu 
unterscheiden: 
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1.  Zwischen  Schwere-,  Oberflächenspannungs-  und  Windwellen. 

2.  Zwischen  fortschreitenden  und  stehenden  Wellen,  jeder  dieser  beiden 
Typen  in  gewisser  Hinsicht  einfacher,  der  einfacheren  Genesis  wegen  jedoch  der 
fortschreitende  Typus  voranzustellen. 

3.  Je  nach  der  Form  der  Wellenkämme  quer  zur  Fortpflanzung  zwischen 
geraden  und  kreisförmigen  Wellen,  räumlich  gesprochen  also  zwischen  ebenen 
und  zylindrischen  Wellen,  wozu  dann  noch  bei  Erregung  im  Innern  sphärische 
hinzukommen  würden. 

4.  Zwischen  hohen  und  flachen,  kurzen  und  langen  Wellen;  der  letztere 
Gegensatz  steht,  wie  sich  zeigen  wird,  in  nahem  Zusammenshang  mit  dem 
zwischen  Spannungs-  und  Schwerewellen» 

5.  Zwischen  Wellen  verschiedener  Form  der  Böschungslinie  von  Wellenberg 
zu  Wellental;  insbesondere  zwischen  Wellen  von  symmetrischer  und  solchen  von 
unsymmetrischer  Gestalt. 

6.  Zwischen  Wellen  auf  flachem  und  solchen  auf  tiefem  Wasser.  Die 
beiden  Unterscheidungen  unter  4.  und  6.  stellen  natürlich  nur  Extreme  dar, 
zwischen  denen  es  eine  stetige  Reihe  von  Obergängen  gibt 

7.  Zwischen  Wellenbewegung  mit  und  ohne  Existenz  eines  Geschwindigkeits- 
potentials; letztere  ist  mit  Wirbelbewegung  verknüpft,  erstere  nicht 

8.  Zwischen  Wellen  von  konstanter  und  solchen  von  mit  der  Zeit  sich 
ändernder  Form. 

9.  Zwischen  dem  normalen  Falle  des  Wellenzuges,  bei  dem  sich  Welle  auf 
Welle  folgt,  imd  der  sogen.  Einzelwelle,  die  isoliert  an  der  Oberfläche  hinläuft 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Phänomene  können  in  dreierlei  verschiedener 
Weise  verfolgt  werden:  durch  die  Theorie,  die  freilich  in  diesem  Gebiete  einen 
etwas  tastenden,  empirischen  Charakter  hat;  durch  das  Experiment  im  Labo- 
ratorium; und  durch  die  Beobachtung  in  der  Natur  selbst,  wo  das  Phänomen 
in  mehr  oder  weniger  großartigem  Maße  auftritt,  nämlich  als  Wellenbewegung 
auf  Teichen,  Flüssen  und  Meeren,  als  stehende  Schwingungen  von  Seen  (Seiches) 
und  als  Ebbe  und  Flut  des  Weltmeeres. 


1.  Theorie  fortschreitender  Wellen. 

Grundlagen  der  Theorie.  Die  Wellentheorie  der  Flüssigkeiten  muß  natür- 
hch  auf  dieselben  Grundlagen  gestellt  werden,  wie  alle  ihre  anderen  Bewegungs- 
arten. Das  sind  also:  die  Kontinuitätsgleichung,  die  Bewegungsgleichungen 
und  die  Grenzbedingungen.  Die  Bewegungsgleichungen  werden  meist  in  der 
EuLERschen  Form  (p.  937)  benutzt,  in  wenigen,  allerdings  besonders  wichtigen 
Fällen  aber  müssen  die  Lagrange  sehen  Gleichungen  herangezogen  werden,  sei 
es  in  ihrer  ursprünglichen  Form  (p.  938),  sei  es  in  der  von  H.  Weber  angegebenen 
transformierten  Gestalt  (p.  940).  Bei  der  Benutzung  der  Eüler sehen  Gleichungen 
bringt  es  natürlich  eine  große  Vereinfachung  hervor,  wenn  ein  Geschwindigkeits- 
potential <p  existiert  und  eingeführt  wird;  eine  weitere,  wenn  die  Bewegung  von 
zweidimensionalem  Charakter  ist,  die  Wellenkämme  also  gerade  Linien  bilden; 
es  kommt  alsdann  nur  eine  horizontale  Koordinate  x  imd  die  vertikale  y  in 
Betracht,  und  es  ist  (vgl.  oben  p.  960)  möglich,  Geschwindigkeitspotential  (p  und 
Strom  funktion  1/;  in  der  Form  einer  komplexen  Größe  (p  +  t'*!;  zusammenzufassen. 

Die  größten  Schwierigkeiten  machen  die  Bedingungen,  die  an  den  Grenzen 
der  Flüssigkeit  zu  erfüllen  sind.  Sieht  man  von  seitlichen  Begrenzungen  zunächst 
ab,  so  handelt  es  sich  um  den  festen  Boden  und  um  die  freie  Oberfläche.  Am 
festen  Boden  muß  in  jedem  Falle  die  Vertikalkomponente  der  Geschwindigkeit 
null  werden;  ob  auch  die  Horizontalkomponente,  wird  davon  abhängen,  ob  man 
Gleitung  zuläßt  oder  nicht;  man  wird  meist  ohne  Gleitung  auskommen,  und  als- 
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dann  ist  die  gesamte  Geschwindigkeit  am  Boden  null.  Hierbei  ist  der  Boden 
stillschweigend  zunächst  als  eben  und  horizontal  vorausgesetzt  worden;  ist  er 
geneigt  oder  gekrümmt  oder  selbst  wellig  oder  gar  kantig  bezw.  eckig,  so 
komplizieren  sich  die  Verhältnisse  wegen  des  Aufstoßens  der  Wellenbewegung 
auf  den  Boden,  der  infolgedessen  stattfindenden  Reflexion  oder  Ablenkung  u.  s.  w.; 
es  müssen  dann  besondere  Bedingungen  eingeführt  werden.  In  der  freien  Ober- 
fläche andererseits  sind  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen:  sie  muß  aus  Stromlinien 
gebildet  sein,  und  sie  muß  eine  Fläche  gleichen  Druckes  sein;  es  ist  jedoch  in 
der  Mehrzahl  der  Fälle  nur  angenähert  möglich,  beide  Bedingungen  zugleich  zu 
erfüllen.  Dabei  ist  die  Oberfläche  zimächst  als  völlig  frei  gedacht,  in  Wahrheit 
ist  es  meist  eine  Trennungsfläche  von  Flüssigkeit  und  Gas,  z.  B.  von  Wasser  und 
Luft;  die  Bedingung  des  Stromliniencharakters  muß  alsdann  streng  erfallt  werden, 
weil  sonst  eine  Hineinpressung  des  Gases  in  die  Flüssigkeit  oder  eine  Heraus- 
hebung von  flüssigen  Teilen  in  das  Gas  eintreten  würde,  was  zur  Folge  hätte, 
daß  die  Drucke  unendlich  groß  werden  würden. 

Lange  flache  Wellen  in  seichtem  Waiser.  Die  j^-Achse  liege  horizontal, 
die  y-AchsQ  vertikal  nach  oben,  h  sei  die  Tiefe  des  Wassers  im  Ruhezustand, 
I  und  t/  seien  die  Änderungen,  die  x  und  y  durch  die  Wellenbewegung  erfahren, 
g  sei  die  Schwere  und  q  die  Dichte,  dann  ist  der  Druck 

(i)  /  =  Qg{^  -{y  —  n))  +  const 

und  folglich: 

/  >  dp  dfi 

da  hier  y  nicht  vorkommt,  so  folgt,  daß  alle  einmal  in  einer  Vertikalebene 
liegenden  Teilchen  stets  in  einer  solchen  liegen.    Die  Kontinuitätsgleichung  lautet: 

(3)  .    [^■^^Yh  +  n)  =  h    , 

die  Bewegungsgleichung  in  Lagrange  scher  Form: 

(4)  ,*^:!--(^+,)5- 

oder,  wenn  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  p  und  t?  eliminiert: 

(5)  -^  =  g^ 


Nimmt  man  nxm  noch  an,  daß  auch  die  horizontale  Verschiebung  klein  sei, 
so  kann  man  rechts  den  Nenner  gleich  eins  setzen,  und  die  beiden  Gleichungen 
werden  sehr  einfach: 

(6)  ^-a^=-''    •  -öF-'^^J.^    • 

wozu  dann  noch  eine  ganz  entsprechende  Gleichung  für  ij  kommt.  Die  Lösung 
für  5  ist 

(7)  ^^F{x-ci)+/{x  +  c/)     , 

wo  F  und  /  willkürliche  Funktionen  sind;  sie  stellt  zwei  Wellen  dar,  eine  nach 
den  positiven,  die  andere  nach  den  negativen  x  fortschreitend,  beide  aber  mit 
der  Geschwindigkeit 

(8)  cr^yii  . 
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Diese  Formel  rührt  schon  von  Lagrange  her;  sie  gibt  für  folgende  Tiefen 
die  darunter  stehenden  Geschwindigkeiten: 

^(m)   II   1   I   10   I  100  I  1000  I  10000 

^(m/sec)  i   3,1   |   9,9   |  31,3  |  98,9  |  312,7 

Die  Lösung  gilt  nach  Kelland  auch  noch  für  beliebige,  aber  überall  gleiche 
Form  des  Querprofils  des  Wassers,  nur  muB  man  alsdann  h  durch  q\b  ersetzen, 
wo  q  der  Flächeninhalt  des  Querprofils  und  b  die  Breite  des  Wassers  im  Spiegel 
ist  Wie  man  sieht,  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  mit  der  Wurzel  aus 
der  Schwere  proportional  und  zwar  gleich  der  von  der  halben  Tiefe  der  ruhenden 
Flüssigkeit  herrührenden  Fallgeschwindigkeit.  Jedes  Teilchen  beschreibt  fort- 
während eine  und  dieselbe  geschlossene  Bahn  in  vertikaler  Ebene,  die  große, 
horizontale  Achse  derselben  ist  in  allen  Tiefen  dieselbe,  die  kleine,  vertikale  Achse 
aber  nimmt  vom  Spiegel  zum  Grunde  gleichförmig  auf  null  ab.  Die  gemachten 
Annahmen  sind  nur  zulässig,  wenn  die  vertikale  Achse  der  Bahnkurve  klein  gegen 
die  Wassertiefe  und  diese  klein  gegen  die  Wellenlänge  ist,  d.  h.  gegen  die  Strecke, 
um  die  ein  Wellengipfel  fortschreitet,  während  ein  Teilchen  eine  geschlossene 
Bahn  beschreibt;  es  ist  das  bei  einem  Wellenzuge  natürlich  auch  der  Abstand 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Gipfeln.  Die  Wellen,  um  die  es  sich  hier 
handelt,  sind  also  lang  und  flach,  die  Abdachung  des  Längsprofils  der  Welle 
ist  eine  allmähliche.  Schließlich  sei  bemerkt,  daß  die  Energie  der  Bewegung 
zur  Hälfte  potentiell,  zur  anderen  kinetisch  ist. 

Bisher  wurde  angenommen,  daß  die  Wellen  beim  Fortschreiten  ihre  Form 
beibehalten,  d.  h.,  daß  alle  ihre  Punkte  gleich  schnell  fortschreiten.  Das  ist  aber, 
wie  eine  zweite  Annäherung  lehrt,  nicht  der  Fall,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
ist  vielmehr  desto  größer,  je  höher  der  Punkt  liegt,  und  zwar  gemäß  der  von 
AiRY  abgeleiteten  Formel: 

(9)  '--»^^('+4-1 

Es  wird  also  beim  Fortschreiten  der  Welle  die  vordere  Böschung  immer 
steiler,  die  hintere  immer  flacher,  bis  zuletzt  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit 
der  Gleichungen  unserer  Theorie  auch  nicht  annähernd  mehr  erfüllt  sind. 

In  andrer  Weise  hat  Lord  Rayleigh  die  allmähliche  Änderung  der  Wellen- 
form dargestellt,  nämlich  durch  ein  Näherungsverfahren.     Er  setzt 

g)  +  /if;  =  c{x-\-  iy)  —  /^e**t*  +  'y)      , 

also  die  Stromfunktion 

if;  =s  ^^  —  Ä6""*ycosijf 

und  entwickelt  nun  das  Exponentialglied  nach  Potenzen;   die  dritte  Annäherung 
ergibt  dann  als  Wellenform: 

(IG)       j  = -.h  +  —  —  ^2,  cosi^r- -2-  — cos2>Ja;+    g   ^ji^cosSi^ 

und  als  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  (^  =  2w/Ä  gesetzt): 


^  gX        4n^ 


<■■>  '=1/1;-+^-" 

für  ^  =  0  kommt  man  auf  den  früheren  Fall  zurück,  für  verschiedene  ö  erhält 
man  verschiedene  c  und  damit  auch  verschiedene  Wellenformen;  jedoch  hängt 
die  letztere,  wie  man  aus  (10)  ersieht,  nur  von  dem  Verhältnis  d:c  ab. 

Flache  Wellen  in  Wasser  von  beliebiger  Tiefe.     Wenn   die  Annahme, 
daß  das  Wasser  seicht  ist,  fallen  gelassen  wird,  werden  die  Formeln  begreiflicher- 
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weise  komplizierter.  Man  kann  eine  Vereinfachung  erzielen,  wenn  man  annimmt, 
daß  ein  Geschwindigkeitspotential  9  existiere;  es  kommt  das  offenbar  darauf  hinaus, 
daß  von  der  Mitwirkung  der  Reibimg  bei  der  Erzeugung  der  Wellen  abgesehen 
wird;  denn  in  einer  idealen  Flüssigkeit  können  Wirbel  nicht  entstehen.  Die 
Kontinuitätsgleichung  wird  alsdann: 

die  Druckgleichung 

(13) 


dx>  ^  ay« 


P^(i[m-iy-^-]    . 


die  Bedingung  für  die  freie  Oberfläche,  d.  h.  für  ^  =»  0 : 

(14)  It  +  ^^  +  ^^^o 

^  ^^  dt    ^  dx    dx  ^  dy     dy 

und  die  für  den  Boden,  d.  h.  für  ^  =  —  ^: 

Die  Lösung  setzt  sich  aus  trigonometrischen  und  Exponentialfunktionen  zu- 
sammen, und  zwar  lautet  sie,  solange  keine  Vernachlässigungen  gemacht  werden: 

(16)  fp  ^^[{e^^9-^^)  -{-  e-^^y^^y){Pcoskx  +  Qsinkx)]     , 

wo  k  eine  Konstante  ist  und  P  und  Q  Funktionen  der  Zeit  bedeuten.  Vernach- 
lässigt man  nunmehr  Quadrate  und  Produkte  der  Geschwindigkeiten  und  Ver- 
schiebungen, so  erhält  man  für  P  und   Q  Gleichungen  von  der  Form 

als  ihre  Lösungen  einfache  sin  oder  cos  der  mit  dem  Faktor  kc  multiplizierten 
Zeit,  wo 


und  schließlich  die  allgemeine  Lösung 

(19)  9  =  ^[{e^^y^^)  +  e-*(y +  '^))(.4cosi(;r  ±c^  +  Bsmk[x  ±  ct))\      , 

wo  die  A  imd  B  konstante  Koeffizienten  sind.  Das  Phänomen  besteht  also  aus 
zusammengesetzten  Wellen  Fourier sehen  Charakters.  Nimmt  man  nur  ein  Glied 
der  Reihe,  so  erhält  man  die  Oberflächengleichung: 

Akc 

(20)  ^Q  = [e^^  +  e''^^)s,mk[x  ^  et)     , 

also  eine  fortschreitende  Welle  von  Sinusform  und  der  durch  Gleichung  (18) 
angegebenen  konstanten  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c.     Die  Wellenlänge  ist: 

(21)  A=—         , 

woraus  die  merkwürdige  Tatsache  folgt,  daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von  der  Wellenlänge  wesentlich  abhängt  oder  vielmehr,  wie  die  aus  (18)  und 
(21)  gebildete  Gleichung 
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(22) 


=    1/^1/--— ---- 


zeigt,    von  dem  Verhältnis   der  Wassertiefe  zur  Wellenlänge.     Insbesondere  er- 
geben sich  für  seichtes  und  für  sehr  tiefes  Wasser  die  beiden  Grenzwerte 


(23) 


^1  =  ^/gh 


\l     27C 


im  ersten,  mit  dem  früheren  übereinstimmenden  Falle  ist  also  die  Geschwindigkeit 
nur  von  der  Wassertiefe,  im  anderen  nur  von  der  Wellenlänge  abhängig,  und 
zwar  beidemal  mit  der  Quadratwurzel  der  betreflfenden  Größe  proportional,  bei 
seichtem  Wasser  ist  sie  also  sehr  klein.  Bei  mittlerer  Wassertiefe  ist  dagegen, 
wie  man  sieht,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  kompliziert-kombinierte 
Funktion  von  Wassertiefe  und  Wellenlänge.  Der  Einfluß  endlicher  Tiefe  wird 
übrigens  erst  beträchtlich,  wenn  sie  mit  der  Wellenlänge  vergleichbar  wird;  so 
ist  z.  B.  nach  v.  Helmholtz  die  Verzögerung: 


für     k 


2  T  TÖ^ 

gleich       41/4  19  60  V,  7o 

Was  die  Bahnen  der  Teilchen  betrifit,  so  ergibt  sich: 


(24) 


I 


Ak 


c   e^^  +  e-^^ 


g 


Akc    6 


"^  ^-kh  [e**  +  *^  -  «-*"'  +  ''>]  sin  i{x  -  et) 


die  Elimination  von  /  aus  diesen  Formeln  liefert  als  Bahn  eine  Ellipse,   deren 
große  Achse  horizontal  liegt,  und  deren  Achsenverhältnis 


(25) 


vom  Spiegel  zum  Grunde  bis  auf  null  abnimmt  In  dem  besonderen  Falle  sehr 
kleiner  Tiefe  werden  alle  Bahnen  nahezu  horizontale  Gerade;  bei  sehr  großer 
Tiefe  des  Wassers  andererseits  wird 


(26) 


5 


AJkc 


(ekÄ_j-e-fc7i)ekycos(a:  —  ci)     , 


Akc 


die  Teilchen  beschreiben  also  Kreise  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit, 
und  die  Radien  dieser  Kreise  nehmen  nach  der  Tiefe  zu  außerordentlich  rasch 
ab,  nämlich  für .  eine  der  Wellenlänge  gleiche  Strecke  im  Verhältnis  l:e"-", 
d.h.  535:1;  das  gleiche  gilt  natürlich  auch  von  der  Wellenhöhe.  Auf  den 
Wellenbergen  bewegen  sich  die  Teilchen  vorwärts,  in  den  Tälern  rückwärts.  Auch 
hier  ist  die  Energie  der  Bewegung  zur  Hälfte  potentiell,  zur  Hälfte  kinetisch. 

Da  die  Wellenlänge  bezw.  die  Größe  k  ganz  willkürlich  ist,  kann  man  aus 
einfachen  Wellen  der  angegebenen  Art  nicht  bloß  eine  unendliche  Reihe,  sondern 
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sogar  ein  kontinuierliches  Integral  bilden  und  deren  Koeffizienten  durch  die  ge- 
gebene Anfangsfonn  der  Oberfläche  und  die  gegebene  Vertikalgeschwindigkeit  zu 
Anfang: 

(27)                       für/=0:     jVo=/W  .           (^)o"^^''^ 
bestimmen  und  erhält  alsdann: 

00  +00 


(28) 


0  -  OD 

+  00 

—  I  I  daf{(i)  cos >& (tf  —  oc\  sin/&f /     , 


sowie  als  Gleichung  des  Spiegels: 

00+0»  +00 

(29)  y^\  —  N— /dfe/l[<y)cos^(tf  — j;)|'Cosic/  +  |  / dto/(<y)cosi(<y  — Ji:)[sinir/      . 

0  —  00  —00 

Man  erhält  hiemach  ein  System  von  Wellen  aller  möglichen  Längen  und 
in  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitend;  in  sehr  seichtem  Wasser 
ist  für  alle  diese  Wellen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gleich,  in  allen  an- 
deren Fällen  ist  sie  für  jede  Wellenlänge  von  anderem  Werte,  die  Form  der 
Wellen  verändert  sich  also  beim  Fortschreiten. 

Wellen  von  endlicher  Höhe  in  tiefem  Wasser.  Troohoidentheorie.  Wenn 
die  Höhe  der  Wellen  einigermaßen  beträchtlich  ist,  also  mit  ihrer  Länge  gleiche 
Größenordnung  hat,  kann  man  den  Bedingungen  für  das  Geschwindigkeitspotential 
nicht  mehr  genügen.  Man  muß  daher  die  Existenz  eines  solchen  fallen  lassen 
und  kommt  alsdann  zu  Wellen  mit  Drehungen  der  Teilchen;  die  Lösung  ist 
zuerst  von  Gerstner  und  später  unabhängig  von  Rankine  gegeben  worden,  und 
zwar  in  wirklicher  Ausführung  nur  für  tiefes  Wasser;  das  ist  aber  der  wichtigste 
Fall,  da  sich  in  seichtem  Wasser  ohnehin  keine  hohen  Wellen  bilden  werden; 
seicht  und  hoch  hier  natürlich  immer  relativ  verstanden,  so  daß  es  sich  z.  B. 
auch  um  winzige  Wellen  in  einem  Wasserglase  handeln  kann. 

Sind  a  und  b  die  ursprünglichen,  x  und  y  die  allgemeinen  Koordinaten 
eines  Teilchens,  so  setze  man: 

(30)  jc  ==  Ä  +  — e-**sini(a  +  <:/)     ,  ^  =  ^  +  —  e-**cos^(a  +  t /) 

k  k 

Die  Kontinuitätsgleichung  sowie  die  Druckbedingung  an  der  freien  Ober- 
fläche sind  alsdann  streng  erfüllt;  und  zwar  ist: 

(31)  p^^[gh  +  \c^t'''^^)      . 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  eines  Teilchens  sind: 

(32)  tt  =  cß-**  cos^(ä  +  f/)     ,  z;  =  ce"**sini(ö  4- f /)      , 

die  Bahn  ist  also  ein  Kreis,  dessen  Radius  für  die  Oberflächenteilchen  gleich  \\k, 
allgemeiner  beliebig  gleich  A^  ist  und  nach  der  Tiefe  gemäß  dem  Gesetze 

(33)  A^A.e-^^ 

bis   auf  null  abnimmt.     Die  freie   Oberfläche  verwandelt  sich  in  die  durch  das 
Rollen  jenes  größten  Teiles  auf  der  unteren  Seite  der  Geraden  y  ^—\\k  von 
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einem  Peripheriepunkt  erzeugte  Zykloide;  jede  tiefere  Horizontalschicht  in  eine 
Trochoide,  wobei  allgemein  der  Kreisradius  der  obige  (A^),  die  Gleichung  der 
Geraden  b  —  1  jk  und  der  erzeugende  Punkt  im  Abstand  A  vom  Zentrum  ge- 
legen ist.     Die  Figur  381    gibt  diese  Verhältnisse  anschaulich  wieder;    natürlich 


Figur  381. 


braucht  das  System  der  Trochoiden  nach  oben  hin  nicht  bis  zur  Zykloide  aus- 
gebildet zu  sein.     Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  \irieder 


=  l/-f  =  l/Ä 


Dieser  Beziehung  sind  zwei  weitere  an  die  Seite  zu  stellen,   nämlich,  wenn 
T  die  Periode  der  Schwingung  eines  Teilchens  ist: 


(34) 


■=i/^ 


iL 

27t 


Die    folgende    kleine   Tabelle    gibt  einige   zusammengehörige  Werte   von   T, 
l  und  c  in  Meteni  und  Sekunden: 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

8 

1,6 
1,6 

6,2 
8,1 

14.0 
4,T 

25,0 
6,2 

39 

7,8 

56 
9,4 

100 
12,5 

10 


156 
15,6 

Die  Wirbelgeschwindigkeit   eines  Teilchens   hat  die  auf  der  Ebene  der  Be- 
wegung senkrechte  Koordinate  z  zur  Achse  und  den  Betrag: 


(35) 


1   fdv_^du\_Jce-^^^ 


sie  nimmt  hiemach  von   der  Oberfläche  aus,    wo  sie  am  größten  ist,    nach  der 
Tiefe  sehr  rasch  ab. 


Allgera.  Phyiik.  Theorie  fortschreitender  Wellen.  IO83 

Die  GERSTNER-RANKiNEsche  Theorie  ist  formal  jedenfalls  die  befriedigendste; 
vom  physikalischen  Standpunkte  hat  sie  aber  die  beiden  entscheidenden  Fehler, 
erstens,  daß  sie  Drehungen  der  Teilchen  und  damit  Reibungskräfte  heranzieht, 
von  denen  es  unwahrscheinlich  ist,  daß  sie  derartige  Wirkungen  haben  können, 
und  zweitens,  daß  sie  auf  die  Verhältnisse  in  der  über  dem  Wasser  lagernden 
Luft  keine  Rücksicht  nimmt;  tut  man  das,  so  kommt  man  nämlich  zu  Unstetig- 
keiten  der  Geschwindigkeit  und  damit  zu  physikalisch  unmöglichen  Verhältnissen. 
Übrigens  ist  zu  bemerken,  daß  die  Theorie  zwar  für  Wellen  von  endlicher  Höhe 
gilt,  daß  diese  Höhe  aber  auch  hier  begrenzt  ist;  denn  es  darf,  wie  leicht  er- 
sichtlich, Aq  zwar  kleiner,  aber  nicht  größer  als  i  sein,  die  ganze  Wellenhöhe 
von  Tiefpunkt  zu  Gipfel  gerechnet  also  höchstens  2/f;  in  diesem  Falle  wird  das 
Verhältnis  der  Wellenlänge  zur  Wellenhöhe  (Zykloidengleichung)  gleich  «;  auch 
wird  in  diesem  Grenzfalle  die  Wirbelgeschwindigkeit  an  der  Oberfläche  un- 
endlich groß. 

Der  Winkel  an  der  Spitze  würde  also  hier  null  sein,  woraus  schon  hervor- 
geht, daß  es  sich  hier  nur  um  eine  Abstraktion  handelt.  In  dieser  Hinsicht 
kommt  eine  andere  Theorie  der  hohen  Wellen,  die  von  Stokes,  der  Wirklichkeit 
näher,  insofern  sie  für  die  „Maximumwelle"  zwar  ebenfalls  eine  Spitze,  aber 
von  120^,  liefert.  Michell  hat  das  später  exakt  untersucht  und  das  Verhältnis 
der  Höhe  zur  Länge  der  Welle  rund  gleich  ^/^ ,  die  Form  der  Abhänge  schwach 
konkav  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ^=yö,191^iL  gefunden,  letztere 
also  um  etwa  ^/g  größer  als  bei  der  ganz  niedrigen  Welle. 

Neuerdings  hat  Lord  Kelvin  eine  allgemeine  Theorie  der  zweidimensionalen 
Tiefseewellen,  erzeugt  durch  eine  Anfangsstörung,  entwickelt,  indem  er  die 
Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  und  der  Verrückung  zu  Anfang  für  jeden 
Oberflächenpunkt  gegeben  ansieht  und  die  beiden  folgenden  Lösungen  ableitet, 
in  denen  zur  Abkürzung  x^  -i-  y^  ^  r^  gesetzt  ist: 


-_|_yr+^cos^  +  yrr7sm-^J.    . 


4r« 


4r« 


Jede  dieser  Lösungen,  die  sich  durch  die  Natur  der  Anfangsstörung  unter- 
scheiden, führt  zu  sechs  verschiedenen  Lösungen,  je  nachdem  man  sie  als  Ver- 
rückungs-  oder  Geschwindigkeitspotential  oder  als  horizontale  oder  als  vertikale 
Verrückungs-  oder  Geschwindigkeitskomponente  auffaßt.  Eine  dieser  Lösungen 
wird  näher  verfolgt  und  durch  Abbildungen  nebst  Zahlentabellen  illustriert.  Für 
/  =  0  befindet  sich  bei  x  =  0  ein  beiderseits  symmetrischer  Wellenberg,  dann 
fällt  das  Niveau  zu  beiden  Seiten,  während  es  in  größerer  Entfernung  steigt; 
später  verwandelt  sich  der  Berg  in  ein  Tal,  und  es  erhebt  sich  ein  Berg  zu 
seiner  Seite,  mit  steilem  Abhang  diesseits,  mit  ganz  flachem  jenseits;  schließlich 
bilden  sich  ganze  Wellenzüge  aus,  bestehend  nahe  der  Mitte  aus  feinen  Kräuse- 
lungen, weiterhin  aus  immer  längeren  Wellen.  Für  das  Nähere  müßten  die 
Zeichnungen  herbeigezogen  werden. 

Mitwirkung  der  Oberflächenspannung.  Die  Oberflächenspannung  ist  in 
ihrer  Wirkung  auf  die  Wellenbewegung  zuerst  von  Sir  W.  Thomson,  alsdann 
von  KolÄöek  ,  untersucht  worden.  Der  Druck  in  der  freien  Oberfläche  ist  hier 
aus  zwei  Gliedern  zusammengesetzt,  einem  konstanten  p  und  einem  von  den 
beiden  Hauptkrümmungsradien  r  und  /  abhängigen;  letzterer  enthält  die  Ober- 
flächenspannung a  als  Faktor;  es  ist  also: 

(36)  />=A  +  «fv  +  4-)     • 
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Nimmt  man  nun  an,   daß  ein  Geschwindigkeitspotential  existiere,  so   erhält 
man  die  Gleichung: 

(37)  ä^  +  ^f +  7ä;?  =  «    '     • 

und  als  Lösung  eine  Summe  von  Gliedern  von  der  Form: 

(38)     9?  =  (i?sinOT/  +  SQO%mt){JLco%kx'\-  il/sin>C»^)[c*('* +»>  +  e-*('^  +  »)]     , 

wo  die  Konstante  k  wieder  durch  die  Beziehung  ^=  2«/A  mit  der  Wellenlänge 
zusammenhängt,  während  die  andere  Konstante  m  durch  die  Formel 

gegeben  ist.     Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wird: 


»vW 


(40)  '^l/l^  +  TTJ^e^^M^T^     • 

Diese  Formel  läßt  erkennen,  daß  man  zwei  Spezialfälle  unterscheiden  kann:  in 
dem  einen,  nämlich  für  große  Wellenlängen,  bleibt  in  der  Klammer  nur  das  erste 
Glied  stehen,  und  man  erhält,  wie  früher 


und  zwar  speziell  c  =^^gh  oder  ^  =y^X/27C,  je  nachdem  die  Wellen  auch  noch 
gegen  die  Wassertiefe  groß  oder  aber  im  Vergleich  mit  dieser  klein  sind.  In 
dem  anderen  Falle,  nämlich  für  kleine  Wellenlängen,  ist  der  zweite  Faktor  für 
einigermaßen  tiefes  Wasser  unbedenklich  gleich  eins  zu  setzen,   und  man  erhält: 


je  kleiner  A,  desto  mehr  überwiegt  in  der  Klammer  das  zweite  Glied,  es  wird  also 


(42) 


_  1/  ^'*" 


Man  kann  diese  kleinen,  von  der  Oberflächenspannung  ausschließlich  be- 
dingten Wellen  als  Kräuselungen  oder  Kräuselwellen  bezeichnen;  auch  die 
Ausdrücke  „Rippeln"  (nach  dem  englischen)  sowie  „Kapillarwellen"  werden 
gebraucht;  auch  stellt  man  die  drei  Fälle,  wo  nur  das  erste  oder  beide  Glieder 
oder  nur  das  letzte  in  Betracht  kommen,  als  Wellen  erster,  zweiter  und 
dritter  Ordnung  einander  gegenüber.  Mit  der  Wurzel  aus  der  Wellenlänge 
ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bei  den  Wellen  erster  Ordnung  direkt,  bei 
denen  dritter  umgekehrt  proportional;  hieraus  folgt  sofort,  daß  es  einen  kritischen 
Wert  der  Wellenlänge  \  gibt,  für  den  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ein 
Minimum  wird;  es  ist  das  derjenige  Wert  der  Wellenlänge,  bei  welchem  Schwere 
und  Oberflächenspannung  gerade  gleich  stark  wirken,  und  es  ist 

(43)  i„  =  2«|/^      ; 
zugleich  wird  diese  minimale  Geschwindigkeit 

(44)  c,=^ß]|^    , 
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also  mit  der  vierten  Wurzel  aus  der  Schwere,  Oberflächenspannung  und  rezi- 
proken Dichte  proportional.  Für  Wasser  ist  bei  normaler  Temperatur  rund  ^  =  1 , 
a  s=  80;  hiermit  ergeben  sich  folgende  zusammengehörige  Werte  von  X  in  Zenti- 
meter und  c  in  cm/sec  (die  kritischen  Werte  sind  fett  gedruckt): 

1  =  7t  116       n/S       n/i       7r/2        1,78       3jr/4         n         3jr/2       2«       3jr 
c  =  50,2       36,3      27,5      23,6      23,5        24,0       25,4        28,1       32,5      89,0 

in  Figur  382  sind  diese  Zahlen  graphisch  dargestellt.  Gewöhnlich  rechnet  man 
die  erste  Ordnung  bis  herab  zu  10  cm,  die  zweite  von  10  bis  0,5  und  die  dritte 
unter  0,5  cm.     Die  langen  Wellen  —  das  ist  also  ein  wesentlicher  Gegensatz  — 


\ 
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Figur  382. 

sind  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  unabhängig,  die  kurzen  sind  wesentlich  durch 
ihre  Dichte  und  Oberflächenspannung  bestimmt. 

Mitwirkung  des  Windes.  Dis  Erzeugung  von  Wellen  durch  die  Bewegung 
des  darüber  befindlichen  Luftmeeres  hat,  da  sie  an  sich  —  bei  gleichförmigem 
Winde  —  paradox  erscheint,  die  Physiker  lebhaft  beschäftigt.  Man  hat  zahl- 
reiche Erklärungen  versucht  (Muncke,  Gebr.  Weber,  Franklin,  Scott, 
Russell  u.  A.)  und  hierfür  Windstöße,  schiefen  Druck,  Reibung  u.  s.  w.  heran- 
gezogen. Alles  das  ist  aber  nicht  entscheidend,  und  nur  die  höhere  mathe- 
matische Betrachtung  kann  dem  Phänomen  gerecht  werden.  Eine  solche  hat 
zuerst  W.  Thomson  versucht;  später  hat  v.  Helmholtz  eine  elegante  Theorie 
dafür  entwickelt,  bei  der  freilich  die  Bedingung  konstanten  Oberflächendruckes 
nur  annähernd  erfüllt  wird.  Beschränkt  man  sich  auf  die  Aufsuchung  solcher 
Wellen,  die  ohne  Formänderung  gleichförmig  fortschreiten,  also  auf  Wellen  von 
„permanentem  Typus",  so  kann  man  —  ganz  analog  wie  bei  der  Bewegung 
fester  Körper  in  Flüssigkeiten  —  die  Bewegung  in  eine  stationäre  verwandeln, 
indem  man  beiden  Medien,  der  Luft  und  dem  Wasser,  eine  der  Wellengeschwindig- 
keit gleiche  und  entgegengesetzte,  konstante  Geschwindigkeit  beilegt;  an  der  rela- 
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tiven  Bewegung  der  Teile  gegeneinander  wird  dadurch  nichts  geändert.  Die 
Grenzfläche  beider  Medien  erscheint  dabei  als  eine  im  Räume  feste  Fläche,  über 
ihr  strömt  das  obere  Medium  in  einer,  unter  ihr  das  andere  in  entgegengesetzter 
Richtung,  jenes  hoch  oben,  mit  der  Geschwindigkeit  Cy,  dieses  tief  unten  mit 
—  c^;  kehrt  man  zum  Schluß  zu  ruhendem  Grunde  zurück,  so  wird  demnach 
die  Windgeschwindigkeit  c^  +  c^j  die  Wellengeschwindigkeit  c^. 

Zunächst  ergeben  sich  aus  dem  Prinzip  der  mechanischen  Ähnlich- 
keit folgende  Sätze:  i.  Bei  gleichbleibendem  Verhältnis  der  Dichten  müssen  in 
geometrisch  ähnlichen  Wellen  die  Lineardimensionen  wie  die  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeiten beider  Medien  wachsen,  die  beiden  letzteren  also  in  gleichem 
Verhältnis.  Bei  doppelter  Windgeschwindigkeit  wird  man  z.  B.  Wellen  von  vier- 
fachen Lineardimensionen  haben  können.  Es  sei  bemerkt,  daß  dieser  Satz  (nicht 
aber  die  folgenden)  auch  für  nichtstationäre  Wellen  gilt.  —  2.  Bei  Änderung  des 
Verhältnisses  der  Dichten  muß  sich  das  Verhältnis  der  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeiten umgekehrt  ändern,  d.  h.  das  Verhältnis  der  kinetischen  Energien  ent- 
sprechender Volumeneinheiten  muß  ungeändert  bleiben;  das  gilt  nicht  bloß  für 
solche  Volumeneinheiten,  die  in  den  Bereich  der  entfernten  geraden  Strömungen 
fallen,  sondern  auch  für  solche,  deren  Mittelpunkte  sich  aufeinander  abbilden.  — 
3.  Sollen  bei  geänderten  Dichten  geometrisch  ähnliche  Wellen  dieselbe  Wellen- 
länge behalten,  so  muß,  unter  0  das  Dichteverhältnis  verstanden,  c^  wachsen  wie 
|/(l/(y)  — 1,  c^  wie  "j/l  —  <y.  Die  interessanteste 'Anwendung  dieser  Sätze  bezieht 
sich  auf  die  Wogen  in  der  Atmosphäre  (s.  w.  u.). 

Die  Theorie  selbst  bedient  sich  der  konformen  Abbildung;  außer  der 
komplexen  Variablen  ^  +  tri  ^^^  ihren  eindeutigen  Funktionen  y  -^-  t x  und 
(p  -\-  iiff  wird  noch  eine  vermittelnde  Variable  €  +  ir  eingeführt,  deren  Loga- 
rithmus k{y  +  ix)  ist;  an  der  Oberfläche  muß  dann  sowohl  t^  wie  t/;  konstant 
sein.  Betrachtet  man  in  der  0t- Ebene  eine  den  Nullpunkt  umgebende  ge- 
schlossene Kurve,  so  entspricht  jedem  Umlauf  um  sie  in  der  jc^- Ebene  eine 
Welle;  liegt  insbesondere  jene  Kurve  symmetrisch  zur  tf- Achse,  so  ist  auch  die 
Welle  von  symmetrischer  Gestalt,  ihr  Tiefpunkt  bezw.  Gipfel  liegt  in  dem  Bild- 
punkte des  Punktes  arctangr/cx  =  0  bezw.  7t,  die  Wellenlänge  ist  also  2nfJt; 
nur  wenn  die  tft- Kurve  auch  symmetrisch  zur  t- Achse  liegt,  liegt  Maximum 
bezw.  Minimum  im  Punkte  0  bezw.  ä/2,  und  die  Wellenlänge  ist  nur  «/>&. 

Die  Rechnung  ist  zu  kompliziert,  um  hier  wiedergegeben  zu  werden;  es  sei 
nur  bemerkt,  daß  man  den  log  {a  +  tr)  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  und  zwar 
derart,  daß  die  entsprechenden  Entwickelungen  für  x  und  y  symmetrische  Wellen 
liefern;  für  unsymmetrische  läßt  sich  nämlich  die  Druckbedingung  auch  nicht 
annähernd  erfüllen,  solche  Wellen  müssen  daher,  wie  es  scheint,  die  Gestalt  mit 
der  Zeit  sehr  rasch  ändern. 

Zur  Untersuchung  der  Wellenform  kann  man,  wie  Wien  gezeigt  hat,  drei 
Kurvenarten  m  der  <yr- Ebene  benutzen,  nämlich  die  Ellipse,  die  Lemmiskate  und 
die  Kurven,  die  durch  Abbildung  elliptischer  Funktionen  entstehen;  die  Formeln 
für  die  einzelnen  Größen  lassen  sich  in  allen  drei  Fällen  angeben,  und  ihre 
Vergleichung  fuhrt  zu  interessanten  Schlüssen.  Wien  hat  auch  einige  von  dieser 
Theorie  gelieferte  Wellenformen  gezeichnet,  sie  sind  hier  etwas  anders  zusammen- 
gestellt wiedergegeben;  die  Nummern  1  bis  6  entsprechen  den  folgenden  Werten 
der  Wind-  und  Wellengeschwindigkeit: 


Windgeschwindigkeit      ||    16,584 
Wellengeschwindigkeit    |;      1,194 


16,405 
1,015 


11,479     I     1,243 
1,194     I     1,243 


13,576 
1,146 


1,146  m/sec 
1,146  m/sec 


Bei   1   und   8,  sowie  bei  ö   und  6   ist   also    nur   die   Windgeschwindigkeit 
verschieden,   die  Wellengeschwindigkeit  aber  die  gleiche;    bei   4   und   6   ist  die 
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Wellengeschwindigkeit  gleich  der  Windgeschwindigkeit.  Die  beistehenden  Figuren 
geben  für  verschiedene  Fälle  je  eine  halbe  Welle  (von  Gipfel  zu  Tiefpunkt)  wieder. 
In  Figur  383«  ist  die  Höhe  im  gleichen  Maßstabe  wie  die  Länge  gezeichnet, 
in  Figur  383  d  aber,  um  die  Wirkung  des  Windes  besser  hervortreten  zu  lassen, 
in  doppeltem.  Wie  man  sieht  und  wie  die  rechnerische  Verfolgung  genauer 
zeigt,  weichen  die  Formen  von  der  Sinusform  nicht  unerheblich  ab,  und  zwar  im 


:^^_ 


Figur  383. 

Sinne  einer  Verschiedenheit  von  Berg  und  Tal:  zur  größeren  Relativgeschwindigkeit 
und  kleineren  Wellengeschwindigkeit  gehören  die  Wellen  mit  runderen  Köpfen,  zur 
umgekehrten  Kombmation  die  spitzeren  Wellen.  Es  sind  aber  große  Änderungen 
der  Windstärke  erforderlich,  um  bei  gleicher  Höhe  merkliche  Formänderungen 
der  Wellen  zu  veranlassen. 

Kanten  dürfen  übrigens,  wie  v.  Helmholtz  bemerkt,  an  der  Wellenfläche 
nicht  vorkommen,  außer  wenn  sie  relativ  gegen  die  Luft  ruht.  Denn,  wenn  die 
Luft  um  sie  herumfließen  soll,  entsteht  unendliche  Geschwindigkeit  und  unend- 
licher relativer  Druck,  und  die  Folge  ist  Diskontinuität  der  Bewegung  (s.  w.  u.). 
Bei  Wellen,  die  gleich  schnell  wie  der  Wind  fortschreiten,  können  aber  in  der 
Tat  die  Berge  eine  Oberkante  von  120®  zeigen. 

V.  Helmholtz  und  W.  Wien  untersuchen  schließlich  noch  die  Energie,  die 
in  den  Wellen  aufgehäuft  ist;  von  ihr  hängt  —  bei  gleicher  Windstärke  —  die 
größere  und  geringere  Länge  und  zugleich  Höhe  der  Wellen  ab.  Vergleicht  man 
die  Wellenbewegung  an  der  Grenze  von  Wasser  imd  Luft  mit  der  geradlinigen 
Strömung  beider  Medien,  so  kann  man  drei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  der 
erforderte  Energievorrat  bei  der  Wellenbewegung  größer  oder  gleich  oder  kleiner 
ist  als  bei  der  Strömung;  im  ersten  Falle  wird  die  Strömung,  im  letzten  die 
Wellenbewegung  stabil  sein,  im  mittleren  besteht  indifierentes  Gleichgewicht  beider 
Typen.  Der  Grund  für  diese  verschiedenen  Möglichkeiten  ist  in  der  Art  zu 
suchen,  wie  sich  die  Energie  aus  potentieller  und  kinetischer  zusammensetzt. 
Die  potentielle  Energie  ist  bei  glatter  Oberfläche  null,  bei  Wellenbewegung  wird 
sie  dargestellt  durch  die  dem  Hinaufheben  des  Wassers  aus  den  Tälern  auf  die 
Berge  entsprechende  Arbeit;  sie  ist  also  stets  positiv  und  desto  größer,  je  höher 
die  Wellen  sind.  Die  kinetische  Energie  andererseits  enthält  zunächst  ein  bei 
beiden  Bewegungstypen  gleich  großes  Glied,  außerdem  aber  bei  der  Wellen- 
bewegung noch  ein  besonderes.     Die  wellige  Oberfläche,   die  man  sich  wieder 
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festliegend  denken  kann,  bietet  nämlich  den  beiden  an  ihr  hinströmenden 
Flüssigkeiten  ein  abwechselnd  breiteres  und  engeres  Bett,  die  Strömung  wird 
demgemäß  abwechselnd  langsamer  und  rascher  erfolgen,  die  kinetische  Energie 
ist  abwechselnd  kleiner  und  größer,  als  bei  der  Strömung,  und  hierbei  über- 
wiegt der  erstere  Fall  wegen  der  räumlich  größeren  Ausdehnung:  das  End- 
ergebnis ist  also  eine  bei  der  Weilenbewegung  kleinere  kinetische  Energie  als  bei 
der  Strömung;  und  da  andererseits  die  potentielle  größer  ist,  kommt  es  ganz  auf 
die  Größe  der  beiden  Glieder  an.^  Übrigens  kann  man,  wie  v.  Helmholtz 
zeigt,  das  Stabilitätsproblem,  bei  veränderter  Wahl  der  zu  variierenden  und  der 
konstant  zu  haltenden  Größen,  statt  auf  die  Summe,  auch  auf  die  Differenz 
beider  Teile  der  Energie  begründen;  gleichviel  jedoch,  ob  man  nun  17+  V  oder 
ü  ^  V  benutze,  immer  erfordert  die  Stabilität  der  Wellenbewegung  ein  Minimum 
dieser  Größen;  praktisch  bestätigt  sich  das  ja  auch  dadurch,  daß  die  Reibung  ein 
gestörtes  Minimum  immer  wiederherstellt, .  nicht  aber  ein  gestörtes  Maximiun. 
Rechnet  man  nun  die  Energie  aus,  so  findet  man,  daß  die  Diflferenz  null  ist 
für  ganz  niedrige  Wellen,  mit  wachsender  Höhe  allmählich  auf  ein  negatives 
Maximum  steigt,  dann  wieder  abnimmt  und  für  einen  bestimmten  Grenzwert 
wieder  null  wird.  Femer  ergibt  sich,  daß  stationäre  Wellen  von  vorgeschriebener 
Länge  nur  bis  zu  gewissen  oberen  und,  was  überraschender  ist,  unteren  Grenz- 
werten der  beiden  Strömungsgeschwindigkeiten  möglich  sind.  Geht  man  schließ- 
lich zu  fortschreitenden  Wellen  über,  so  zeigt  sich,  daß  der  Wind  anfangs  nur 
kurze,  niedrige  und  langsame  Kräuselwellen  erzeugen  kann,  längere,  höhere  und 
raschere  aber  erst  dann,  wenn  er  schon  einige  Zeit  auf  die  Wellen  gewirkt  und 
sie  auf  einem  längeren  Wege  über  die  Wasserfläche  begleitet  hat.  Dieses  An- 
wachsen der  Wellen  dauert  aber  nur  so  lange,  bis  die  Wellengeschwindigkeit  die 
Windgeschwindigkeit  erreicht  hat.  —  Es  muß  an  diesen  Angaben  genügen; 
noch  viele  interessante  Einzelheiten  findet  man  in  den  zitierten  Arbeiten  von 
V.  Helmholtz. 

Bei  Windwellen  brauchen  die  Bahnen  der  Teilchen  nicht  mehr  geschlossene 
Kurven  zu  sein,  da  sich  hier  die  erzeugte  Strömung  darüber  lagert;  aus  den 
somit  ofienen  Kurven  für  jede  Periode  setzt  sich  daher  eine  Schleifenlinie 
zusammen,  deren  Schleifen  je  nach  den  Umständen  (s.  o.)  mehr  kreis-  oder 
ellipsenähnlich  oder  anders  geformt  sind.  Sobald  aber  der  Wind  aufhört, 
schwindet  die  Fortschreitung  rascher  dahin,  als  die  Wellenbewegung,  und  die 
Bahnkurven  schließen  sich. 

Ergänzungen  zur  Theorie.  Nachdem  im  vorstehenden  die  mögUchen 
Wellentypen  nebst  ihren  Gesetzen  und  Verhältnissen  charakterisiert  worden  sind, 
muß  es  in  bezug  auf  die  übrigen  Fragen  an  einer  kurzen  Übersicht  genügen. 

I.  Einfluß  der  Reibung.  Es  handelt  sich  hier  um  den  doppelten 
Einfluß  der  inneren  Reibung  der  Flüssigkeit  und  der  äußeren  Reibung  an  der 
darüber  befindlichen  Luft.  Wellenlänge  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  werden 
hierdurch  nicht  beeinflußt,  wohl  aber,  wegen  der  Zerstreuung  der  Energie,  die 
Höhe  der  Wellen;  für  diesen  Einfluß  sind  verschiedene  Formeln  aufgestellt  worden, 
wobei  die  äußere  Reibung  meist  vernachlässigt  wird.  Am  allgemeinsten,  bei  unend- 
licher Tiefe,  ist  wohl  die  von  Wien  aufgestellte  Formel  für  die  Stromfunktion : 


(45)  ' 


wo  A  und  B  Konstanten  sind  und  rf  =i  ti/q    der   kinetische   Reibungskoeffizient 

1  Man  sehe  auch  die  Diskussion  wegen  der  absoluten  und  relativen  kinetischen 
Energie  nach. 
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ist;  die  Bewegung  besteht  also  aus  zwei  Teilen,  von  denen  jeder  mit  der  Zeit 
und  der  Tiefe  stark  abnimmt,  außerdem  aber  auch  noch  periodischen  Charakters 
ist.     Für  kleine  Reibung,  z.  B.  Wasser,  wird  der  Dämpfungsfaktor: 

(46)  J=,g-2,k-/^^-2„-^7-*       ^ 

die  Dämpfung  ist  also  desto  stärker,  je  kleiner  die  Wellenlänge  ist.  Damit 
z.  B.  die  Höhe  von  Wasserwellen  auf  den  zehnten  Teil  sinke,  sind  bei  den 
folgenden  Wellenlängen  in  Meter  die  beistehenden  Zeiten  in  Stunden  erforderlich  ^ : 


0.1 

0.5 

1 

5 

10 

0,045 

1,125 

4,505 

112,5 

450,5 

bei  den  sehr  langen  Meereswellen  können  somit  Tage  vergehen,  bis  die  Sturm- 
wellen sich  beruhigen.  Für  große  Reibung  wird  die  Dämpfung  entsprechend 
größer,  und  schließlich  erhält  man  aperiodische  Bewegung,  d.  h.  die  Welle  geht 
unmittelbar  in  die  horizontale  Ebene  über.  Für  endliche  Tiefe  ist  die  Dämpfung 
mit  deren  Quadrat  umgekehrt  proportional;  auch  muß  man  hier,  besonders  wenn 
die  Tiefe  klein  ist,  die  äußere  Reibung  hinzufügen,  wofür  Boussinesq,  Hough  u.A. 
Formeln  angegeben  haben.  Boussinesq  gibt  auch  eine  Formel  für  die  Dämpfung 
einer  Welle  mit  dem  Fortschreiten,  also  als  Funktion  von  x  (statt  /)  an;  nach 
ihr  ist  der  Exponent  umgekehrt  proportional  der  fünften  Potenz  der  Periode  oder 
der  ^/g.  Potenz  der  Wellenlänge.  Das  Fortschreiten  eines  Systems  verschieden 
langer  Sturmwellen  ist  also  mit  einer  Auslese  verknüpft,  die  schließlich  nur  die 
majestätische  Woge  der  Windstille  übrig  läßt. 

Durch  die  betrachteten  Verhältnisse  erklärt  sich  die  beruhigende  Wirkung, 
die  Öl  auf  die  Meereswogen  ausübt  und  die  bekanntlich  neuerdings  mit 
Erfolg  ausgenutzt  wird.  Indessen  ist  zu  bedenken,  daß  das  öl  sich  nur  in  einer 
sehr  dünnen  Schicht  ausbreitet,  und  daß  daher  die  Oberflächenspannung  mit  der 
Zähigkeit  in  eine,  nicht  leicht  zu  übersehende  Kombination  tritt.  Man  vergleiche 
die  betreffenden  Abschnitte  des  Handbuches  und  die  technische  Literatur. 

2.  Diskontinuität  symmetrischer  Wellen.  Wenn  die  Wellenhöhe  zu 
groß  wird,  als  daß  die  Bedingungen  erfüllbar  wären,  oder  wenn  die  Form  der 
Welle,  was  damit  zusammenhängt,  über  die  Spitzenzykloide  hinausgeht,  so  daß 
sich  eine  Zykloide  mit  Schleifen  ergeben  würde,  tritt  Diskontinuität  der  Wellen- 
bewegung, d.  h.  Schaumbildung  ein,  die  überschüfjsige  Flüssigkeit  wird  in  die 
Luft  hinausgeschleudert  und  wirbelt  in  ihr  in  Tropfenform  herum. 

3.  Brandung.  Erstreckt  sich  die  Diskontinuität  auf  eine  unsymmetrische 
Welle,  so  erhält  man  das  Phänomen  der  Brandung,  d.  h.  es  ergießt  sich  Flüssigkeit 


Figur  384. 

•vornüber  in  die  Luft.  Die  Ursache  von  Brandung  in  diesem  Sinne  liegt  fast 
stets  in  der  Beschaffenheit  des  Grundes,  bei  mäßiger  oder  geringer  Wassertiefe; 
insbesondere  sind  zwei  Formen  typisch,  nämlich  die  ansteigende  schiefe  Ebene 


'  Noch  viel  größere  Zeiten  findet  HoUGH  aus  seiner  Formel. 
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und  die  plötzliche  Schwelle  am  Boden.  Für  letztere  hat  Wien  eine  Theorie 
gegeben,  die  zu  zwei  verschiedenen  Brandungsfonnen  führt,  je  nach  dem  Ver- 
hältnis der  Schwelle  zur  Wellenlänge.  Für  die  ansteigende  schiefe  Ebene,  also 
die  gewöhnliche  Bodenfonn  in  der  Nähe  der  Küste,  hat  man  sich  mit  sehr 
vagen  Betrachtungen  und  unsicheren  mathematischen  Ansätzen  begnügen  müssen; 
in  der  Hauptsache  handelt  es  sich  natürlich  um  das  Voraneilen  der  oberen 
Schichten  gegen  die  unteren,  durch  Boden  und  Reibung  verzögerten.  In 
Figur  384  a  und  b  ist  die  Biandungs-  und  die  Schaumwelle  schematisch  dargestellt. 

Mathematisch  am  einfachsten  ist  der  Fall,  wo  der  Boden  selbst  von 
gewellter  Form  ist;  man  kann  dann,  \»-ie  Wien  gezeigt  hat,  die  Wellenhöhe 
des  Wassers  zur  Wellenhöhe  der  Bodenlinie  in  eine  präzise  Beziehung  setzen; 
im  GrenzfaUe  bestinmiter  Wellengeschwindigkeit  wird  die  Wellenhöhe  unendlich, 
und  jenseits  dieser  Grenze  tritt  Brandung  ein.  Man  vergleiche  hierzu  auch  zwei 
Abhandlungen  von  Voigt,  in  denen  die  v.  HEUCHOLTZ-KiRCHHOFFsche  Abbildungs- 
methode auf  das  vorliegende  Problem  angewandt  wird,  sowie  eine  Abhandlung 
von  RcDZKi  ^der  Boden  am  stärksten  gewellt,  nach  oben  die  Wellen  immer 
flacher). 

An  der  Küste  tritt  außer  der  Brandung  noch  eine  andere,  merkwürdige 
Erscheinung  auf,  auf  die  neuerdings  auch  v.  Helmholtz  eingegangen  ist:  die 
Parallelisierung  der  Wellenkämme  mit  der  Küste  bei  ihrer  Annäherung 
—  oflenbar  eine  Art  von  Brechung  beim  Wandern  über  ein  Medium  von  kon- 
tinuierhch  abnehmender  Höhe;  die  dem  Ufer  noch  fernere  Wellenseite  holt  die 
ihm  schon  nähere  durch  ihre  noch  nicht  so  erheblich  geschwächte  Geschwindigkeit 
allmählich  ein;  übrigens  ergibt  die  Rechnimg,  daß  die  Parallelisierung  nur  in  sehr 
seichtem  Wasser  einigermaßen  vollkommen  sein  kann. 

4.  Die  Einzelwelle-  Unter  Umständen  läßt  sich  auf  der  Oberfläche  der 
Rüssigkeit  eine  einzelne  Welle  erzeugen,  die  am  Ursprungsort  sofort  wieder 
verschwindet,  sich  aber  fortpflanzt  und  nach  und  nach  die  ganze  Flüssigkeit 
durchläuft;  man  nennt  die  Erscheinung  Einzelwelle  englisch  solitarj-  wave)  oder, 
im  Ge^nsatz  zu    den    oszillatorischen,    auch    woi.l   translatorische    Welle.      Ihre 


Figur  3S5. 

Gesetze  in  bezug  auf  Fortrflanzunirs^reschw-indigkeit,  Fonn  imd  Stabilität  sind  von 
:  esonderem  Charakter,  sie  sinfl  namentlich  von  BocssiXE5<j  und  Lord  Raylkigh 
iheoretis«;h  srudiert  worden.  Unter  anderm  zeict  sich,  daß  die  Fortp^.an/ungs- 
ces.hTÄ-indi^keit  ir.  erster  Annäherur.g  gleich  K<\i  -r  .-^^  ist,  wo  b  die  Hohe  der 
\\*elle  ist.  daß  le*Jrtere  niemals  größer  sein  kann,  als  die  Tiefe  des  Wassern  und 
d  iß  die  We'le  r.ur  dann  sta:  il  ist.  wenn  sie  als  einzelner  Bersr.  nicl.t  al  er,  wenn 
sie  als  ei-^ze'.nes  Tal  fortschreitet  Das  Wellenprofil  wird  durch  eine  Kombir.ation 
von  Expcnesüalfunktior.en,  also  durch  eine  h\-perbo'ische  Funktion  cliarakterisiert, 
r.ämlirh  annähernd  _ 

,    1    ,  /  ä  /i 

die  Weller/-2r^  ist  streng  genonimen  unei.c.lich,  d.  h.  die  Kor.tur,  die  zur  Hälfte 
in  Ficur  3S5  nach  Lord  Rayleigh  darge>ie'.lt  ist,  schmiegt  sich  as\Tnptotisch  dem 


Band  I. 
AUgem.  Physik. 


Theorie  fortschreitender  Wellen. 


IO9I 


Spiegel  an;  die  Bahnen  der  Teilchen  sind  parabolische  Bögen.     Übrigens  lassen 
sich  auch  noch  andere  Typen  von  Einzelwellen  aufstellen. 

5.  Gruppengeschwindigkeit  Die  Brücke  von  der  Einzelwelle  zum 
unbegrenzten  Wellenzug  bildet  der  begrenzte  Wellenzug,  bei  dem  die  Wellen- 
höhe von  der  Mitte  nach  vom  und  hinten  abnimmt,  und  der  sich  überdies  im 
allgemeinen  aus  übereinander  gelagerten  Wellen  verschiedener  Länge  zusammen- 
setzt Auch  können  besondere  Interferenztypen  solcher  Wellenzüge  erzeugt 
werden,  die  abwechselnd  an  Wellenhöhe  zu-  und  abnehmen  oder  gar  strecken- 
weise ganz  erlöschen  -r-  ganz  wie  bei  den  Interferenzen  des  Lichtes.  In  allen 
Fällen  dieser  Art  ist  zu  bedenken,  daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von 
der  Wellenlänge  abhängt,  daß  somit  gewisse  Wellen  andere  ein-  und  überholen 
werden,  und  daß  sich  hierdurch  das  Bild  der  Erscheinung  sehr  verwickelt  Es 
können  namentlich  vom  eine  Welle  nach  der  andern  erlöschen,  während  sich 
hinten  scheinbar  neue  bilden.  Infolgedessen  ist  hier  zu  unterscheiden  zwischen 
der  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Wellen  imd  der  des  ganzen  Zuges,  die  man 
nach  Reynolds  und  Lord  Ratleigh,  die  das  Phänomen  zuerst  eingehend  studiert 
haben,  Gmppengeschwindigkeit  nennt  Sie  läßt  sich,  wie  Lord  Rayleigh  (in  der 
Theorie  des  Schalles,  §  191)  gezeigt  hat,  ganz  allgemein  durch  die  Formel 
(>ft  =  2«/A): 


{48) 


dk 


r-A 


bc 
öl 


darstellen,  wird  also  für  die  h3^erbolische  Theorie 
(49)  C 


c_  I  ^kh 

2  +6'2*A_7'-2kÄ 


speziell  für  Schwerewellen  C=\c,  wie  übrigens  schon  Reynolds  durch  Be- 
trachtung der  potentiellen  und  kinetischen  Energie  gefunden  hatte;  andererseits 
für  Oberflächenspannungswellen  C  =  \€.  Eine  geometrische  Darstellung  der 
Formel  hat  Lamb  angegeben;  zeichnet  man  nämlich  (s.  oben  Figur  382)  c  als 
Funktion  von  A  und  zieht  in  dem  Kurvenpunkte  (A,  c)  die  Tangente,  so  schneidet 


diese  von  der  ^- Achse  das  Stück  C  ab;  besonders  anschaulich  wird  die  Methode 
für    die  gemischten  Kapillarschwerewellen;    in  Figur  386    sind    drei  Wertepaare 
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von  C  und  c  angegeben,  nämlich  filr  kleine  Wellen  [X^\  ^a~f^2)»  "mittlere 
Wellen  (kleinste  Geschwindigkeit,  ^o»  'Q  ==  ^0»  ^^^  Buchstaben  stehen  in  der  Figur 
etwas  zu  tief)  und  lange  Wellen  (i^;  C^  =  \c^ 

6)  Knoidale  Wellen.  Daß  es  noch  andere  Wellentypen  gibt,  als  die  ge- 
wöhnlich betrachteten,  haben  Korteweg  und  de  Vries  gezeigt,  indem  sie  von 
dem  Widerspruch  ausgingen,  daß  einerseits  lange  Wellen  beim  Fortschreiten  ihre 
Form  ändern,  andererseits  die  Einzelwelle  hiervon  eine  Ausnahme  machen  soll. 
Durch  eine  mühsame  Rechnung  ergibt  sich  ganz  allgemein  für  die  Deformation 
der  Wellen: 


di      2  y 


h  dx 


wo  e  eine  kleine  Konstante,  a  wieder  die  Oberflächenspannung  und  j3  =  ^Ä' 
—  cihjqg  ist;  durch  Integration  ergibt  sich  der  neue  Typus  der  „knoidalen" 
Wellen,  die  unter  Umständen  den  Sinuswellen  ähnlich  bezw.  mit  einer  von 
Stokes  entdeckten  Wellenart  identisch  werden;  ein  Spezialtypus  aber  bewahrt 
beim  Fortschreiten  tatsächlich  die  Form,  wird  also  nicht  steiler.  Setzt  man 
schließlich  öij/d/  =  0,  so  kommt  man  zu  den  stationären  Wellen  und  insbesondere 
zur  Einzelwelle. 

7.  Wellen  in  der  Strömung.  Wenn  sich  Wellen  in  fließendem  Wasser 
(Meeresströmungen,  Flußmündungen  u.  s.  w.)  bilden,  so  wird  es  nach  dem  Gesagten 
einen  Unterschied  in  bezug  auf  Länge,  Höhe  und  Form  ausmachen,  ob  sie  mit 
der  Strömung  oder  gegen  sie  fortschreiten;  im  letzteren  Falle  sind  sie  steiler 
und  kürzer.  Man  vergleiche  hierzu  die  Arbeit  von  Stokes  u.  A.,  sowie  die 
Diskussion  zwischen  Möller  und  Schulz. 

Wellenbewegung  nach  zwei  bezw.  drei  Dimensionen.  Bisher  wurde 
immer  angenommen,  daß  nur  eine  horizontale  Koordinate  maßgebend  ist,  die 
Wellenkämme  also  geradlinig  und  parallel  sind.  Hat  man  zwei  horizontale 
Koordinaten  x  und  y  und  eine  vertikale  (positiv  nach  oben)  z,  so  lautet  das 
System  der  Gleichungen,  falls  ein  Geschwindigkeitspotential  existiert: 

d^w         d^w        d^w 

allgemein:       ^ -*- ^  +  ",,3- =  0      , 

fiir  ^  =  >5 :      -^  =  0      , 

dz 

d^w  dw 

für.=.0:      ^r=-^-af      • 

Die  ^-Funktion  wird  wieder  exponentiell  bezw.  hyperbolisch,  die  Zeitfunktion 
trigonometrisch,  und  zwar: 

151)  9  (/)  =  9)^  cos  i  f  /  +  9?j  sin  i  f  /     , 

wo  die  Konstante  c  wieder  durch 


(50) 


1/    /•      6*^'*  + 


-e-*A 


gegeben  ist;  ^^j  und  tp^  endlich  sind  Funktionen  von  x  und  y,   die  Gleichungen 
von  der  Form 

genügen;  hat  die  Flüssigkeitsmasse  seitliche  Begrenzungen,  so  bestimmt  sich  aus 
diesen    letzten  Gleichungen    auch    die   Konstante  ^,    also    die  Wellenlänge,    die 
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andernfalls  frei  bleibt  Aber  auch  im  ersteren  Falle  ergeben  sich  für  k  unendlich 
viele  Werte,  und  deshalb  eine  Lösung  von  doppelt  unendlicher  Mannigfaltigkeit. 
Für  einen  rechteckigen  Teich  z.  B.,  dessen  Kanten  von  o:  «  0  bis  x  ^  a 
und  von  y  ^  0  hv&  y  ^  b,  wo  a>  b  sein  soll,  reichen,  muß  an  diesen  Grenzen 
d^p^jdx  und  dfp^jdx  bezw.  dq>^jdy  und  dq>^ldy  null  sein,  somit  nimmt  g>^  die  Form 

'^r»'^r«  j  mnx  n%y 

(53)  9?!  =  22  ^«,  •  cos  —^-  cos  —^ 

an  und  entsprechend  q>^ ;  die  Wellenlänge  aber  ist  durch  die  Formel 


(54)  i    ,^ y^,    ^,. 

gegeben.  Ist  nur  ein  Glied  dieser  Doppelsumme  vorhanden,  und  zwar  dasjenige, 
welches  den  Werten  w  =  1,  «  =  0  entspricht,  so  wird 

(55)  k^—      ,  also         i  =  2a      , 

a 

die  Wellen  sind  also  geradlinig  und  schreiten  parallel  der  längeren  Kante  fort; 
es  ist  aber  nur  eine  halbe  Welle  ausgebildet.  Entsprechendes  gilt  für  w  =  0, 
«  =  1,  wo  die  Wellen  der  längeren  Kante  parallel  sind  xmd  der  kürzeren  parallel 
fortschreiten.  Bleibt  eine  der  beiden  Zahlen  null,  während  die  andere  die  Werte  2, 
3. .  .  .  annimmt,  so  erhält  man  entsprechend  kürzere  Wellen,  aber  immer  noch 
gerade.  Wenn  dagegen  tn  und  n  von  null  verschieden  sind,  setzt  sich  9^  aus 
mindestens  zwei  Gliedern  zusammen,  die  ein  kompliziertes  Übereinanderlagerungs- 
system  von  Wellen  darstellen. 

Ist  der  Teich  kreisförmig,  so  führt  man  Polarkoordinaten  x^tqos^^ 
y  =  rsin-^  ein,  die  Gleichung  (53)  nimmt  entsprechende  Form  an,  die  Ab- 
hängigkeit vom  Polarwinkel  ist  trigonometrischen  Charakters,  die  vom  Radius- 
vektor läßt  sich  durch  BESSELsche  Funktionen  in  der  bekannten  Weise  aus- 
drücken. Am  einfachsten  ist  der  Fall ,  wo  die  Bewegung  vom  Polarwinkel 
unabhängig,  also  symmetrisch  um  das  Zentrum  ist  —  das  z.  B.  als  Erregungs- 
punkt gedacht  werden  kann  — ;  hier  werden  die  Wellenkämme  Kreise,  und  die 
größten  möglichen  Wellenlängen  sind,  wenn  a  der  Radius  ist: 

X^  =  1,64  a     '/  Xj  =  0,89  a     ;  A3  =  0,62  ä  .  .  . 


2.  Theorie  stehender  Schwingungen. 

Stehende  Sohwingnngen  von  Flüssigkeiten.  Die  zuletzt  betrachteten  Fälle 
leiten  unmittelbar  über  von  den  fortschreitenden  zu  den  stehenden  Schwingungen 
der  Flüssigkeiten.  Denn  die  gewöhnliche  Art,  wie  diese  letzteren  zustande 
kommen,  ist  die  Reflexion  fortschreitender  Wellen  an  festen  Wänden.  Der  ein- 
fachste Fall  wird  natürlich  der  sein,  wo  die  Bewegung  wieder  nur  von  einer 
horizontalen  Koordinate,  etwa  or,  abhängt,  die  Tiefe  überall  die  gleiche,  die 
Querausdehnung  unbegrenzt  und  die  Längsausdehnung  durch  eine  oder  auch 
gleich  durch  zwei  parallele  Wände  im  Abstand  /  voneinander  begrenzt  ist. 
Stehende  Wellen  können  sich  in  diesem  Falle  offenbar  immer  dann  ausbilden, 
wenn  die  Wellenlänge  gleich  einem  ganzen  Bruchteil  von  2/,  wenn  also  k/jn 
eine  ganze  Zahl  ist;  Wellen  anderer  Länge  werden  durch  die  Reflexion  in  Ver- 
wirrung geraten  und  rasch  aufhören;  aus  einem  ganzen  System  superponierter 
fortschreitender  Wellen  verschiedener  Länge,  wie  sie  früher  betrachtet  wurden, 
werden  also  die  durch  die  obige  Beziehung  charakterisierten  allein  beständig 
bleiben.     Damit  der  stehende  Charakter  der  Wellen   vollkommen  sei,  muß  die 
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Reflexion  ohne  Verlust  erfolgen;  es  scheint,  daß  das  meist  sehr  nahezu  der  Fall 
ist  Die  stehende  Natur  der  Bewegung  gibt  auch  ohne  Rechnung  schon  An- 
haltspunkte für  die  Bahnen  der  Teilchen:  aus  den  Kreisbahnen  bei  der  Gerst- 
ner sehen  Welle  z.  B.  werden  hier  notgedrungen  gerade  Linien,  und  zwar  in  den 
Schwingungsbäuchen  der  Welle  vertikale,  in  den  Knoten  horizontale,  in  den 
zwischenliegenden  Punkten  schräge  gerade  Linien.  Die  Periode  hängt  von  /  und  h 
ab,  bei  relativ  geringer  Tiefe  ist  sie 


(56) 


7"  = 


2/ 


genauer  ist  die  MsRiAKsche  Formel 
(57)  ^='l/? 


ctghyp 


nh 


Für  den  rechteckigen  Trog  (St.  Venant)  ergibt  sich,  wenn  n  der  Para- 
meter ist,  allgemein  {z  vertikal  vom  Spiegel  aus,  x  quer) 


(58)     ^> 


M.cos— 2«+^^sm— 2jrl  \e     *         +6       *  Jcos  —  n 


wo  A  und  d  Tiefe  und  Breite  des  Troges,  T^  die  Schwingungsdauer  und  die  A 
und  B  Koeffizienten  sind,  die  sich  als  FouRiERsche  Integrale  aus  dem  gegebenen 
Anfangszustand  bestimmen.  Für  «  =  1  imd  A^=  0  erhält  man  den  Wert  von  tp 
für  die  Grundschwingung 


(59) 


<p^  =  Csin—  2 


%  \6 


—  y 
h 


n  — 

+  6 


b      • 


I  cos  —  7t        , 


und  hieraus  die  Erhebung,  also  auch  die  Gestalt  der  Oberfläche  nach  der  Formel 

1    d(p 

-— .     In  Figur  387  sind  die  Wellen-,  Niveau- 

g    oi 

und  Stromlinien  zu  irgend  einer  Zeit  dargestellt. 

Gewisse  Formen  der  stehenden  Wellen  werden 

als    Clapotis   oder    Plätscherwelle  bezeichnet. 

i>  \  /'.'iiit'.  \  /•!         'S.m^  genaue  Lösung   für  einen  solchen  Fall    hat 

GuYOü  gegeben;  es  zeigt  sich  dabei,  daß  jedes 
Teilchen  auf  einer  Geraden  schwingt,  die  ihrerseits 
lotrecht  auf  und  ab  geht,  so  daß  eine  Parabel 
mit  vertikaler  Achse  entsteht  Die  Gestalt  der 
Plätscherwelle  ist  dabei  immer  noch  von  unend- 
licher Mannigfaltigkeit,  da  zwar  hier  nicht  mehr, 
wie  bei  der  fortschreitenden,  ein  FouRiERsches 
Integral,  wohl  aber  noch  eine  FouRiERsche  Reihe 
in  Betracht  kommt 

Den  Fall,  daß  die  Bewegung  immer  noch 
eindimensional  sei,  der  Boden  aber  nicht  mehr 
aus  einer  horizontalen  Ebene  bestehe,  die  Wasser- 
tiefe also  nicht  einheitlich  sei,  hat  u.  a.  Kirch- 
hoff behandelt;  er  beschränkt  sich  auf  kleine 
Figur  387.  Schwingungen    und    betrachtet   zunächst   Böden, 

die  in  schiefer  Ebene  unter  dem  Winkel  a 
ansteigen.  Die  Rechnung  ergibt,  daß  die  Bedingungen  nur  erfiillbar  sind,  wenn 
a  =s  n/m  und  m  eine  gerade  Zahl  ist;  in  den  drei  einfachsten  Fällen  nimmt, 
wenn  der  Anfangspunkt  in  die  Ecke  [x  =s  0)  der  Oberfläche  [y  =  0)  gelegt  wird. 


i^ 
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n  die  Schwingungszahl  und  a  =  n^%^lg  ist,   das  Geschwindigkeitspotential,  vom 
Zeitfaktor  abgesehen,  die  folgenden  Werte  an: 

für  »I  «  2  (Neigung  90®): 
für  w  =  4  (Neigung  45^: 

(60)    {         y2  '  i2 

für  »w  =  6  Neigung  80*^: 

9)  =  e-««sinaj«:+y8-e-Vt«(»  +  «V8)cos  (|-j)'y3  — *j 

_6V.«(jr-«V8)sin-J(j^y8  +  *)      . 

Soweit  ist  also  nur  eine  einzige  schräge  Wand  vorhanden;  entwickelt  man 
aber  die  Exponentialfunktion  des  zweiten  Falles  in  eine  Reihe  und  beschränkt 
sich  auf  die  ersten  Glieder,  so  kann  man  es  erreichen,  daß  das  Geschwindigkeits- 
potential algebraisch  wird,  nämlich 

(61)  q>^l^a[y  +  x)  +  a^yx      , 

zugleich  werden  dann  aber  die  Stromlinien 


(62) 


a  (^  —  jc)  —  —  (^*  —  ^^  =  const 


und  zu  diesen  gehört  nicht  nur  die  Gerade  ^^  =  jc,  sondern  auch  noch  die  zweite 
Gerade  ^^  ==  — jc  +  2 /tf,  man  kann  also  beide  zu  festen  Wänden  machen  und 
erhält  einen  prismatischen  Trog  mit  der  größten  Tiefe  ä  =  1 /a  in  der  Mitte 
und  zwei  unter  45®  beiderseits  ansteigenden  Wänden.  Die  freie  Oberfläche 
bleibt  stets  eine  Ebene,  die  sich  nur  abwechselnd  nach  beiden  Seiten  neigt,  die 
Schwingungsdauer  ist 


(63) 


■=-1/7 


d.  h.  gleich  der  eines  einfachen  Pendels,  dessen  Länge  gleich  der  größten  Wasser- 
tiefe ist,  und  die  inneren  Flüssigkeitsteilchen  bewegen  sich  in  den  gleichseitigen 
Hyperbeln,  deren  Asym- 
ptoten die  Gefäßwände  bil- 
den; man  vergleiche  hierzu 
Figur  388.  —  Übrigens  ist 
diese  Bewegung  nur  die 
einfachste  von  vielen  in 
diesem  Gefäß  möglichen ; 
auch  die  anderen  lassen  sich 
theoretisch  verfolgen,  und 
es  ergeben  sich  für  jene 
Grundschwingung  und  diese 
höheren  Schwingungen  fol- 
gende relativen  Schwingungs- 
zahlen und  Lagen  der  Knoten  und  Bäuche,  letztere  ausgedrückt  in  dem  Werte 
von  \  —  xjh^  d.  h.  von  der  Mitte  nach  beiden  Seiten  gemessen;  alle  diese  Zahlen 
sind,  wie  man  sieht,  irrational,  auch  bleibt  natürlich  der  Spiegel  bei  den  höheren 
Schwingungen  nicht  mehr  eben: 


Figur  388. 
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Scbwingungszahl 

1 

1,5243 

1,9824 

2,3448 

2,6586 

2,9893 

Knoten     .     .     . 

0 

1 

0,55170 

0 
0,73580 

0,28838 
0,81111 

0 

0,44644 

0,85310 

Bäuche     .     .     . 

i 

1 

0 

0,38825 

0 
0,56000 

0,22263 
0,65776 

8,1953 


Auch  für  einen  Trog,  dessen  Böschungen  unter  30®  gegen  die  Horizontale 
geneigt  sind,  läßt  sich  die  Rechnung  durchführen;  bei  der  Grundschwingung  ver- 
wandelt sich  hier  der  Spiegel  in  einen  parabolischen  Zylinder.  —  Man  vergleiche 
hierzu  auch  eine  Abhandlung  von  Greenhill,  der  die  Aufgabe  etwas  anders 
behandelt  hat 

Unter  den  Fällen  stehender  Wellen,  die  von  beiden  Horizontalkomponenten 
abhängen,  ist  der  des  kreiszylindrischen  Gefäßes  am  wichtigsten;  er  ist 
namentlich  von  PoissoN,  Östrogradsky,  Lord  Rayleigh  und  Kolacek  unter- 
sucht und  von  den  beiden  Letztgenannten  bis  zu  einem  gewissen  Grade  voll- 
ständig gelöst  worden.  Das  Geschwindigkeitspotential  hängt  hier  von  der  Zeit 
und  dem  Polarwinkel  trigonometrisch,  von  der  Tiefenkoordinate  exponentiell- 
hyperbolisch,  von  dem  Radiusvektor  aber  nach  Art  Bessel scher  Funktionen  ab; 
fällt  der  Einfluß  des  Polarwinkels  wegen  radialer  Symmetrie  weg,  so  erhält  man 
Kreiswellen,  deren  Radien  aus  den  Tabellen  über  Bessel  sehe  Funktionen  be- 
rechnet werden  können.  Von  einzelnen  Resultaten  sei  noch  dieses  angeführt, 
daß  sich  die  Quadrate  der  Schwingungszahlen  bei  großer  Tiefe  zweier  Gefäße 
umgekehrt  wie  die  Durchmesser  verhalten,  bei  geringer  Tiefe  dagegen  umgekehrt 
vfie  die  Quadrate  der  Durchmesser  und  direkt  wie  die  Tiefen. 

Für  rechteckiges  Gefäß  ist  die  Formulierung  bereits  oben  gegeben;  für 
die  Möglichkeit  der  Bildung  und  Erhaltung  stehender  Wellen  ist  das  zahlen- 
theoretische Verhältnis  der  beiden  Seiten  maßgebend;  es  kann  aber  darauf  nicht 
weiter  eingegangen  und  es  muß  auf  die  Literatur,  namentlich  auch  auf  eine  Ab- 
handlung von  Lechat  (s.  auch  w.  u.)  verwiesen  werden.  —  Für  einen  horizon- 
talen Zylinder,  den  die  Flüssigkeit  zur  Hälfte  erfüllt,  ergibt  sich  in  erster  An- 
näherung 1/2"=  1,1699 y^/r,  in  zweiter  l,1644]/^/r,  also  bis  auf  Viooo  ®xakt; 
man  sehe  hierzu  eine  Arbeit  von  Lord  Rayleigh  (1899). 

Ein  für  die  Schiffstheorie  wichtiges,  aber  auch  an  sich  interessantes  Problem 
hat  W.  Thomson  behandelt,  nämlich  die  stationären  Wellen,  die  bei  der  gleich- 
förmigen Strömung  einer  Flüssigkeit  in  einem  rechteckigen  Kanal  entstehen,  so- 
bald eine  flache,  sanfte  Schwelle  am  Grunde  passiert  werden  muß.  Neuerdings 
hat  Ekman  auch  die  Erweiterung  für  dreidimensionale  Bewegung  geliefert  und 
die  Resultate  durch  Zeichnungen  veranschaulicht;  ein  Auszug  aus  der  Rechnung 
ist  indessen  nicht  tunlich.  ^ 


^  Literatur  zur  Wellentheorie  (Auswahl,  alphabetisch  geordnet):  G.  B.  AiRY,  Enz. 
Metr.  1845,  -A-rt.  Tides  and  wavcs.  —  Alltaume,  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen 
mit  Rücksicht  auf  Oberflächenspannung  (C.  R.  143.  30.  1906).  —  E.  Bender,  Inaug.-Diss. 
Kiel  1885.  —  A.  BoüLANGER,  Einzelwelle  (C.  R.  141.  looi.  1905).  —  J.  Boussinesq, 
Einzelwelle  [LiouviLLEs  Joum.  (2)  17.  55.  1872;  18.  47.  1873;  C.  R.  94.  71.  127.  1882]; 
Druckverminderung  in  wogender  Flüssigkeit  (C.  R.  114.  937.  i8q2);  Form  der  Wogen  (C.  R. 
120.  1240.  13 10;  121.  15.  1895).  —  P-  DU  Boys,  Stehende  Wellen  in  Seen  (C.  R.  112. 
1202.  1891).  —  G.  Bryan.  Proc.  Roy.  Soc.  45.  42.  1888.  —  W.  Burnside,  Tiefseewellen 
aus  Anfangsstörung,  mit  Anwendung  auf  die  Krakatoawelle  (Proc.  Lond.  math.«  Soc.  20.  22. 
1888);  Heterogene  Flüssigkeit  (Proc.  Lond.  math.  Soc.  20.  392.  1889).  —  J.  E.  Coüvee, 
Gruppengeschwindigkeit  (Inaug.-Diss.  Delfft  1887).  —  P.  Duhem,  Wellen '  höherer  Ordnung 
(C.  R.  131.  1171;  132.  393.  607.  1303.  1901;  137.  237.  1903).  —  Earnshaw,  Trans.  Roy. 
Soc.  1860.  —  V.  W.  Ekman,  Stationäre  Wellen  u.  s.  w.  (Ark.  f.  Mat.  Fys.  3.  Nr.  2.  1906); 
Fortschreitende  Wellen,  erzeugt  durch  eine  gegebene  Druckverteilung  (ibid.  Nr.  11.  1907).  — 
J.  VAN  der  Feen,  Allgemeine  Übersicht  der  Wellentheorie  (Inaug.-Diss.  Leiden  1889).  — 
F.  J.  V.  Gerstner,  Theorie  der  Wellen.     Prag  1804    [Gilberts  Ann.  (2)  2.    412.    1809].  — 
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3«  Gravitierende  Flüssigkeiten. 

Gravitierende  Ellipsoide.  Ein  seiner  eigenen  Schwere  unterworfener  Körper 
kann  entweder  eine  Gleichgewichtsgestalt  annehmen,  bei  der  er  ruht  oder  auch 
gleichförmig  rotiert  —  man  vergleiche  die  in  der  Hydrostatik  (p.  914  ff.)  gegebenen 
Entwickelungen  über  das  MACLAURiNsche  und  das  jACOBische  EUipsoid  —  oder 
er  führt  periodische  Bewegungen  und  damit  periodische  Änderungen  seiner  Gestalt 
und  seines  Volumens  aus.  Für  den  Fall  eines  EUipsoids,  das  immer  ein  EUipsoid 
bleibt,  ist  dieses  Problem  zuerst  von  Dirichlet  behandelt  und  dann  von  meh- 
reren Autoren,  namentlich  von  Riemann,  Greenhill,  Basset  fortgeführt  worden; 
es  wurden  dabei  teils  die  Euler  sehen,  teils  die  Lagrange  sehen  Gleichungen 
benutzt.  Dirichlet  setzte,  wenn  a*b*€  die  anfänglichen,  x,y,z  die  späteren 
Koordinaten  eines  Teilchens  sind, 

(64)     x^a^a  +  ß^b  +  y^c  ,    y -^  cc^a  +  ß^b  +  y^c  ,     ^  =  ci^a  +  ß^b  +  y^c    , 

also  diese  gleich  linearen  Funktionen  jener  und  zeigte,  daß  damit  den  Bedingungen 
genügt  werden  kann;  die  Integration  ist  aber  allgemein  ebenso  kompliziert  wie  bei 
dem  allgemeinen  Problem  der  Rotation  (p.  341  ff.),  und  es  bleibt  auch  hier  selbst 
nach  der  Riemann  sehen  Umformung  noch  ein  System  siebenter  Ordnung  übrig. 

G.  Green,  Trans.  Cambr.  Phil.  Soc.  6.  457.  1837;  7.  87.  1839.  —  A.  G.  Greenhill,  Proc. 
Cambr.  phil.  Soc.  3.  1879;  4.  1880;  Übersicht  der  ganzen  Theorie  (Am.  Journ.  of  math.  9. 
62.  1887).  —  GuYOU,  C.  R.  117.  722.  1893.  —  R-  T.  GwYTHER,  Phil.  Mag.  (5)  50.  213. 
308.  349.  1900;  (6)  11.  374.  1906.  —  G.  Hagen,  Pogg,  Ann.  107.  283.  1859;  Abh.  Berl. 
Akad.  d.  Wiss.  1861.  p.  i;  1862.  p.  313.  —  H.  v.  Helmholtz,  Berl.  Ber.  1889.  p.  761;  1890. 
p.  853;  WiED.  Ann.  41.  641.  1890;  Wiss.  Abh.  3.  309.  333  (aus  dem  Nachlaß  zsgest.  von 
Wien);  Berl.  Ber.  20.  716.  1904.  —  S.  Hough,  Schwingungen  einer  Schale  (Proc.  Roy.  Soc. 

57.  299.  1895);  Dämpfung  der  Wellen  (Proc.  Lond.  math.  Soc.  28.  264.  1897).  —  P.  Kelland, 
Trans.  Edinb.  Soc.  14  u.  15.  1839  u.  1840.  —  Lord  Kelvin  (W.  Thomson),  Phil.  Mag.  (4) 
42.  368.  1871;  (5)  23.  113.  1887;  Stehende  Wellen  [ibid.  (5)  22  u.  23.  1886/87];  AUgem. 
Lösung  [Phil.  Mag.  (6)  7.  609.  1904];  Bewegungszustand  hinten  und  vorn  bei  Tiefseewellen 
(ibid.  8.  454.  1904);  Tiefsee-Schiffswellen  (ibid.  9.  733.  1905  u.  Januar  1906).  —  G.  Kirchhoff, 
Berl.  Ber.  1879;  Ges.  Abh.  p.  428.  —  F.  Koläöek,  Kapillarwellen  (Wied.  Ann.  5.  425.  1878); 
Stehende  Schwingungen  im  Zylinder  (Arch.  mat,  y  fys.  1879).  —  D.  J.  Korteweg  u,  G.  de  Vries, 
Knoidaler  Typus  u.  s.  w.  [Phil.  Mag.  (5)  39.  422.  1895].  —  ^H.  Lagrange,  M6m.  Acad. 
Berl.  (2)  12.  1781.  —  H.  Lamb,  Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  Kapitel  8;  Gruppen- 
geschwindigkeit (Manch.  Mem.  44.  1900);  Wellen  in  tiefem  Wasser,  neue,  elcganle  Darstellung 
[Proc.  Lond.  math.  Soc.  (2)  25.  371.  1905].  —  A.  E.  H.  LovE,  Heterogene  Flüssigkeiten 
(Proc.  Lond.  math.  Soc.  22.  1891).  —  J.  Mac  Cowan,  Einzelwelle  [Phil.  Mag.  (5)  32.  45. 
1891];  Lange  Wellen  [ibid.  (5)  33.  250.  1892;  38.  351.  1894).  —  Macdon alü,  Kanäle  und 
schräge  Wände  (Proc.  Lond.  math.  Soc.  25  u.  27.  1896).  —  J.  H.  Michell,  Scharfe  Kämme 
[Phil.  Mag.  (5)  36.  430.  1893];  Scbiffswellen  jibid.  (5)  45.  1898].  —  M.  Möller,  Wind- 
einfluß, Strömung  (Rep.  d.  Physik  22.  249.  1886);  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  (Festschrift 
Techn.  Hochschule  Braunschweig  1897).  —  M.  A.  Ostrogradsky  ,  Stehende  Schwellen  im 
Zylinder  (M6m.  Sav.  6tr.  Paris  3.  1832).  —  H.  Poincark,  Journ.  de  math.  (5)  2.  1896.  — 
S.  D.  PoissoN,  Ann.  de  Gergonne  19.  1828.  —  G.  PoissoN,  Wellen  in  Flußläufen  (C.  R. 
128.  42.  1899).  —  W.  J.  M.  Rankine,  Trans.  Roy.  Soc.  153.  1863.  L  227;  Proc.  Roy. 
Soc.  1868.  —  Lord  Rayleigh,  Wellentheorie  [Phil.  Mag.  (5)  1.  257.  187b;  Papers  1.  251]; 
Gruppengeschwindigkeit  (Proc.  Lond.  math.  Soc.  9.  21.  1877);  Theorie  des  Schalles  (Papers  1. 
322);  Heterogene  Flüssigkeit  (Proc.  Lond.  math.  Soc.  14.  1883;  15.  1884;  Papers  2.  200. 
258);  Wellen  im  Kanal  von  kreisförmigem  Querschnitt  [Phil.  Mag.  (5)  47.  566.  1899];  An- 
genähert einfache  Welle  [Phil.  Mag.  (5)  50.  135.  1900];  Schwellen  einer  rechteckigen  Schicht 
(Phil.  Mag.  (6)  5.  293.  1903].  —  O.  Reynolds,  Nat.  16.  343.  1877.  —  O.  Riess,  Rep.  d. 
Phys.  26.  133.  1890  (Übersicht  über  die  ältere  Literatur).  —  Robertson,  Einzelwelle  [Phil. 
Mag.  (3)  37;  .(4)  1  u.  5.  1850].  —  M.  P.  Rudzki,  Math.  Ann.  50.  269.  1897.  — 
F.  H.  Schulz,  Rep.  d.  Physik  22.  601.  1886.  —  G.  G.  Stores,  Trans.  Cambr.  phil.  Soc. 
8.  441.  1847;  Cambr.  and  Dubl.  math.  Journ.  4.  219.  1849;  Papers  1.  197;  2.  221 ;  Einzel- 
welle [Phil.  Mag.  (5)  32.  314.  1891]  —  B.  de  St.-Venant  u.  A.  Flamaxt,  Übers,  über 
die  Theorien  (Ann.  ponts  et  chauss.  1887/88).  —  W.Voigt,  Gott.  Nachr.  1891.  p.  37;  1892. 
p.  490.  —  Von  der  Mühll,  Stehende  Wwvellen  nach  Merlvn  (1828)  (Math.  Ann.  27.  575. 
1886).  —  W.  Wien,    Berl.  Ber.    1894.    p.  509;    1895.    p.  343;    Wied.  Ann.  56.   100.  1895; 

58.  729.   1896;  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  Kap.  5. 
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Der  einfachste  Fall  ist  offenbar  der,  wo  Symmetrie  um  eine  Achse  —  es  sei  die 
J2r-Achse  —  herrscht,  das  Ellipsoid  also  ein  Rotationsellipsoid  mit  der  Haupt- 
achse C  und  der  äquatorialen  Halbachse  A  ^  B  ist;  es  findet  alsdann  auch 
Symmetrie  der  Bewegung  um  die  Achse  statt,  diese  Bewegung  besteht  daher  teils 
aus  einer  Rotation  um  die  Achse,  teils  in  Änderungen  des  Verhältnisses  der 
beiden  Halbachsen.  Findet  keine  Rotation  statt,  so  ist  der  Fall  am  einfachsten, 
daß  anfangs  keine  Bewegung  stattfindet,  also  dy^jdt^  0  ist;  man  tut  dann  gut, 
zur  Abkürzung  die  Größe  s  und  die  Funktion  F{b)i 


(65,  -r^    .  m-f V-= 


einzuführen,  so  daß  also  auch  (deltü)^  =  0  ist,  Der  einfachste  Unterfall  ist  der, 
wo  [y^\  =  1,  also  die  «- Achse  die  Symmetrieachse  ist;  es  ist  dann 

(66)  ^0  =  17:^      • 

Für  anfängliche  Kugelgestalt  wird  sogar  e^  =  1 ,  die  Funktion  F,  die  nur 
wachsen  kann,  hat  von  vornherein  ihren  Maximalwert,  und  folglich  bleibt  s  immer 
eins,  die  Kugel  also  immer  eine  Kugel.  Ist  «^  <  1,  so  ist  -4  >  C,  e  durchläuft 
periodisch  alle  Werte  von  e^  bis  e^,  wo  s^  die  zweite  Wurzel  der  Gleichung 
F{b)  ==/(fo)  ui^d  >  1  ist;  man  erhält  also  Schwingungen,  bei  denen  die  Flüssig- 
keit abwechselnd  die  Gestalt  eines  abgeplatteten  und  eines  verlängerten  Rotations- 
ellipsoids annimmt.  Dieselbe  Bewegung  resultiert  auch  noch,  wenn  zwar  Anfangs- 
bewegung vorhanden  ist,  aber  die  Bedingung 

(67)  (i+-L](^]'<4«F(;) 

noch  erfüllt  ist.  Ist  dagegen  die  linke  Seite  größer  als  die  rechte,  so  wird  sich, 
je  nachdem  äsjcü  positiv  oder  negativ  ist,  das  Ellipsoid  immer  mehr  verlängern 
oder  immer  stärker  abplatten.  —  Findet  anfangs  Rotation  statt,  so  bleibt  sie 
immer  bestehen,  die  Gestalt  aber  wird  immer  dieselbe  bleiben  (MACLAURiNsches 
abgeplattetes  Rotationsellipsoid)  oder,  wenn  die  Drehungsgeschwindigkeit  zu  groß 
für  die  Stabilität  dieser  Figur  ist,  wird  das  Ellipsoid  sich  mit  der  Zeit  immer 
mehr  abplatten. 

Für  das  dreiachsige  Ellipsoid  wird  die  Untersuchung  sehr  kompliziert, 
da  hier  außer  der  Rotation  um  eine  veränderliche  Achse  Pulsationen  in  drei 
verschiedenen  Richtungen  in  Betracht  kommen.  Für  die  Spezialfälle  des  Sphäroids 
und  des  elliptischen  Zylinders  lassen  sich  jedoch  alle  Integrale  aufstellen  und  die 
Bewegung  durch  Quadraturen  bestimmen;  man  vergleiche  hierzu,  außer  Riemann, 
auch  LiPSCHiTZ  und  Love.  Relativ  einfach  sind  noch  die  stationären  Bewegungen 
des  Ellipsoids;  bei  ihnen  bleiben  die  Längen  der  Hauptachsen,  ihre  Winkel- 
geschwindigkeit und  die  Verteilung  der  Drehgeschwindigkeit  im  Innern  der 
Flüssigkeit  konstant;  auch  muß  die  Achse  der  resultierenden  Drehung  der  Haupt- 
achsen in  die  Achse  der  Drehung  der  Flüssigkeit  als  solcher  fallen;  es  gibt  aber 
Fälle  verschiedener  Art:  solche,  wo  jene  Achsen  mit  einer  Hauptachse  zusammen- 
fallen und  solche,  wo  sie  nur  in  die  Ebene  zweier  Hauptachsen  fallen.  Zu  den 
Fällen  erster  Art  gehört  nicht  nur  das  wie  starr  sich  bewegende  jACOBische 
Ellipsoid,  sondern  auch  das  DEDEKiNDsche  Ellipsoid,  das  dieselbe  Form,  aber 
eine  ruhende  Oberfläche  und  eine  nach  innen  zunehmende  Bewegimg  der 
Teile  hat. 
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Die  DiflFercntialgleichungen  des  rotierenden  Ellipsoids  hat  zuerst  Poin- 
CARE  aufgestellt  und  gezeigt,  daß  sie  durch  eine  Reihe  gewisser  Lame  scher 
Funktionen  befriedigt  werden;  bestimmte  Schlüsse  auf  die  Natur  der  entstehenden 
Wellen  lassen  sich  aber,  wie  es  scheint,  nicht  allgemein  ziehen.  Für  das 
Rotationsellipsoid  hat  indessen  Brtan  die  Lösung  durch  tesserale  oder  zonale 
Kugelfunktionen  bewirkt,  die  möglichen  Wellen  sowie  die  Frage  ihrer  Stabilität 
untersucht  und  das  Verhältnis  ihrer  Schwingimgsdauer  zur  Periode  der  Rotation 
bestimmt  Auch  für  einen  rotierenden  Zylinder  hat  Bryan  die  Wellen  diskutiert 
und  an  der  Hand  dieses  Falles  die  Unterscheidung  illustriert,  die  zwischen  ge- 
wöhnlicher und  säkularer  Stabilität  zu  machen  ist.  Weitere  hierher  gehörige 
Arbeiten  rühren  von  Luve  und  Hough^  her;  es  ist  aber  unmöglich,  auf  alledas 
näher  einzugehen. 

Schwingungen  einer  flüssigen  Decke  einer  festen  Kugel.  Dieses  Problem 
ist  zuerst  von  Thomson,  neuerdings  wiederholt,  so  von  Bender  behandelt 
worden.  Die  Flüssigkeit  soll  die  Kraftwirkung  K  nach  dem  Zentrum  der  festen 
Kugel  erfahren  und  überall  gleich  tief  sein;  sie  stehe  unter  konstantem  Drucke 
und  weiche  stets  nur  wenig  von  der  Kugelgestalt  ab;  Reibung  und  Wirbel  seien 
ausgeschlossen.  Die  verschiedenen  möglichen  Schwingungsdauem  sind  in  der 
Formel  [a  und  b  die  Radien  der  festen  und  der  flüssigen  Kugel): 


,68,  ^.2,1/l+Mln 


enthalten;  abgesehen  von  dem  Faktor  ^\^K  wird  hiemach  für 

»   =       1  2  8  4  5 

7;  =  9,7916    6,4499    5,1654    4,4507    3,9756   ; 

je  seichter,  bei  gleichem  Kerne,  die  Flüssigkeitsschicht  angenommen  wird,  desto 
größer  wird  die  Periode;  einer  unendlich  dünnen  Schicht  entspricht  eine  unend- 
lich lange  Schwingungsdauer. 

Am  einfachsten  ist,  da  die  Schwingung  nur  in  Radialrichtung  nicht  in  Be- 
tracht kommt,  die  Schwingung  nach  zwei  Koordinaten,  also  in  Meridianebenen. 
Für  «  =  1  (Grundschwingung)  erhält  man  zwei  Halbkugeln  von  entgegengesetzter 
Phase,  alle  Teilchen  schwingen  geradlinig,  die  in  der  Achse  axial,  die  im  Äquator 
nach  dem  Meridian,  und  zwar  nach  der  Tiefe  zu  immer  schwächer;  die  gesamte 
Bewegung  besteht  in  einem  Drängen  der  Flüssigkeit  abwechselnd  nach  dem  einen 
und  nach  dem  anderen  Pole.  Bei  «  =  2  (erste  Oberschwingung)  hebt  und  senkt 
sich  die  Flüssigkeit  auf  beiden  Polen  in  gleicher  Phase,  die  Äquatorteilchen 
schwingen  hier  ebenfalls  radial,  aber  nur  mit  der  Viertelgeschwindigkeit  wie  jene. 
—  Komplizierter  ist  die  Untersuchung  der  von  allen  drei  Richtungen  abhängigen 
Bewegung,  und  am  kompliziertesten  die  Bewegung,  die  man  erhält,  wenn  man 
auch  noch  die  verschiedenen  «-Werten  entsprechenden  Elementarbewegungen 
superponiert 

Bisher  wurde  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  ^,  klein  angenommen  gegen  die 
des  festen  Kernes,  0;  sind  sie  endlich,  aber  verschieden,  so  kommt  unter  der 
Wurzel  im  Nenner  noch  der  Faktor 

3  oti^ 


^  HouGH  behandelt  die  freien  Schwingungen  einer  Flüssigkeit  innerhalb  einer  festen 
ellipsoidischen  rotierenden  Schale,  um  zu  prüfen,  ob  sich  so  die  Variation  der  Breite  der  Erd- 
orte,  die  festgestellt  wurde,  erklären  lasse;  die  Differenzen  werden  aber  im  Gegenteil  noch  größer; 
die  Idee  des  flüssigen  Erdinnern  findet  also  keine  Stütze. 
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hinzu;  für  Fälle,  wo  b  nicht  viel  größer  als  a  ist,  macht  diese  Korrektion  gerade 
den  Bruchteil  qjo  für  die  Gruridschwingung  und  entsprechend  weniger  für  die 
Oberschwingungen  aus,  z.  B.  für  ^  =  1,  a  =  6,5  (Wasser  und  Erde)  für  die 
Grundschwingung  18,  für  die  erste  Oberschwingung  ll^/^  u.  s.  w.  aus.  Für 
^  =  a  wird  die  Periode  unendlich,  die  Kugel  ist  an  sich  im  Gleichgewicht;  für 
^  >  (j  wird  T  imaginär,  stabiles  Gleichgewicht  ist  auch  mit  Schwingungen  nicht 
möglich,  alles  Wasser  würde  sich  auf  einer  Seite  ansammeln. 

Für    a  =  0    komint    man    auf   die    reinflüssige,    gravitierende    Kugel 
zurück;  man  erhält  hier  die  Formel 


also,  bei  gegebener  Dichte,  eine  von  der  Größe  der  Kugel  unabhängige  Schwin- 
gungsdauer, z.  B.  für  (s/q  =  5,5  und  «  =  1   eine  Periode  von  94^/3  Minuten. 

Schließlich  kann  man  diesem  Gravitationsfall  den  Fall  des  Tropfens  mit 
Oberflächenspannung  a  gegenüberstellen,  bei  dem  die  Schwere  vernachlässigt 
werden  darf;  seine  Schwingungsdauer  ergibt  sich  nach  Lord  Rayleigh  zu: 


(70)  r..y^-^^^^±^    ■• 


-1/-'- 


4.  Experimente  und  Beobachtungen. 

Methoden.  Daß  die  Wellenbewegung  der  Flüssigkeiten  schon  frühzeitig  und 
seitdem  sehr  vielfach  beobachtet  worden  ist,  kann  bei  der  Auffälligkeit,  Mannig- 
faltigkeit und  Wichtigkeit  des  Phänomens  nicht  wundernehmen.  Zu  unterscheiden 
sind  dabei  künstliche  Experimente  mit  besonders  hergerichteten  Apparaten  einer- 
seits und  Beobachtungen  in  der  Natur  andererseits;  ferner  Untersuchungen  über 
fortschreitende  Wellen  einerseits  und  stehende  andererseits;  endlich  Studien,  die 
lange  Wellen  und  solche,  die  Kräuselwellen  betreffen.  Es  muß  hier  genügen, 
eine  kurze  Übersicht  über  die  wichtigsten  Arbeiten  und  ihre  Ergebnisse  zu  liefern. 

Lange  Wellen.  Wenn  man  von  den  Alten  absieht,  ist  es  Lionardo 
DA  Vjnci  gewesen,  der  zuerst  mit  Bewußtsein  die  wissenschaftliche  Wellenlebre 
gefördert  hat.  Die  ersten  messenden  Versuche  stellte  Bidone  an;  seine  Methode 
—  Eintauchen  und  Herausziehen  eines  Zylinders  —  konnte  aber  wegen  der 
Adhäsion  keine  reinen  Erscheinungen  geben.  Klassisch  sind  die  berühmten  Ver- 
suche der  Gebrüder  Weber.  Sie  bedienten  sich  der  Wellenrinne,  eines  parall- 
epipedischen  Troges,  erzeugten  die  Wellen  durch  Tropfen  oder  durch  Heraus- 
saugen bezw.  Herabfallenlassen  von  Wasser  mittels  einer  Röhre  und  fixierten  die 
Wellen  auf  einer  eingesetzten  matten  Glasplatte  mit  Hilfe  von  feinen,  auf  die 
Flüssigkeit  gebrachten  Pulvern,  z.  B.  Mehl  oder  Bernsteinpulver.  Je  nachdem 
man  die  Erzeugung  nur  an  einem  oder  an  beiden  Enden  vornahm,  konnte  man 
fortschreitende  oder  stehende  Wellen  erzeugen,  ihre  Interferenzen  beobachten  u.  s.  w., 
wobei  sich  die  bekannten  elementaren  Gesetze  ergaben.  Um  die  Wellenform 
festzustellen,  wurde  die  Glastafel  in  geeignetem  Moment  und  Tempo  heraus- 
gezogen, wobei  sich  der  vordere  oder  hintere  Abhang  des  Wellenberges  abbildet; 
auch  die  Bahnen  der  Teilchen  lassen  sich  durch  die  suspendierten  Körperchen 
beobachten.    Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erwies  sich  als  abhängig  von  Länge 

'  P.  Lejeune-Dirichlkt,  Gott.  Abh.  8.  1860;  Grelles  Journ.  68.  —  B.  Riemann, 
Gott.  Abh.  9.  1861.  —  R.  Dedekind,  Grelles  Journ.  68.  1860.  —  E.  Bender,  Inaug.-Diss. 
Kiel  1885.  —  W.  Thomson,  Trans.  Roy.  Soc.  163.  1863;  Papers  3.  384.  —  Lord  Rayleigh, 
Tropfen  (Proc.  Roy.  Soc.  29.  1879;  Papers  1.  377).  —  H.  Lamb,  Einleitung  in  die  Hydro- 
dynamik. —  \V.  Wien,  Lehrbuch  u.  s.  w. 
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und  Höhe  ^  der  Wellen,  die  Höhe  nimmt  beim  Fortschreiten  zugunsten  der  Länge 
und  Breite  ab;  bei  der  Durchkreuzung  von  Wellen  vereinigen  sich  die  Berge 
und  Täler  zu  solchen  größerer  Höhe,  die  sich  aber  sofort  wieder  in  die  alten 
spalten  und  in  der  alten  Richtung  fortschreiten,  wenn  auch  mit  einem  kleinen 
Zeitverlust;  bei  der  Reflexion  wird  die  Lage  der  Welle  umgekehrt;  in  einem 
elliptischen  Gefäß  werden  Wellen,  die  durch  Fallenlassen  von  Tropfen  in  den 
einen  Brennpunkt  erzeugt  werden,  in  den  anderen  Brennpunkt  reflektiert;  bei  dem 
Durchgang  durch  öflnungen  entstehen  hyperbolische  Interferenzstreifen  u.  s.  w. 

Die  Weber  sehen  Experimente  sind  später  und  bis  in  die  neueste  Zeit 
häufig  wiederholt  und  ergänzt  worden;  beispielsweise  sei  die  Arbeit  von  Baker 
zitiert;  der  Trog,  dessen  Boden  weiß  gestrichen  ist,  wird  mit  Wasser  gefüllt,  das 
mit  Tinte  schwach  gefärbt  wird;  ein  ebenflächiger  Holzklotz  liefert  durch  Ein- 
tauchen ebene  Wellen,  ein  konvexer  bezw.  konkaver  gibt  divergente  bezw.  kon- 
vergente Wellen;  ein  in  der  Mitte  eingetauchter  kreisrunder  Becher  gibt  Kreis- 
wellen; legt  man  eine  Glasplatte  von  rechteckiger,  dreieckiger,  Kreis-  oder 
Linsenform  in  das  Wasser,  so  erhält  man  die  verschiedenen  Brechungserschei- 
nungen; auch  die  Beugung  am  Rande  ist  leicht  zu  demonstrieren. 

Insbesondere  aber  sind  die  Studien  anzuführen,  die  Marey  nach  seinem 
fein  ausgearbeiteten  chromophotographischen  Verfahren  auch  auf  diesem  Gebiete 
durchgeführt  hat.  Das  Wasser  ist  in  einem  elliptisch-ringförmigen  Kanal  ent- 
halten, dessen  Wände  auf  einem  Teile  der  Längsseiten  eben  .und  aus  Glasplatten 
gebildet  sind;  dahinter  ist  eine  schwarze  Samtfläche  ausgebreitet,  davor  ein  bis 
zum  Objektiv  des  photographischen  Apparats  reichender  Sack  gebildet.  Da  das 
Licht  von  unten  kommt,  sieht  man  im  Apparat  infolge  totaler  Reflexion  nur  die 
feine  Randlinie  der  Flüssigkeit;  die  Vorgänge  im  Innern  erhält  man  mit  Hilfe 
kleiner  in  ihm  schwebender,  versilberter  Wachs-  bezw.  Harzkügelchen;  eine  auf 
dem  Photogramm  mit  erscheinende  Skala  liefert  den  Maßstab  für  die  Wellen. 
Bei  den  fortschreitenden  Wellen  erkennt  man  die  Geschwindigkeit  und  die  Form- 
änderung; leider  tritt  der  vordere  Abhang  der  Wellen  meist  nur  schwach  hervor. 
Bei  der  Plätscherwelle  erhält  man  ein  an  die  mit  Knoten  schwingende  Saite  er- 
innerndes Bild.  Die  schwebenden  Kügelchen  erscheinen  als  Linien,  und  zwar 
unter  den  Bäuchen  als  vertikale,  zu  beiden  Seiten  als  geneigte,  unter  den  Knoten 
sowie  in  der  Tiefe  als  horizontale  Linien.  Bei  kurzen  Wellen  bilden  diese  Linien 
kettenartige  Kurven  und  bestätigen  so  die  Trochoidentheorie.  Bei  den  fort- 
schreitenden Wellen  bilden  die  Kügelchen  obere  Ellipsenhälften,  die  nach  der 
Tiefe  immer  flacher  werden  und  schließlich  in  gerade  Linien  übergehen  (vgl.  hierzu 
die  obige  Theorie  von  Guyou).  Der  Abhandlung  sind  Reproduktionen  der 
Photogramme  beigegeben. 

Eine  interessante  Untersuchung  über  den  Druck  von  fortschreitenden 
Wellen  auf  hindernde  Wände  hat  Kapzow,  angeregt  durch  theoretische  Be- 
trachtungen von  Lord  Rayleigh,  auf  Veranlassung  von  Lebedew  durchgeführt; 
es  wurde  einerseits  die  Energie  der  Wellen,  andererseits  der  Druck  auf  die 
pendelartig  aufgehängte  Wand  aus  der  erlittenen  Ablenkung  bestimmt,  wobei  es 
sich  notwendig  machte,  die  Wand  geneigt  zu  wählen,  da  sonst  Reflexion  und 
Bildung  stehender  Wellen  störend  eintrat.  Es  ergab  sich,  in  Obereinstimmung 
mit  der  Theorie,  daß  der  Druck  gleich  der  Hälfte  der  Flächen energie  ist* 

Das  Phänomen  der  Einzel  welle  ist  zuerst  von  Scott  Russell  und  seit- 
dem wiederholt  experimentell  studiert  worden. 

Stehende  Schwingungen  in  Gefäßen.  Auch  diese  sind  schon  von  den 
Brüdern  Weber,  mit  Rücksicht  auf  die  Theorie  aber  u.  A.  von  Kirchhoff  und 

^  In  den  experimentellen  Arbeiten  wird  vielfach  die  "Wellenlänge  als  Wellenbreite  be- 
zeichnet und  der  Ausdruck  Wellenlänge  alsdann  für  die  ausgebildete  Länge  der  Wellenkämme 
benutzt.  —  2  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (6)  3.  338.  1902.  —  N.  Kapzow,  Ann.  d.  Phys. 
17.  64.  1905. 
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Hansemann,  sowie  von  Lechat  beobachtet  worden.  Die  Arbeit  des  letzteren 
bezieht  sich  auf  ein  rechteckiges  Gefäß,  operiert  aber  mit  zu  kleinen  Wellen  (s.  u.) 
und  führt  daher  in  bezug  auf  die  Schwingungsdauer  zu  Werten,  die  mit  der 
reinen  Schweretheorie  nicht  stimmen  und  nicht  stimmen  können.  Die  Versuche 
von  Kirchhoff  und  Hansemann  wurden  zur  Prüfung  der  Theorie  des  ersteren 
über  die  Schwingungen  in  einem  prismatischen  Troge  angestellt  Die  Schwin- 
gungen der  Flüssigkeit  wurden  dadurch  hervorgerufen  und  dauernd  unterhalten, 
daß  das  Gefäß  unter  dem  Einfluß  elektromagnetischer  Kräfte  Schwingungen  um 
seine  Kante  als  Achse  ausführte.  Die  Dauer  dieser  Schwingungen  konnte  inner- 
halb gewisser  Grenzen  geändert  und  gemessen  werden;  außerdem  ließ  sich  ihre 
Amplitude  und  die  —  von  jener  natürlich  verschiedene  —  Amplitude  des 
Wasserspiegels  messen.  Das  Verhältnis  beider  Amplituden  zeigte  für  gewisse 
Werte  der  Schwingungsdauer  stark  ausgesprochene  Maxima;  diese  Werte  mußten 
nahe  übereinstimmen  mit  den  Perioden  der  Schwingungsarten  ungerader  Ordnungs- 
zahl, die  die  Theorie  ergibt.  Die  genauere  Vergleichung  stößt  auf  die  Schwierig- 
keit, daß  die  Bewegung  des  Gefäßes  und  die  Reibung  der  Flüssigkeit  berück- 
sichtigt werden  müßte.  Um  trotzdem  brauchbare  Formeln  zu  finden,  wurde  die 
Wassermasse  ersetzt  gedacht  durch  ein  Pendel,  auf  das  eine  dämpfende  Kraft 
einwirkt,  das  aber  dennoch  in  periodischer  Bewegung  bleibt,  weil  seine  Achse 
von  einem  zweiten  Pendel  getragen  wird,  dessen  Schwingungen  durch  geeignete 
Kräfte  gleichmäßig  erhalten  werden.  Aus  der  Gleichung,  die  man  so  zwischen 
der  Schwingungsdauer  und  dem  Verhältnis  der  beiden  Amplituden  erhält,  kann 
man,  wenn  man  die  in  ihr  vorkommenden  Konstanten  aus  der  Beobachtung  be- 
stimmt, die  Schwingungsdauer  ableiten,  die  das  erste  Pendel  haben  würde,  wenn 
es  keiner  dämpfenden  Kraft  unterworfen  und  wenn  seine  Achse  fest  wäre.  Ist 
tt/«  die  einfache  Schwingungsdauer,  wird  l/«*  =  j;  und  das  Verhältnis  der 
Amplituden  von  Wasser  und  Gefäß  A\B^y  gesetzt,  so  lautet  die  gedachte 
Gleichung: 

(7 1)  J^y^  =  (a*  -;»:)«  +  4  jS»^      , 

also  die  Gleichung  einer  Hyperbel;  a,  ß,  N  sind  Konstanten,  und  zwar  ist  an 
die  gesuchte  Periode  T  des  festen  und  ungedämpften  Pendels.  Bei  einer  Ver- 
suchsreihe ergab  sich  a  =  0,006006  und  somit  7^=  166,5,  was  mit  der  Theorie 
sehr  gut  stimmt;  ähnlich  bei  der  ersten  und  zweiten  ungeraden  Oberschwingung, 
bei  denen  auch  die  Lage  der  Bäuche  der  Theorie  leidlich  entsprach. 

Es  sei  bemerkt,  daß  man  auch  ohne  besondere  Vorrichtungen  diese  stehenden 
Schwingungen  in  Gefäßen  beobachten  kann;  in  einer  Flasche  z.  B.  ist  es  leicht, 
die  ebene  Grund  Schwingung  zu  erzeugen  und  sich  davon,  daß  der  Spiegel  eben 
bleibt,  optisch  zu  überzeugen;  die  Oberschwingungen  bedürfen,  um  zu  entstehen, 
gewisser  Kunstgriffe,  und  es  zeigt  sich  dabei  auch  der  Einfluß  der  verschiedenen 
Gestalt  verschiedener  Gefäße,  z.  B.  zylindrischer,  sphärischer  u.  s.  w. 

Kränselwellen.  Die  kleinen  Wellen  zweiter  und  dritter  Ordnung,  die  dem 
Zusammenwirken  von  Schwere  und  Oberflächenspannung  ihre  Eigenschaften  ver- 
danken, und  deren  kleinste  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nach  Thomson  und 
KolAcek  rund  23  cm/sec  beträgt,  sind  wegen  des  besonderen  Interesses,  das 
sie  darbieten,  vielfach  studiert  worden,  namentlich  von  Faraday,  Scott  Russell, 
Decharme,  Lord  Rayleigh,  Matthiessen,  Ahrendt,  Riess  und  Vincent; 
dabei  sind  sehr  verschiedene  Methoden  der  Erzeugung  und  Messung  zur  An- 
wendung gelangt.  Solange  die  Schwere  noch  merklich  mitwirkt,  also  bei  den 
Wellen  zweiter  Ordnung,  genügt  ein  Impuls,  um  die  Erscheinung  einige  Zeit 
aufrecht  zu  erhalten;  bei  den  Wellen  dritter  Ordnung  aber  ist,  wie  Scott  Russell 
auch  bei  Beobachtungen  in  der  Natur  festgestellt  hat,  dauernde  Erregung  nötig. 
Als  solche  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  kurze  Periode,  also  große  Schwingungszahl 
dieser  Wellen,    allgemein    die    akustische    bezw.    die    elektromagnetische    benutzt. 
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Als  Erreger  benutzte  Faraday  eine  seiner  Klangplatten,  auf  der  eine  Flüssigkeits- 
schicht lagerte;  er  stellte  fest,  daß  die  Kräuselungen  sich  nach  bestimmten  geo- 
metrischen Figuren  —  gewöhnlich  nach  einem  System  sich  rechtwinklig  kreuzender 
Linien,  ordnen,  und  daß  die  Schwingungszahl  der  Teilchen  die  Hälfte  von  der- 
jenigen der  Platte  ist;  diese  letztere  Tatsache  wurde  zum  Teil  bestritten,  aber 
schließlich,  zumal  sie  von  Lord  Rayleigh  auch  theoretisch  begründet  wurde, 
allseitig  anerkannt.  Diese,  auch  von  Lord  Rayleigh  benutzte  Methode  liefert 
indessen  für  stehende  Wellen  wegen  der  starken  Reibung  keine  brauchbaren 
Resultate,  und  die  fortschreitenden  Wellen,  die  deshalb  Lord  Rayleigh  vorzog, 
sind  mit  dem  Auge  bezw.  dem  messenden  Instrument  zu  schwer  zu  verfolgen. 
Eine  andere  Methode  wurde  von  Matthiessen  und  Ahrendt  angewandt;  in 
einem  austretenden  Flüssigkeitsstrahl  erregt  eine  eingetauchte  scharfe  Spitze  ein 
deutliches  System  feiner,  stehender  Wellen,  die  sich  nach  der  Ausflußöffnung  hin 
erstrecken;  die  Länge  der  Wellen  ist  eine  Funktion  der  Ausflußgeschwindigkeit, 
und  zwar  muß,  was  sich  auch  bestätigt,  AI  =  const  sein,  wo  h  die  Druckhöhe 
ist.  Indessen  weichen  die  Wellenlängen  von  dem  Thomson  sehen  Gesetz  erheb- 
lich ab,  und  das  erklärt  sich  zur  Genüge  aus  der  Verzögerung,  die  der  Strahl  in 
seiner  Mantelfläche  durch  Reibung  und  Adhäsion  erleidet,  und  die  man  auch 
direkt  messen  kann. 

Thomson  selbst  hat  seine  Formel  wenigstens  nach  einer  Seite  hin  in  sehr 
interessanter  Weise  geprüft.  Diese  Formel  ergibt  nämlich  für  A,  bei  gegebenem  r, 
zwei  Werte,  nämlich 

in  der  Tat  konnte  Thomson  auf  dem  Sound  of  Mull  beide  Wellen  beobachten, 
indem  er  eine  belastete  Angelschnur  mit  einer,  23  cm  überschreitenden  Ge- 
schwindigkeit durch  das  Wasser  zog.  Vom  treten  die  kurzen  Rippungen,  hinten 
die  längeren  Wellen  auf;  jene  laufen  zu  beiden  Seiten  hyperbelähnlich  nach  hinten 
aus;  sie  liegen  im  Scheitel  um  so  dichter  und  krümmen  sich  um  so  stärker,  je 
größer  die  Geschwindigkeit  ist;  nähert  diese  sich  ihrem  Minimum,  so  treten  sie 
weit  auseinander  und  gehen  fast  in  Gerade  über,  die  auf  der  Bewegungsachse 
senkrecht  stehen;  die  hinteren  Teile  der  vorderen  Rippenwellen  stellen  gerad- 
linige, aber  schräge  Wellenzüge  dar,  die  gerade  mit  der  Minimalgeschwindigkeit 
fortschreiten. 

Die  vorzüglichste  Methode  zum  genaueren  Studium  der  Kräuselwellen  ist 
ohne  Zweifel  die  Erregung  durch  Stimmgabeln,  an  deren  Zinken  kurze,  nur 
wenig  in  die  Flüssigkeit  eintauchende  Stäbchen  befestigt  werden;  beim  Tönen  der 
Gabel  entstehen  auf  dem  Wasserspiegel  zwei  fortschreitende  Kreiswellensysteme 
und  zwischen  den  Zinken  ein  System  hyperbolischer  Rippungen;  die  letzteren, 
überhaupt  die  durch  Interferenz  entstandenen  stehenden  Wellen  kann  man  direkt, 
die  fortschreitenden  an  ihren  Augenblicksbildern  (z.  B.  an  den  Außenseiten  der 
Zinken  gespiegelt,  wobei  man  aber  nur  jede  zweite  Welle  sieht)  ausmessen;  im 
letzteren  Falle  genügt  auch  eine  Spitze  nur  an  einer  der  beiden  Zinken;  für 
durchsichtige  und  undurchsichtige  Flüssigkeiten  gestaltet  sich  die  Methode  eb^-as 
verschieden.  Auf  diese  Weise  hat  Matthiessen  zunächst  die  Beziehung  geprüft, 
die  für  Wellen  dritter  Ordnung  zwischen  Seh wingungs zahl  und  Wellenlänge  besteht: 

(73)  n  k*lt  =  y2^7tga  =  const 

und  sie  so  genau  bestätigt  gefunden,  daß  sich  aus  ihr  die  Oberflächenspannung 
von  Quecksilber,  Wasser,  Alkohol,  Schwefeläther  und  Schwefelkohlenstofi"  be- 
stimmen ließ.  Auch  das  Minimum  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wurde  so- 
dann  bestimmt  und   für  Wasser  zu   23,1,   für  Quecksilber  zu  19,4,   für  Alkohol 
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zu  19,4,  für  Schwefeläther  zu  18,5  und  für  Schwefelkohlenstoff  zu  18,9  cm/sec 
gefunden. 

Das  Gebiet  um  das  Minimum  heruna  ist  dann  auf  Veranlassung 
Matthiessens  noch  genauer  von  Riess  untersucht  worden.  Dabei  kamen  vier 
Methoden  zur  Anwendung:  die  akustische  mit  Stimmgabeln,  die  elektromagnetische 
mit  beliebig  zu  regulierender  Periode,  diese  beiden  Verfahren  in  Gefäßen; 
drittens  Messungen  in  den  großen  Filterbassins  von  Rostock  und  endlich  solche 
von  einem  auf  der  Wamow  fahrenden  Dampfer  aus.  Es  ergab  sich  tiberein- 
stimmend eine  gute  Bestätigung  der  Theorie;  nur  wurde  erkannt,  daß  man  nicht 
schlechtweg  den  üblichen  Wert  für  die  Oberflächenspannung  benutzen  darf,  weil 
diese  von  der  Wellenlänge  einerseits  und  von  der  Temperatur  andererseits  ab- 
hängt, wobei  in  Betracht  kommt,  daß,  auch  wenn  die  flüssige  Masse  von  der 
normalen  Temperatur  nicht  abweicht,  doch  die  Oberflächenschicht  beträchtlich 
erwärmt  sein  kann;  als  dritter  Grund  für  gewisse  Abweichungen  in  den  Zahlen- 
werten muß  für  längere  Wellen  (Methode  vier)  die  begrenzte  Tiefe  .  des  Wassers 
angesehen  werden,  die  die  Heranziehung  des  hyperbolischen  Faktors  erforderlich 
machen  würde. 

Neuerdings  hat  Matthiessen  noch  auf  ein  interessantes  Paradoxon  hin- 
gewiesen. Wenn  man  mittels  zweier  unisoner  Stimmgabeln  auf  einer  Flüssigkeit 
zwei  sich  durchkreuzende  Kreiswellensysteme  erzeugt,  so  treten  neben  den 
stehenden  Interferenzlinien  auch  fortschreitende  Wellen  auf  elliptischen  und  hyper- 
bolischen Interferenzlinien  auf,  deren  Anfangsgeschwindigkeit  sich  als  unendlich 
groß  berechnet. 

Ganz  kleine  Wellen,  die  man  als  Kapillarwellen  bezeichnen  kann  (s.  o.), 
sind  mit  dem  Auge  nicht  mehr  wahrnehmbar;  Vincent  hat  daher  ein  photo- 
graphisches  Verfahren  ausgearbeitet,  um  sie  aufzunehmen  und  zu  fixieren; 
natürlich  ist  das  Verfahren  auch  auf  größere  Kräusel wellen  anwendbar.  Das 
Licht  eines  Funkens  fällt  durch  eine  Linse  unter  einem  kleinen  Winkel  gegen 
die  Normale  auf  die  Quecksilberoberfläche  auf  und  wird  durch  eine  zweite  Linse 
auf  der  anderen  Seite  der  Normalen  in  den  photographischen  Apparat  geworfen. 
Zwei  isochrone  Spitzen  liefern  wieder  feste  Hyperbeln  und  wandernde  Ellipsen; 
andere  Fälle  sind  die  zweier  anisochroner  Spitzen,  einer  Spitze  und  einer  reflek- 
tierenden Linie,  der  erzwungenen  Schwingungen  u.  s.  w.  Bei  Anwendung  eines 
gekrümmten  Reflektors  mit  dem  Erregungspunkte  nahe  dem  Brennpunkte  ergeben 
sich  reflektierte  Wellen  von  großem  Radius  und  als  Interferenzkurven  konfokale 
Ellipsen  und  Hyperbeln;  je  näher  die  Quelle  in  den  Brennpunkt  rückt,  desto 
mehr  nähern  sich  jene  geraden  Linien,  diese  Parabeln.  —  Später  wurde  die 
Methode  noch  vervollkommnet,  die  Schale  mit  dem  Quecksilber  aufgehängt  und 
alle  Teile  des  Systems,  einschließlich  der  Kamera,  vertikal  übereinandergebracht. 
Es  wurden  alsdann  noch  weitere  Erscheinungen  aufgenommen:  die  Entstehung 
konjugierter  Brennpunkte,  die  Spaltung  einer  Welle  in  mehrere  Züge  von  ver- 
schiedener Wellenlänge,  sowie  gewisse  Andeutungen  von  Beugung  und  Brechung. 
Alle  diese  Phänomene  sind  in  Lichtdrucken  nach  den  Originalphotogrammen 
veranschaulicht. 

Statt  durch  die  Photographie  kann  man  übrigens  die  Kräusel  wellen  noch 
auf  eine  andere  Weise  fixieren,  nämlich  indem  man  sie  in  einer  flachen  Schale 
erzeugt  und  der  Flüssigkeit  einen  geeigneten  Stoß",  z.  B.  Schlemmkreide,  beigibt; 
läßt  man  dann  jene  verdunsten,  so  sieht  man  auf  der  Kreide  feine  Rippungen, 
ähnlich  denen,  die  man  vom  Ebbestrand  her  kennt,  und  die  von  Thomson, 
Darwin,  Lord  Rayleigh  u.  A.  studiert  worden  sind.  Natürlich  muß  man  die 
Anordnung  gut  ausstudieren,  um  mit  Sicherheit  Rückschlüsse  auf  die  Flüssigkeits- 
wellen ziehen  zu  können. 

Stehende  Schwing^gen  in  Seen.  Das  interessanteste  Beispiel  stehender 
Schwingungen  bieten  die  Seespiegelschwankungen  dar,  die  zuerst  im  Jahre  1730 
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von  DuiLLiER  für  den  Genfer  See  beschrieben  und  seitdem  an  vielen  Binnenseen 
beobachtet  und  näher  untersucht  worden  sind;  namentlich  sind  die  Arbeiten  von 
FoREL,  Vaücher,  du  Boys,  V.  Cholnoky,  Plantamour,  Sarazin,  Ebert,  Frei- 
herr V.  AuFSESS  und  Halbfass  als  physikalisch  wichtig  anzuführen;  die  speziell 
geophysikalische  Literatur  gehört  nicht  hierher.  Die  Seespiegelschwankungen,  die 
allgemein  als  Seiches  bezeichnet  werden,  finden  fast  immer  statt,  erreichen  aber 
nur  hin  und  wieder  beträchtliche  Amplituden  werte,  die  in  besonderen  Fällen 
mehrere  Meter  betragen  können.  Es  kommt  sowohl  die  Grundschwingung  vor, 
die  man  uninodal  nennt,  als  auch  Oberschwingungen,  und  zwar  binodale  und 
eventuell  auch  polynodale;  bei  der  binodalen  ist  in  der  Mitte  ein  Bauch,  in  ein 
und  drei  Viertel  je  ein  Knoten;  auch  kombinierte  Schwingungen  mit  zwei  ver- 
schieden hohen  Gipfeln,  sogen,  dichrote  Seiches,  kommen  vor.  Bisher  wurde 
angenommen,  daß  der  See  eine  bestimmte  Längsachse  hat;  es  kommen  aber  auch 
Kombinationen  zweier  aufeinander  senkrechter  Schwankungen  vor.  Die  Periode 
stimmt,  soweit  das  die  komplizierten  Tiefen-  und  Randverhältnisse  erlauben,  mit 
der  Theorie  überein;  besondere  Formeln  für  die  Seiches  smd  von  Merlan, 
DU  Boys  u.  A.  aufgestellt  worden.  Im  Plattensee  z.B.,  der  sich  gleichzeitig 
durch   große   Länge   und   geringe   Tiefe   auszeichnet,   beträgt  die  Periode   bis   zu 


Ja  JTL  Ja!  yh 

Figur  389. 

12  Stunden,  und  die  Dämpfung  ist  sehr  stark.  Die  erste  Oberschwingung  ist 
meist  nicht  doppelt  so  schnell  wie  die  Grund  Schwingung,  sondern  etwas  lang- 
samer; so  im  Stamberger  See  nach  Ebert  15,8  gegen  25  Minuten  (Verhältnis 
1:1,58);  im  Madüsee  in  Pommern  nach  Halbfass  20,1  gegen  35,5  Minuten 
(Verhältnis  1.77).  Die  Messungen  werden  jetzt  allgemein  mit  selbstregistrierenden 
Pegeln,  sogen.  Limnimetern,  durchgeführt,  die  erhaltenen  Kurven  heißen 
Limnogramme,  ein  Beispiel,  und  zwar  eine  dichrote  Schwankung,  ist  in  Figur  389 
nach  Ebert  wiedergegeben.  Die  Oberschwingung  wird  rascher  gedämpft,  als  die 
Grundschwingung;  die  Periode  beider  ist  von  der  Amplitude  unabhängig,  bleibt 
also  beim  Ausklingen  isochron.  —  Von  den  möglichen  Ursachen  der  Seiches 
haben  sich  verschiedene  als  unhaltbar  ausscheiden  lassen,  und  es  sind  in  der 
Hauptsache  die  plötzlichen  Luftdruckschwankungen  übrig  geblieben;  in  der  Tat 
hat  man  durch  Nebeneinanderstellung  registrierender  Limnimeter  und  Barometer 
schon  sehr  schöne  Proben  von  deutlichem  Parallelismus  erhalten. 

Meereswellen.  Am  schwierigsten  ist  begreiflicherweise  die  wissenschaftliche 
Untersuchung  der  Meereswellen,  und  zwar  teils  wegen  ihrer  schwierigen  Faßbar- 
keit, teils  wegen  der  außerordentlichen  Mannigfaltigkeit  und  Komplikation  des 
Phänomens.  Man  unterscheidet  zwischen  Seegang,  d.  h.  den  unter  der  direkten 
Einwirkung  des  Windes  stehenden  Wellen  und  der  nach  seinem  Aufhören  zurück- 
bleibenden Dünung;  jene  repräsentieren  erzwungene,  diese  freie  Schwingungen. 
Der  Höhe  und  Länge  nach  unterscheidet  man  Wogen  und  Wellen.  Bei  Eintritt 
von  Diskontinuität  unterscheidet  man  die  symmetrische  Schäumwelle  von  der 
unsymmetrischen  Brandung.  Die  Entstehung  stehender  Wellen  ist  auf  offenem 
Meere  natürlich  relativ  selten.  Die  Wogung  nimmt  nach  der  Tiefe  meist  rasch 
ab,    in    einzelnen  Fällen   reicht   sie   aber  sehr  weit,    und   man   spricht  daim  von 
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Grundsee.  Wenn  sich  verschiedene  Wellensysteme  durchdringen,  entsteht  eine 
Kreuzsee.  An  Küsten,  Schiffen  u.  s.  w.  kann  Reflexion  stattfinden,  bei  Verenge- 
rung des  Bettes  Beugung  u.  s.  w.  Über  alle  diese  Erscheinungen  liegt  ein  sehr 
reiches,  aber  zerstreutes  und  in  seiner  Bedeutung  äußerst  beschränktes  Material 
vor;  auch  widersprechen  sich  zahlreiche  Angaben  geradezu,  und  selbst  über  die 
einfachsten  Fragen,  wie  die  größte  Höhe  von  Wogen,  über  ihre  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit u.  a.  herrscht  keine  auch  nur  annähernde  Einigkeit.  Von  inter- 
essanten Einzelfragen  sei  erwähnt:  die  Verstärkung  des  Seeganges  in  trichter- 
förmigen Buchten  und  an  Vorgebirgen,  seine  Schwächung  beim  Eintritt  in 
Hafenbecken,  die  in  erster  Linie  von  der  Größe  und  Wassertiefe  der  Eintritts- 
öffnung abhängt;  die  Parallelisierung  der  Wellenkämme  mit  dem  Ufer,  worüber 
u.  A.  Helmholtz  Beobachtungen  mitgeteilt  hat;  der  Wechsel  zwischen  langen 
und  kurzen  Wellen,  beide  durch  denselben  Wind  erzeugt,  sowie  ihre  Vereinigung 
bei  der  Einholung  zu  besonders  hohen  und  langen  Wellen  (ebenda);  die  kom- 
plizierte Beziehung  zwischen  Windstärke  und  Zahl  der  auf  den  Strand  auf- 
laufenden Wellen,  wobei  die  oft  mehrtägige  Nachwirkung  starken  Windes  mitwirkt 
(ebenda);  der  Unterschied  zwischen  Strandbrandung  und  Klippenbrandung;  die 
Erscheinung  der  sogen.  Ölflecke,  d.  h.  glatter  und  dunkel  erscheinender  Stellen 
im  sonst  bewegten  und  hellen  Meere  u.  a.  m. 

Für  wirkliche  Messungen  der  Meereswellen  hat  man  sich  bisher  mit  den 
verschiedensten,  mehr  oder  weniger  rohen  Methoden  und  Instrumenten  begnügt, 
und  dementsprechend  sind  auch  die  Ergebnisse  noch  wenig  befriedigend ;  es  wird 
daher  genügen,  nur  einige  Zahlen  anzugeben;  so  hat  Krümmel  aus  dem  besten 
Material  die  folgende  Tabelle  abgeleitet,  die  für  verschiedene  Windgeschwindig- 
keiten in  m/sec  die  Höhe  der  Wogen  in  Meter,  und  die  Länge  in  Vielfachen 
der  Höhe  enthält: 


h 

X\ 

h 

w 

Grenzen 

Mittel 

Grenzen 

Mittel 

16 

6—12 

7,8 

13—23 

19,1 

18 

3,5— 7»5 

5.1 

15—24 

21,0 

10 

3,0—7,0 

4,1 

16—32 

22,5 

8 

2,5-6,5 

3,6 

18-49 

29,3 

7 

1,0—4,5 

2,4 

20—63 

32,5 

6 

0,7—3,5      , 

1,6 

24—80 

39,5 

Die  zum  Teil  phantastischen  Angaben  über  die  größte  Höhe  von  Wogen 
sind  mit  größter  Vorsicht  aufzunehmen;  es  scheint,  daß  Höhen  von  mehr  als 
25  m  nicht  vorkommen,  und  daß  solche  von  mehr  als  15  m  schon  zu  den 
Seltenheiten  gehören.  Dagegen  kann  die  Länge  sehr  groß  werden;  solche  von 
100  m  sind  häufig,  solche  von  200  m  nicht  ganz  selten.  Die  größten  beobach- 
teten Geschwindigkeiten  scheinen  80  m/sec  nicht  zu  übersteigen. 

Daß  die  Trochoidentheorie  für  die  Meereswogen  leidlich  stimmt,  zeigt 
folgende  Zusammenstellung  der  nach  ihr  berechneten  Werte  mit  den  von  Paris 
aus  4000  Beobachtungen  abgeleiteten  Mitteln: 


- 

Geschwindigkeit 

Länge 

Periode      ' 

Meeresgebiet 

!| beobachtet',  berechnet 

beobachtet 

berechnet 

beobachtet 

berechnet 

Atlantisches  Passatgebiet 

.  :'      11.2 

10,7 

1 

65 

66 

5,8 

6,1 

Indisches  Passatgebiet    . 

.  .,       12,6 

13.4 

96 

96 

7,6 

7,1 

Südatlantisches  Gebiet    . 

.    ,       14,0 

16,3 

133 

136 

9,5 

8,2 

Ind.  Westwindgebiet 

.   1       15,0 

14,5 

114 

115 

7,6 

8,1 

Ostchinesisches  Meer      . 

11,4 

12,2 

1         79 

78 

6,9 

6,5 

Wesüicher  Stiller  Ozean 

■1.  "■' 

14,1 

102 

103 

8,2 

T,2      ' 
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Eine  gute  Übersicht  über  die  Messungen  an  Wellen  findet  sich  in  einem 
Aufsatz  von  Rottok,  an  dessen  Schlüsse  auch  zum  ersten  Male  die  beteiligten 
Kreise  darauf  hingewiesen  werden,  daß  ein  wirklicher  Fortschritt  auf  dem  in  Rede 
stehenden  Gebiet  nur  erwartet  werden  darf  von  der  Anwendung  des  photo- 
graphischen Meßverfahrens,  insbesondere  in  der  Ausgestaltung,  die  ihm 
neuerdings  durch  Pulfrich  und  die  optische  Werkstätte  von  Carl  Zeiss  in 
Jena  gegeben  worden  ist,  d.  h.  durch  stereoskopische  Aufnahme  und  nachträg- 
liche Ausmessung  mit  dem  Stereokomparator.  Infolge  dieser  Anregung  hat 
alsdann  im  Jahre  1904/05  Laas  auf  einer  großen  Seereise  die  Methode  syste- 
matisch durchprobiert  imd  nachgewiesen,  daß  sie  nach  allen  Richtungen  hin 
Vorzügliches  zu  leisten  imstande  ist.  Man  macht  mit  zwei  gleichen  Kameras 
gleichzeitig  zwei  Aufnahmen  desselben  Wellenkomplexes  von  zwei  verschiedenen 
Stellen  des  Schiffes  aus;  wegen  der  raschen  Bewegung  sowohl  des  Wassers  als 
des  Schiffes  muß  man  möglichst  kurze  Belichtung  {^Iiqq  sec)  und  deshalb  sehr 
lichtstarke  Apparate  und  sehr  empfindliche  Platten  benutzen.  Die  Standlinie, 
d.  h.  die   Entfernung   zwischen    den    beiden  Objektiven   betrug    22  bezw.  36  m. 


Figur  390. 


wird  aber,  trotz  der  dann  geringeren  stereoskopischen  Genauigkeit,  aus  anderen 
Gründen  später  besser  kürzer  genommen  werden.  Eine  Reihe  sehr  schöner 
Wellenaufnahmen  mit  eingezeichneten  Fixpunkten  und  -linien  ist  der  Abhandlung 
von  Laas  beigegeben.  Die  Ausmessung  der  Photogramme  wäre  zeichnerisch 
sehr  mühsam,  ist  dagegen  mit  dem  Stereokomparator  äußerst  bequem;  sie  liefert 
das  gesamte  räumliche  Bild  der  Welle,  also  ihre  Länge,  Höhe  und  Form.  Man 
könnte  dieses  Bild  als  räumliches  Modell  herstellen,  wird  sich  aber  im  allgemeinen 
natürlich  mit  Schnitten  begnügen,  und  zwar  einerseits  mit  Profilen,  andererseits 
mit  Höhenschichten-Karten;  solche  Darstellungen  sind  der  Abhandlung  von  Laas 
beigefügt;  als  Beispiel  einer  Serie  solcher  Profile  diene  Figur  390.  Die  Er- 
zielung wirklicher  Resultate  bleibt  späteren  Unternehmungen  vorbehalten,  die  zum 
Teil  bereits  im  Gange  sind. 

Eine  besondere  Stellung  nehmen  diejenigen  Meereswellen  ein,  die  statt  durch 
Luftbewegungen  durch  Bewegungen  des  festen  Erdkörpers,  also  durch  Erdbeben, 
erzeugt  werden.  Sie  haben  gewaltige  Dimensionen  und  pflanzen  sich  demgemäß 
ungeheuer  rasch  und  weit  fort;  eine  japanische  Erdbebenwelle  z.  B.  erreichte 
nach  12^3  Stunden  San  Franzisko  (Geschwindigkeit  180  m/ sec),  sie  hatte  eine 
Länge  von  890  km. 

Wellen  in  Elüssen.  Diese  sind  natürlich  den  Wellen  auf  dem  Meere  in 
mancher  Hinsicht  ähnlich,  sie  werden  aber  durch  die  geringe  Wassertiefe  imd 
durch  die  Ufer  sehr  gemildert  und  erreichen  nur  ausnahmsweise  und  nur  in 
großen    Strömen   besondere    Höhe.     Dagegen   treten   hier  besondere  Arten  von 
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Wellen  auf,  nämlich  Wanderwellen,  die  in  einer  Fortschreitung  von  Hochwasser 
bestehen  und  im  einfachsten  Falle  den  Charakter  von  Einzelwellen  haben.  Die 
Kenntnis  dieser  Wellen,  besonders  ihrer  zu  erwartenden  Höhe  und  Geschwindig- 
keit, ist  von  großer  Bedeutung  für  die  Ansage  von  Hochwasser.  Eine  andere 
Erscheinung  ist  die  vom  Meere  aus  in  die  Flußmündungen  hineindringende  Sturm- 
Flutwelle,  die  sich  mit  der  entgegengesetzt  gerichteten  Strömung  zu  Wellen  eigen- 
tümlicher Form  kombiniert.  Jedoch  kann  auf  diese  und  verwandte  Vorgänge 
hier  nicht  eingegangen  werden.^ 


5.  Ebbe  und  ilnt. 

Übersicht.  Mit  dem  Ausdruck  Gezeiten  oder  Tiden  oder  „Ebbe  und 
Flut*'  bezeichnet  man  diejenigen  Schwankungen  des  Meeresspiegels,  die  regel- 
mäßigen, wenn  auch  kompliziert  periodischen  Charakters  sind  und  die  man  als 
eine  Folge  astronomischer  Einflüsse  erkannt  hat;  es  kommen  aber  sekundär 
auch  terrestrische  Einflüsse  hinzu,  deren  Wirkungen  man,  soweit  sie  sich  mit  den 
astronomischen  zu  einheitlichen  Phänomenen  kombinieren,  mit  hinzunehmen  muß. 

Das  Gezeitenphänomen  ist  von  großer  Komplikation  im  einzelnen,  es  lassen 
sich  aber  folgende  Grundtatsachen  herausschälen.  Das  Meeresniveau  unterliegt 
einem  periodischen  Steigen  und  Fallen,  und  zwar  mit  einer  durchschnittlichen 
Periode  von  12  Stunden  und  25  Minuten  —  der  Zusammenhang  mit  dem  Monde, 
der  jeden  Tag  50  Minuten  später  durch  den  Meridian  geht,  ist  einleuchtend, 
zugleich  aber  auch  der  Umstand,  daß  auf  eine  Mondstellungsperiode  zwei  Ge- 
zeitenperioden kommen.  Die  Phasen  beider  Vorgänge  fallen  jedoch  im  all- 
gemeinen nicht  zusammen,  ihre  Difierenz  ändert  sich  mit  der  Phase  des  Mondes. 
Das  Maximum  heißt  Hochwasser  oder  Flut,  das  Minimum  Tiefwasser  oder 
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Ebbe;  die  Worte  Flut  und  Ebbe  werden  jedoch  auch  in  anderem  Sinne,  näm- 
lich für  den  Vorgang  des  Steigens  bezw.  Fallens  gebraucht.  Femer  wechselt  die 
Amplitude  periodisch,  das  Maximum  der  Flut  heißt  Springflut,  das  Minimum 
Nippflut;  jene  in  erster  Annäherung  zur  Zeit  von  Voll-  oder  Neumond,  diese 
zur  Zeit  des  ersten  oder  letzten  Viertels;  auf  eine  Mondbahnperiode  entfallen 
also  wiederum  zwei  Gezeitenperioden;  auch  hier  aber  gibt  es  wiederum  eine  ge- 
wisse wechselnde  Phasendifferenz.  —  An  verschiedenen  Orten  herrschen  gleich- 
zeitig verschiedene  Phasen,  ihre  Differenz  hängt  in  erster  Reihe  von  der  geo- 
graphischen Länge  der  Orte  ab;  in  zweiter  Reihe  kommt  aber  für  die  Phase 
auch  die  geographische  Breite,  in  dritter,  besonders  für  Küstenorte  und  ganz  be- 
sonders für  Orte  an  Buchten,  Vorgebirgen,  Inseln  u.  s.  w.  die  geographische  Kon- 
figuration in  Betracht.  Die  durch  diese  Faktoren  bedingte,  in  wahrer,  astrono- 
mischer Ortszeit  ausgedrückte  Zeit  des  Hochwassers  eines  Ortes  nach  Voll-  oder 
Neumond  heißt  seine  Hafenzeit  —  Die  Verschiedenheit  des  Niveaus  an  ver- 
schiedenen Orten  ruft  Strömungen  hervor,  die  man  als  Flutströmung  oder,  da 
sie  ebenfalls  periodischen  Charakters  ist,  als  Flutwelle  bezeichnet.  Der  Verlauf 
der  Flutwellen  wird  hiemach  ebenfalls  ganz  wesentlich  durch  die  Konfiguration 
von  Wasser  und  Land  bestimmt.  Das  aber  hat  wiederum  eine  Rückwirkung 
auf  die  Fluthöhe,  die  hiernach  ebenfalls  an  verschiedenen  Orten  sehr  verschieden 
ausfilllt  —  Schließlich  haben  meteorologische  Faktoren  unter  Umständen  erheb- 
lichen Einfluß  auf  die  Gezeiten,  namentlich  Luftbewegungen. 

Im  folgenderf  soll  die  Theorie,  die  Beobachtung  und  der  Verlauf  der  Ge- 
zeiten ganz  kurz  skizziert  werden;  wegen  des  genaueren,  das  in  die  Geophysik 
gehört,  sei  auf  die  Hand-  und  Lehrbücher  von  Günther,  Darwin,  Bogus- 
lawski-Krümmel,  sowie  auf  die  Journale,  besonders  die  Annalen  der  Hydro- 
graphie und  ihre  Annexe,  verwiesen. 

Oleiohgewiohtstheorie.  Diese  schon  von  Newton  ausgearbeitete  Theorie 
wird  zwar  den  tatsächlichen  Verhältnissen  auch  nicht  annähernd  gerecht,  behält 
aber  immer  ihre  Bedeutung  als  Gmndlage  für  die  Betrachtung  der  das  Phänomen 
bestimmenden  Kräfte.  Es  wird  bei  ihr  angenommen,  daß  jeder  augenblickliche 
Zustand  des  die  ganze  Erde  bedeckenden  Meeres  ein  Gleichgewichtszustand  sei, 
daß  also  die  vorhergegangenen  Zustände  ohne  Einfluß  auf  ihn  seien;  die  An- 
nahme würde  zulässig  sein,  wenn  die  Bewegungen  von  Erde,  Mond  und  Sonne 
unendlich  langsam  erfolgten.  Die  Anziehung  des  Mondes  auf  die  Erde  ist, 
von  der  Gravitationskonstanten  abgesehen,  gleich  der  Mondmasse  w,  divi- 
diert durch  das  Quadrat  der  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte.  Hier  aber  kommt 
es  nicht  auf  diese  Gesamtanziehung,  sondern  auf  die  relative  Wirkung  auf  die 
einzelnen  Punkte  der  Erdoberfläche,  verglichen  mit  der  auf  den  Erdmittelpunkt, 
an.  Man  muß  also  die  betrefienden  Difierenzen,  natürlich  im  Vektorsinne,  bilden; 
beschränkt  man  sich  auf  eine  erste  Annäherung,  indem  man  den  Erdradius  klein 
gegen  den  Mondabstand  (1 :  60)  setzt,  so  kann  man  jene  Diöerenzen  durch  die 
Differentialien  ersetzen.  Femer  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  resultierende  Kraft 
in  eine  Vertikal-  und  eine  Horizontalkomponente  zu  zerlegen,  V  und  H.  Nennt 
man  den  Winkel  zwischen  den  vom  Erdmittelpunkt  nach  dem  Monde  einerseits 
und  dem  betrachteten  Erdoberfl^chenpunkte  andererseits  gezogenen  Linien  g),  den 
Erdradius  a  und  den  Mondabstand  b,  so  erhält  man  die  Formeln: 

(74)  F=;«-^(8cos*<3P-l)      , 

(75)  I£:=^  Sm  -jj-  sin  (pcoscp      ; 

beide  sind  also  mit  der  Masse  des  Mondes  und  dem  Erdradius  direkt,  mit  dem 
Kubus  des  Mondabstands  umgekehrt  proportional,  im  übrigen  aber  lediglich  von 
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dem  Winkel  (p,  und  zwar  für  jede  der  beiden  Kräfte  in  verschiedener  Weise 
abhängig;  nennt  man  also  die  Linie  vom  Erdmittelpunkt  nach  dem  Monde  die 
Achse  und  jeden  auf  ihr  senkrechten  Kreis  einen  Parallelkreis,  so  ist  die  Fiut- 
kraft  für  alle  Punkte  eines  Parallelkreises  die  gleiche,  dagegen  von  Parallelkreis 
zu  Parallelkreis  verschieden.  Und  zwar  ist  die  Horizontalkraft  auf  jeder  Halb- 
kugel nach  deren  Mondpol  gerichtet  und  in  entsprechenden  Punkten  gleich  und 
entgegengesetzt;  im  Äquator  (immer  auf  die  Mondachse  bezogen)  sowie  in  den 
Polen  ist  sie  null,  in  den  beiden  Parallelkreisen  von  45^  Breite  ist  sie  am  größten, 
nämlich  gleich  ^malö^.  Die  Vertikalkraft  andererseits  ist  in  den  beiden  Pol- 
kappen bis  zu  54^  44' 8"  nach  außen,  in  der  mittleren  Zone  nach  innen  gerichtet; 
in  den  beiden  gedachten  Parallelkreisen  ist  sie  null,  am  größten  nach  außen  in 
den  Polen,  nämlich  Zmajö^^  am  größten  nach  innen  im  Äquator,  nämlich  wa/^^ 
also  nur  halbsogroß;  der  Maximalwert  von  H  ist  ^/^  von  dem  von    V. 

Wie  man  sieht,  findet  Hochwasser  nicht  nur  unter  dem  Monde  statt,  son- 
dern auch  für  den  entgegengesetzten  Punkt  der  Erde,  der  den  Mond  im  Nadir 
hat;  man  kann  sich  den  Mond  geradezu  in  zwei  gleiche  Hälften  zerlegt  denken 
und  diese,  diametral  gegenüber  aufgestellt,  als  Mond  und  Gegenmond  bezeichnen. 
Von  Laien  wird  die  Tatsache  nicht  selten  als  paradox  empfunden,  indem  sie 
meinen,  im  Gegenpunkte  müßte  tiefstes  Wasser  sein;  es  ist  das  eine  Verwechse- 
lung absoluter  und  relativer  Wirkung,  von  denen  es  hier  nur  auf  die  letztere 
ankommt;  diese  aber  ist  in  beiden  Polen,  relativ  zum  Erdmittelpunkt,  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  und  zwar  beidemal  nach  außen.  Übrigens  ist  die  Kraft  in 
beiden  Polen  nicht  genau  gleich  groß,  weil  die  beiden  Differenzen  (Vsg)^  ""  (^/eo)* 
■  und  (*/ßo)^  —  (^/ei)*  verschieden  sind ;  sie  ist  vielmehr  unter  dem  Monde  um  5  ^/^ 
größer  als  unter  dem  Gegenmonde;  für  jedes  andere  Punktpaar  auf  den  beiden 
Halbkugeln  besteht  eine  entsprechend  geringere  Differenz. 

Berücksichtigt  man  jetzt  die  Drehung  der  Erde  um  ihre  Achse,  so 
sieht  man  ein,  daß  irgend  ein  Erdpunkt  zweimal  täglich  Hochwasser  und  Niedrig- 
wasser erhält,  daß  aber  diese  beiden  Fluten  nicht  ganz  gleich  hoch  sein  werden. 
Man  nennt  das  erste  Phänomen  die  halbtägliche  Flut,  und  das  zweite,  viel 
schwächere,  die  ganztägliche  Flut;  ihre  Superposition  ergibt  eben  die  beiden  ver- 
schieden hohen  Fluten  innerhalb  eines  Tages. 

Berücksichtigt  man  weiter  auch  die  Bewegung  des  Mondes,  so  kompli- 
ziert sich  die  Sache  weiter.  Erstens  rückt  jetzt  die  Zeit  des  Maximums  täglich 
um  50  Minuten,  also  halbtäglich  um  25  Minuten  vor.  Zweitens  aber  ändert  sich 
die  Fluthöhe  mit  dem  Winkel,  den  die  Mondbahn  mit  der  Erddrehungsebene 
einschließt.  Es  kommen  nunmehr  vier  Winkel  in  Betracht,  nämlich  die  geo- 
graphische Länge  und  Breite  eines  Erdortes,  l  und  /3,  sowie  der  Stundenwinkel 
und  die  Deklination  des  Mondes,  i/;  und  d\  um  femer,  statt  der  Flutkraft,  gleich 
die  Fluthöhe  F  zu  erhalten,  muß  man  die  gravitierende  Kraft  der  Erde  ein- 
führen; schließlich  erhält  man,  wenn  e  die  Erdmasse  ist,  als  Quantitätsfaktor 
^ma^leb^y  und  als  Winkelfaktor 

1/  =  -J  cos^  ß  cos*  d(cos  2  A  cos  2  -!(;  +  sin  2  A  sin  2  ip) 
+  -J-  sin  2  /3  sin  2  6  [cos  X  cos  i|;  +  sin  A  sin  t/;) 
+  ^^(1  _  3  cos  2  (J)(3  sin2/3  -  1)      . 

Die  erste  Zeile  in  diesem  Ausdruck  stellt  die  halbtägliche,  die  zweite  die 
ganztägliche,  die  dritte  eine  neue,  und  zwar,  wie  man  sieht,  eine  halbmonat- 
liche oder  14tägige  Flut  dar;  sie  heißt,  da  sie  von  der  Deklination  des  Mondes 
abhängt,  auch  die  Deklinationsflut.  Das  Gesetz  dieser  Flut  könnte,  da  es  sich 
aus  zwei  Faktoren  zusammensetzt,  im  Prinzip  sehr  kompliziert  sein,  sie  könnte 
nämlich    sowohl    für    gewisse   6   als    auch   für  gewisse  /3   null   werden.     Indessen 
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erreicht  d  nie  einen  hierzu  genügend  großen  Wert,  es  bleibt  also  nur  die  andere 
Möglichkeit  übrig,  und  diese  tritt  ein  für  ß  =  arcsin  j/f  =  35°  15'  52";  für  kleinere 
Breiten  wird  das  Glied  positiv,  für  größere  negativ,  solange  der  Mond  eine 
mäßige  Deklination  hat 

Ganz  die  entsprechenden  Betrachtungen  lassen  sich  nun,  statt  für  den  Mond, 
auch  für  die  Sonne  durchführen,  man  erhält  also  eine  halbtägliche,  eine  tägliche 
und  eine  dritte,  in  diesem  Falle  offenbar  halbjährliche  Sonnenflut.  Die  Wasser- 
schwankungen infolge  der  Deklination  sind  aber  für  Sonne  und  Mond  verschieden, 
da  die  Sonne  regelmäßig  zwischen  23°  27' 10"  nördlich  und  südlich,  der  Mond 
aber  je  nach  der  Neigung  seiner  Bahn  zwischen  wechselnden  Grenzen  in  Dekli- 
nation sich  bewegt.  Durch  das  tägliche  Zusammenwirken  von  Sonne  und  Mond 
in  relativen  Stellungen  zueinander,  die  im  Laufe  eines  Monats  zwischen  Kon- 
junktur und  Opposition  variieren,  entsteht  nun  das,  was  man  die  halbmonatliche 
Ungleichheit  nennt,  und  was  sich  am  extremsten  eben  in  den  Phänomenen  von 
Springflut  und  Nippflut  äußert.  Ihr  Verhältnis  —  nach  der  statischen  Theorie 
—  ergibt  sich  einfach  aus  den  Massen  und  Entfernungen  der  beiden  Himmels- 
körper mit  Rücksicht  auf  die  obige  Formel  für  die  Relativwirkung;  es  ergibt  sich 
für  das  Verhältnis  von  Sonnenflut  zu  Mondflut  1  :2,25  und  folglich  für  das  Ver- 
hältnis von  Spring-  und  Nippflut  etwa  2,25  +  1:2,25  —  1  oder  2,6:1.  Um 
absolute  Fluthöhen  zu  erhalten,  muß  man  die  irdische  Schwere,  die  der  Flut- 
erhebung entgegenwirkt,  in  Betracht  ziehen;  man  findet  dann  zunächst,  daß  die 
größte  Verminderung  der  Schwere  durch  die  Flutkraft  des  Mondes  nur  V9000000» 
die  größte  Vermehrung  sogar  nur  ^/^ 3000000  ^^^^^  Wertes  beträgt,  und  daß  für 
die  Sonne  nur  knapp  die  halben  Werte  gelten;  und  schließlich  wird  die  ganze 
Niveaudifferenz  zwischen  Hochwasser  und  Niedrigwasser  für  den  Mond  0,55  m, 
für  die  Sonne  0,24  m;  die  Niveaudifferenz  zwischen  Springflut  und  Springebbe 
würde  also  0,79  m,  die  zwischen  den  Nippgezeiten  0,81  m  betragen. 

Zu  den  hier  erwähnten  Flutgattungen  kommen  nun  noch  zahlreiche  andere, 
herrührend  von  der  Veränderlichkeit  der  astronomischen  Elemente  von  Erd-  und 
Mondbahn,  z.  B.  die  wechselnden  Entfernungen,  die  Wanderung  der  Knoten  u.  s.w.; 
Perioden,  die  teils  ganzjährig,  teils  vieljährig,  z.  B.  19 jährig  sind,  aber  quantitativ 
zurücktreten. 

Die  angeführten  Resultate  der  statischen  Theorie  der  Gezeiten  werden 
durch  die  Tatsachen  in  den  meisten  Hinsichten  auch  nicht  annähernd  bestätigt; 
weder  ist  unter  dem  Monde  höchste  Flut,  noch  stimmen  die  NuUinien,  und  am 
schreiendsten  ist  der  Widerspruch  hinsichtlich  der  Fluthöhe,  die  für  verschiedene 
Orte  sehr  verschieden  ist  und,  statt  nach  Bruchteilen  eines  Meters  zu  messen, 
bis  zu  vielen  Metern  hinaufgeht.  Es  ist  ohne  weiteres  einleuchtend,  daß  diese 
Unstimmigkeit  aus  zwei  verschiedenen  Quellen  fließt:  aus  dem  Umstand,  daß  die 
Erdoberfläche  nicht  gleichförmig  von  Wasser  bedeckt  ist,  sondern  eine  sehr  un- 
regelmäßige Verteilung  von  Land  und  Wasser  aufweist,  und  aus  dem  Umstand,  daß 
es  sich  nicht  um.  ein  hydrostatisches,  sondern  um  ein  hydrodynamisches  Problem 
handelt.  Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  ist  es  natürlich  unmöglich,  die  Kon- 
figuration von  Wasser  und  Land  in  mathematischer  Form  in  Betracht  zu 
ziehen;  man  kann  aber  immerhin  die  wesentlichen  Modifikationen  feststellen,  die 
zu  erwarten  sind.  Es  ergibt  sich,  daß  die  halbtägliche  Flut  nicht  mehr  an  den 
Polen  und  die  ganztägliche  nicht  mehr  an  Polen  und  Äquator  verschwindet; 
endlich  verschwindet  die  halbmonatliche  bezw.  halbjährliche  Flut  nicht  mehr 
unter  der  durch  ß^  =  arcsin  j/^  charakterisierten  Breite,  sondern  unter  der  durch 
arcsin  ]/(l  +  «)/3,  wo  b  der  Mittelwert  von  3sin^/S  —  1  für  den  mit  Wasser  be- 
deckten Teil  der  nördlichen  bezw.  südlichen  Halbkugel  ist;  für  jene  wird  etwa 
/?(,  =  32,  für  diese  37^;  das  Mittel  für  die  ganze  Erde  ist  34^57',  also  vom 
früheren   nur  wenig   verschieden.     Es  muß  in  bezug  auf  das  Weitere  dieser  Be- 
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trachtungen  auf  die  Bücher  von  Thomson  und  Tait  und  Darwin  und  auf  des 
letzteren  Artikel  in  der  Enc.  Brit.  verwiesen  werden. 

Dynamisohe  Theorie.  In  dieser  Theorie,  die  von  Laplace  begründet  und 
nach  und  nach  zu  einem  relativ  hohen  Grade  von  Vollkommenheit  geführt 
worden  ist,  werden  die  Gezeiten  als  eine  Art  von  erzwungenen  Schwingungen 
des  Wassers  betrachtet,  erzwungen  durch  äußere  periodische  Kräfte,  nämlich 
durch  die  Anziehung  von  Seiten  des  Mondes  und  der  Sonne.  Man  kann  die  auf 
diesem  Gedanken  aufgebauten  Theorien  in  drei  Klassen  einteilen,  nämlich  in  die 
Kanaltheorie,  die  Theorie  der  Gezeiten  ebener,  d.  h.  relativ  kleiner  Gewässer  imd 
die  Theorie  der  Gezeiten  des  großen  Weltmeeres.  Diese  Theorien  sind  nament- 
lich von  Laplace,  Green,  Airy,  Lord  Kelvin,  Lord  Rayleigh,  Darwin, 
Stokes  und  Lamb  entwickelt  worden;  auf  die  Arbeiten  dieser  Autoren  ist  hin- 
sichtlich alles  näheren  zu  verweisen. 

Die  Kanaltheorie  stellt  sich,  um  das  Problem  zweidimensional  zu  machen, 
einen  dem  Äquator  parallelen,  also  zunächst  einen  äquatorialen  Kanal  selbst,  von 
überall  gleichem  Querschnitt,  geringer  Tiefe  und  geringen  Niveauschwankungen 
vor.  Die  Dififerenz  der  tangentialen  Beschleunigungen  von  Wasser  und  Erde, 
also  die  relative  tangentiale  Beschleunigung  des  Wassers  gegen  die  feste  Erde 
infolge  der  Einwirkung  eines  Himmelskörpers  ist  alsdann  (Bezeichnung  wie  oben): 

(77)  ~m^^sm{2q>)      ; 

und  hierin  hat  man,  wenn  T  die  Umlaufszeit  des  Himmelskörpers  und  /  =  2  jc  ^x 
der  Erdumfang  ist, 


(78) 


..  =  2«(f-f) 


zu  setzen.     Das  ist  also  der  Kraftwert  X,   der  in  die  zweite  der  beiden  Grund- 
gleichungen erzwungener  Wellen  [c  =  ']/gh  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit): 

öV  _  2  öV  d^u  _  ^  d^u      1    ex 

einzusetzen  ist;  als  Lösung  ergibt  sich  für  die  seitliche  Verschiebung  u  und  die 
vertikale  Spiegeländerung  y  —  A: 

Die  Periode  ist  also  halbtägig,  und  die  Flut  ist  direkt  oder  invers  (d.  h. 
unter  dem  Monde  ist  Hoch-  oder  Niedrigwasser),  je  nachdem  f^>/^/7^  oder 
c^  ^  fijT^  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Welle  schneller  oder  langsamer  als  der 
Mond  um  die  Erde  läuft  Nun  ist  das  Weltmeer  bei  weitem  nicht  so  tief,  daß 
der  erste  Fall  eintreten  könnte;  die  halbtägige  Flut  ist  also  immer  invers  —  ein 
Ergebnis,  das  also  dem  der  statischen  Theorie  genau  entgegengesetzt  ist.  — 
Liegt  der  Kanal  nicht  im  Äquator,  sondern  in  einem  Parallelkreise,  so  bleiben 
die  Fluten  bis  zu  einer  gewissen  geographischen  Breite  des  Kanals  noch  invers, 
darüber  hinaus  aber  werden  sie  direkt.  Ist  die  Fluthöhe  und  die  Geschwindig- 
keit der  Flutwelle  nicht  mehr  klein,  so  hört  die  Welle  auf,  stationär  und  sym- 
metrisch zu  sein,  und  die  Verhältnisse  werden  kompliziert.  In  noch  höherem 
Maße  ist  letzteres  der  Fall,  wenn  der  Kanal  nicht  gleichmäßige  Tiefe  hat,  son- 
dern nach  bestimmtem  Gesetz  flacher  wird,  und  wenn  er  vielleicht  außerdem 
auch  schmäler  wird;    die  Flutwelle  nimmt  dann  entsprechend  an  Höhe  zu,  aber 
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die  Einzelheiten  bedürfen  eingehender  Untersuchung  (Anwendung  auf  Meerengen, 
Flußmündungen  u.  s.  w.).  —  Betrachtet  man  endlich  einen  mit  einem  Meridian 
zusammenfallenden  Kanal,  so  erhält  man,  wenn  der  Mond  im  Meridian  steht, 
mit  Rücksicht  auf  die  bei  der  Erde  verwirklichten  Zahlenverhältnisse  in  Breiten 
über  45®  Flut,  unter  45**  Ebbe,  das  Umgekehrte  aber,  wenn  der  Mond  um  90® 
vom  Meridian  entfernt  ist 

Ebene,  flache  Meeresfläche.  In  dem  zweHen  der  obigen  Probleme  hat  man 
es  mit  allen  drei  Koordinaten  zu  tun;  nach  dem  in  der  allgemeinen  Wellen- 
theorie Gesagten  wird  man  demnach  hier  auf  BfiSSELSche  Funktionen  geführt 
und  kann  die  Rechnung  für  Kreis-  und  Ringflächen  leicht  bis  zu  x  einem  gewissen 
Grade  durchführen;  ebenso  für  rechteckige  Becken.  Es  kommt  nur  darauf  an, 
den  Übergang  von  den  früher  betrachteten  freien  zu  den  hier  geltenden  er- 
zwungenen Schwingungen  zu  machen,  und  es  eipbt  sich  dabei  natürlich  eine 
besonders  kräftige  —  ohne  Rücksicht  auf  die  Reibung  sogar  unendlich  starke  — 
Flut  im  Falle  der  Resonanz,  d.  h.  wenn  die  Periode  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen mit  der  der  freien  übereinstimmt 

Weltmeer.  Bei  dem  dritten  Problem,  mit  dem  man  sich  der  gewünschten 
dynamischen  Gezeitentheorie  am  meisten  nähert,  kann  man,  insoweit  es  sich  um 
die  drei  Haupttypen,  die  halb-,  ganztägige  und  halbmonatliche  bezw.  halbjährliche 
Flut  handelt,  unmittelbar  an  die  obige  statische  Formel  anknüpfen,  muß  diese 
aber  nunmehr  mit  den  Lösungen  kombinieren,  die  die  dynamischen  Gleichungen 
für  die  Strömungsgeschwindigkeit  in  der  Längen-  und  Breitenrichtung  ergeben. 
In  erster  Annäherung  hängt  bei  der  halbtäglichen  Flut  alles  von  der  geographi- 
schen Breite  ß  ab,  also,  wenn  man  cos^  =  f*  setzt,  von  der  Größe  fi;  nach 
Potenzen  von  ihr  kann  man  die  dynamische  Fluthöhe  /"  im  Vergleich  zur 
statischen  JP  entwickeln,  wobei  natürlich  die  Wassertiefe  entscheidend  mitspricht. 
Für  drei  Werte  derselben,  nämlich  2206,  8827  und  17654  m,  hat  schon 
Laplace  die  Rechnung  durchgeführt  und  z.  B.  für  die  mittlere  (die  etwa  den 
größten  Ozeantiefen  entspricht) 

1        F'  =  Fiii^  +  6,1960  fi*  +  8,2474  ^«  +  0,7238  ^^ 
^  '^  I  +  0,0919  fi^^  +  0,0076  (i^^  +  0,0004  |ii") 

gefunden.  An  den  Polen  {ji  =  0)  findet  keine  Ebbe  imd  Flut  statt.  Am 
Äquator  (f*  =  1)  wird  in  den  obigen  drei  Fällen 

i^/ =- 7,434 /-    ,  /;'=+ 11,267 /-    ,  /;'«+ 1,924/-     ; 

die  Flut  am  Äquator  ist  also  im  ersten  Falle  invers,  in  den  beiden  anderen 
direkt;  auch  ist  sie,  namentlich  in  den  beiden  ersten  Fällen,  sehr  viel  stärker  als 
die  statische  Flut  In  mittleren  Breiten  findet  der  Wechsel  von  inverser  zu 
direkter  Flut  bei  bestimmten  Meerestiefen  statt,  in  der  Nähe  der  Pole  ist  sie 
stets  direkt.  —  Am  merkwürdigsten  wird  das  Resultat  für  die  ganztägliche  Flut 
[zweite  Reihe  der  Gleichung  (76)];  es  ergibt  sich  nämlich  in  erster  Annäherung 
zu  null,  d.  h.  es  findet  keine  Spiegeländerung  statt  (wohl  aber  seitliche  Strö- 
mungen); auch  dieses  Ergebnis  verdankt  man  schon  Laplace,  der  hierdurch  die 
geringe  Höhe  der  täglichen  Gezeiten  zuerst  verständlich  machte.  —  Dagegen  hat 
sich  Laplace  mit  der  dritten  Reihe,  den  langwelligen  Fluten,  nicht  beschäftigt, 
weil  er  für  sie  die  statische  Theorie  für  ausreichend  hielt.  Indessen  ergibt  eine 
auch  nur  angenäherte  Berechnung,  daß  das  nicht  der  Fall  ist  (vgl.  z.  B.  Wiens 
Lehrbuch,  p.  252);  die  dynamische  Fluthöhe  (für  den  Mond)  wird  nämlich  z.  B. 
für  8827  m  Meerestiefe  am  Äquator  nur  '/j^^,  und  am  Pole  sogar  nur  knapp  die 
Hälfte  der  statischen;  für  2206  m  Meerestiefe  werden  die  entsprechenden  Zahlen 
gar  nur  knapp  ^/g  bezw.  knapp  ^/g. 
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Harmonisohe  Analyse  und  Synthese  der  Gezeiten.  Aus  der  gegebenen 
Skizze  der  Theorie  läßt  sich  ersehen,  wie  wenig  Aussicht  es  bietet,  den  zeitlichen 
und  örtlichen  Verlauf  der  Gezeiten  im  einzehien  und  in  einigermaßen  exakter 
Weise  aus  den  theoretischen  Formeln  ableiten  zu  wollen.  Man  ist  daher  zu 
einem  anderen  Verfahren  übergegangen,  das  sich  mehr  an  die  Erfahrung  hält, 
und  dieses  Verfahren  hat  in  der  Tat  glänzende  Erfolge  aufzuweisen.  Man  kann 
es  als  eine  Art  von  Extrapolation  von  der  Vergangenheit  und  Gegenwart  in  die 
Zukunft  hinein  bezeichnen;  nun  ist  zwar  im  allgemeinen  eine  solche  Extrapolation 
sehr  gefährlich;  hier  aber,  wo  kein  Grund  vorliegt,  anzunehmen,  daß  die  ursäch- 
lichen Faktoren,  die  die  Gezeiten  bestimmen,  sich  plötzlich  oder  auch  nur  mit 
merklicher  Geschwindigkeit  allmählich  ändern,  da  vielmehr  alles  mit  astronomischer 
Genauigkeit  bekannt  ist,  liegt  irgend  ein  Bedenken  nicht  vor.  Man  verzeichnet 
also  erstens  die  Schwankungen  des  Spiegels  nach  dem  graphischen  Verfahren, 
löst  die  so  erhaltene  Kurve  in  ihre  Elemente  vom  einfach  harmonischen  (Sinus-) 
Charakter  auf,  was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  setzt  die  so  erhaltenen  Sinus- 
kurven in  die  Zukunft  hinein  fort  und  setzt  aus  ihnen  nun  rückwärts  wieder  die 
zukünftige  Flutkurve  zusammen. 

Im  einzelnen  ist  über  dieses  Verfahren  kurz  folgendes  zu  bemerken.  Zur 
Erledigung  der  ersten  Aufgabe  dienen  die  Flutmesser,  deren  Konstruktion,   trotz 


Flutkurve  von  Bombay  (22.  bis  30.  IV.  1884). 
Figur  391. 


der  offensichtlichen  Schwierigkeiten,  gegenwärtig  eine  große  Vollkommenheit  er- 
langt hat.  Ein  gewöhnlicher  Pegel  ist  offenbar  nicht  brauchbar,  weil  er  die 
Flutbewegungen  von  den  übrigen  Bewegungen  des  Wassers  nicht  sondert  und 
weil  seine  Ablesung,  zumal  man  ihn  in  einigem  Abstand  von  der  Küste  auf- 
stellen müßte,  unbequem  und  ungenau  sein  würde.  Man  verwendet  daher  das 
Prinzip  der  kommunizierenden  Röhren,  läßt  eine  möglichst  weit  ins  Meer  hinaus- 
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ragende  Horizontalröhre  sowohl  draußen  als  auch  an  der  Küste  in  ein  Vertikal- 
rohr münden  und  setzt  auf  den  Wasserspiegel  in  letzterem  einen  Schwimmer; 
verbindet  man  diesen  noch  mit  Hilfe  eines  feinen  Drahtes  mit  einem  Mechanismus 
zur  graphischen  Aufzeichnung  auf  einer  rotierenden  Trommel,  \md  gibt  man  dem 
ganzen  Apparat  eine  so  große  Schwere  und  Trägheit,  daß  alle  nicht  zur  Sache 
gehörigen  Bewegungen  wirkungslos  bleiben,  so  hat  man  den  W.  Thomson  sehen 
selbstregistrierenden  Flutmesser,  der  häufig  noch  mit  einem  Integraphen  zur 
Angabe  des  mittleren  Wasserstandes  verbunden  wird  und  in  verschiedenen  Aus- 
führungen (Newman,  Stahlberger,  Reitz  u.  s.  w.)  in  Hafenplätzen  und  an  Inseln 
aufgestellt  ist.  Die  Kurven,  die  die  Instrumente  liefern,  sind  von  großer  Feinheit 
und  Gleichmäßigkeit,  haben  im  großen  und  ganzen  natürlich  Wellenform,  lassen 
aber  im  einzelnen  die  verschiedenen  Einflüsse  von  Mond-  und  Sonnenstellung 
deutlich  erkennen.  Figur  391  gibt  eine  Probe  solcher  Diagramme;  die  Papier- 
trommel ist  achtmal  hintereinander  vom  Stift  beschrieben,  die  kleinen  Unregel- 
mäßigkeiten   infolge    von  Wellenbewegung    anderer   Natur  sind   weggelassen,    ein 


r^    r^ 


v^ 


' 


Figur  392. 

Umlauf  entspricht  24  Stunden,  und  da  die  Flutperiode,  etwas  länger  ist,  fallen 
die  acht  Kurven  deutlich  auseinander.  Auch  für  den  zweiten  Teil  der  Aufgabe, 
die  Reduktion  der  Beobachtungen,  d.  h.  die  Zerlegung  der  Kurven  in  Sinus- 
kurven von  bestimmten  Perioden  und  Amplituden,  haben  J.  und  W.  Thomson 
einen  genialen  mechanischen  Apparat  erfunden,  den  „harmonischen  Analy- 
sator", dessen  Spitze  man  nur  längs  der  vom  Flutmesser  gelieferten  Kurve 
hinzuführen  braucht,  um  die  bezüglichen  Zahlenkoeffizienten  zu  erhalten.  Diese 
harmonischen  Analysatoren  sind  dann  vielfach  modifiziert  und  vervollkommnet 
worden,  z.  B.  in  Gestalt  der  Sommerfeld -Wiechert sehen  Integriermaschine. 
Hat  man  keine  derartige  Maschine,  so  muß  man  die  Koeffizienten  als  FouRiERsche 
Integrale  von  der  bekannten  Form  darstellen  und  ausrechnen,  was,  wie  man  sich 
vorstellen  wird,  zu  äußerst  umfangreichen  Rechnungen  führt  Endlich  hat,  was 
den  dritten  Teil  der  Aufgabe,  die  Synthese  für  die  Zukunft  betrifft,  ebenfalls 
William  Thomson  die  Idee  und  Theorie  eines  seitdem  in  der  Konstruktion 
von  Roberts  und  Leger  vielfach  in  Gebrauch  gekommenen  „Flut  an  kündigers" 
gegeben,  der  im  wesentlichen  aus  Systemen  von  Rollen,  festen  und  beweglichen, 
besteht,  von  denen  die  beweglichen  durch  einen  Kreuzschlitz  derart  mit  Kurbeln 
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verbunden  sind,  daß  deren  Umdrehung  auf  sie  in  Gestalt  von  vertikaler  Auf- 
und  Abschwingung  übertragen  wird;  gibt  man  nun  diesen  Kurbeln  die  geeigneten 
Radien  und  Drehungsgeschwindigkeiten,  so  kann  maji  die  einzelnen  Flutkompo- 
nenten durch  sie  wiedergeben,  von  Rolle  zu  Rolle  superponieren,  und  der  Schreib- 
stift wird  die  gesamte  Flutkurve  beschreiben.  Der  Apparat  in  seiner  Ausführung 
ist  natürlich  sehr  kompliziert,  das  Schema  wird  aber  durch  Figm:  392  genügend 
wiedergegeben.  Je  mehr  Rollen  der  Apparat  hat,  desto  mehr  Komponenten 
kann  er  darstellen;  der  indische  Apparat  hat  z.  B.  nicht  weniger  als  24  Rollen. 

Resultate.  Was  nun  die  Ergebnisse  dieser,  wie  man  sie  nennen  kann, 
empirischen  Theorie  betrifft,  so  sind  sie,  wenigstens  wenn  nicht  besondere  meteo- 
rologische Störungen  hinzutreten  und  das  Resultat  trüben,  überraschend  günstig, 
und  sie  werden  mit  der  Vervollkommnung  der  Analyse  und  Synthese  von  Jahr 
zu  Jahr  günstiger;  natürlich  verhalten  sich  hier  auch  verschiedene  Breitengebiete 
und  die  einzelnen  Hafenorte  —  denn  um  solche  handelt  es  sich  in  der  Praxis 
fast  immer  —  sehr  verschieden. 

Die  Ergebnisse  können  entweder  in  der  Gestalt  von  Fluttafeln  bezw.  Ge- 
zeitentafeln oder  aber,  noch  anschaulicher,  in  der  Form  von  Flutkarten  oder 
Gezeitenkarten  dargestellt  werden.  In  dieser  Hinsicht  sind  England,  Indien  und 
Amerika  vorangegangen;  neuerdings  folgt  aber  Deutschland  nach,  und  die  von 
der  Seewarte  herausgegebenen  Vierteljahrskarten  sowie  der  kürzlich  erschienene 
Gezeitenatlas  für  die  deutschen  Meere  gehören  zum  vortrefflichsten  auf  dem  vor- 
liegenden Gebiete. 

Es  gibt  nur  wenige  Orte,  für  die  am  Tage  von  Voll-  und  Neumond  das 
Hochwasser  im  Augenblick  der  Kulmination  des  Mondes  eintritt,  für  die  also  die 
Hafenzeit  null. ist  —  freilich  auch  nur  wenige,  wo  um  diese  Zeit  Niedrigwasser 
herrscht;  die  Beharrung  des  Wassers  und  der  Einfluß  der  Kontinente  setzt  sich 
eben  in  komplizierter  Weise  zusammen.  Für  irgend  einen  Tag  findet  man  die 
Zeit  des  Hochwassers,  wenn  man  zur  Kulminationszeit  des  Mondes  die  Hafen- 
zeit addiert  und  wegen  der  halbmonatlichen  Ungleichheit  (s.  o.)  folgende  aus  zahl- 
reichen Beobachtungen  abgeleitete  Korrektion  vornimmt: 

Kulmination  123456789         10         11     Uhr 

Korrektion      —13     -28     -43     -55      -63     -63     -44      -15      +9      4-16      +11  Minuten 

Verbindet  man  alle  Punkte  mit  gleichen  Hafenzeiten,  so  erhält  man  die 
Flutwellenlinien  oder  Isorachien,  die  erkennen  lassen,  wie  sich  das  Hoch- 
wasser aus  den  Ozeanen  in  die  Kanäle  und  Binnenmeere  fortpflanzt.  Das  Meer 
wird  dadurch  in  zwei  Teile  geteilt,  einen  mit  (zurzeit)  Flutströmung,  den  anderen 
mit  Ebbeströmung;  dazwischen  liegen  vielfach  Meeresteile,  die  sich  im  gezeit- 
lichen Ruhezustand  befinden.  Im  folgenden  sind  für  einige  deutsche  Orte  Hafen- 
zeit und  mittlerer  Flutwechsel  (Höhendifferenz  zwischen  mittlerer  Flut  und  mitt- 
lerer Ebbe)  in  Metern  angegeben: 


Nordsee 

Elbe 

Ostsee 

Norderney  .     .   1 10  h  53  m    2,4 

Kuxhafen    .    |  Oh  49  m 

2,8 

Fehmam     . 

5h  45  m 

0,060 

Helgoland.     .     11h  30m    2,1 

Glückstadt  . 

2h  52  m 

2,9 

Arcona  .     . 

8h  35  m 

0,020 

Emden  ...       Oh  17  m    2,8 

Hamburg    . 

5h  lOm 

1,9 

Swinemünde 

11h  30m 

0,018 

Wilhelmshafen  1    Oh50ro    3,5 

1 

Bremerhafen   .       1  h    4  m  !  3,3 

ii 

1 

1 

L 


In  der  Mitte  der  großen  Ozeane  beträgt  der  Flutwechsel  nur  Bruchteile 
eines  Meters,  andererseits  im  Golf  von  Bristol  bis  zu  10  und  in  der  Fundy  Bai 
bis  zu  15  m.  Außerdem  erhält  man  bei  Springflut  überall  fast  die  doppelten 
der  obigen  Werte.     Herrscht  bei  Springflut  —   eventuell  auch  bei  gewöhnlicher 
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Flut  —  außerdem  noch  ein  heftiger,  vom  offenen  Meere  nach  der  Küste  ge- 
richteter Wind,  so  tritt  das  berüchtigte  Phänomen  der  Sturmflut  auf. 

Ergänzungen.  Zu  der  obigen  Skizze  der  Lehre  von  den  Gezeiten  sind  noch 
einige  Zusätze  zu  machen,  teils  Nebenerscheinungen,  teils  Anwendungen  betreffend. 
Die  erste  jener  Erscheinungen  ist  die  sogen.  Flutreibung,  d.  h.  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  flutstrüraender  Flüssigkeit  und  festem  Erdkörper  bezw.,  all- 
gemeiner gesagt,  Weltkörper  —  denn  für  andere  Himmelskörper  müssen  ja  ganz 
entsprechende  Betrachtungen  gelten.  Soweit  es  sich  bei  dieser  Wechselwirkung 
um  einen  Einfluß  auf  die  Flüssigkeit  handelt,  ist  sie  in  die  obigen  Theorien  als 
Korrektion  einzuführen,  was  indessen  bei  der  ohnehin  schon  so  großen  Kompli- 
kation und  Unzulänglichkeit  dieser  Theorie  zunächst  keine  große  Bedeutung  hat; 
in  der  harmonischen  Analyse  und  Synthese  aber  ist  die  Reibung  ohnedies  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  mit  enthalten.  Interessant  dagegen  ist  die  andere  Seite 
jenes  Einflusses,  nämlich  die  Rückwirkung  der  Gezeiten  auf  den  festen  Welt- 
körper. Die  Flutreibung  muß  nämlich  die  Achsendrehung  des  Körpers  so  lange 
verlangsamen,  bis  sie  der  Umdrehung  um  den  Zentralkörper  gleich  geworden  ist; 
bei  dem  Monde,  dem  Satummonde  Japetus  und,  wie  es  scheint,  dem  Planeten 
Merkur,  ist  das,  ihren  betreffenden  Hauptkörpern  gegenüber,  schon  jetzt  der  Fall. 
Was  die  Erde  betrifft,  so  muß  sich  infolge  der  Mondfluten  die  Länge  des  Tages 
immer  mehr  steigern,  bis  sie  der,  inzwischen  freilich  ebenfalls  gewachsenen 
Monatslänge  gleich  geworden  ist;  eine  angenäherte  Rechnung  ergibt,  daß  alsdann 
Tag  wie  Monat  eine  Länge  von  55  jetzigen  Tagen  haben  werden;  die  Mondflut 
ist  alsdann  festgelegt.  Die  Sache  verwickelt  sich  aber  dadurch,  daß  dann  immer 
noch  veränderliche  Sonnenfluten  bestehen,  diese  werden  den  Tag  über  den 
Monat  hinaus  weiter  verlängern,  und  infolgedessen  werden  von  neuem  Mondfluten 
entstehen;  die  so  veränderten  Verhältnisse  werden  weiter  auf  die  Mondbahn  ein- 
wirken, den  Mond  der  Erde  spiralig  nähern  und  schließlich  auf  die  Erde 
stürzen  lassen. 

Die  zweite  der  gedachten  Erscheinungen  betrifft  die  Gezeiten  des  luft- 
förmigen  Erdmantels  einerseits,  was  in  die  Aerodynamik  gehört,  und  die  Ge- 
zeiten des  festen  Erdkernes  andererseits.  Wäre  die  Erde  vollkommen  starr, 
so  müßten  sich  alle  Gezeiten  in  voller  Größe  offenbaren;  ist  sie  es  nicht,  so  muß 
sie,  wie  namentlich  W.  Thomson  theoretisch  gezeigt  hat,  der  Wirkung  besonders 
der  langfristigeren  Gezeiten  in  erheblichem  Grade  nachgeben,  und  wir  können 
nur  die  Differenzen  zwischen  den  Deformationen  des  Ozeans  und  des  Erdkernes 
beobachten.  Leider  läßt  sich  diese  Frage  zurzeit  noch  nicht  mit  Sicherheit  ent- 
scheiden; denn  die  gut  erforschten  Gezeiten  von  kurzer  Periode  können  sehr 
wahrscheinlich  auf  den  Erdkern,  seiner  großen  Trägheit  wegen,  nicht  merklich 
wirken,  und  die  langfristigen  sind  noch  nicht  genügend  in  ihrer  Amplitude  be- 
kannt. Man  vergleiche  hierzu  die  Arbeiten  von  W.  Thomson,  Darwin,  Becker, 
LovE  und  Chree. 

Schließlich  ist  der  Gedanke  zu  erwähnen,  von  der  Gezeitenbewegung  eine 
praktische  Anwendung  zu  machen.  Daß  in  der  Flutbewegung  des  Meeres  eine 
große  Energiemenge  steckt,  ist  einleuchtend;  auch  ist  in  dem  periodischen 
Niveauwechsel  jener  Kontrast  gegeben,  der  nach  dem  zweiten  Hauptsatze  außer- 
dem noch  zur  Leistung  von  Arbeit  erforderlich  ist.  Andererseits  kommt  die 
lange  Periode  als  ungünstiges  Moment  in  Betracht,  als  weiteres  die  Unterbrechung 
w^ährend  des  Ebbestromes.  Aus  diesen  Gründen  haben  sich  derartige  Flut- 
mühlen oder  Flutmotoren  meist  nicht  bewährt;  aussichtsreich  und  zum  Teil 
schon  in  befriedigendem  Gange  sind  sie  nur  dort,  wo  es  tunlich  ist,  eine  größere 
Wassermasse  in  einem  relativ  kleinen  Becken  oder  noch  besser  in  zwei  solchen 
(einem  Flut-  und  einem  Ebbebecken)  abzufangen  und  durch  selbsttätige  Schleusen 
zum  offenen  Meere  in  Beziehung  zu  setzen;  auch  ist  eine  Anlage  erforderlich, 
die   eine   akkumulative   Ausgleichung    und    gleichförmige    Verteilung    der    Energie 
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gestattet;  man  vergleiche  z.  B.  den  neuesten  Vorschlag  von  Saunders  im  Scient. 

Amer.  (i6.  IX.  1905).     Ober    die    ökonomische  Güte  solcher  Anlagen,    wie  sie 

z.  B.   in   Kalifornien  und   Frankreich  in  Betrieb  sind,  lauten  die  Angaben  noch 
widersprechend.  ^ 


^  Literatur  zur  physikalischen  Gczeitenlehre:  Isaac  Newton,  Philosophiae 
naturalis  principia  math.,  Buch  I,  prop.  66  (1667).  —  S.  Laplace,  M6canique  c61este,  L.  4 
(1799).  —  J.  Whewell,  Trans.  Roy.  Soc.  1836—50.  —  Thomson  u.  Tait,  Handbuch  der 
theoretischen  Physik,  §  803  ff.  —  G.  B.  AiRY,  Enc.  Metrop.  Lond.  1845,  Art.  Tides  and 
waves.  —  G.  G.  Stokes,  Cambr.  a.  Dubl.  math.  Journ.  1849.  —  G.  Green,  Cambr.  phil. 
Trans.  6.  1837.  —  FERKEL,  United  St.  Coast  Surv.  1874.  p.  154.  —  W.  Thomson,  Trans. 
Roy.  Soc.  1863.  p.  573;  Phil.  Mag.  (4)  60.  227.  279.  388.  1875;  Rep.  Brit.  Ass.  1875.  — 
Lentz,  Von  Flut  und  Ebbe  des  Meeres.  Hamb.  1874.  —  G.  H.  Darwin,  Trans.  Roy.  Soc. 
1.  I.  1879;  2.  447.  539.  713.  1880;  Enc.  Brit,  9.  ed.  (1888),  Art.  Tides;  zahhreiche  Berichte 
in  d.  Rep.  Brit.  Ass.;  Proc.  Roy.  Soc.  41,  337.  1886;  Trans.  Roy.  Soc.  182  A.  159.  1891; 
Ebbe  und  Flut,  deutsch  von  A.  Pockels.  Leipzig  1902.  —  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5) 
1,  257.  1876;  (6)  6.  136.  1903;  Papers  L  251.  —  F.Becker,  Sill.  Journ.  (3)39.  336.  1890. 

—  A.  E.  H.  LovE,   Cambr.  phil.  Trans.  15.  107.    1891.  —  H.  Poincarä,   C.  R.  118.  948. 

—  C.  Chree,  Cambr.  phil.  Trans.  16.  133.  1897.  —  K.  Honda,  Phys.  Ztschr.  1905.   Nr.  4. 

—  Näheres  findet  man  in  den  Hand-  und  Lehrbüchern  von  Thomson  u.  Tait,  Lamb, 
Wien  u.  s.  w.  —  Wegen  der  Spezialprobleme,  des  Zahlen-  und  Kartenmaterials  vergleiche  man 
S.  Günther,  Lehrbuch  der  Geophysik.  2.  Aufl.  Stuttgart  1899.  2.  461.  —  v.  Boguslawski- 
Krümmel,  Handbuch  der  Ozeanographie.  —  KrOmmel,  Über  Gezeiten  wellen.  Kiel  1897.  — 
R.  A.  Harris,  Manual  of  tides,  Washingt  1894 — 1904,  5  Bde.,  mit  54  Tafeln  und  80  Karten, 
das  umfassendste  Werk  auf  dem  Gebiet,  auch  mit  reicher  Literatur.  —  BORGEN,  Harmonische 
Analyse  (Ann.  d.  Hydrogr.  1885  ff.).  —  Deutsche  Seewarte,  Atlas  der  Gezeiten  und  Gezeiten- 
ströme für  die  Nordsee  u.  s.  w.  Hamburg  1905.  —  Vgl.  auch  die  Ann.  der  Hydrographie, 
Berlin  1873  ff.,  sowie  die  verschiedenen  Segelhandbücher. 
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Kapillarität 

Von    F.  POCKELS. 


L  Historisches  über  die  Orundlagen  der  Theorie. 

An  den  Grenzflächen  einer  Flüssigkeit  äußern  sich  besondere  Kräfte,  welche 
namentlich  die  Gestalt  und  unter  Umständen  die  Lage  freier  Flüssigkeitsober- 
flächen bestimmen.  Nach  dem  am  längsten  bekannten,  hierher  gehörigen 
Phänomen,  nämlich  dem  Aosteigen  von  Flüssigkeiten  in  engen  Röhren  (Kapillar- 
röhren), wird  die  Gesamtheit  dieser  Wirkungen  als  Kapillarität  bezeichnet 
Exakte  Versuche  über  das  Ansteigen  in  Kapillarröhren  scheinen  zuerst  von 
BoRELLi^  und  JxTRiN^  ausgeführt  zu  sein,  welche  den  Satz  fanden,  daß  die 
Steighöhe  dem  Durchmesser  der  Röhre  umgekehrt  proportional  ist.  Zur  Er- 
klärung nahm  man  zunächst  lediglich  Anziehungskräfte  der  Röhren  wand  auf  die 
Flüssigkeit  an,  welche,  da  sich  die  Steighöhe  von  der  Wanddicke  unabhängig 
erwies,  nur  auf  unmerklich  kleine  Entfernungen  wirken  können.'  Clairault,  der 
sich  mit  der  theoretischen  Erklärung  der  Versuche  von  Jürin  beschäftigte, 
erkannte  die  Notwendigkeit,  auch  Anziehungskräfte  der  Flüssigkeitsteilchen  unter- 
einander mit  in  Betracht  zu  ziehen.*  An  diese  Vorstellung  knüpfte  sodann 
Laplace  an,  welcher  auf  Grund  der  Hypothese,  daß  zwischen  irgend  zwei 
Teilchen  der  gleichen  oder  auch  verschiedener  Substanzen  außer  der  Gravitation 
noch  eine  andere,  viel  schneller  mit  wachsender  Entfernung  abnehmende  An- 
ziehungskraft in  der  Verbindungslinie  wirke,  eine  vollständige  Theorie  der  Kapillar- 
erscheinungen entwickelte  (vgl.  VII,  i).*  Das  Hauptresultat  derselben  ist,  daß 
jene  „Kohäsionskräfte"  in  einer  Flüssigkeit  einen  Druck  erzeugen,  welcher  an 

einer  Stelle  in   der  Nähe  der   Oberfläche   durch  K+^Ill-— — h -5-)   gegeben 

ist,  wo  Hl  und  ff  Konstanten,  R^  und  R^  die  Hauptkrümmungsradien  der  Ober- 
fläche an  der  betrachteten  Stelle  bezeichnen.  Für  die  beobachtbaren  Erscheinungen 
kommt  nur  das  letzte,  der  mittleren  Krümmung  der  Oberfläche  proportionale 
Glied  in  ^Betracht,  und  dieses  stellt  zugleich  den  Druck  dar,  welchen  die  Ober- 
fläche vermöge  ihrer  Krümmung  auf  die  Flüssigkeit  ausüben  würde,  wenn  sie 
von    einer   dünnen    Membran   mit   der  überall  gleichen   Spannung   -J-  ff  gebildet 

^  G.A.BoRELLi,  De  motionibus  naturalibus  a  gravitate  pendentibus.  Reg.  1670. —  2  j  j^kin, 
Phil.  Trans.  30.  355,  363,  759,  1083.  1718.  —  ^  p.  Hawksbee,  Trans.  Roy.  Soc.  26.  27. 
1709 — 1713.  Über  weitere  Versuche  und  mißglückte  Erklärungsversuche  aus  jener  ersten  Zeit 
vgl.  Gehler  s  Physikal.  Wörterbuch,  II,  Kapillarität,  —  *  A.  C.  Clairault,  Theorie  de  la  figure 
de  la  terre.  Paris  1743.  Chap.  X,  p.  105 — 128.  —  ^  P.  S.  Laplace,  Theorie  de  l'action  capillaire. 
Supplement  au  livre  X  de  la  M6canique  Celeste,  p.  i — 65.  Paris  1806.  Suppl.  k  la  th^orie  de 
l'action  capillaire.  Paris  1807.  Beide  Abhandlungen  in  Oeuvres,  T.  IV,  p.  389 — 552  (Paris  1845, 
1880);  deutsch  in  Gilberts  Annalen  33.  1809. 
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wäre.  Auf  diese  Vorstellung  einer  konstanten  Oberflächenspannung  hatte 
bereits  vor  Veröffentlichung  der  Laplace  sehen  Theorie  Th.  Young  eine  voll- 
ständige Erklärung  der  Kapillaritätserscheinungen  gegründet,  die  er  jedoch  nicht 
mathematisch  durchführte.^ 

Die  Laplace  sehe  Theorie  erfuhr  eine  exaktere  Begründung  und  Vervoll- 
ständigung durch  Gauss  ^  (vgl.  VII,  2).  Derselbe  ging  aus  von  dem  Prinzip  der 
virtuellen  Verrückungen,  aus  dem  er  als  Gleichgewichtsbedingung  zunächst  die 
Forderung  eines  Minimums  der  potentiellen  Energie  aller  wirkenden  Kräfte  ab- 
leitete. Da  sich  nun  ergab,  daß  die  potentielle  Energie  der  Kohäsionskräfte 
einen  der  Oberfläche  proportionalen  Bestandteil  enthält,  so  war  jene  Minimum- 
bedingung durch  Variation  eines  Doppelintegrals  mit  veränderlichen  Grenzen  zu 
bilden,  —  ein  Problem,  für  welches  Gauss  bei  dieser  Gelegenheit  erst  die  Be- 
handlungsmethode ausarbeitete.  Als  Resultat  gewann  er  auf  diesem  Wege  außer 
der  Laplace  sehen  Differentialgleichung  der  freien  kapillaren  Oberfläche  auch  den 
von  Laplace  ohne  allgemein  gültigen  Beweis  aufgestellten  Satz  von  der  Konstanz 
des  „Randwinkels",  d.  h.  des  Winkels,  welchen  die  Flüssigkeitsoberfläche  mit 
einem  festen  Körper  von  bestimmter  Besehafienheit  bildet. 

Die  Gauss  sehe  Theorie  wurde  von  F.  Neumann  auf  den  Fall,  daß  ver- 
schiedene Flüssigkeiten  miteinander  in  Berührung  stehen,  ausgedehnt,  wobei  sieh 
insbesondere  ein  einfacher  Satz  ergab  über  die  Winkel,  unter  denen  die  Trennungs- 
fiäehen  dreier  Flüssigkeiten  in  einer  Linie  zusammenstoßen  köniien.' 

Während  Laplace  und  Gauss  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bis  zur  Ober- 
fläche hin  als  konstant  vorausgesetzt  hatten,  führte  Poisson*  die  Theorie  unter 
Annahme  einer  kontinuierlichen  Änderung  von  Dichte  und  Druck  in  einer  sehr 
dünnen  Übergangsschicht  durch,  wobei  sich  übrigens  dieselbe  Hauptgleichung 
und  Randbedingung  für  die  Flüssigkeitsoberfläche  ergab,  nur  mit  veränderter 
Bedeutung  der  Konstanten.  Mit  der  Kapillaritätstheorie  unter  Annahme  stetiger 
DiehteSnderung  beschäftigen  sieh  ferner  Arbeiten  von  Maxwell*  und  Rayleigh^;  i 

besonders  ist  dieselbe  aber  von  van  der  Waals'   und   seinen  Schülern®  weiter  , 

ausgebildet  worden,   welche   auf  die  Übergangsschicht  zwischen   einer  Flüssigkeit  ! 

und  ihrem  gesättigten  Dampfe  die  van  der  WAALSsehe  Zustandsgieichung   an-  1 

wenden  (siehe  VII,  4,  5).    Thermodynamische  Prinzipien  zuerst  auf  die  Kapillaritäts-  ] 

erseheinungen  angewendet  zu  haben,   ist  das  Verdienst  von  W.  Thomson^  und  j 

(in  allgemeinerer  Weise)  W.  Gibbs^®,  welche  zeigten,  daß  man  den  Grenzflächen 
einer  Flüssigkeit  auch   eine    Flächen-Entropie   zuschreiben   muß,    daß   also   mit  ^ 

einer  Änderung  der  Oberflächengröße  außer  einer  Arbeitsleistung  im  allgemeinen 
auch  ein  Wärmeeffekt  verbunden  sein  muß  (siehe  II,  2).  1 

'  Th.  Young,  Essay  on  the  cohesion  of  fluids  (Phil.  Trans.  Roy.  Soc.  London  1805,  I, 
p.  65I.  Der  Begriff  der  Oberflächenspannung  findet  sich  zuerst  bei  J.  A.  Segnek,  Comment. 
soc.  reg.  sc.  Gottingensis  1.  301.  1751.  —  *  C.  F.  Gauss,  Principia  generalia  theoriac  figurae 
fluidorum  in  statu  aequilibrii.  Comment.  soc.  reg.  sc.  Gottingen  7.  1830.  Gauss'  Werke  V. 
Göttingen  1867.  p.  29.  In  Übersetzung  von  R.  H.  Weber,  herausg.  von  H.  Weber  in  Ost- 
walds Klassikern  der  exakten  Wissenschaften.  Nr.  135.  Leipzig  1903.  —  3  Zuerst  veröffent-  ' 
licht  durch  P.  du  Bois-Reymond,  Dbsert.  Berlin  1859  und  PooG.  Ann.  139.  266.  1870. 
Denselben  Satz  leitete  Quincke  (Göttinger  Nachr.  1869.  p.  400;  Pogg.  Ann.  139.  58. 
1870)  direkt  aus  der  Vorstellung  der  Oberflächenspannung  ab.  —  *  S.  D.  PoissoN,  Nouvelle 
th^orie  de  l'action  capillaire.  Paris  1831.  P.  meinte  irrtümlicherweise,  daß  ein  stetiger  Übergang 
wesentliche  Bedingung  für  das  Auftreten  der  Kapillaritätsphänoroene  sei.  —  B  J.  C.  Maxwell, 
Capillary  acUon.  Encycl.  Brit.  1875;  Scient.  papers  2.  2.  (Cambridge  1890).  —  ^  Ix)rd 
Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  33.  209.  1892;  Sc.  papers  3.  513.  —  ^  J.  D.  van  der  Waals,  1 
Thermodynamische  Theorie  der  Kapillarität  unter  Voraussetzung  kontinuierlicher  Dichteänderung; 
Verhandl.  Akad.  van  Wetensch.  ll  Nr.  8.  Amsterdam  1893;  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  13.  1 
657 — 725.  1894.  —  8  Besonders  G.  Bakker,  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  33.  477.  1900;  48. 
17.  1904;  61.  344.  1905;  Ann.  d.  Phys.  17.  471.  1905;  23.  532.  1907. —  9  W.  Thomson, 
Proc.  Roy.  Soc.  9.  255.  1858;  Phil.  Mag.  (4)  17.  61.  —  10  J.  W.  Gibbs,  Equilibrium  of  hetero- 
geneous  substances,  Connecticut  Acad.  Trans.  3.  1876  u.  1878.  Übers,  in:  Thermodynamische 
Studien,  p.  66.     Leipzig  1892. 


Allg^  Physik.      Experimentelle  Begründung  der  Annahme  einer  Oberflächenspannung.  1 1 2 1 

Wir  werden  in  der  folgenden  Darstellung  nicht  die  Theorie  der  Kohäsions- 
kräfte  zum  Ausgangspunkt  nehmen,  sondern  die  erfahrungsmäßig  sichergestellte 
Existenz  einer  Oberflächenspannimg  oder  Oberfiächenenergie,  aus  der  sich  bereits 
alle  direkt  beobachtbaren  Kapillarerscheinungen  ableiten  lassen. 

Als  zusammenfassende  Darstellungen  der  Kapillaritätstheorie  sind  außer  den 
schon  zitierten  Abhandlungen  von  Laplace,  Gauss,  Poisson,  Maxwell  und 
GiBBS  zu  nennen: 

A.  Beer,  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie  der  Elastizität  und  Kapillarität. 
Leipzig  1869.  —  F.  Neumann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Kapillarität  (1857 — 1873). 
Hrsg.  von  A.  Wangerin.  Leipzig  1894.  —  J.  Plateau,  Statique  exp^rimentale  et  th^orique 
des  liquides  soumis  aux  seules  forces  mol6culaires.  Gand  1873.  —  E.  Mathieu,  Theorie  de  la 
capillarit6.  Paris  1883.— H.  Poincar^,  Capillarit^  (Le9ons  de  physique  mathöroatique,  1888/89). 
Paris  1895.  —  W.  Voigt,  Kompendium  der  theoretischen  Physik.  Bd.  I,  Teils,  5$§  5 — 7. 
Leipzig  1895.  —  H-  Minkowski,  Artikel  9.  „Kapillarität**  in  Bd.  V  der  Enzyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften.  1907. 


n«  Folgerungen  aus  der  Existenz  einer  Oberflächenenergie. 

1.   Experimentelle  Begründung  der  Annahme  einer 
Oberflächenspannung. 

Mannigfaltige  Beobachtungstatsachen  lassen  unmittelbar  erkennen,  daß  die 
freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  oder  die  Grenzfläche  zweier  verschiedener,  sich 
nicht  mischender  Flüssigkeiten  sich  möglichst  zu  verkleinern  strebt,  sich  also 
so  verhält,  als  wenn  sie  von  einer  gespannten  dehnbaren  Membran  (von  konstanter, 
d.  h.  von  der  Größe  der  Oberfläche  unabhängiger  Spannung)  gebüdet  wäre.  Es 
sei  z.  B.  an  den  Versuch  von  Plateau^  erinnert,  wonach  ein  der  Wirkung  der 
Schwere  entzogener,  frei  schwebender  Tropfen  —  etwa  ein  öltropfen,  umgeben 
von  einer  Alkohol- Wassermischung  von  gleichem  spezifischen  Gewicht  —  Kugel- 
gestalt annimmt,  also  diejenige  Form,  für  welche  bei  gegebenem  Volumen  die 
Größe  der  Oberfläche  ein  Minimum  ist.  Unmittelbar  und  in  meßbarer  Weise 
zur  Anschauung  bringen  läßt  sich  die  Oberflächenspannung  am  besten  an  ebenen 
Flüssigkeitslamellen  (etwa  aus  Seifenlösung  hergestellt).  Erzeugt  man  z.  B. 
eine  solche  Lamelle  in  einem  vertikalen  rechteckigen  Rahmen,  dessen  untere, 
horizontale  Seite  von  einem  beweglichen  leichten  Stäbchen  gebildet  wird,  so  zieht 
die  Lamelle  das  Stäbchen  in  die  Höhe^  und  dieses  muß  noch  mit  einem 
bestimmten  Gewicht  belastet  werden,  um  im  Gleichgewicht  zu  sein.  Oder  hängt 
man  einen  an  der  unteren  Seite  offenen  rechteckigen  Drahtrahmen  unter  einer 
Wagschale  so  auf,  daß  er  mit  dem  unteren  Ende  in  eine  Flüssigkeit  eintaucht, 
so  muß  man,  um  die  Wage  im  Gleichgewicht  zu  erhalten,  auf  die  andere  Schale 
ein  größeres  Gewicht  auflegen,  wenn  zwischen  dem  Rahmen  und  der  Flüssigkeit 
eine  Lamelle  der  letzteren  ausgespannt  ist,  als  wenn  keine  solche  besteht^ 
Endlich  sei  noch  einer  der  von  van  der  Mensbrugghe*  angegebenen  Versuche 
erwähnt:  Legt  man  auf  eine  ebene  Seifen wasserlamelle  einen  in  sich  geschlossenen 
dünnen  Faden  und  sprengt  den  von  demselben  umschlossenen  Teil  der  Lamelle, 
so  wird  der  Faden  durch  die  übriggebliebene  Lamelle  zu  einem  Kreise  gespannt. 
Die  Spannung,  welche  man  bei  diesen  Versuchen  an  Lamellen  beobachtet,  ist 
natürlich  die  doppelte  Oberflächenspannung. 


1  J.  Platäau,  Statique  exp^rimcDtale  et  thtorique  des  liquides.  Paris  1873.  —  *  -^l.  Dupr±, 
Ann.  chim.  phys.  (4)  7.  247.  1866.  Über  eine  andere  demselben  ^ecke  dienende  Versuchs- 
anordnung vgl.  ibid.  14.  64.  1868.  Vgl.  auch  Plateau,  1.  c.  p.  267.  —  *  Proctor  Hall, 
Phil.  Mag.  (5)  36.  385.  1893  (Methode  zur  Messung  der  Oberflächenspannung).  —  ♦  G.  van  der 
Mensbruggue,  Bull.  Acad.  de  Belgique  (2)  22.  308.  1866.   Vgl.  auch  Plateau,  1.  c.  p.  274. 
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2.   Oberflächenenergie. 

Aus  dem  somit  erfahrungsmäßig  erwiesenen  Vorhandensein  einer  konstanten  ^ 
Spannung  in  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  folgt  unmittelbar,  daß  zur  Vergröße- 
rung dieser  Oberfläche  bei  konstantem  Volimien  ein  mit  dieser  Vergrößerung  dO 
proportionaler  Arbeitsaufwand  =^adO  nötig  ist.  Hieraus  ist  zu  schließen,  daß 
die  Vergrößerung  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  auch  mit  einer  Vermehrung 
ihrer  Energie  verbunden  ist^  Doch  darf  man  den  Energiezuwachs  nicht  ohne 
weiteres  dem  obigen  Arbeitsaufwand  gleich  setzen;  denn  man  muß  von  vorn- 
herein die  Möglichkeit  zulassen,  daß  außer  diesem  letzteren  zur  Herstellung  einer 
isothermen  Oberflächenvergrößerung  auch  eine  Zufuhr  oder  Entziehung  von 
Wärme  erforderlich  ist  Natürlich  wird  diese  Wärmemenge . ebenfalls  der  Ober- 
flächenänderung proportional  sein  (=  wodO),  und  die  Anwendung  des  ersten 
Hauptsatzes  der  Wärmetheorie  auf  die  Masseneinheit  der  Flüssigkeit,  deren 
Energieinhalt  durch  Temperatur  /  und  Größe  der  Oberfläche  O  bestimmt  ist, 
ergibt  demnach  die  Gleichung: 

(l)  dE^fcdt  +  {a+/w(^dO      , 

woraus  folgt: 

_d£_  _  d{al/+  Wo) 
^  ^  dO'^  dt 

wo  c  die  spezifische  Wärme  der  Flüssigkeit,  /  das  mechanische  Wärmeäquivalent 
bezeichnet.  Femer  erfordert  der  zweite  Hauptsatz,  daß  auch  {cdt  +  wodO)jT 
(unter  T  die  absolute  Temperatur  verstanden)  ein  vollständiges  Diflerential  sei,  also: 

1     Bc 


(3) 

T    dO  ~  dt\T] 

Aus  (2) 

und 

(3)  folgt: 

1    d{ul/+wa)   _    d   Iwo 
T            dt               dt\T 

oder 

(4) 

T   da 

«'<'=       /    Bt       ' 

und  femer: 

de              T    a*a 

(5) 

dO~      J     dt* 

Die  Gleichung  (4),  welche  zuerst  von  Lord  Kelvin  '  durch  Betrachtung  eines 
Kreisprozesses  abgeleitet  worden  ist,  sagt  aus,  daß  mit  der  Oberflächen- 
änderung  immer  dann  ein  Wärmeeffekt  verbunden  ist,  wenn  die 
Oberflächenspannung  mit  der  Temperatur  variiert;  und  zwar  wird  eine 
adiabatische  Ausdehnung  der  Oberfläche  von  einer  Abkühlung  begleitet  sein, 
wenn  (wie  es  nach  dem  bisher  vorliegenden  Beobachtungsmaterial  immer  der 
Fall  zu  sein  scheint)  a  mit  steigender  Temperatur  abnimmt.  Allerdings  ist  dieser 
Wärmeefi'ekt,  wie  er  sich  nach  (4)  aus  den  experimentell  bestimmten  Werten  von 
da/d/  (vgl.  V,  3)  berechnet,  so  gering,  daß  er  höchstens  bei  sehr  starker  Ober- 
flächenverändemng   in    einer   äußerst    dünnen    Oberflächenschicht    oder    Lamelle 

^  Über  Ausnahmen  von  der  Konstanz  der  Oberflächenspannung  vgl.  V,  7  u.  8  und  VH,  3. 
—  2  Man  kann  die  Existenz  einer  Oberflächen-  oder  Grenzflächenenergie  auch  direkt  durch  die 
Erwägung  begründen,  daß  sich  die  Flüssigkeitsteilchen  in  unmittelbarer  Nähe  der  Grenzfläche  unter 
anderen  Zustandsbedingungen  befinden,  wie  im  Innern  (Boltzmann,  Pogg.  Ann.  141.  582. 
1870;    GiBBS,  1.  c).  —  3  Lord  Kelvin  (W.  Thomson),  Proc.  Roy.  Soc.  9.  255.  1858. 
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vorübergehend  eine  merkliche  Temperaturänderung  hervorbringen  könnte  und 
daher  der  Beobachtung  kaum  zugänglich  sein  dürfte.  Nach  Gleichung  (5)  würde 
im  allgemeinen  die  spezifische  Wärme  c  der  Flüssigkeit  von  der  Größe  ihrer 
Oberfläche  abhängen,  d.  h.  also  nach  (i)  die  zu  einer  bestimmten  Temperatur- 
erhöhung zuzuführende  Wärmemenge  ein  der  Oberflächengröße  proportionales 
Glied  enthalten.  Dasselbe  verschwindet  nur  dann,  wenn  die  Oberflächen- 
spannung eine  lineare  Funktion  der  Temperatur  ist^  welcher  Fall  aller- 
dings in  Wirklichkeit  immer  in  großer  Annäherung  vorzuUegen  scheint  (siehe  V,  3). 
Dann  wird  zugleich  der  Wärmeeffekt  wq  der  absoluten  Temperatur  proportional. 
Zufolge  (4)  enthält  auch  die  Entropie  der  Flüssigkeit  einen  der  Ober- 
fläche proportionalen  Anteil*,  und  zwar  ist  die  Entropie  der  Oberflächen- 
einheit (d.  h.  die  Änderung  der  Gesamtentropie,  welche  bei  Vergrößerung  der 
Oberfläche  um  die  Flächeneinheit  eintritt): 

(6)  ^o^-lf      • 

Ferner  ergibt  sich  nun  aus  (i),  wenn  Eq  die  Oberflächenenergie  pro  Flächen- 
einheit ist, 

(7)  tt==Eo-Jwo  =  Eo-THo     , 

(8)  £-0  =  «  -  7--^       . 

Gleichung  (7)  sagt  aus,  daß  die  Oberflächenspannung  gleich  ist  der 
auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  freien  Energie  der  Oberfläche.  Wenn 
man  früher  nach  Gauss  a  mit  der  ganzen  Oberflächenenergie  identifizierte,  so  hatte 
diese  Ungenauigkeit  doch  keinen  Einfluß  auf  die  weitere  Behandlung  der  Gleich- 
gewichtsformen kapillarer  Oberflächen;  denn  in  der  thermodynamischen  Be- 
handlung tritt  hierbei  die  Forderung  eines  Minimums  der  freien 
Energie  an  Stelle  derjenigen  eines  Minimums  der  Energie  selbst. 

Die  Oberflächenspannung  a  einer  Flüssigkeit  oder  die  Grenzflächenspannung  ai^2 
zweier  Flüssigkeiten  besitzt  die  Dimension  Kraft /Länge  oder  [w//^;  als  Einheit 
filr  ihren  zahlenmäßigen  Ausdruck  wird  entweder  Dyne/cm  oder  Milligramm- 
gewicht/mm gewählt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  unter  der  Oberflächenspannung  schlechtweg 
genau  genommen  diejenige  gegen  den  gesättigten  Dampf  der  Flüssigkeit  zu  ver- 
stehen ist,  von  welcher  aber  der  für  die  Grenzfläche  gegen  Luft  geltende  Wert 
in  den  meisten  Fällen  nicht  merklich  verschieden  ist.  (Vgl.  jedoch  V,  i,  C  und  2,  B.) 

3.   Ableitung  der  allgemeinen  Glelchgewichtsbedingung  für  die  freie* 
Oberfläche  einer  Flüssigkeit, 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ist  zufolge  einem  allgemeinen  Prinzip  die,  daß 
bei  allen  virtuellen  Variationen  der  Oberflächengestalt  der  Flüssigkeit  die  gesamte 
freie  Energie  ungeändert  bleiben  muß;  und  zwar  muß  dieselbe  ein  Minimum 
sein,  wenn  das  Gleichgewicht  stabil  sein  soll.  Die  zu  variierende  Gesamtenergie 
setzt  sich  zusammen  aus  der  potentiellen  Energie  <Z>  der  auf  alle  Volumelemente 
der  Flüssigkeit  wirkenden  äußeren  Kräfte  und  aus  der  freien  Oberflächenenergie  a  O. 
Virtuelle  Veränderungen  der  Oberfläche  sind  alle  Deformationen  derselben,  welche 
das  Volumen  V  der  Flüssigkeit  ungeändert  lassen;  es  ist  also  das  Minimum  von 
O  +  aO  aufzusuchen  unter  der  Nebenbedingung  dV=  0.     Ist  die  Fläche  O 


*  Vgl.  M.  Cantor,  Wied.  Ann.  47.  420.  1893  und  H.  Pellat,  C.  K.  118.  1193, 
1894.  —  2  Vgl.  W.  GiBBS,  Thermodynamische  Studien,  p.  365,  Siehe  auch  A.  Einstein, 
Ann.  d.  Phys.  4,   513.    1901. 
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nicht  geschlossen,  sondern  besitzt  sie  eine  Randkurve,  in  welcher  sie  an  einen 
festen  Körper  (oder  eine  andere  Flüssigkeit)  grenzt,  so  soll  dieselbe  bei  der 
folgenden  Betrachtung  zunächst  unverändert  bleibend  gedacht  werden.  Es 
handelt  sich  nun  zunächst  darum,  dO  durch  die  (bis  auf  die  Bedingung  der 
Stetigkeit)  willkürlichen  Verrückungen  der  Oberflächenelemente  auszudrücken.  Man 
denke  sich  hierzu  die  Oberfläche  durch  zwei  Scharen  ihrer  Krümmungslinien  in 
unendlich  kleine  Elemente  (Kurvenrechtecke)  dO  zerschnitten.  Dann  kann  eine 
willkürlich  angenommene  stetige  unendlich  kleine  Deformation  der 
Oberfläche  dadurch  hervorgebracht  werden,  daß  man  die  Eckpunkte 
dieser  Rechtecke  um  unendlich  kleine  Strecken  6n  längs  der 
Flächennormale  verschiebt;  denn  eine  tangentiale  Verschie- 
bung der  Flächenpunkte  würde  ja  die  Gestalt  der  Fläche  (und,  da 
sie  zufolge  der  Voraussetzung  unveränderter  Randkurve  am  Rande 
der  Fläche  verschwindet,  auch  deren  Größe)  nicht  ändern.  Eine 
einfache  geometrische  Überlegung  lehrt  mm  (s.  Figur  393),  daß  sich 
bei  der  normalen  Verschiebung  dn  der  Eckpunkte  eines  Flächen- 
elements äO  der  oben  bezeichneten  Art  dessen  Größe  im  Verhältnis 

FiB»r393.        Ji  +  ^j  |i  +  ^j  =  i  +  ^«  |±.  +  _Lj  ändert,  wenn  Ä,  und 

i^  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  an  der  betrachteten  Stelle  sind,  positiv 
gerechnet,  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der  negativen,  in  das  Innere  der 
Flüssigkeit  hinein  gerichteten  Seite  der  Normale  n  liegt.     Demnach  ist 

und  die  Variation  der  freien  Oberflächenenergie  ^ 

(9)  *(«^  =  */*''("^  +  :^)''^  • 

Ferner  ist,  wenn  9  das  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Potential  der  äußeren 
Kräfte  in  der  Oberfläche,  und  a  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  (eigentlich  ver- 
mindert um  diejenige  des  angrenzenden  Dampfes  oder  Gases),  bezeichnet: 

(10)  öO  =  Ca^SnäO      . 

Endlich  würde  die  bei  willkürlichen  Verschiebungen  ön  eintretende  Ver- 
größerung des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Volums  sein 

.1)  dV^jdndO      . 

Soll     nun    für    alle     möglichen    Verschiebungen,     welche     der    Bedingung 
idO^O  genügen,  d{aO  +  0)  verschwinden,  so  ist  das  nur  möglich, 

+  -£,      +  tf  9  längs  der  ganzen  Fläche  O  denselben  konstanten 

Wert  besitzt.  Denn  angenommen,  die  Größe  F  sei  nicht  konstant,  sondern  habe  an 
irgend  zwei  Stellen  A,  B  der  Oberfläche  verschiedene  Werte  Fj^  Fß,  wobei  Fj^-^  Fß 
sei,  so  könnte  man  um  A  und  B  zwei  Gebiete  Oj^,  Oß  auf  O  von  der  Art  ab- 
grenzen, daß  in  dem  ersteren  überall  /"—  A  <  0,  in  dem  letzteren  -F—  il  >  0 
wäre,  wenn  X  irgend  einen  zwischen  F^  und  Fß  gewählten  Zahlwert  bedeutet. 
Wählt  man  nun  in  außerhalb  der  Flächenstücke  Oa  und  Oß  überall  gleich  null. 


iV^fönt 


-'{-k 


^  Gauss  hat  in  der  p.  11 20  zitierten  klassischen  Abhandlung  das  obige  Resultat  auf  ana- 
lytischem Wege  abgeleitet.  Vgl.  auch  den  Art.  „KapiUarität"  von  Minkowski  in  der 
Enzyklopädie  d.  math.  Wissensch.  V,  9,  §  2. 
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im  Gebiet  Oj^  überall  negativ,  in  Ob  überall  positiv  und  zwar  so,  daß 
jdndOjt'JrjdndOB^O   wird  (was   offenbar  immer  zu   erreichen   ist),    so   hätte 

f{^-  ^) in dOA  +J{F  -  k)  ön  dOß  und  folgUch  auch  jF8n  dOj,  +  ^Fbn  dOß 
^l  FöndO  einen  positiven  Wert  Es  wäre  also  nicht  für  alle  zulässigen  Varia- 
tionen in  die  Bedingung  8{aO  +  <l>)  «  IFindO  r=  0  erfüllt  Somit  kann  nicht 
Fj^^Fß  sein,  d.  h.  es  ist  längs  der  ganzen  Oberfläche 

(12)  «  (-ET  +  -5"    +  «^9  =  const      . 


Besteht  die  Oberfläche  O  aus  mehreren  getrennten  Teilen  (die  jedoch  an 
ein  zusammenhängendes  Flüssigkeitsvolmn  grenzen),  so  hat  die  Konstante  dieser 
Gleichung  für  alle  Teile  denselben  Wert. 

In  allem  folgenden  werden  wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  Falles  be- 
schränken, daß  von  äußeren  Kräften  nur  die  Schwere  wirkt  ^  Setzt  man  fest, 
daß  die  -2^- Achse  vertikal  aufwärts  gerichtet  sei,  so  ist  dann  g>  =  ^;s(+ const), 
und  die  Gleichgewichsbedingung  für  eine  freie  Oberfläche  lautet*: 

(13)  «(-F-  +  1F-I  +^^^*^      ' 


wo  X  eine  Konstante  bedeutet.  Ebenso  ergibt  sich  für  die  Grenzfläche  zwischen 
zwei  Flüssigkeiten: 

(13a)  «1,  X^'^'R]'^  ^^1  "  ^«^^^  ^  ^»     • 

Hierin  sind  nach  p.  11 24  R^  und  R^  positiv  zu  rechnen,  wenn  die  Grenz- 
fläche der  betrachteten  Flüssigkeit  nach  außen,  bezw.  nach  der  Flüssigkeit  (2)  hin, 
konvex  ist. 

4.   Allgemeine  Folgerungen  aus  der  Diflferentialgleichung  der  freien 
Oberfläche.    Kapillardruck. 

Besitzt  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ebene  Teile,  so  folgt  aus  (13),  daß 
dieselben  horizontal  sind  und  im  Niveau 

^  Ein  anderer  Fall,  der  von  Plateau  (M6m.  acad.   de  Bruxelles  16.    1843)  durch  einen 

in  einer  gleich  schweren  Wasser— Alkoholmischnng  schwebenden,   mittels  einer  kleinen  Scheibe 

in  Rotation    versetzten  Oltropfen  realisiert  wurde,    ist  der,    daß  als    einzige    äußere  Kraft   die 

Zentrifugalkraft    wirkt.      Die  Theorie    dieses  Versudxs    läßt  sich  wegen    der  Reibung  und 

der    durch    sie     bewirkten    Mitbewegung    der    äußeren    Flüssigkeit    nicht    streng    behandeln. 

Vernachlässigt    man    dieselbe,    so    wird    die    Differentialgleichung    der   den    um    die   Z- Achse 

^(rsinr)  /  ft)*        ,\ 

rotierenden     Tropfen    begrenzenden     Rotationsfläche :      Oj, —  "  ""  I  ^«  +  ~s~  ^1 ''  1  >    ^^ 

tgT  B  dzfdr^  und  o  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Tropfens  ist  Die  Integration  fiäirt  fiir 
z  auf  hyperelliptische  Integrale.  Wenn  die  Rotationsgeschwindigkeit  von  null  an  wächst,  so 
wird  der  ursprünglich  kugelförmige  Tropfen  zunächst  ellipsoidähnlich  abgeplattet,  erhä^  dann 
an  den  Polen  schüsself^rmige  Einbiegungen,  die  immer  tiefer  werden,  bis  cÜe  Tropfengestalt  in 
einen  Ring  übergeht.  Die  nichtringförmigen  Gestalten,  bei  denen  sich  das  hyperelliptische 
Integral  auf  elliptische  reduzieren  läßt,  sind  von  A.  Beer  berechnet  worden  (EinL  in  d.  math. 
Theorie  der  Elastizität  und  Kapillarität.  Leipzig  i«69.  p.  177 ff.  Figuren  auf  Tafel  TV).  — 
2  F.  S.  Laplace,  Suppl.  au  livre  X  de  la  M6c.  Celeste.  Nr.  4. 
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liegen.     Rechnet  man  z  von  diesem  Niveau  an,  so  gilt  also 

Sind  keine  ebenen  Oberfiächengebiete  vorhanden,  so  kann  man  dennoch 
durch  {14)  ein  Normalniveau  definieren,  in  bezug  auf  welches  die  Gleichung  die 
Form  (13']  erhält;  nur  muß  dann  die  Konstante  X  aus  anderweitigen  Bedingungen 
des  Problems  (z.  B.  aus  dem  gegebenen  Gesamtvolum,  wenn  es  sich  um  eine 
endliche  Flüssigkeitsmasse  handelt,  oder  aus  der  mittleren  Krümmung  an  irgend 
einer  Stelle)  bestimmt  werden.  Für  eine  Grenzfläche  zwischen  zwei  Flüssig- 
keiten bestimmt  sich  das  Normalniveau  in  analoger  Weise  durch 

(14a)  z 


und  es  gilt,  wenn  z  von  diesem  Niveau  an  gerechnet  wird: 


('3'^)  '^«(■^  +  ^)+('^^ 


fs^)gz  =  0 


Alle  Stellen  der  kapillaren  Oberfläche,  in  welchen  die  mittlere  Krümmung 
positiv,  d.  h.  die  Krümmung  nach  außen  konvex  (oder  konvexkonkav  mit  über- 
wiegender konvexer  Hauptkrümmung)  ist,  liegen  zufolge  (13')  unterhalb  des 
Normalniveaus,  alle  Stellen  mit  negativer  (nach  außen  überwiegend  konkaver) 
mittlerer  Krümmung  oberhalb.  Bei  einer  Grenzfläche  gilt  derselbe  Satz,  wenn 
man  statt  des  Außenraumes  die  Flüssigkeit  von  kleinerer  Dichte  setzt 

Nun  ist  der  hydrostatische  Druck  in  der  Flüssigkeit  (1)  in  der  Höhe  z  über 
dem  Niveau  «  =s  0 : 

wenn  p^  der  Druck  in  jenem  Niveau  ist.  Ebenso  ist  der  hydrostatische  Druck 
in  der  Flüssigkeit  (2)  p^  "=  Po  —  ^2^^'  ^^'^  ^^  ^^^  Niveauebene  ;?  =  0,  welcher 
ein  Teil  der  Trennungsfläche  beider  Flüssigkeiten  angehört 
oder  doch  angehören  kann  (man  denke  sich  etwa  den 
Fall,  daß  die  beiden  Flüssigkeiten  in  einem  sehr  weiten 
Gefäß  übereinander  geschichtet  sind,  und  daß  durch  die 
Trennungsfläche  ein  unten  und  oben  offenes  Kapillarrohr 
eintaucht,  wie  Figur  394  zeigt),  muß  der  Druck  beider- 
seits  gleich  sein,  da  andernfalls  eine  sehr  dünne  Flüssig- 
^S^  394-  keitsschicht,    die    einem    Stück    der    ebenen   Grenzfläche 

beiderseits  anliegt,  nicht  im  Gleichgewicht  sein  könnte.    Demnach  gilt  für  irgend 
eine  nicht  im  Normalniveau  liegende  und  somit  gekrümmte  Stelle  der  Grenzfläche : 

oder  mit  Rücksicht  auf  (13'a) 

(15)  ^-^»^•'»('^■^i)   ' 

Das  heißt:  an  irgend  einer  Stelle  der  Grenzfläche  zweier  Flüssig- 
keiten findet  eine  Druckdiskontinuität  statt,  welche  gleich  ist  der 
mittleren  Krümmung  der  Grenzfläche,  multipliziert  mit  der  doppelten 
Grenzflächenspannung.  Dieser  Druckunterschied,  welcher  nach  der  p.  11 24 
über  das  Vorzeichen  von  7?^  und  JR^   getroffenen  Festsetzung  positiv  ist  auf  der 


^?J^E 


wenn 


AlIff^^TBik     AUgem.  Folgerungen  aus  der  Differentialgleichung  der  freien  Oberfl&che.     II 27 

Seite,  nach  welcher  hin  die  Krümmung  konkav  oder  überwiegend  konkav  ist, 
heißt  der  Kapillardruck,  welchen  die  Grenzfläche  ausübt.^ 

Dec  Ausdruck  (15)  für  den  Kapillardruck  läßt  sich  übrigens  auch  direkt 
aus  der  Existenz  der  Oberflächenspannung  herleiten.  Man  denke  sich  etwa  ein 
rechteckiges  Flächenelement  dO  =a  ds'di  durch  zwei  Paare  benachbarter 
Krümmungslinien  ausgeschnitten;  dasselbe  gehört  dann  zwei  sich  senkrecht  durch- 
kreuzenden schmalen  Flächenbändem  von  der  Breite  ds  bezw.  ds  an,  welche  die 
Krümmungen  l/^j  bezw.  \\R^  und  eine  der  Zugkraft  fx^^ds  bezw.  a^^ds  ent- 
sprechende Spannung  besitzen;  nach  der  Theorie  der  Fadenkurven  resultiert  aus 
der  Spannung  dieser  beiden  Bänder  eine  normal  zu  ihnen  und  also  zum  Flächen- 
element dsds'   wirkende  Kraft  ^^dsds'V— — h-?,— li    und    dieser   muß, 

die  Fläche  im  Gleichgewicht  sein  soll,  durch  eine  Druckdifferenz  beiderseits  der 
Grenzfläche  das  Gleichgewicht  gehalten  werden,  welche  pro  Flächeneinheit  den 
durch  (15)  ausgedrückten  Betrag  besitzen  muß. 

Ist  das  Medium  (2)  der  gesättigte  Dampf  der  Flüssigkeit  (1),  so  ist  zwar  tf, 
innerhalb  einer  Schicht  von  der  Höhe  z  nicht  streng  konstant,  kann  aber,  wenn 
nicht  allzugroße  Werte  z  in  Betracht  kommen,  einem  konstanten  Mittelwert  tf^ 
gleich  gesetzt  werden.  Dann  ergibt  die  Gleichung /^  =^0  "~  ^d^^  *^  Verbindung 
mit  (15),  worin  jetzt  a  statt  a^^  und  tfj  =  Cf  (Dichte  der  Flüssigkeit)  zu  setzen 
ist,  für  die  Differenz  des  Dampfdrucks  über  der  gekrümmten  und 
ebenen  Flüssigkeitsoberfläche  den  Ausdruck' 

„6)  ,.,_,.___^_..(J_  +  A.j    . 

Die  hieraus  folgende  Dampfdruckerhöhung  über  konvexen  Ober- 
flächen wird  zwar  erst  bei  sehr  starker  Krümmung  merklich  (sie  beträgt  z.  B. 
bei  Wasser  für  kugelförmige  Tropfen  von  10""*  mm  Radius  erst  etwas  über  ^mo 
des  normalen  Dampfdrucks),  ist  aber  dennoch  von  großer  Bedeutung.  Denn  sie 
hat  z.  B.  zur  Folge,  daß  eine  Kondensation  des  Wasserdampfes  der  Atmosphäre 
erst  bei  bedeutender  Übersättigung  eintreten  kann,  wenn  keine  „Ansatzkeme" 
(wie  Staub  u.  s.  w.)  in  der  Luft  vorhanden  sind,  auf  denen  der  erste  Wasser- 
niederschlag erfolgen  kann.  Ferner  ist  die  Erniedrigung  des  Sättigungsdrucks  an 
einer  konkaven  Oberfläche  die  Ursache  davon,  daß  das  Sieden  im  Innern  einer  ganz 
reinen,  luftfreien  Flüssigkeit  erst  bei  beträchtlicher  Überhitzung  beginnt  (Siedeverzug).^ 

Für  gewöhnlich  kann  man  indessen  für  eine  an  den  Dampfraum  grenzende 
freie  Oberfläche  den  äußeren  Druck  p^  als  konstant  =  p^  betrachten; 
ebenso,  wenn  die  Oberfläche  an  Luft  oder  ein  anderes  Gas  grenzt.  In  dieser 
Annäherung  gilt  für  eine  freie  Oberfläche  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (13'): 

;__        >-A  =  -<».-'= «(^;+^ 

1  Nach  der  Laplace- Gauss  sehen  Theorie  (siehe  Vn,  i,  2)  kommt  zu  diesem  Druck, 
allerdings  noch  ein  von  der  Krümmung  der  Grenzfläche  unabhängiger  Anteil  hinzu, 
der  aber  keine  Bedeutung  ftlr  die  Kapillarerscheinungen  besitzt  und  daher  besser  mit  einem 
anderen  Namen,  z.  B.  Kohäsionsdruck,  bezeichnet  wird.  —  *  w.  Thomson,  Proc.  Roy.  Soc. 

Edinburgh  7.  63.  1870.    Genauer  gilt  für  größere  Differenzen  ^\og— «  —  (—  +  -;z-|. 

^^  A  o"/  <ff  \R\  R-kl 
[Vgl.  z.  B.  W.  Voigt,  Thermodynamik,  II,  §43].  —  «  Dabei  ist  freilich  zu  bedenken,  daß 
obige  Formeln  gerade  auf  den  Beginn  der  Bildung  eines  Tropfens  oder  einer  Blase  —  wofOr  sie 
unendlich  große  Druckdifferenzen  ergeben  würden  — ,  keine  Anwendung  finden  können,  da  ihre 
Geltung  an  die  Voraussetzung  eines  gegen  die  Wirkungsweite  der  Kohäsionskräfte  sehr  großen 
Krümmungsradius  gebtmden  ist.  Für  den  Druck,  mit  dem  sich  eine  unendlich  kleine  kugel- 
förmige Höhlung  in  einer  Flüssigkeit  zusammenzuziehen  sucht,  ergibt  die  Laplace  sehe  Theorie 
einen  endlichen  Grenzwert,  nämlich  den  von  Laplace  mit  JT  bezeichneten  „Kohäsionsdruck" 
(vgl.  VII,  I). 
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5.   RandwinkeL 

Im  aUgemeinen  reicht  die  Differentialgleichung  (13)  zur  Bestimmung  der 
Gestalt  und  Lage  der  Grenzfläche  O^^  zweier  Flüssigkeiten  noch  nicht  aus, 
sondern  es  muß,  wenn  die  letztere  eine  Randkurve  besitzt,  in  welcher  sie  an 
die  Oberfläche  eines  dritten  Mediums  grenzt,  noch  eine  Randbedingung  ge- 
geben sein.  Eine  solche  ergibt  sich  nun  in  der  Tat,  wenn  man  bei  Bildung 
der  Variation  der  Oberflächenenergie  die  Randkurve  nicht,  wie  es  in  Nr.  3  ge- 
schehen ist,  als  unveränderlich  ansieht,  sondern  den  Beitrag  mit  berücksichtigt, 
den  ihre  möglichen  unendlich  kleinen  Veränderungen  liefern. 

Es  werde  zunächst  der  Fall  betrachtet,  daß  das  dritte  Medium  ein 
starrer  Körper  ist.  Auch  den  Grenzflächen  eines  solchen  gegen  eine  Flüssig- 
keit oder  ein  Gas  muß  eine  Oberflächenenergie  zugeschrieben  werden  —  schon 
deshalb,  weil  die  Oberflächenenergie  einer  Flüssigkeit  beim  Erstarren  nicht  plötzlich 
verschwinden  kann  (vgl.  auch  V,  6);  dieselbe  werde  für  die  an  die  Flüssig- 
keiten (1)  und  (2)  grenzenden  Flächenteile  mit  ß^  bezw.  ß^  bezeichnet^  Wird 
nun  vorausgesetzt,  daß  die  Randkurve  [s)  der  Grenzfläche  O^^  nur  auf  solchen 
Teilen  der  Oberfläche  O^  des  festen  Körpers  verläuft,  wo  die  letztere  keine 
Kanten  oder  Ecken  besitzt,  so  kann  jedes  Randkurvenelement  ds  längs  O^ 
in  zwei  entgegengesetzten,  zu  äs  senkrechten  Richtungen  verschoben  werden; 
die  Verschiebung  dl  in  einer  dieser  Richtungen,  etwa  derjenigen,  die  senkrecht 
zu  äs  in  die  Grenzfläche  O^^  hineinweist,  ist  also  vollständig  willkürlich  wählbar, 
und  es  muß,  damit  die  Minimumbedingung  erfüllt  wird,  die  durch  beliebige  Ver- 
schiebungen öl  bedingte  Variation  der  gesamten  freien  Energie  verschwinden. 
Hierbei  ist  jedoch  die  Variation  der  potentiellen  Energie 
der  Schwere  (oder  der  Volumkräfte  überhaupt)  verschwin- 
dend gegenüber  derjenigen  der  Oberflächenenergie,  da 
das  durch  die  Verschiebungen  6/  zu  dem  von  (1)  er- 
füllten Räume  hinzukommende  Volum  (welchem  das 
schraffierte  Dreieck  in  der,  einen  Schnitt  senkrecht  zur 
Randkurve  darstellenden  Figur  395  entspricht)  unend- 
lich klein  zweiter  Ordnung  ist.  Aus  demselben  Grunde 
braucht  auch  auf  die  Bedingung  konstanten  Volums  bei 
Figur  395.  der  gegenwärtigen  Betrachtung  keine  Rücksicht  genommen 

zu  werden.  Wenn  nun  der  Winkel,  welchen  O^^  mit  O^^ 
bildet,  d.  i.  der  sogenannte  Randwinkel  der  Grenzfläche  O^^  E^S^^  ^^^  festen 
Körper,   mit  -O-  bezeichnet  wird,   so   sind   die  Variationen  der  Flächen   O^^,   Oj^ 

und  Oj2  beziehungsweise   =5  jdl'cos^äsy    lö/äSf   ^jdiäs,  und  folglich  lautet  die 

Gleichgewichtsbedingung 

Pa^j  cos  d.+  jSj  —  ß^)  Sias  =  0      , 
woraus  folgt: 
(17)  cos-^^:^?-^^      , 

d.  h.  der  Randwinkel  ist  für  die  Grenze  derselben  zwei  Flüssigkeiten 
in  Berührung  mit  einem  bestimmten  festen  Körper  eine  Konstante. 
Je  nachdem  ß^  >  ß^  oder  <  ft  ist,  kann  der  Randwinkel  spitz  oder  stumpf 
sein.  Ist  ß^  —  ß^  oder  ft  -—  /Sj  =  «j^,  so  ist  ^  =  0  oder  =  n.  Es  fragt  sich 
aber,    was    es  bedeutet,    wenn   1)32  ~  ftl  ^  "12   ^^^'    ^^^°  ^^®  Formel  (17)  keinen 

1  Es  besteht  hier  jedoch  die  Möglichkeit,  daß  die  Größen  ß  negativ  sind,  während  die 
Flächenenergie  otn  einer  stabilen  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten  notwendig  ^  0  sein  muß. 
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reellen  Randwinkel  liefert.  Dann  ist  ein  Gleichgewichtszustand,  bei  dem  die 
Grenzfläche  O^^  den  festen  Körper  trifft,  offenbar  überhaupt  nicht  möglich, 
sondern  diejenige  Flüssigkeit,  welcher  das  algebraisch  kleinere  ß  entspricht,  breitet 
sich  in  einer  dünnen  Schicht  auf  der  ganzen  Oberfläche  des  festen  Körpers  aus, 
sie  benetzt  denselben.  Ist  z.  B.  /^^  >  /3j  +  «12»  so  gilt  dies  von  der  Flüssigkeit (l), 
und  es  verhält  sich  also  für  die  Randbedingung  so,  als  ob  der  feste  Körper 
durch  jene  ersetzt  sei;  demgemäß  ist  in  Formel  (17)  ß^  durch  a,,  und  ß^ 
durch  0  zu  ersetzen,  und  sie  ergibt  cos^  =1,  d.  h.  den  Randwinkel  =  0,  wie 
es  im  Falle  der  Benetzung  sein  muß.  Man  kann  demnach  sagen,  daß  als  Rand- 
bedingung gilt 

im  Falle  ßi^ßi  +  a^i-     -^  =»  0      , 

>,      ßi^ßi  +  f^u'     -^  =  «      • 
Ist  das   Medium  (2)    der  Dampf  von  (1),    Ö^j   also    die  freie   Flüssigkeits- 

ß.  —  Ä 

Oberfläche,    so    nennt    man    den    entsprechenden    Winkel    ^  =  arc  cos  -^ — 

a 

schlechtweg  den  Randwinkel  der  Flüssigkeit  (1)  gegen  den  starren  Körper. 

Ist  die  Randkurve  der  Grenzfläche  O^^  ^^^®  Kante  des  starren  Körpers, 
so  sind  unendlich  viele  durch  sie  hindurchgehende  Flächen  O^^  möglich.  In  der 
Tat  kann  man  eine  Kante  als  Grenzfall  einer  Flächenzone  von  sehr  starker 
Krümmung  auffassen,  in  der  die  Lage  der  Tangentialebene  von  O^  sich  um  einen 
endlichen  Winkel  6  dreht;  für  jede  dieser  Flächenzone  angehörende  Randkurve 
haben  die  Randelemente  der  Fläche  O^^  ®"^®  ^^^^  bestimmte  Lage,  bei  der  sie 
mit  der  Tangentialebene  von  O^  den  konstanten  Randwinkel  ^  einschließen;  da 
aber  alle  jene  Randkurven  einander  unendlich  nahe  liegen,  so  erhält  man  den 
Eindruck,  daß  in  einer  und  derselben  Randkurve,  —  eben  jener  „Kante"  von  O^  — 
unendlich  viele  verschiedene  Lagen  der  Randelemente  von  ö,j  möglich  sind, 
und  folglich  auch  eine  unendliche  Schar  von  Grenzflächen  O^^  den  starren 
Körper  treffen  kann.  Welche  von  diesen  unendlich  vielen  Flächen  gegebenenfalls 
entsteht,  muß  sich  durch  andere  Bedingungen,  z.  B.  gegebenes  Volimi  der  einen 
Flüssigkeit  oder  gegebenen  Druck,  bestimmen.  Dies  wird  weiter  unten  an 
Beispielen,  die  für  die  Bestimmung  der  Oberflächenspannung  von  Wichtigkeit 
sind,  näher  erläutert  werden.  Es  läßt  sich  übrigens  zeigen,  daß  nur  in  dem 
Falle,  wo  die  Kante  von  O^  eine  ausspringende  ist,  eine  Grenzfläche  O^^, 
welche  sie  zur  Randkurve  besitzt,  im  stabilen  Gleichgewicht  sein  kann.^ 

Wenn  das  dritte  Medium,  an  welches  die  zwei  Flüssigkeiten  (1)  und  (2) 
grenzen,  selbst  eine  Flüssigkeit  (3)  ist,  so  sind  Verschiebungen  der  Elemente  ds 
der  Randkurve  nach  allen  Richtungen  möglich.  Bezeichnet  man  die  zur  Rand- 
kurve senkrechten  und  in  die  Grenzflächen  O^^,  O^^,  Ojj  hineinweisenden 
Tangentenrichtungen  der  letzteren  mit  /j,,  /,g,  /gj  und  die  jetzt  willkürliche 
(jedoch  zu  äs  senkrecht  angenommene)  Verschiebungsrichtung  mit  /,  so  sind  die 
durch  eine  Verschiebung  di  von  ds  bedingten  Zuwachse  der  Grenzflächen 

^<^Ak=-cos(/,/J^j^/     , 

und  folglich  ergibt  die  Forderung  des  Minimums  der  freien  Oberflächenenergie 
die  Bedingungsgleichung* 

«11   cos  (/,  /12)    +    «23  cos  (/,  /jg)    +    Ogi    cos  (/,  /gj     =     0  . 

Dieselbe  sagt  nichts  anderes  aus,  als  daß  die  drei  in  dem  gemeinsamen 
Randkurvenelement  angreifenden,  nach  den  Richtungen  /^j,  /^g,  /gj  wirkenden 
Grenzflächenspannungen  eine  verschwindende  Resultierende  geben  oder  sich  das 


*  C.  F.  Gauss,  L  c.  §  30.  —  *  F.  Neumann,    Vorlesungen  über  Kapillarität  VI,  §  i; 
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Gleichgewicht  halten  müssen,  was  ja  auch  unmittelbar  einzusehen  ist^  Diese 
Gleichgewichtsbedingung  läßt  sich  auch  so  aussprechen:  es  müssen  die  drei 
Strecken,  welche  nach  Größe  und  Richtung  die  Grenzflächen- 
spannungen Ojg,  «23,  «gj  repräsentieren,  aneinandergelegt  ein  ge- 
schlossenes   Dreieck   geben   (siehe  Figur  396).      Aus    diesem    Dreieck   folgt 

dann  zur  Bestimmung  der  Winkel  oOp  Og, 
oog,  welche  die  Grenzflächen  miteinander 
einschließen,  die  Beziehung 

(i  8)     sin  ©j :  sin  ©j  :  sin  ©3  =  «,3  :  a^^ :  a^^  , 

die  in  Verbindung  mit  ©j  +  ©^  +  ©3  =  2jt 
zu  deren  Berechnung  ausreicht.  Damit 
sich  das  erwähnte  Dreieck  bei  gegebenen 
Größen  von  a^^ ,  a^g ,  «jj  überhaupt  kon- 
struieren läßt,  darf  keine  von  den  letz- 
teren größer  als  die  Summe  der  zwei  an- 
Figur 396.  deren  sein.  Ist  z.  B.  Ojj  >  «js  +  *^i2» 
so  wird  die  Flüssigkeit  (2)  zu  einer 
dünnen  Schicht  zwischen  (1)  und  (3)  ausgezogen.  Demnach  kann  eine  Flüssigkeit  (2) 
auf  einer  anderen  (1)  nur  dann  in  begrenzten  Tropfen  mit  endlichem  Randwinkel 
schwimmen,  wenn  die  Grenzflächenspannung  a^g  größer  ist  als  die  Diflerenz  «j  —  a, 
der  Oberflächenspannungen  der  beiden  Flüssigkeiten  gegen  Luft*  (vgl.  auch  V,  4, 
VI,  3).  Der  Randwinkel  ©j  des  schwimmenden  Tropfens  bestimmt  sich  dann 
durch  cos  ©,  =  («j*  —  «3*  —  «J j)/2  a,  a,j. 

Der  obige  Satz  über  die  Winkel,  unter  denen  Flüssigkeitsgrenzflächen  zu- 
sammenstoßen können,  gilt  natürlich  auch  für  Flüssigkeitslam  eilen.  Be- 
stehen dieselben  aus  der  gleichen  Flüssigkeit,  so  werden  also  drei  Lamellen 
imter  Winkeln  von  120**,  vier  unter  Winkeln  von  90®,  n  unter  solchen  von  2«/« 
zusammenstoßen  können;  doch  ist  im  Falle  «  >  8  das  Gleichgewicht  nicht  mehr 
stabil.  In  einem  Punkte  können  im  stabilen  Gleichgewicht  höchstens  vier 
Lamellen  zusammentrefien  und  zwar  unter  gleichen  Raumwinkeln.' 


m.  Bestimmimg  der  Gestalt  von  Flüssigkeitsoberflftchen 
in  speziellen  Fällen. 

Die  Integration  der  Diflerentialgleichung  (13)  ist  bisher  nur  in  wenigen  ein- 
fachen Fällen  gelungen;  in  Strenge  nur  für  einfach  gekrümmte  Oberflächen, 
sowie  in  dem  Falle,  daß  die  Schwere  zu  vernachlässigen  ist  (d.  i.  bei  Lamellen 
oder  bei  der  Plateau  sehen  Versuchsanordnung),  femer  in  Annäherung  für  den 
praktisch  wichtigsten  Fall  von  Rotationsflächen.  —  Wir  werden  im  folgenden 
immer  an  die  Differentialgleichung  (13)  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche  anknüpfen, 
da  aus  dem  Vergleich  von  (13)  und  (13  a)  ersichtlich  ist,  daß  die  Trennungsfläche 
zweier  Flüssigkeiten  genau  ebenso  zu  behandeln  ist,  nur  mit  Ersetzung  der 
Konstante  ajgc  durch  «12/^(^1  ""  ^2)* 

L   Einfach  gekrümmte  Flächen. 

Wenn  in  eine  in  horizontaler  Richtung  sich  ins  Unendliche  erstreckende 
Flüssigkeitsmasse  starre  Körper  eintauchen,    die    von    zylindrischen  Flächen  mit 

1  G.  Quincke,  Göttinger  Nachr.  1869.  p.  400.  —  *  G.  Quincke,  Göttinger  Naclir.  1869, 
p.  401;  POGO.  Ann.  139.  60.  1870.  —  ^  £.  Lamarle,  Sur  la  stabilit6  des  syst^mes  liquides 
en  lames  minces  (M6m.  acad.  Belg.  36.  1865;  36.  1867).  —  J.  Plateau,  Statique  des  liquides 
1.  Chap.  V. 


('9')  «-^-.-<'^-       oder       a—l—=^\=cg. 
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parallelen,  horizontalen  Erzeugenden  begrenzt  sind,  so  muß  nach  Symmetrie  auch 
die  freie  Flüssigkeitsoberfiäche  eine  solche  zylindrische  Fläche  sein;  sie  besitzt 
also  einfache  Krümmung,  d.  h.  der  eine  Hauptkrümmungsradius  ist  durchweg 
unendlich.  Man  braucht  dann  nur  ihre  Durchschnittskurve  mit  einer  zu  den 
geradlinigen  Erzeugenden  senkrechten  Ebene,  welche  wir  zur  JJTZ-Ebene  wählen, 
zu  bestimmen.  Für  diese  Kurve,  deren  Krümmungsradius  R  sei,  folgt  aus  (13') 
die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(19)  ^+ogz^O      , 

welche  sich,  wenn  man  den  Neigungswinkel  r  der  Tangente  gegen  die  X-Achse 
einführt  und  tangT  ss  dz / dx  ss  p  setzt,  auch  schreiben  läßt: 

^sin  T  ,  d 

'  Vi  +?' 

da  der  mit  +  R  bezeichnete  Krümmungsradius  =  —  ^jj^  ist*  Multipliziert 
man  (19')  mit  dx'Xgx  ^  dz,  so  erhält  man  die  Gleichung 

asinrdz^6gzds      , 
welche  integriert  ergibt 

(20)  —  acoST  =  ^tf^;?*+ Cj 

Die  hierin  auftretende  erste  Integfationskonstante  bestimmt  sich,  falls  die 
Fläche  die  Niveauebene  schneidet,  am  besten  durch  den  Winkel  t®,  unter  dem 
dieses  Schneiden  erfolgt,  und  anderenfalls  durch  diejenige  Höhe  k,  in  welcher 
die  Tangente  horizontal  wird. 

A)  Wir  wollen  jedoch  zunächst  den  Grenz  fall  betrachten,  daß  die  zu 
bestimmende  Fläche  sich  der  Niveauebene  asymptotisch  nähert,  ein  Fall,  der 
offenbar  dann  vorliegt,  wenn  die  Flüssigkeit  nur  einseitig  durch  einen  zylindrischen 
festen  Körper  begrenzt  wird  und  sich  nach  der  anderen  Seite  (z.  B.  der  +jr- Achse) 
ins  Unendliche  erstreckt;  denn  in  sehr  großer  Entfernung  von  der  festen  Wand 
muß  deren  Einfluß  auf  die  Gestalt  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche  verschwinden, 
letztere  also  in  die  Niveauebene  übergehen.  Es  muß  also  der  Gleichimg  (20) 
durch  das  Wertepaar  r  =«  0,  z  =  0  genügt  werden,  woraus  für  die  Konstante  C^ 
der  Wert  —  a  folgt;  somit  ist  die  erste  Integralgleichung  von  (13')  in  diesem  Falle: 

(21)  a(l  —  cost)  =  \agz* 
oder 

(21')  z^±ay2'Smj      , 

wo  gesetzt  ist* 

':!^ '-]/§■ 

1  Die  DifTerentialgleichung  (19')  ist  dieselbe,  welche  die  Gleichgewichtsform  eines  unendlich 
dünnen,  ursprünglich  geradlinigen  elastischen  Stabes  bestimmt,  der  durch  zwei  entgegengesetzte, 
zur  AT- Achse  parallele,  an  seinen  Enden  angreifende  Kräfte  gebogen  wird  (vgl.  z.  B.  A.  LovE, 
Treatise   on   the   math.   theory   of  elasticity   2.   Art.  227—229.  Cambridge  1893).     Eine  weitere 

mechanische  Analogie  ergibt  sich,  wenn  man  die  Differentialgleichung  in  der  Form  a  —z-  ^  agz 

nochmals  nach  s  differenziert;   die  so  erhaltene  Differentialgleichung  a  — ^  ^  a  g  sin  i    stimmt 

nämlich  überein  mit  derjenigen  der  Pendelschwingungen,  wobei  71  —  i  den  Ausschlags winkel, 
5  die  Zeit  bedeuten  würde.  —  ^  Die  hierdurch  definierte  Konstante  a*  wird,  allerdings  nicht  sehr 
glücklich,  als  „spezifische  Kohäsion*'  der  Flüssigkeit  bezeichnet 
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Hieraus  folgt,  daß  die  größte  Höhe  über  bezw.  Tiefe  unter  dem  Niveau, 
welche  die  Flüssigkeitsoberfläche  in  dem  betrachteten  Falle  erreichen  kann,  =  a  y  2 
ist;  dieselbe  entspricht  einem  Punkte  der  Profilkurve,  in  welchem  diese  eine 
horizontale  Tangente  besitzt  (r  =  «);  ein  Kurvenpunkt,  in  welchem  die  Tangente 
vertikal  ist  (t  =  ff/2),  liegt  dagegen  im  Abstand  a  von  der  Niveauebene. 

Um  die  Kurvengleichung  selbst  zu  finden,  löse  man  die  Gleichung  (21), 
welche  man  schreiben  kann 

1  -         z^ 


]/l+/^ 


nach  p  auf;  man  erhält  dann 


(21a) 


Wenn,  unserer  Festsetzung  gemäß,  X  nach  der  Seite  des  unendlichen 
Niveaus  hin  wachsen  soll,  so  müssen  dzjdx  und  z  jedenfalls  entgegengesetztes 
Vorzeichen  haben:  es  gilt  dann  also  in  vorstehender  Formel  nur  das  untere 
Vorzeichen.     Die  Ausführung  der  zweiten  Integration  ergibt  dann: 


(23) 


*  +  f'=  —  log 
1/2 


y2-,/2-(^ 


-^l/Hf 


Die  Integrationskonstante  c'  wird  0,  wenn  man  x  ^  0  setzt  für  den  höchsten 
(bezw.  tiefsten)  Punkt  der  Kurve,  für  den,  wie  oben  gezeigt,  \z\  =  a  "^2  ist.  Wenn 
auch  negatives  Vorzeichen  von  ]/2^—  («/ö)^  zugelassen  wird,  so  stellt  Gleichung  (23) 

eine  Kurve  mit  einer  Schleife 
oberhalb  der  -AT- Achse  und  eine 
ebensolche,  spiegelbildlich  gleiche 
unterhalb  der  letzteren  dar,  welche 
beide  die  positive  imd  negative 
X-Achse  zur  Asymptote  besitzen 
(siehe  Figur  397).  Welcher  Teil 
von  dieser  Kurve  als  Durchschnitts- 
kurve der  freien  Flüssigkeitsober- 
fläche in  Betracht  kommt,  be- 
stimmt sich  nun  durch  die  Ober- 
flächengestalt des  die  letztere 
begrenzenden  festen  zylindrischen 
Körpers  vermittelst  der  Bedingung 
des  konstanten  Randwinkels.  Es 
sei,  um  dies  am  einfachsten  Beispiel  zu  erläutern,  der  in  die  Flüssigkeit  ein- 
tauchende starre  Körper  eine  ebene,  zur  F- Achse  parallele  Platte,  welche  nach 
rechts  unter  dem  Winkel  y  geneigt  ist;  dann  wird  die  Querschnittskurve  der  sich 
von  rechts  her  bis  an  die  Plattenoberfläche  erstreckenden  Flüssigkeitsoberfläche 
von  demjenigen  Teile  der  in  Figur  397  ausgezogenen  Kurve  gebildet,  der  in 
einem  Punkte  R  endigt,  woT  =  y  +  ^  —  ff  ist,  unter  -^  den  durch  (17)  bestimmten 
Randwinkel  verstanden.  Dieser  Punkt  R,  welcher  die  Spur  der  Berührungslinie 
der  Flüssigkeitsoberfläche  mit  der  Platte  bedeutet,  liegt  auf  dem  oberen  Kurven- 


Figur  397. 
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zweig,  wenn  y  <  «  —  0,  auf  dem  unteren,  wenn  y  >  ä  —  d  ist;  die  Flüssigkeit 
wird  also  durch  die  Kapillarwirkung  an  der  Platte  im  ersteren  Falle  gehoben,  im 
letzteren  herabgedrückt.  Ist  speziell  die  Platte  vertikal,  also  y  =  w/2,  so  findet 
Hebung  statt  bei  spitzem,  Depression  bei  stumpfem  Randwinkel.  Im  Falle  einer 
benetzten  vertikalen  Platte  ist  die  Hebung  der  Randlinie  gleich  der  durch  (22) 
definierten  Größe  a;  dasselbe  gilt  natürlich  von  der  Depression  an  einer  vertikalen 
Wand  im  Falle  eines  Randwinkels  von  180®.  Die  größte  mögliche  Hebung  an 
einer  benetzten  Platte  erhält  man  für  y  =  0 ,  da  dann  t  =  —  «  wird ,  was  dem 
höchsten  Punkt  der  oberen  Kurve  (in  Figur  397)  entspricht;  diese  maximale  Hebung 
einer  mit  dem  unendlichen  horizontalen  Niveau  zusammenhängenden  zylindrischen 
Flüssigkeitsoberfläche  ist  zufolge  (21')  gleich  a  ]/2.  Wenn  demnach  eine  horizontale 
Platte  von  der  Gestalt  eines  sehr  langen  Parallelstreifens  mit  der  ursprünglich 
horizontalen  Oberfläche  einer  sie  benetzenden  Flüssigkeit  in  Berührung  gebracht 
und  dann,  während  sie  immer  horizontal  bleibt,  sukzessive  gehoben  wird,  so  wird 
die  Flüssigkeit  in  dem  Moment,  wo  die  Höhe  0^2  über  dem  Niveau  erreicht 
ist,  abreißen  müssen.  Dep  Durchschnitt  der  Flüssigkeitsoberfläche  besteht  in 
dieser  Grenzlage  auf  der  rechten  Seite  des  Parallelstreifens  aus  der  ganzen  aus- 
gezogenen, auf  der  linken  aus  der  ganzen  punktierten  Hälfte  der  oberen  Kurve 
der  Figur  397,  welche  beiden  Hälften  um  die  Breite  der  Platte  auseinander- 
gerückt zu  deaaken  sind  (siehe  Figur  398).     Es  läßt  sich   durch  Berechnung  des 

Integrals  Izdx  mit  Benutzung  von  (21a)  zeigen,  daß  das  ganze  pro  Längen- 
einheit der  Platte  gehobene  Flüssigkeitsvolimien  dann  gleich  demjenigen  Volumen 


Figur  398. 

ist,  welches  vertikal  unterhalb  der  Platte  zwischen  dieser  imd  der  Niveauebene 
liegt,  also  «  da'^2,  wenn  ö  die  Breite  der  Platte  ist  Übrigens  ergibt  sich  dies 
auch  immittelbar  durch  die  Erwägung,  daß  das  Gewicht  der  ganzen  gehobenen 
Flüssigkeitsmasse  gleich  der  auf  die  Platte  wirkenden  vertikalen  Kraftkomponente 
sein  muß,  und  daß  die  letztere  hier,  wo  die  Oberflächenspannung  am  Plattenrande 
keine  Vertikalkomponente  besitzt,  allein  durch  den  hydrostatischen  Unterdruck 
auf  der  Plattenunterseite  bestimmt  wird;  letzterer  ist  aber  zga  ^  aY2g<Sy  und 
seine  Resultierende  pro  Längeneinheit  der  Platte  also  daY2ga,  das  ist  das  Ge- 
wicht des  oben  bezeichneten  Volumens,  wenn  es  von  der  Flüssigkeit  erfüllt  wäre.  — 
Solange  sich  die  horizontale  Platte  in  geringerer  Höhe  als  a  Y^  über  der  Niveau- 
ebene befindet,  ist  der  Randwinkel,  den  die  Flüssigkeitsoberfläche  mit  der  unteren 
Plattenfläche  bildet,  variabel,  da  dann  der  p.  1129  besprochene  Fall  vorliegt,  daß 
die  Randkurve  mit  einer  Kante  der  Oberfläche  des  starren  Körpers  zusammen- 
ßlllt.  Ist  die  Dicke  der  Platte  nicht  verschwindend  klein,  und  wird  die  letztere 
seitlich  von  zwei  vertikalen  Ebenenstreifen  begrenzt,  so  wird  die  Randlinie  der 
(benetzenden)  Flüssigkeit  bei  Senkung  der  Platte,  wenn  i  <  ä  wird,  auf  die  Kante 
der  oberen  Plattenfläche  übergehen. 

Die  vorstehenden  Resultate  sind  annähernd  auch  noch  zutreffend  für  eine 
kreisförmige  Platte  von  so  großem  Radius  ^,  daß  1/^  neben  dem  reziproken 
Krümmungsradius  eines   Meridianschnitts  der  entstehenden   Flüssigkeitsoberfläche 
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vernachlässigt  werden  kann^;  denn  dann,  stimmt  dieser  Meridianschnitt  merklich 
mit  dem  zuvor  diskutierten  Querschnitt  der  einfach  gekrümmten  Flüssigkeitsober- 
flflche  überein.  Diese  Erwägung  findet  praktische  Anwendung  bei  der  Bestimmung 
der  Kapillarkonstanten  mittels  großer  kreisförmiger  „Adhäsionsplatten''  (siehe  IV,  3). 
B)  Der  Fall,  daß  die  Oberfläche  an  einer  nicht  in  der  Niveauebene  liegenden 
Stelle  eine  horizontale  Tangente  besitzt,  liegt  z,  B.  vor,  wenn  zwei  parallele  Platten 
von  gleicher  Oberflächenbeschafifenheit  in  die  unbegrenzte  Flüssigkeit  eintauchen. 
Ist  h  die  Höhe  der  Stelle,  wo  r  =  0  ist,  über  dem  Niveau,  so  ergibt  sich  für 
die  Konstante  in  (20)  der  Wert   —  a  —  -J^tf^Ä*,  also 

(24)  a(l-cosT)«itf^(4r»-Ä»)      ,  ;?=  |/Ä2+2fl2sin«^      . 

Um  auch  x  als  Funktion  von  x  darzustellen,  setze  man  den  hieraus  folgenden 
Ausdruck  für  dz  in  dx\dz  ^=s,  cotgr  ein;  dies  gibt,  wenn  man  überall  den  halben 
Winkel  t  einführt,  die  Differentialgleichung 

1  -  2sin«^- 

dx  ra  fl* -  d-r 


i 


Ä»  +  2a»  l-cos' 


e«   — j 


j/l-cos«!- 
l/l-cos«*  l/Ä»+2a*-2«»cos»J  i/ä»  +  2  a»  -  2 a« cos«  ^ 


</cos--  ,,  *        „ 

2                                                    1/                  2  t 

— =  +  2a* —         '      -  «'«»^ 


Definiert  man  eine  Koiistante  k  durch 

2a« 


i*  = 


>4»  +  td 


»/,» 


T 

schreibt  cos—  =  /  und  setzt  jc  «  0  für  t  =  0,  so  erhält  man  durch  Integration: 
2 


1 


cos  t/2  cos  t/2 

die  ^-Koordinate  ist  somit  als  Funktion  von  t/2  durch  die  Differenz  eines 
elliptischen  Integrals  erster  Art  und  eines  solchen  zweiter  Art  mit 
dem  Modul  k  dargestellt  Da  demgemäß  x  imd  folglich  auch  z  eine  periodische 
Funktion  von  x  ist,  so  erstreckt  sich  die  Kurve,  deren  Koordinaten  durch  (24) 
und  (25)  gegeben  sind,  ins  Unendliche  nach  der  Seite  der  positiven  und  negativen  x, 
während  z  nur  zwischen  den  Grenzen  h  und  j/^^ +2ö*  oszilliert; '  dabei  besitzt 
die  Kurve  unendlich  viele  Schleifen  ähnlicher  Art,  wie  die  unter  A  betrachtete 
Kurve  deren  eine  besitzt.  Betrachtet  man  (bei  gegebenem  d)  h  oder  k  als 
variabelen  Parameter,  so  erhält  man  eine  unendliche  Schar  solcher  Kurven  ober- 
halb der  ^- Achse  und,  negativem  Vorzeichen  von  h  und  somit  von  z  entsprechend, 
eine  ebensolche,  dazu  spiegelbildliche  Kurvenschar  unterhalb  derselben.  Die 
Diskussion    der  Ausdrücke  (24)  und  (25]   zeigt,    daß  mit  wachsendem  h  sowohl 

1  Dieser  Krümmungsradius  ist,  wie  aus  (19)  und  (21)  folgt,  in  dem  Punkte  mit  vertikaler 
Tangente  =  a/2,  im  höchsten  Punkte  der  Kurve  s«  a/2y2.  Der  Plattenradius  muß  also  sehr 
groß  im  Verhältnis  zu  a  sein,  damit  die  obige  Annäherung  zulässig  ist. 
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die  Höhe  z  ^  A  der  Kurven   als   der  Abstand  benachbarter  Schleifen  beständig 
abnimmt  (siehe  Figur  399).    Bei  sehr  großem  kja  findet  man  in  erster  Annäherung 


(26) 


2r  =  Ä  + 


2A 


(1  —  cos  t) 


2h 


smr 


QU 


d.  h.    die  Kurve   wird    nahezu    ein  Kreis    vom  Radius   ö*/2ä,    dessen   tiefster 
Punkt  in  der  Höhe  ä  über  dem  Niveau  liegt 

Welche  Kurve  der  Schar,  und  welcher  Teil  der  betreffenden  Kurve,  als 
Profilkurve  der  Flüssigkeitsoberfläche  in  Betracht  kommt,  hängt  von  den  gegebenen 
Begrenzungsbedingungen  ab,  und 
durch  diese  bestimmt  sich  also  auch 
der  Parameter  A,  Nehmen  wir  als 
Beispiel  den  Fall,  daß  die  Flüssigkeits- 
oberfläche beiderseits  durch  zwei  gleiche, 
vertikalstehende  Platten  von  gegebenem 
Abstand  d  begrenzt  ist,  für  welche  der 
Randwinkel  -d-  einen  gegebenen  Wert 
hat.  Dann  hat  man  diejenige  Kurve 
der  unendlichen  Schar  auszusuchen, 
bei  welcher  den  Werten  r^  =  («/2)  —  -^ 
bezw.  Tg  =  «^  —  {yt/2)  zufolge  (25)  die 
•Werte  atj  =  +  <//2,  aTj  =  —  fl^/2  zu- 
gehören; dies  wird  eine  Kurve  der 
oberen  oder  unteiren  Schar  sein,  je 
nachdem  der  Randwinkel  spitz  oder 
stumpf  ist.  Im  Falle  eines  sehr  kleinen  Plattenabstandes  wird  nach  dem  oben 
Gesagten  h  groß  sein  und  folglich. in  erster  Annäherung  nach  (26) 


Figur  399. 


(27) 


^1-^3  =  ^  = 


-cos-^ 


Der  tiefste  Punkt  der  Flüssigkeitsoberfläche  zwischen  den  Platten  (des  Meniskus) 
liegt  danach  im  Abstand  -— cps-^  vom  unendlichen  Niveau.  Speziell  zwischen  be- 
netzten Platten  ist  dieser  Abstand  oder  die  „Steighöhe"  A  der  Flüssigkeit 


(27a) 


Ä  = 


Da  sie  umgekehrt  proportional  dem  Plattenabstand  ist,  so  bildet 
zwischen  zwei  vertikalen  Platten,  die  nicht  genau  parallel  sind,  sondern  unter 
einem  sehr  spitzen  Winkel  in  einer  vertikalen  Kante  zusammenstoßen,  der  Meniskus 
nahezu  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  die  gemeinsame 
Kante  der  Platten  ist,  während  die  andere  in  der  Niveauebene  liegt. 

Die  Näherungsformel  (27)  für  die  Steighöhe  ergibt  sich  übrigens  auch  ohne 
vorherige  Bestimmung  der  Oberflächengestalt  einfach  aus  der  Erwägung,  daß  die 
Vertikalkomponente  des  gesamten  Zuges,  den  die  an  den  Randlinien  der  Ober- 
fläche angreifende  Oberflächenspannung  ausübt,  dem  Gewicht  der.  ganzen  über  das 
Niveau  gehobenen  Flüssigkeitsmasse  gleich  sein  muß.  Denn,  auf  die  Längeneinheit 
der  Platten  bezogen,  ist  jener  vertikale  Zug  2  a  cos  ö^,   und  das  Gewicht  der  ge- 

hobenen  Flüssigkeitssäule  gcUd  +  j{z  ^  h)äx\ ;  bei  Vernachlässigung  des  zweiten 

Gliedes  in  der  Klammer,  d.  h.  des  zwischen  der  Horizontalebene  z  =  A  und  der 
Flüssigkeitsoberfläche  liegenden  kleinen  Volums,  gut  also: 
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2a 

hd  ^ cos  O      , 

8^ 

d.  i.   aber  mit  Rücksicht  auf  [22)  wieder  die  Gleichung  (27).     Eine  zweite  An- 
näherung wird  man  erhalten,  wenn  man  das  Volum  1  (^  —  H)dx  unter   Annahme 

der  ersten  Annäherung  für  die  Oberflächenkurve,  wonach  dieselbe  ein  Kreis  ist, 
berechnet;  dies  ergibt  z.  B.  für  den  Fall  0  =  0: 

(27a)  Ä  =  — -rf-g—   . 

Weitere  Fälle,  in  denen  die  durch  (24)  und  (25)  bestimmte  Oberflächen- 
gestalt auftritt,  sind  zylindrische  Tropfen,  die  aus  einem  langen  horizontalen 
Spalte  nach  oben,  oder  Luftblasen,  die  aus  einem  ebensolchen  in  die  unterhalb 
befindliche  Flüssigkeit  austreten.  Bei  gleichen  Dimensionen  ist  die  Profilkurve  in 
beiden  Fällen  die  gleiche,  nur  gehört  sie  im  Falle  des  „liegenden  Tropfens"  der 
imteren,  im  Falle  der  Luftblase  der  oberen  Kurvenschar  an.  Hat  der  Spalt 
scharfe  Ränder,  so  bestimmt  sich  das  zur  Ausbildung  kommende  Kurvenstück 
nicht  durch  den  Randwinkel,  sondern  durch  die  Bedingung,  durch  zwei  feste 
Pimkte  (die  Spuren  der  Spaltränder)  hindurchzugehen,  und  durch  eine  zweite 
Bedingung,  z.  B.  durch  gegebenes  Volumen  der  pro  Längeneinheit  des  Spaltes 
ausgetretenen  Flüssigkeit  oder  Luft,  oder  durch  den  Drucküberschuß  in  dem 
Tropfen  oder  in  der  Blase  gegenüber  der  Umgebung.  Für  einen  zylindrischen  auf 
benetzter  horizontaler  Unterlage  liegenden  Tropfen  oder  für  die  analoge  Luftblase  unter 
einer  benetzten  horizontalen  Platte  ist  das  Volum  oder  der  Druck  zur  Bestimmung 
der  Querschnittsform  allein  ausreichend;  denn  hier  kommt  als  Oberflächenprofil 
das  ganze  Kurvenstück  zwischen  den  tiefsten  bezw.  höchsten  Punkten  zweier 
benachbarter  Schleifen,  die  den  Werten  r  =  —  sc  und  t  =  +  «  entsprechen,  in 
Betracht,  es  ist  also  nur  noch  der  Parameter  h  der  Kurve  zu  bestimmen.  Ist 
dieser  gefunden,  so  erhält  man  die  halbe  Breite  des  Tropfens  oder  der  Blase 
aus  (25),  indem  man  die  untere  Grenze  der  elliptischen  Integrale  =  y^  setzt, 
und  die  Höhe  aus  (24)  als  5  —  ä  =  '^h^+  2a^  —  h.  Umgekehrt  kann  man, 
wenn  die  Breite  und  Höhe  gemessen  sind,  aus  diesen  Gleichungen  die  Größen  k 
und  a  berechnen;  also  ließe  sich  auf  diese  Messung  im  Prinzip  eine  Methode 
zur  Bestimmung  der  Kapillaritätskonstante  gründen,  die  freilich  wegen  der  Schwierig- 
keit, genau  zylindrische  Tropfen  oder  Blasen  herzustellen,  eine  praktische  Be- 
dQutung  kaum  besitzt. 

C)  Zylindrische  Oberflächen,  deren  Profilkurven  Wendepunkte 
besitzen.  Wenn  die  Profilkurve  der  zylindrischen  Flüssigkeitsoberfläche  die 
Niveauebene  schneidet,  so  muß  dieser  Schnittpunkt  ein  Wendepunkt  der 
Kurve  sein,  da  der  Krümmungsradius  zufolge  (19)  beim  Durchgang  durch  die 
Ebene  jp  =  0  das  Vorzeichen  wechselt.  Ist  y  der  Neigungswinkel  der  Tangente 
in  einem  dieser  Wendepunkte  gegen  die  Niveauebene  (oder  A"- Achse),  so  bestimmt 
sich  die  Konstante  in  der  ersten  Integralgleichung  (20)  zu  —  acosy,  und 
letztere  lautet 

{28)  z^  =  ö*  (cos  y  —  cos  t)  =  2 a*  jcos*  -^  —  cos*  — 

Daraus  ist  ersichtlich,  daß  der  Winkel  r  auf  das  Intervall 

y  <  T  <  2jt  —  y 

beschränkt  ist,  dessen  Grenzen  den  beiden  möglichen  Tangentenrichtungen  in  den 
Wendepunkten  entsprechen.  Nur  im  Grenzfall  y  =  0,  welcher  auf  die  unter  A 
betrachtete  logarithmische  Kurve  führt,  kann  also  x  alle  Werte  zwischen  0  und  2« 
durchlaufen,    in   jedem    anderen    Falle    dagegen    nur    zwischen    obigen    Grenzen 
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oszillieren.     Der  andere  Grenzfall,  wo   das  Intervall  für  t  unendlich  klein  wird, 
tritt  ein,  wenn  y  sich  dem  Werte  n  nähert    Dann  kann  man  (19')  ersetzen  durch 


2„^**=.^«y2|/cos.f- 


COS"  — 


und  erhält  durch  Integration 


a  .    cos  1t         a 

X  =  —=z  arc  sin ^f  -  =  — =  arc  cos  - 


y2  cosjy       y2  a]/2cosJy       ' 

die  Kurve  ist  dann  also  eine  sehr  flache  Kosinuslinie  von  der  Wellenlänge 
jry2  a;  die  Flüssigkeit  liegt  dabei  auf  der  oberen  Seite  der  zylindrischen  Fläche, 
deren  Querschnitt  diese  Kurve  ist 

Bei    beliebigem  y  erhält  man,    indem  man  dt  aus  (28)   bildet  und  in  die 

_  ,  .  2sinlrcosiT 

Gleichung  dz  =  X&xdx  ^ 07-^ :-fi — dx  einsetzt: 

^  ®  cos^^T  —  sin'|t 

a          (1  -  2sinUT)^4T 
dx — -       -    - 


^ji  cos  \y        ,  /^  _  cos^^T 
cos^  \y 


t- 


oder,  wenn  man  durch  die  Definitionsgleichung 

cos  \  X 

smg>  s= f  - 

cos^y 

eine  neue  Variabele  9  einführt, 


dxr:^±a^ß yi  —  cos^ \y sin^ fp'd(p^-^   7-^= = 


y2    yi  —  cos*  ^y  sin*  9 

Legt  man  die  Z- Achse  durch  einen  der  tiefsten  Punkte  der  Kurve,  so  ist 
ji:  =  0  für  r  =s  ä,  die  untere  Integrationsgrenze  also  9  =  0,  und  es  wird 

(29)  x^ay2{^\  F{g>, i)  +  E{q>, i)}      , 

wo  F[fpjk)  und  E[fp,k)  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  (nach 
Legendre]  mit  dem  Modul  i=»cos(y/2)  bezeichnen.  Die  Periodenlänge  der 
Kurve  ist  das  Vierfache  des  Wertes  von  x  für  tp^nj^  (oder  t  =  y),  also 
a'^i^K  —  iE),  wo  AT  und  E  die  vollständigen  elliptischen  Integrale  sind;  ihre 
ganze  Höhe  ist  2ä]/2  cos(y/2). 

Die  Kurve,  deren  Koordinaten  durch  (28)  und  (29)  ausgedrückt  sind,  besitzt 
verschiedenen  Charakter  je  nach  dem  Werte  des  Neigungswinkels  y  der  Wende- 
tangente. Ist  y  klein,  so  besitzt  die  Kurve  Schleifen,  die  abwechselnd  oberhalb 
und  unterhalb  der  Niveauebene  liegen,  wie  Figur  400  a  (p.  1138)  für  y  =  10^  zeigt, 
in  der,  wie  in  den  folgenden  Figuren,  die  Schraffierung  andeutet,  auf  welcher  Seite 
der  Kurve  die  Flüssigkeit  liegt  Wächst  y,  so  rücken  die  Schleifen  immer  näher 
aneinander  (vgl.  Figur  400^,  die  ^ür  y  =  40®  gezeichnet  ist),  während  die  Knoten- 
punkte (in  denen  die  Kurve  sich  selbst  schneidet)  sich  der  -X-Achse  nähern. 
Für  einen  speziellen  Winkel  y,  der  ungefähr  =49^16'  ist,  decken  sich  alle 
Schleifen,  und  alle  Knotenpunkte  fallen  in  einen  Punkt  der  A^- Achse  zusammen, 
so  daß  die  ganze  Kurve  sich  auf  eine  einzige  lemniskatenähnliche  Doppelschleife 
reduziert  (Figur  400  f).  Wird  y  noch  größer,  so  rücken  die  Schleifen  wieder  aus- 
einander, wobei  ihre  Höhe  größer  als  die  halbe  Kurvenhöhe  wird  und  sie  dem- 
gemäß übercinandergreifen,  so  daß  immer  zwei  Knotenpunkte  auf  derselben  Seite 
der  JIT- Achse  übereinander  zu  liegen  kommen  (Figur  400  ü/i  gültig  für  y  =  60^. 
Bei  einem  gewissen  Werte  von  y  (ungefähr  62^2^)  fallen  diese  beiden  Knoten- 
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punkte  zusammen,  so  daß  die  benachbarten  Schleifen  sich  eben  noch  berühren, 
und  bei  noch  größerem  y  öffnen  sich  die  Schleifen  (Figur  400^,  wo  y  =  80*^). 
Die  Kurven  von  diesem  Typus  besitzen  noch  auf  jeder  halben  Periodenbreite 
zwei  Punkte  mit  vertikalen  Tangenten,  solange  y  <  ;«/2  ist;  für  y  =a  7i;/2  rücken 
diese   zwei  Punkte  in  den  Wendepunkt  zusammen  (Figur  400/).     Von  da  an, 


i^^üy* 


^\f 


Figur  400. 


d.  h.  für  y  >  jr/2,  existieren  überhaupt  keine  vertikalen  Tangenten  mehr  und 
man  erhält  Kurven  (vgl.  Figur  400^  und  400  Ä)  vom  Typus  einer  Wellenlinie,  die  bei 
weiterwachsendem  y  immer  flacher  und  niedriger,  und  dabei  einer  Kosinuslinie 
immer  ähnlicher  werden  (vgl.  die  Bemerkung  p.  11 37  über  den  Grenzfall  y  =»  jr). 
Die  Höhe  der  ganzen  Kurve  nimmt  übrigens,  während  y  von  0  bis  %  wächst, 
beständig  ab,  da  sie  nach  Gleichung  (28)  gleich  2tfy2cos(y/2)  ist. 

Zylindrische  Flüssigkeitsoberflächen,  welche  Profilkurven  der  in  C  betrachteten 
Art  besitzen,  kommen  vor  zwischen  zwei  parallelen  Platten,  von  denen  die 
eine  benetzt  wird,  die  andere  nicht  (siehe  Figur  401),  sowie  bei  den  hängenden 

Tropfen,  die  man  erhalten  würde,  wenn  man  die 
Flüssigkeit  aus  einem  langen  Spalte  im  Boden  eines 
Troges  austreten  ließe,  oder  bei  Luftblasen,  die  aus 
einem  solchen  Spalt  nach  oben  austreten.  Im  ersteren 
Falle  bestimmt  sich  das  zur  Ausbildung  kommende 
—  Kurvenstück  durch  den  Abstand  und  den  Neigungs- 
winkel der  Platten  und  durch  die  Randwinkel  an  ihnen. 
Bei  vertikalen  Platten  und  den  Randwinkeln  0  und 
180^  z.  B.  muß  die  Profilkurve  der  zwischenliegenden 
Flüssigkeitsoberflächc  zu  denjenigen  mit  vertikalen  Tan- 
genten, für  die  y  <  jc/2  ist,  gehören  und  bestimmt 
sich  durch  die  Bedingung,  daß  der  horizontale  Ab- 
stand zweier  aufeinanderfolgender  Punkte  mit  vertikalen  Tangenten  (zwischen 
denen  y  <  r  <  «/2  ist)  gleich  dem  gegebenen  Plattenabstand  d  sein  muß;  der 
Neigungswinkel  y  würde  also  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung 


Figur  401. 


\d=ai^\\F{<p^,e)-E{^,„k)\      . 


worin  9^  =  arc  sm 


1      >    ^  — 


cos-J^y 


cos  J  y    ist. 
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Der  Fall  des  hängenden  Tropfens  ist  von  F.  Neumann  ^  eingehend  unter- 
sucht worden.  Tritt  der  Tropfen  aus  einem  Spalte  mit  scharfen  Rändern  aus, 
so  ist  sein  Randwinkel  innerhalb  gewisser  Grenzen  unbestimmt  (vgl.  p.  11 29),  und 
zur  Bestinmiung  der  Tropfenform  müßte  außer  der  Spaltbreite  etwa  noch  der 
Druck  in  der  Austrittsöfiöiung  gegeben  sein.  Die  Profilkurve  kann  dann  auch 
dem  Typus  B  ohne  Wendepunkt  angehören,  und  zwar  wird  sie  dann  von  einem 
Stück  der  Schleife  einer  Kurve  gebildet,  die  der  imterhalb  der  -i^- Achse  liegenden 
Schar  angehört.  Einfacher  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  es  sich  um  einen 
Tropfen  einer  benetzenden  Flüssigkeit  handelt,  der  an  einer  Horizontalebene 
hängt  Dann  wird  das  Profil  des  Tropfens  jedenfalls  von  einer  Kurve  mit  Wende- 
punkten gebildet,  und  zwar  von  einem  Stück  von  der  ganzen  Periodenlänge, 
welches  zwischen  zwei  Gipfelpunkten  der  Kurve  liegt  (wie  Figur  400^  oder  400  ä); 
es  ist  aus  dem  p.  1138  Gesagten  ersichtlich,  daß  hierbei  nur  solche  Kurven  in 
Betracht  kommen  können,  bei  denen  y  >  62^/^^  ist.  Diese  Kurven  wären,  da  die 
Breite  des  Tropfens  nicht  vorgeschrieben  ist,  an  imd  für  sich  sämtiich  mögliche 
Gleichgewichtsformen,  sie  entsprechen  aber  nicht  alle  stabilem  Gleichgewicht  und 
können  daher  tatsächlich  nicht  alle  vorkommen.  Als  gegebene  Größe,  durch 
welche  sich  die  Tropfengestalt  bestinunt,  kann  hier  am  besten  das  Volumen  pro 
Längeneinheit  betrachtet  werden,  also  die  Größe 

+  f 

)dx 


^-fit-^h 


wenn  2  S  die  ganze  Breite  des  Tropfens,  2  f  den  Abstand  seines  tiefsten  Punktes 
von  der  Horizontalebene,  an  der  erhängt,  bezeichnet  (vgl.  Figur  400^,  p.  1138). 
Für  dieses  Volumen  ergibt  sich  nun  ein  einfacher  Ausdruck  mit  Hilfe  der 
Differentialgleichung  (19'),  aus  welcher  allgemein  folgt 

(2) 


/' 


zdx  ^ [siö^]l  =  -J  ^*  [sin  ^] J 

(1) 


also  im  vorliegenden  Falle,  wo  an  beiden  Grenzen  sin  t  =  0  ist. 


/' 


das  Voliun  des  ganzen  Tropfens  pro  Längeneinheit  ist  also  die  Hälfte  des 
Volums  des  rechtwinkligen  Parallelepipeds  von  gleicher  Länge,  Breite  und  Höhe. 
Dieser  Satz  folgt  übrigens  auch  aus  der  Überlegung,  daß  das  Gewicht  des  Tropfens 
gleich  sein  muß  dem  gesamten  auf  seine  Haftfläche  wirkenden  negativen  Druck, 
welcher,  da  der  Druck  im  Niveau  des  Wendepunkts  0  ist,  durch  ^<yf  multipliziert 
mit  der  Breite  2  |  der  Haftfläche  gegeben  ist.  Setzt  man  noch  für  J  und  |  ihre 
aus  (28)  und  (29)  folgenden  Werte  ein,  so  wird 

(30)  V^4.a^k[2E-K)     ,  wo  -^  =  cos-|-      • 

Die  Berechnung  dieses  Ausdrucks  zeigt  nun,  daß  Fein  Maximum  F=  2,606 0* 
erreicht,  wenn  der  Winkel  y  =  108^56'  ist,  und  daß  zu  irgend  einem  kleineren 
Werte  V  zwei  Werte  von  y,  also  zwei  verschiedene  Formen  des  Tropfen- 
profils gehören.  Von  diesen  ist  aber  nur  die  breitere  und  flachere  stabil.  Die 
Grenzform,  für  welche  V  jenen  Maximalwert  erreicht,  besitzt  die  Breite  8,1 6 ä 
und  die  Höhe  1,65  a,  d.  i.  z.  B.  für  Wasser  12,2  mm  und  6,4  mm.  Hat  ein 
zylindrischer,    an    einer    benetzten    Horizontalebene    hängender   Tropfen    durch 

^  F.  Neumann,  Vorlesungen  über  Kapillarität,  Kap.  V. 
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sukzessive  Flüssigkeitszufuhr  diese  Größe  erreicht,  so  muß  er  bei  weiterer  Zufuhr 
abreißen.  Dies  geschieht  in  Wirklichkeit,  indem  ein  Rest  der  Flüssigkeit  als 
flacherer  Tropfen  hängen  bleibt;  über  die  Größe  dieses  Restes  gibt  aber  die 
Kapillaritätstheorie  keinen  Aufschluß,  da  es  sich  bei  dem  Abreißen  um  einen 
dynamischen  Vorgang  handelt.  (Weiteres  über  die  entsprechende  Frage  bei  Rotations- 
tropfen siehe  unter  2  B  und  IV,  7.) 

2.   Rotationsflächen. 


Der  praktisch  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  die  Flüssigkeitsoberfiäche  eine 
Rotationsfläche  mit  vertikaler  Achse  ist,  wie  sie  es  zufolge  der  Symmetrie  ihrer 
Begrenzung  z.  B.  sein  muß  in  einer  vertikalen  Röhre  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt oder  bei  Tropfen  oder  Blasen,  die  aus  einer  solchen  Röhre  austreten. 
Bezeichnet  r  den  Abstand  eines  Oberflächenpimktes  von  der  Rotationsachse, 
und  hat  x  die  frühere  Bedeutung,  so  ist  der  reziproke  Krümmimgsradius  der 
Meridiankurve 
,     ,  1  </sinT 

femer  ist  der  Krümmungsradius  R'  der  zur  Meridianebene  senkrechten  Krümmungs- 
linien der  Abschnitt  der  Flächennormale  bis  zu  deren  Schnittpunkt  mit  der 
Rotationsachse,  also 

1  sinr 

(31)  ^ 

(vgl.  Figur  402,  wo  PM  =  R^  PN  ^  R\  und  aus  der  auch  ersichtlich,  daß  zufolge 
der  früher  getroffenen  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  der  Krümmungsradien 
auch  hier  das  negative  Zeichen  zu  nehmen  ist).  Demnach  lautet  jetzt  die 
Differentialgleichung  (13): 

fsinir        dsmT\  ^ 


oder 

(32) 

oder  auch 
(32') 


d{r  sin  r) 
rar 

dz 


-4(.-.<0 


IF 


=  ^(.-.0) 


Diese  Differentialgleichung  kann  nur  durch  Näherungsmethoden  integriert 
werden,  die  je  nach  den  Nebenbedingungen  des  besonderen  Falles  verschieden 
zu  wählen  sind.  Um  überhaupt  partikuläre  Integrale  (zunächst  ohne  Rücksicht 
auf  Nebenbedingungen)  zu  finden,  kann  man  jedoch  ein  geometrisches  Verfahren 
anwenden,  darin  bestehend,  daß  man  die  Meridiankurve  sukzessive  aus  kleinen 
Kreisbögen  zusammensetzt^  Es  seien  (Figur  403)  irgend  ein  Kurvenpunkt /\,  sowie 
der  zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  Afj,  also  auch  die  für  P^  geltenden  Werte 
R  SS  R^  s=z  P^M^  und  R'  =  R^^  =  P^  N^^  gegeben  bezw.  willkürlich  angenommen» 
Dann   ist    ein   in  P^^    beginnendes  Kurvenelement  PiP^   als   Bogen  des  um  Af^ 


1  Laplace,  Connaissance  des  Tcmps,  181 2.  —  W.  Thomson  (Lord  Kelvin),  Proc. 
Roy.  Inst.  11.  part  III.  1886.  Populär  Lectures  L  Deutsche  Ausgabe  (1891)  p.  24.  — 
C.  V.  Boys  hat  das  KonstruktioDSverfahren  in  technischer  Hinsicht  vereinfacht  [Phil.  Mag.  (5) 
36.  75-  1893]. 
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beschriebenen  Kreises  konstruierbar.  Der  Abschnitt  P^N^,  den  die  Achse  auf 
der  Verlängerung  von  P^M^  erzeugt,  gibt  den  zu  P^  gehörigen  Wert  von  R\ 
und  der  für  P^  geltende  Wert  R  ^  R^  kann  nun,  nachdem  man  noch  die 
Diflferenz  der  Z-Koordinaten  von  P^   und  P^  gemessen  hat,  aus  der  Gleichung 


Figur  402. 


Figur  403. 


Figur  404. 


berechnet  werden,  die  man  erhält,  indem  man  die  Gleichung  (13')  einmal  für  den 
Punkt  /\,  sodann  für  P^  hinschreibt  und  diese  beiden  Gleichungen  subtrahiert; 
man  findet  so: 

R 1 

*~~^~~\ — 2~ ; — r 

und  kann  somit  den  zu  P^  gehörigen  Krümmungsmittelpunkt  M^  der  Meridiankurve 
durch  Abtragen  der  Strecke  P^  M^  =  R^  auf  P^  N^  konstruieren.  Nun  kann  man 
von  P^  aus  das  nächste  Bogenelement  P^P^  zeichnen  und  in  derselben  Weise  fort- 
fahren. Nach  diesem  Verfahren  hat  J.  Perry  auf  Veranlassung  von  Lord  Kelvin 
eine  Anzahl  mathematisch  möglicher  Meridiankurven  kapillarer  Rotationsflächen 
gezeichnet,  von  denen  in  Figur  404  zwei  wiedergegeben  sind.^  Das  Verfahren 
versagt  nur  fttr  Kurvenpunkte,  die  der  Rotationsachse  sehr  nahe  liegen,  da  dann 
die  Konstruktion  der  Schnittpunkte  N  zu  ungenau  wird;  hier  muß  durch  Rechnung 
nachgeholfen  werden  (siehe  imten,  p.  1142). 

A.  FlQssigkeitsoberfläche  in  zylindrischen  vertikalen  Kapillar- 
röhren; liegende  Tropfen.  —  Es  handelt  sich  hier  um  Flächen,  welche  die 
Rotationsachse  treffen  und  zwar  senkrecht  (da  anderenfalls  die  Fläche  dort  eine 
Spitze  hätte);  also  kommen  nur  solche  partikuläre  Lösungen  von  (32)  in  Betracht, 
die  für  r  =  0  t  =  0  ergeben.  Legt  man  den  Koordinatenanfangspunkt  in  den 
Schnittpunkt  der  Fläche  mit  der  Achse  (so  daß  auch  j?  =  0  für  r  =  0),  und 
bezeichnet  mit  Rq  den  Absolutwert  des  Krümmungsradius  in  diesem  Punkte, 
mit  h  den  Abstand  des  letzteren  von  der  „Niveauebene"  (siehe  p.  11 26),   so  ist 


R. 


und  die  Differentialgleichung  (32)  lautet 


(32") 


d^(rsinT) 
rdr 


2z        _2_ 


oder        =s 


■{z^h) 


1  Zuerst  veröffentlicht  sind  dieselben  in  der  Nature  vom  32.  u.  29.  Juli  u.  19.  August  1886. 


1 142  F.  PocKELS,  KapiUarität  f^^t  Aufl. 

Dieselbe  gilt  sowohl  für  eine  nach  oben  konkave  Fläche  (Meniskus  in 
benetzten  Kapillarröhren,  Oberfläche  von  Luftblasen,  die  unter  einer  horizontalen 
Platte  li^en)  als  auch  (mit  unverändertem  Vorzeichen)  für  eine  nach  oben  konvexe 
(Oberfläche  einer  nicht  benetzenden  Flüssigkeit  in  einer  Röhre  oder  eines  liegenden 
Tropfens),  sofern  man  in  jedem  Falle  die  +  Z-Achse  nach  der  konkaven  Seite 
hin  rechnet  (also  im  zweiten  Falle  vertikal  nach  abwärts,  entgegen  der  früheren 
Festsetzung);  denn  die  betrefienden  konkaven  und  konvexen  Flächen  sind  bei  gleichem 
Rq  spiegelbildlich  zueinander  in  bezug  auf  die  Niveauebene  (wie  die  p.  1134  be- 
trachteten Flächen).  Die  folgenden  Entwickelungen  haben  also  für  beide  Fälle  Gül- 
tigkeit. Von  der  oberen  Thomson  sehen  Kurve  in  Figur  404  würde  in  Kapillar- 
röhren der  Teil  AB,  bei  liegenden  Tropfen  der  Teil  ABC  in  Betracht  kommen. 
(Über  die  physikalische  Bedeutung  der  Schleifen  dieser  Kurve  siehe  unter  C.) 

Für  den  praktisch  wichtigsten  Bereich  0  <  r  <  ^/2  läßt  sich  die  Differential- 
gleichung durch  eine  konvergierende  Reihe  nach  geraden  Potenzen  von  r  integrieren  \ 
deren  Anfangsglieder  lauten': 

Auch  für  die  reziproken  Krümmungsradien,  sowie  für  tgt  oder  sinr  lassen 
sich  Potenzreihen  entwickeln': 


(34) 
(34') 


1 l_f  Sr^         5r*     I    1  1    \  1 

JL__L/i     —-      _^/J_j.J_)       l 


(35)  sint 


Ä„   r  +  4a2  +  24a*   (/?„»"*"  2  a»J  ■*"■■■} 


Aus  den  Formeln  (34)  und  (34')  ist  ersichtlich,   daB  für  hinreichend  kleine 
Abstände  r  die  Ungleichung  besteht 

l^[  >  -Ji']  ^   R,      ' 

deren  Gültigkeit  sich  übrigens  auf  das  ganze  Bereich  0  <  t  <  7i;/2  erstreckt. 
Die  Gleichung  (35)  zeigt,  mit  welchem  Genauigkeitsgrade  r/sinr  als  Näherungs- 
wert für  Bq  gelten  kann.  Siedentopf  ^  hat  die  Formeln  (33)  und  (34)  benutzt, 
um  die  Meridiankurve  liegender  Tropfen,  von  der  Kuppe  ausgehend,  so  weit 
zu  konstruieren,  daß  für  die  weitere  Fortsetzung  die  Thomson  sehe  Konstruktion 
(siehe  oben)  mit  hinreichender  Genauigkeit  anwendbar  war.  Aus  den  so  für 
einen  willkürlich  angenommenen  Wert  aj  von  a*  (und  für  eine  Reihe  von  i?Q-Werten) 
konstruierten  Kurven  werden  diejenigen  für  eine  beliebige  Flüssigkeit  von  gegebenem a  * 
durch  Verkleinerung  im  Verhältnis  aja^  erhalten.  Die  Beziehung  zwischen  größtem 
Tropfenradius  r  (d.  h.  dem  Wert  von  r  für  t  =  «/2),  Krümmungsradius  der 
Kuppe  Bq  und  spezifischer  Kohäsion,  die  sich  aus  jenen  Kurven  ablesen  läßt, 
stellt  Siedentopf  durch  die  Interpolationsformel  dar 


(3*')  ,■>       =,,(   ' 


'''-"^'i-k) 


v>o/[x)  =  2,124  +  l,0178;c ±  V y \l  -  ].&{x - if\ 


^  K.  Lasswitz,  Dissert.  Breslau  1873.  P«  ^3-  —  Th.  Lohnstein,  Dissert.  Berlin  1891.  p.  9; 
WiED.  Ann.  54.  716.  1895.  —  C.  Maltäzos,  C.  R.  118.  583.  1894.  —  Der  von  Lasswitz 
gegebene  Konvergenzbeweis  ist  nach  Lohnstein  (Ann.  d.  Phys.  22.  778.  1907)  nicht  ein- 
wandsfrei.  —  ^  H.  Siedkhtopf,  Über  Kapillaritätskonstanten  geschmolzener  Metalle;  Dissert. 
Göttingen  1897.  p.  14.  —  3  H.  Siedentopf,  a.  a.  O.  p.  18. 
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Bashforth  und  J.  C.  Adams  haben  eine  große  Reihe  von  Tropfen-Meridian- 
kurven durch  mechanische  Quadratur  der  Differentialgleichung  (32)  berechnet 
und  die  Resultate  in  umfangreichen  Tabellen  niedergelegt  ^  welche  ebenfalls  unter 
anderem  dazu  dienen  können,  um  zusammengehörige  Werte  der  ausgezeichneten 
Dimensionen  eines  Tropfens,  des  Kuppenkrümmungsradius 
und  der  Konstante  a  zu  finden.  Verschiedene  Näherungs- 
formeln für  diese  Größen  von  mehr  oder  weniger  be- 
schränkter Anwendbarkeit  sind  auch  von  Poisson^  und 
A.  König'  abgeleitet  worden.  Teils  mit  Hilfe  der  Sieden- 
topf sehen  Kurven,  teils  mittels  der  von  Lohnstein*  ent- 
wickelten Näherungsformeln  hat  Heyd  weiller  ^  eine 
Tabelle  berechnet,  welche  für  die  Werte  0,01,  0,02... 
bis  0,89  des  Verhältnisses  der  Tropfenhöhe  f  zum  größten 
Radius  r  die  entsprechenden  Werte  von  ä/J  angibt;  unter  f  ist  dabei  der  verti- 
kale Abstand  der  Tropfenkuppe  über  der  Ebene  des  größten  Durchmessers  ver- 
standen (siehe  Figur  405).     Jener  Tabelle  sind  folgende  Zahlen  entnommen: 


Figur  405. 


C/r 


alt 


^Ir 


«/C 


0,01 

0,997 

0,25 

0,931 

0,05 

0,982 

0,30 

0,931 

0,10 

0,963 

0,35 

i      0,938 

0,15 

0,950 

0,40 

'      0,951 

0,20 

0,039 

0,45 

0,972 

C/r 

a/C       1 

^Ir 

«/c 

0,50 

1 

1,001    ! 

0,75 

1,354 

0,55 

1,042 

0,80 

1,506 

0,60 

1,091     1 

0,85 

1,735 

0,65 

1,153     1 

0,89 

2,007 

0,70 

1,239     , 

1 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  daß  die  Tropfenhöhe  nicht  für  unendlich  großes  f  am 
größten  ist,  sondern  ihren  Maximalwert  (=  1,074  a)  bei  einem  Tropfenradius 
r  =  ?/0,275  =  8,91  a  erreicht. 

Eine  Integration  der  Differentialgleichung  durch  Approximation,  die  für  den 
Fall  enger  Kapillarröhren  (oder  kleiner  Tropfen)  brauchbar  ist,  kann  in  der  Weise 
ausgeführt  werden,  daß  man  in  (32")  zunächst  z  neben  h  =  ^^I-^q  vernachlässigt 
und  unter  Berücksichtigung  der  Randbedingung  integriert  (erste  Näherung),  dann 
die  so  erhaltene  Funktion  2(r)  auf  der  rechten  Seite  der  Differentialgleichung  ein- 
setzt und  wieder  integriert,  und  so  fort.®  Die  so  erhaltene  erste  Näherung  für 
die  Meridiankurve  ist 


(37) 


rk 


sm  T  = 


dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Radius  a^/Ä,  wobei  sich  h  durch  den 
Röhrenradius  q  und  Randwinkel  &  gemäß  der  Formel 


(38) 


Ä  = 


ö^cosö- 


bestimmt,  die  also  die  erste  Näherung  für  die  Steighöhe  in  einer  zylindrischen 
Kapillarröhre  angibt.     Setzt  man  den  entsprechenden  Ausdruck  für  z,  nämlich 


(39) 


g^  ]/p2-r^cos^d 
cosO 


^  F.  Bashforth,  An  attempt  to  test  the  theory  of  capillary  action.  Cambridge  1883. 
Die  numerische  Integration  der  Differentialgleichung  hat  auch  C.  Runge  (Math.  Ann.  46.  167. 
1895)  behandelt.  —  ^  s.  D.  PoissoN,  Nouvelle  th^orie  de  Taction  capillaire.  Paris  1831.  — 
3  A.  KÖNIG,  WiED.  Ann.  16.  10.  1882.  —  *  Th.  Lohnstetn,  ibid.  53.  1067.  1894;  64. 
713.  1895.  —  B  A.  Heyd WEILLER,  ibid.  66.  311.  1898.  H.  schätzt  die  Genauigkeit  der  an- 
gegebenen Werte  von  a/^  auf  einige  Tausendstel.  —  6  Fr.  Neümann,  Vorlesungen  über 
Kapillarität,  Kap.  III,  §  4. 
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in  (32")  ein,  so  folgt  durch  Integration 

(^•7'\  r-Anr^*''*    I        '"' ^            2   g» -  (g»  -  r' COs' »)'/. 

(37)  '^'^'^'--^  +  ^»^^--3  ^^^^5«^ 

und  hieraus  vermöge  der  Bedingung,   daß  t  =  (jr/2)  —  d  sein  muß  für   r  =  ^, 

der  zweite  Näherungswert  filr  h: 

(38')  ^^a'cos»_^^/    _2    l-sin3*l 


^  cos-^  \         3        cos*-^ 

In  dem  praktisch  wichtigsten  Falle,   daß  der  Randwinkel  0  ist,   erhält  man 
hieraus  die  schon  von  Laplace  aufgestellte  Formel: 

(38'a)  ;;  =  ^-l^     , 

die  sich  einfacher  auch  dadurch  ableiten  läßt,  daß  man  das  gehobene  Flüssigkeits- 
volumen unter  Annahme  eines  halbkugelförmigen  Meniskus  ausrechnet  und  dessen 
Gewicht  gleich  dem  vertikalen  Zuge  der  Oberflächenspannung  2Q7ca  setzt  Als 
zweite  Näherung  filr  die  Gleichung  der  Meridiankurve  der  kapillaren  Ober- 
fläche erhält  man  in  diesem  Falle: 

2  ?'  ,_^+y^-^ 


(39')  *,  =  ^  -  f?'=^+  ^  -jriog 


2^ 


wobei  Glieder  von  der  Ordnung  (^/a)*  neben  1  vernachlässigt  sind. 
Endlich  ist  (im  Falle  O  «  0)  die  dritte  Näherung  für  A: 

(38"a)  A  =  ll_l.,+  l.-ii(iog4-l)     . 

B)  Hängende  Tropfen.  Bedingung  des  Abtropfens.  Hier  bildet 
eine  Rotationsfläche,  die  ebenfalls  die  Achse  schneidet,  die  freie  untere  Grenz- 
fläche der  Flüssigkeit  (oder  allgemeiner  die  Trennungsfläche  einer  schwereren 
Flüssigkeit,  die  auf  einer  leichteren  schwimmt). 

Der  Winkel  t,  so  gerechnet  wie  er  früher  (p.  1 1 3 1 , 1 1 40)  definiert  wurde,  würde 
daher  hier  ein  stumpfer  oder  Überstumpfer  sein.  Wird  r  —  ä  =  t'  gesetzt,  und 
die  2r-Koordinate  wie  zuvor  vom  tiefsten  Punkte  der  Oberfläche  aus  vertikal  nach 
aufwärts  positiv  gerechnet,   so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Meridiankurve: 

worin  die  Konstante  z^  durch   den  Krümmungsradius  in  der  Achse  i?^  (positiv 
gerechnet,  wenn  die  Oberfläche  nach  unten  konvex  ist)  ausgedrückt  werden  kann: 

Mittels  der  p.  1 140 — 1 14 1  erörterten  Thomson  sehen  graphischen  Methode  hat 
Perry  partikuläre  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  hergestellt;  danach  sind 
die  (der  p.  11 40  zitierten  Abhandlung  Thomsons  entnommenen)  Figuren  406  a — e 
gezeichnet,  welche  in  3,3  facher  Vergrößerung  Meridianschnitte  möglicher  Wasser- 
oberflächen am  unteren  Ende  einer  zylindrischen  Röhre  darstellen;  die  Horizontale 
durch  den  Punkt  O  bezeichnet  die  Höhe  des  Niveaus,  in  welchem  der  Druck 
in  der  Flüssigkeit  gleich  dem  äußeren  Druck  ist.^  Als  Übergang  zwischen  den 
nach  unten  konvexen  und  den  konkaven  Formen  kann  eine  ebene  Begrenzungs- 


1  J.C.Maxwell,  Cap.  action, p.  69;  Sc.  Papers,  p.  585.   Vgl.  auch  H.  Minkowski,  Math. 
Encyclop.  V,  9.  p.  587. 
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flflche  auftreten  (Figur  406^];  die  Stabilitätsbedingung  für  eine  solche  ist  von 
Maxwell  angestellt  worden:  es  muß  der  Radius  der  Offiiung  r  <  2,709  a  sein, 
oder  allgemeiner,  wenn  es  sich  um  die  Trennungsflflche  zweier  verschiedener 
Flüssigkeiten  (deren  obere  die  schwerere  ist)  handelt, 


r  <  2,709 


y; 


2«, 


■eine  Folgerung,  die  mit  Beobachtungen  von  Duprez^  gut  übereinstimmt. 
Numerische  Daten  enthält  für  eine  Anzahl  verschiedener  Kurven  das  p.  1143 
«rwähnte   Tabellenwerk   von    Bashforth   und   Adams,    femer   sind    solche  von 

a  h  c 


:« 


^-T-^ 


Figur  406. 


Mathieu^  besonders  aber  in  einer  Arbeit  von  Lohnstein'  berechnet,  deren 
-eigentliches  Ziel  die  theoretische  Bestimmung  der  Größe  abfallender  Tropfen 
ist.  Es  mögen  hier  zunächst  einige  Resultate  dieser  letzteren  Untersuchung  mit- 
geteilt werden,  die  sich  auf  hängende  Tropfen  beziehen. 

Das  Volumen  V  eines  Tropfenabschnittes  von  der  Höhe  z  läßt  sich  einfach 
"durch  z  und  die  zugehörigen  Werte  von  r  und  sinr'  ausdrücken;  es  ist  nämlich 


oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  (40): 

(41)  F=  «r[a*sinT'+  r{z  —  z^)]  =  a^rjr  sinr'  -\ ^  \z ^r— 

Das  Gewicht  des  Tropfens  ist  folglich 

(41a)  G  =  2r««[sin.'+l(i---|-) 

und  demnach  im  allgemeinen  verschieden  von  der  Vertikalkomponente  der  am 
Rande  angreifenden  Oberflächenspannung,  welche  =2r7rasinT'  ist.  (Vgl.  das 
p.  1139  über  zylindrische  Tropfen  Gesagte).  Hängt  der  Tropfen  an  einer  hori- 
zontalen Platte,  so  ist  z'  gleich  dem  gegebenen  Randwinkel,  aber  r  unbestimmt; 
hängt   er  dagegen   an   der   scharfrandigen   unteren  Mündung  einer  Röhre,   so  ist 

1  F.  DüPREZ,  M6m.  Acad.  Belg.  26.  1851;  28.  1854.  —  2  e.  Mathieu,  Journ.  de 
phys.  (2)  3.  203.  1884.  —  3  Th.  Lohnstein,  Ann.  d.  Phys.  20.  237.  1906.  Nachträge 
dazu:  ibid.  p.  606;  21.  1030.  1906;  22.  767.  1907. 
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umgekehrt  r  gegeben  und  z  unbestimmt.  In  beiden  Fällen  genügt  also  im 
Prinzip  die  Angabe  von  F,  um  aus  (41)  in  Verbindung  mit  dem  allgemeinen 
Integral  der  Diflferentialgleichung  den  Parameter  R^  und  somit  die  Tropfengestalt 
zu  bestimmen.  Lohnstein  hat  umgekehrt  die  Abhängigkeit  der  letzteren  und 
des  Volumens  von  R^la  diskutiert,  wobei  sich  folgendes  ergab.  Solange 
a/i?Q  <  1,7975  ist,  besitzt  die  Meridiankurve  des  Tropfens  einen  Wendepunkt, 
in  welchem  t'  einen  Maximalwert,  der  <  «/2  ist,  erreicht  (Figur  406a  oder  die 
von  Lohnstein  für  den  Fall  a\R^  =  1,5  konstruierte  Figur  4070);  im  weiteren 
Verlauf  würde  die  Kurve,  nachdem  t',  wieder  auf  0  gesunken,  mit  abnehmenden 
Amplituden  um  die  Horizontale  z  =  a\R^  oszillieren.  Ist  a\R^  größer  als  obiger 
Wert,  so  tritt  der  Wendepunkt  erst  für  einen  Wert  von  x' ^  Tt\%  ein,  und  die 
Kurve  besitzt  an  zwei  Stellen  vertikale  Tangenten  (siehe  Figur  407^,  die  für 
alRQ=^  2,0  gilt);  von  der  zweiten  vertikalen  Tangente  an  kann  t'  entweder  stetig 
bis  0  abnehmen,  oder  (wenn  a/7?^  >  2,5  ist)  erst  noch  ein  Maximum  xmd 
Minimum  annehmen.  Für  sehr  große  a/R^  wird  die  Einschnünmg  des  Tropfens 
bei  der  zweiten  vertikalen  Tangente  sehr  stark,  und  der  unterhalb  derselben 
liegende  Teil  des  Tropfens  nähert  sich  einer  Kugel  vom  Radius  Rq,  Der 
horizontale    Durchmesser    eines    eingeschnürten    Tropfens    an    der  Stelle   größter 

Ausbauchung  ist  stets  <  1,295  a.    Der  größte 
^  Wert,    den  r    für    die    Stelle,    wo    t'    zum 

zweiten  Male  0  wird,  haben  kann,  wird  für 
unendlich  großes  Rq  erreicht  und  beträgt 
2,7095  0;  demnach  ist  5,419  ä  der  größte 
Durchmesser,  den  ein  an  einer  horizontalen 
Platte  hängender  Tropfen  einer  benetzenden 
Flüssigkeit  an  seiner  Haftfläche  haben  kann.^ 
Ein  Tropfen,  der  an  der  Mündung  eines 
Rohres  hängt,  ist  hingegen  bei  noch  größerem 
Durchmesser  möglich;  denn  der  Winkel  t' 
kann  dann  am  Rande  negativ  sein,  und 
folglich  die  (in  Figur  407  0  punktierte)  Fortsetzung  der  Kurve  über  den  Punkt 
t'  =  0  hinaus  noch  mit  zur  Ausbildung  gelangen.  Das  Volumen  eines  seine  hori- 
zontale Basisfläche  vollständig  benetzenden  Tropfens  ist  nach  (41)  f^n{z-^a^jR^ 
xmd  erreicht  seinen  größten  Wert  für  ajR^  =  1,124;  der  zugehörige  Wert  von  f 
ist  2,2614a,  derjenige  von  F=  6,657  a^  Für  das  Maximalgewicht  eines  an 
benetzter  horizontaler  Platte  hängenden  Tropfens  ergibt  sich  daraus  (wenn  man 
a  =  ]/2a/^<y  einsetzt)  der  Ausdruck 


Figur  407. 


=  18,83  y—    , 


vorausgesetzt,    daß    a    in    absolutem    Maße    ausgedrückt    ist.       Für   Wasser    von 
mittlerer  Temperatur   ist    Gmax  —  0,895^. 

Bei  Tropfen,  die  an  einer  scharfrandigen  Röhre  hängen,  ist  r  gegeben  gleich 
dem  (äußeren)  Röhrenradius  und  variiert  demnach  V,  als  Funktion  von  R^  betrachtet, 
wie  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  in  (41).  Die  näherungsweise  Berech- 
nung des  letzteren  zeigt  aber,  daß  er  für  einen  gewissen  Wert  von  R^ja  ein 
von  r/a  abhängiges  Maximum  erreicht.  Zu  jedem  Röhrenradius  gehört  also  ein 
Maximalvolumen  V^  des  hängenden  Tropfens,  und  Lohnstein  nimmt  an,  daß,  wenn 
bei  langsamem  Ausfließen  der  Flüssigkeit  aus  der  Röhre  die  diesem  entsprechende 
Tropfenform  erreicht  ist,  das  Abfallen  eines  Tropfens  eintritt.  Bei  diesem  Abfallen 
bleibt  ein  Rest  des  Tropfens  hängen,  und  hierüber  macht  Lohnstein  auf  Grund 


1  Siehe  die  Bemerkung  p.  1145  über  die  Maximalgröße  einer  stabilen  ebenen,  horizontalen, 
kreisförmigen  Trennungsfläche  zweier  Flüssigkeiten. 
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qualitativer  Beobachtungen  die  Annahme,  daß  die  Meridiankurve  des  Tropfenrestes 
am  Röhrenrand  denselben  Neigungswinkel  ti»  besitze,  wie  die  Meridiankurve  des 
Tropfens  unmittelbar  vor  dem  Abreißen,  d.  h.  also  des  hängenden  Maximaltropfens. 
Die  Rechnung  zeigt,  daß  es  zu  jedem  t^,,  wenn  das  gegebene  r  <  2,2614  a  ist, 
noch  eine  zweite,  flacher'  verlaufende  zugehörige  Meridiankurve  gibt,  welche  vor- 
stehendem Satze  gemäß  dann  die  Form  des  Tropfenrestes  bestimmt  Ist  das 
Volumen  des  letzteren  ]^,  so  ist  das  Volumen  des  abfallenden  Tropfens  F  —  F . 
Ist  r  >  2,2614  a,  so  gilt  dies  auch  noch,  aber  dann  ist  ri,  negativ  und  das 
Volumen  des  Tropfenrestes  ebenfalls,  d.  h.  es  fällt  mehr  Flüssigkeit  ab,  als  der 
unterhalb  der  Randebene  liegende  Teil  des  Maximaltropfens  beträgt,  und  die 
Begrenzungsfläche  nach  dem  Abreißen  ist  nach  imten  konkav,  wie  in  Figur  406  d, 
was  auch  die  Beobachtung  an  sehr  weiten  Röhren  bestätigt.^ 

Nachstehende  Tabelle*  enthält  die  von  Lohnstein  berechneten  Werte  der 
Faktoren  v^,  v^  und  f^v^—v^,  welche,  mit  r%a^  multipliziert,  P^,  V^  und 
^—1^,  oder,  mit  2rna  multipliziert,  die  entsprechenden  Tropfenge wichte  G^, 
^rf  G^—  ^r  geben. 


r/a 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,8 

1,0 


'           ^m 

^r 

/         i 

r/a 

1,0 

0 

1,0 

1,2 

0,812 

0,007 

0,805 

1,4 

0,769 

0,028 

0,741      1 

1,6 

0,758 

0,050 

0,708     1 

1.8 

0,769 

0,090 

0,679      1 

2,0 

0,785 

0,128 

0,657 

2,2 

0,807 

0,164 

0,643 

2,2614 

0,864 

0,280 

0,634 

2,2 

0,925 

0,317 

0,608 

2,4 

Vm 


/ 


0,977 

0,366 

1,019 

0,401 

1,044 

0,388 

1,034 

0,340 

1,017 

0,322 

0,968 

0,145 

0,937 

0,0 

0,927 

-0,070 

0,878 

-0,401 

0,611 
0,618 
0,656 
0,694 
0,695 
0,855 
0,937 
0,997 
1,279 


Man  sieht  hieraus,  daß  das  Gewicht  des  maximalen  hängenden  Tropfens 
nur  für  ein  kleines  Intervall  des  Röhrenradius  etwas  größer  als  2rjra,  meistens 
aber  beträchtlich  kleiner  ist,  und  daß  letzteres  um  so  mehr  von  dem  abfallenden 
Tropfen  gilt,  außer  im  Falle  sehr  weiter  Röhren,  wo  der  Meniskus  nach  dem 
Abtropfen  konkav  ist.  Die  nach  Quincke  früher  für  das  Gewicht  abfallender 
Tropfen  angenommene  Formel   G  ^  2rjta  gilt  nur  im  Grenzfalle  einer  unendlich 

kleinen  Abtropffläche   [lim —  =  O] ,  wo  der  hängende  Maximaltropfen  nahezu  eine 

Kugel  mit  sehr  schmalem  vertikalen  Hals  ist.     Über  die  Vergleichung  mit  Beob- 
achtungen siehe  imter  IV,  7. 

C)  Rotationsflächen,  welche  die  Achse  nicht  schneiden.  Teile  von 
solchen  treten  auf  zwischen  zwei  koaxialen  Zylinderflächen  oder  überhaupt 
koaxialen  Rotationsflächen;  ein  spezieller  Fall  ist  die  Flüssig- 
keitsoberfläche in  der  Umgebung  eines  in  ein  sehr  weites 
(als  seitlich  unbegrenzt  anzusehendes)  Flüssigkeitsgeföß  ein- 
getauchten Rotationskörpers.  Figur  408  stellt  nach  Lord 
Kelvin  den  Meridianschnitt  einer  solchen  Flüssigkeitsoberfläche 
zwischen  zwei  benetzten  koaxialen  vertikalen  Zylindern  dar; 
die  Meridiankurve  ist  hier  das  Bogenstück  H IK  der  zweiten 
Schleife  der  oberen  Kurve  in  Figur  404.  (Analoge  Bedeu- 
tung können  natürlich  die  unteren  Hälften  der  anderen  Schleifen  haben.)  Das 
Spiegelbild  von  Figur  408  in  bezug  auf  eine  Horizontalebene  würde  (abgesehen 
von  den  Dimensionen)  die  Oberflächenform  von  Quecksilber  in  einer  kreisförmigen 
Rinne  wiedergeben. 


u 


Figur  408, 


1  Th.  Lohnstein,   Ann.  d.  Phys.  21.   1030.   1906.  —  2  Nach  der  von  Lohnstein  in 
Ann.  d.  Phys.  22.  768.   1907  mitgeteilten  Neuberechnung. 
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Den  schon  erwähnten  speziellen  Fall,  daß  die  äußere  Wand  fehlt  (oder  sich 
in  praktisch  als  unendlich  anzusehender  Entfernung  befindet),  und  also  die 
Flüssigkeitsoberfläche  asymptotisch  in  die  Niveauebene  übergeht,  hat  Neumann  ^ 
durch  Annäherung  unter  der  Voraussetzung  behandelt,  daß  der  Radius  q  des 
Berührungskreises  der  Flüssigkeitsoberfläche  mit  der  festen  Wand  sehr  groß  ist 
gegen  die  Konstante  a.  Die  Diflerentialgleichung  (32)  lautet  in  diesem  Falle, 
wenn  2  vom  unendlichen  Niveau  (also  von  der  horizontalen  Asymptote  der 
Meridiankurve)  an  gerechnet  wird: 

,     ,  ^(rsinr)  2  ,  i/sini        2^       sinr 

rar  ar  dr  a^  r 

Die  Näherungsmethode  besteht  nun  darin,  daß  man  in  dem  zweiten  Gliede 
auf  der  rechten  Seite,  welches  gegen  das  erste  sehr  klein  ist,  den  Nenner  r 
durch  einen  konstanten  Wert,  etwa  durch  q,  ersetzt  und  im  Zähler  diejenige 
Beziehung  (2 1 ')  zwischen  z  und  x  einführt,  welche  bei  vollständiger  Vernachlässi- 
gung des  letzten  Gliedes,  also  für  die  in  1  A  bestimmte  zylindrische  Fläche 
gelten  würde.  [Dabei  ist  in  (21')  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen,  da  auf 
dem  betrachteten  Kurvenzweige  z  positiv,  r  negativ  ist]  Man  erhält  dann  durch 
Multiplikation  der  Diflerentialgleichung  mit  Xgx'dr  ==  dz: 

2      ,          a    sin  T  cos  4- T  </r 
sm  t  dt  =  -  ,  -^  ö«  +  -F= ~ > 

welche  Gleichung  sich  ohne  weiteres  integrieren  läßt  und  g  als  Funktion  von  r 
gibt: 

^«(l-cosr)^-^^l-cos3- 

wobei  die  Integrationskonstante  so  bestimmt  ist,  daß  z  =  0  wird  für  r  =  0.  Zieht 
man  die  Quadratwurzel  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  ajr  unter  Vernach- 
lässigung des  Quadrats  dieser  Größe,  so  folgt: 


(43)  ^ 


^^  .     t  L        1  ^1/2    1-cos»]^tI 
'  2  l         8      ^        2sin^^t     j 


Diese  Formel  kann  u.  a.  Anwendung  finden,  um  das  Gewicht  der  durch 
eine  horizontale  kreisförmige  Adhäsionsplatte  gehobenen  Flüssigkeitsmasse  ge- 
nauer zu  berechnen,  als  es  am  Schluß  des  Abschnitts  III,  1.  A  ohne  Rücksicht 
auf  die  Krümmung  des  Plattenrandes  angegeben  ist  Bezeichnet  0  den  Rand- 
winkel der  Flüssigkeit  gegen  die  Platte,  so  erhält  man  die  maximale  Hebung  z  der 
Platte  über  das  Niveau  aus  (43),  indem  man  r  =  -^  —  jr  setzt,  also: 

,     ,v                         -         ,/^         ^1,       1  «y2    l-sinU^I 
43  )  z  =  ay2  cos— U  -  -  -  ^ ^r^r;^} 

und  das  gehobene  Gewicht  im  Moment  des  Abreißens  ist  dann: 
(44)  G  =  Q^TCZga  +  2  QTtasind^      , 

speziell  bei  benetzter  Platte: 

(44')  ö=^«,«..y2(i-^^)   . 

Ein  anderes  Beispiel  für  eine  die  Rotationsachse  nicht  schneidende  kapillare 
Oberfläche    von    Rotationssymmetrie    ist    die    ringförmige    freie   Oberfläche    eines 

1  Fr.  Neümann,  Vorlesungen  über  Theorie  der  Kapillarilät,  Kap.  IV,  §  6 ;  auch  in  KiRCH- 
HOFFs  Mechanik,  14.  Vorl.,  §  5. 
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Flüssigkeitstropfens  zwischen  zwei  horizontalen  ebenen  Platten.  Werden  beide 
Platten  von  der  Flüssigkeit  benetzt,  so  ist  die  Meridiankurve  dieser  Fläche  der 
zwischen  zwei  horizontalen  Tangenten  liegende,  gegen  die  Rotationsachse  konvexe 
Teil  (z.  B.  CD  E  oder  G  HJ)  einer  der  Schleifen  einer  Kurve  von  dem  in  Figur  404 
dargestellten  Typus.  Welcher  von  diesen  Kurven,  und  welcher  Schleife  derselben, 
die  zwischen  den  Platten  sich  ausbildende  Meridiankurve  angehört,  würde  sich  bei 
gegebener  spez.  Kohflsion  durch  den  kleinsten  Radius  des  Flüssigkeitstropfens  und 
durch  den  Abstand  der  Platten  (oder  wenn  noch  das  Volum  gegeben  ist,  durch 
letzteren  allein)  bestimmen.  Eine  analytische  Behandlung  dieser  Kurven  steht  noch 
aus;  doch  ist  ohne  weiteres  einzusehen,  daß  sie  sich  um  so  mehr  einem  Halb- 
kreis nähern  müssen,  je  kleiner  der  Plattenabstand  und  je  größer  der  Radius, 
sowie  die  Höhe  über  dem  Normalniveau  ist.  Die  Höhe,  in  welcher  das  be- 
treffende Kurvenstück  über  der  den  Durchschnitt  des  Normalniveaus  darstellenden 
Geraden  OR  (Figur  404)  liegt,  gibt  ein  Maß  für  den  Unterdruck,  der  in  dem 
Flüssigkeitstropfen  gegenüber  seiner  Umgebung  herrscht 

3.   Flüssigkeilsoberflächen  bei  verschwindender  Wirkung 

der  Schwere. 

Der  Einfluß  der  Schwere  auf  die  Gestalt  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit 
kann  dadurch  aufgehoben  werden,  daß  man  dieselbe  mit  einer  anderen  Flüssigkeit 
von  gleichem  spezifischen  Gewicht  umgibt,  da  dann  das  von  dem  hydrostatischen 
Drucke  herrührende  Glied  ^(<yi  — tfj)*  in  der  Gleichung  (13  a)  der  kapillaren 
Oberfläche  fortßLllt  Andererseits  wird  die  Wirkung  der  Schwere  neben  derjenigen 
der  Oberflächenspannxmg  auch  dann  unmerklich,  wenn  die  Flüssigkeit  eine  sehr 
dünne  Lamelle  bildet;  die  Schwere  wird  dann  zwar  im  allgemeinen  eine  lang- 
same Änderung  der  Dicke  der  Lamelle  bewirken,  aber  diese  hat  nur  Einfluß  auf 
den  Fortbestand  der  Lamelle  ^,  nicht  auf  deren  Gestalt.  Es  gibt  dementsprechend 
zwei  Methoden,  um  die  reinen,  d.  h.  von  der  Schwere  unbeeinflußten  kapillaren 
Oberflächen  zu  realisieren;  beide  sind  besonders  von  Plateau*  zu  eingehenden 
Untersuchungen  benutzt  worden,  die  erste  in  der  Weise,  daß  er  Öltropfen  in 
einer  auf  gleiche  Dichte  gebrachten  Mischung  von  Alkohol  und  Wasser  suspen- 
dierte, die  zweite  unter  Anwendung  einer  mit  Glyzerin  versetzten  Seifenlösung, 
die  vermöge  ihrer  Viskosität  besonders  haltbare^  Lamellen  zu  bilden  vermag. 

Die  Flächen,  um  die  es  sich  hier  handelt,  sind  solche  von  konstanter 
mittlerer  Krümmung;  denn  die  Gleichung  (13  a)  geht  hier  über  in 

wo  2fc  für  Ajj/ajg  geschrieben  ist.  Die  Konstante  c  bestimmt  sich,  wenn 
die  Druckdifierenz  /  auf  den  beiden  Seiten  der  Fläche  gegeben  ist,  einfach  durch 
diese  gemäß  der  Beziehung  2a^^lc  =^  p,  oder,  wenn  es  sich  um  eine  Lamelle 
handelt,  gemäß  iajc  ^p.  Andernfalls,  z.  B.  bei  einem  isolierten  Tropfen,  würde 
sie  etwa  aus  dem  Volum  in  Verbindung  mit  den  Grenzbedingungen  zu  berechnen  sein. 
Die  einzige  geschlossene  Fläche  konstanter  mittlerer  Krümmung  ohne 
Singularitäten  ist  die  Kugelfläche*;  daher  nimmt  ein  frei  schwebender  Tropfen 

1  Die  Haltbarkeit  solcher  Lamellen  beruht  nach  Plateau  (Statique  des  liquides  2.  Kap.  VII) 
und  Marangoni  auf  einer  besonderen  „Oberflächenzähigkeit",  vermöge  deren  sich  die  Ober- 
flachenschichten fast  wie  starr  verhalten  (vgl.  Marai«goni,  Nuov.  Cim.  (2)  6.  6.  1871/72;  (3) 
3.  1878;  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  48.  127.  1890).  Zwischen  diesen  quasistarren 
Häuten  kann  die  innere  dünne  Flüssigkeitsschicht  infolge  Uirer  inneren  Reibung  nur  äußerst 
langsam  fließen  (vgl.  W.  GiBBS,  Equil.  of  heterog.  subst.  p.  475).  —  ^  Plateau,  M6nu  acad. 
de  Belgique  16.  23.  30.  3L  1843—68  und  SUtique  des  liquides.  —  ^  Vgl.  Liebmann,  Math. 
Ann.  53.  81.  1900.  Beweis  flQr  Rotationsflächen  auch  in  F.  Neumanns  Vorlesungen  über 
Kapillarität,  Kap.  VII,  §  2, 
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oder    eine    nicht  mit  anderen  Körpern  in   Berührung  stehende  Lamelle   Kugel- 
gestalt an. 

A)  Rotationsflächen  konstanter  mittlerer  Krümmung.  Allgemein 
integrierbar  ist  die  Differentialgleichung  (45)  für  den  Fall  von  Rotations- 
flächen, der  immer  dann  in  Wirklichkeit  vorliegt,  wenn  die  Flüssigkeitsober- 
fläche oder  Lamelle  vorgeschriebene  Begrenzungen  von  Rotationssymmetrie  besitzt, 
z.  B.  wenn  sie  zwischen  zwei  kreisförmigen  Drahtringen  mit  gemeinsamer  Achse 
ausgespannt  ist.  Dann  lautet  die  Differentialgleichung  der  Meridiankurve,  wenn 
die  Z- Achse  die  Achse  der  Rotationsfläche  ist  und  %  die  frühere  Bedeutung  hat: 

(46) 


^(rsinr)        2 
dr             c 

r 

Die 

erste 

^^Integration  ergibt: 

\ 

rsinr  =  const  + 

r^ 

Besitzt  die  Kurve  eine  zur  Rotationsachse  senkrechte  Tangente,  so  bestimmt 
sich  die  Konstante  am  einfachsten  durch  den  Abstand  d  des  betreffenden  Kurven- 
punktes von  der  Rotationsachse:  const  =  —  d^\c^  und  es  wird: 

1   /        d^ 

(47)  ^^^^""yr  ""7" 

Hat  die  Kurve  einen  Punkt  mit  der  Achse  gemein,  so  ist  dort  notwendig 
die  Tangente  zu  letzterer  senkrecht,  also  </=0,  und  es  wird  r=rsinT,  d.  h. 
die  Kurve  ein  Kreis.  Wenn  also  die  kapillare  Flüssigkeitsoberfläche 
die  Achse  der  Rotationssymmetrie  schneidet,  so  muß  sie  stets  eine 
Kugelfläche  oder  ein  Teil  einer  solchen  sein;  demnach  sind  bei  der  oben 
erwähnten  Versuchsanordnung  diejenigen  Teile  der  Tropfenoberfläche  oder  die- 
jenigen Lamellenteile,  die  nur  von  einem  der  beiden  Drahtringe  begrenzt  werden, 
Kugelkalotten  (deren  konvexe  Krümmung  nach  außen  oder  innen  gerichtet 
sein  kann). 

Wenn  hingegen  d  einen  endlichen,  von  0  verschiedenen  Wert  hat,  so  folgt 
aus  (47),  daß  r  zwischen  den  Grenzen 

(48)  .,  =  _/-  +  |/;3  +  i!  ,      .,  =  +  ^  +  j/"^.  +  ^ 

eingeschlossen  ist,  und  daß  r,  während  r  in  diesem  Intervall  oszilliert,  alle  möglichen 
Werte  annehmen  kann  (es  ist  r=  ;r/2  +  2  «tt  für  r  =  rj,  r  =  87r/2 
+  2»«  für  r  =  Tj).  Nimmt  man  hinzu,  daß  der  Krümmungsradius  R 
der  Kurve  bei  der  Annäherung  an  die  Z- Achse  beständig  abnehmen 
muß,  so  erkennt  man  leicht,  daß  die  Kurve  sich  in  der  Richtung 
der  Z- Achse  ins  Unendliche  erstreckt,  indem  sie  eine  unendliche 
Reihe  von  Schleifen  bildet,  die  der  Z-Achse  zugekehrt  sind  (siehe 
Figur  409).  Es  läßt  sich  aus  der  Bedingung  (45)  herleiten,  daß 
die  Kurve  geometrisch  erzeugt  werden  kann  als  Bahn  des  einen 
Brennpunktes  eines  Kegelschnitts,  den  man  auf  der  Z-Achse  ab- 
rollen läßt^;  derselbe  ist  im  vorliegenden  Falle  eine  Hyperbel, 
.  deren    reelle    Achse     =  2  r    ist.      Man  nennt  nach    Plateau  die 

Rotationsfläche,  deren  Meridiankurve  eine  Kurve  dieser  Art  ist, 
Nodoid.  Ihre  Gleichung  in  den  Koordinaten  £r  und  r  erhält  man  durch  Inte- 
gration der  aus  (47)  und  (48)  folgenden  Gleichung: 


^  Ch.  Delaunay,  Journ.  de  math.  (i)  6.  309.  1841.    Vgl.  auch  J.  C.  Maxwell,  Capil- 
lary  Action,  p.  67  und  C.  V.  Boys,  Soap  Bubbles.    London  1890.  p.  67 — 75. 


Band  I. 


AIIc<m.  Physik.   Flössigkeitsoberflichen  bei  verschwindender  Wirlcung  der  Schwere. 


II51 


# 


Man  findet 

(49)  ^^±Vi  ^{<P.  ^)  -  ^1  F[q>,  k)]      , 

wo  E  und  F  die  elliptischen  Integrale  zweiter  und   erster  Art  mit  dem  Modul 


t"^^- 


(50)  k  : 

sind,  und  q>  definiert  ist  durch 

(51)  sinV  =  -V---2      ' 
also  r  als  Funktion  von  9  gegeben  ist  durch 

(51')  r^r^  yr^i^-si^y"  . 

Grenzfalle  des  Nodoids  sind  die  Kugel  und  das  Katenoid  (Rotations- 
fläche der  Kettenlinie);  ersterc  erhält  man,  wie  schon  erörtert,  für  </  «  0  [r^  =  0, 
r^  =  c\  d.  i.  wenn  die  Hyperbel,  durch  deren  Abrollen  die  Meridiankurve  erzeugt 
wird,  in  eine  unterbrochene  Doppelgerade  ausartet,  wodurch  die  nach  innen  ge- 
kehrten Schleifen  der  Kurve  sich  auf  Spitzen  reduzieren;  das  Katenoid,  wenn  diese 
Hyperbel  zur  Parabel  wird  (r  =  00,  </ ebenfalls,  r^  endlich  bleibend),  wobei  nur  der 
nach  außen  konkave  Teil  einer  Schleife  übrig  bleibt,  während  alles  andere  ins  Un- 
endliche rückt.  Auf  letztere  Grenzform  kommen  wir  noch  zurück, 
da  sie  zu  den  unten  zu  besprechenden  „Minimalflächen"  gehört 

Die  erwähnte  geometrische  Erzeugung  des  Nodoids  läßt  schon 
erwarten,  daß  es  noch  eine  zweite  Art  von  Rotationsflächen  kon- 
stanter mittlerer  Krümmung  gibt,  deren  Meridiankurve  vom  Brenn- 
punkt einer  auf  der  Z- Achse  abrollenden  Ellipse  (mit  der  großen 
Achse  2  c)  beschrieben  wird.  In  der  Tat  erhält  man  diese,  wenn 
man  die  Gleichung  (46)  unter  der  Annahme  integriert,  daß  keine 
zur  Rotationsachse  senkrechte  Tangente  existiert,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  daß  die  Krümmung  der  Meridiankurve  das  Vor- 
zeichen wechselt.  Dann  gilt,  wenn  d  der  Abstand  des  Wendepunktes 
von  der  Z-Achse  ist, 


(52) 


±  sin  T 


7(-^)    ■ 


Figur  410. 


der  Winkel  t  (oder,  wenn  die  Fortschreitungsrichtung  auf  der  Kurve  entgegen- 
gesetzt gewählt  wird,   —  t)  oszilliert  dann  zwischen  jr/2  —  y  und  jr/2  +  y,  wo 

2d 
y  s  arc  cos ist,  und  r  oszilliert  zwischen 


(53) 


'■^-j-]It-''  "'^•^  ^*  =  |-+l/?^^ 


Die  Meridiankurve  besitzt  daher  den  Charakter  einer  Wellenlinie  (vgl.  Figur  410), 
weshalb  die  entsprechende  Rotationsfläche  von  Plateau  Unduloid  genannt 
wurde.*     Die  zu  (49)  analoge  Darstellung  der  Z- Koordinate  ist  hier: 


(54) 


z^±\r^E{fP,k)  +  r^F{q,,i)] 


^  Genaue  Darstellungen  der  Meridiankurven  spezieller  Unduloide  und  Nodoide  finden  sich 
in  Bee&s  Theorie  d.  Elastizität  u.  Kapillarität,  Tafel  I  u.  IL 
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wobei  g>  und  >t  wieder  durch  die  Gleichungen  (50)  und  (51)  definiert  sind. 
Grenzformen  des  Unduloids  sind  einerseits  das  Katenoid,  andererseits  die  Kugel. 
Letztere  entsteht,  indem  die  erzeugende  Ellipse  in  eine  Doppelgerade  ausartet 
und  die  Einbiegungen  der  Meridiankurve  zu  Spitzen  werden,  welche  sich  auf 
die  Z- Achse  aufsetzen  (eigentlich  erhält  man  also,  wie  auch  beim  Grenzübergang 
aus  dem  Nodoid,  eine  unendliche  Kette  von  sich  auf  der  Z-Achse  berührenden 
Kugeln).  Das  Katenoid  erhält  man,  wenn  nur  der  konkave  Teil  einer  Einbiegung 
im  Endlichen  bleibt,  während  alles  übrige  ins  Unendliche  rückt,  d.  h.  wenn  der 
abrollende  Kegelschnitt  eine  Parabel  wird.  Eine  ausgezeichnete  Form  ist  femer 
der  Kreiszylinder;  er  entsteht,  wenn  d  ^  r^  =5  r^  =  ^/2,  und  die  abrollende 
Ellipse  ein  Kreis  wird. 

Welches  Unduloid  oder  Nodoid,  und  welches  Stück  desselben,  bei  dem 
p.  1 1 50  oben  erwähnen  Versuch  wirklich  in  Erscheinung  tritt,  hängt  von  der  Größe 
und  dem  Abstand  der  begrenzenden  Ringe,  sowie  außerdem  von  der  gegebenen 
Druckdifferenz  oder  dem  gegebenen  Tropfenvolum  ab.^  Diese  drei  Daten  werden 
im  allgemeinen  gerade  ausreichen,  um  die  beiden  Parameter  r^  und  r^  der  Fläche, 
sowie  den  zur  Ausbildung  kommenden  Abschnitt  derselben  zu  bestimmen.  Es 
bedarf  aber  dann  noch  einer  besonderen  Untersuchung,  um  zu  entscheiden,  ob 
die  betreffende  Fläche  eine  stabile  Gleichgewichtsform  darstellt 

Beispielsweise  würde  für  die  zwischen  zwei  gleichgroßen  Ringen  vom  Radius  q 
liegende"  Flüssigkeit  der  die  letzteren  verbindende  Zylinder  eine  Gleichgewichts- 
form immer  dann  sein  können,  wenn  der  Drucküberschuß  im  Innern  der  Flüssig- 
keit gleich  «12/^  ^^*»  *^^^  stabil  ist  der  Zylinder  nur,  wenn  seine  Länge  nicht 
größer  ist  als  der  Umfang  2nq  seines  Querschnitts.^  Dies  ist  übrigens  ein 
spezieller  Fall  der  von  Plateau  für  die  Stabilität  von  Unduloiden  überhaupt 
gefundenen  Regel,  daß  ein  Teil  eines  solchen,  welcher  einen  kleinsten  oder 
größten  Querschnitt  als  Symmetrieebene  besitzt,  nur  so  lange  stabil  ist,  als  er 
insgesamt  höchstens  eine  ganze  Periode  (oder  „Wellenläöge")  der  Fläche  umfaßt. 
(Dasselbe  gilt  für  die  stabilen  Teile  von  Nodoiden.)  Hat  man  einen  Flüssigkeits- 
zylinder von  vielemal  größerer  Länge,  als  nach  obiger  Regel  mit  der  Stabilität 
verträglich  ist,  hergestellt,  so  bewirkt  nach  Beobachtungen  von  Plateau  eine 
leichte  Erschütterung  zunächst  die  Entstehung  von  Ausbauchungen;  dieselben 
bilden  zunächst  Stücke  eines  Unduloids,  die  durch  Zylinder  von  kleinerem 
Durchmesser  als  der  ursprüngliche  miteinander  verbunden  sind;  sie  nähern  sich 
dann  immer  mehr  der  Kugelform,  imd  die  Verbindungszylinder  werden  selbst 
wieder  instabil,  bis  schließlich  der  Zylinder  in  eine  Reihe  von  Kugeln  zerfallen 
ist.*  Ein  derartiges  Zerfallen  in  eine  Reihe  kugelförmiger  Tröpfchen  beobachtet 
man  auch  an  dünnen  Fäden  zäher  Flüssigkeiten  in  freier  Luft;  bei  solchen 
kommt  nämlich  die  Schwere  aus  demselben  Grunde,  wie  bei  dünnen  Lamellen, 
nicht  in  Betracht,  so  daß  die  zylindrische  Form  eine  (instabile)  Gleichgewichts- 
form ist;  übrigens  erweitert  anscheinend  die  Zähigkeit  die  Stabilitätsgrenzen. 
Auch  die  Flüssigkeitsschicht,  welche  an  einem  dünnen  Faden  (Seidenfaden  z.  B.) 
nach   dem  Eintauchen  in   eine  Flüssigkeit  (z.  B.  öl)  haften  bleibt,   zeigt  die  Er- 


1  Eine  Versuchsanordnung,  durch  welche  man  mit  Sicherheit  ein  Unduloid  erhält,  besteht 
darin,  daß  man  den  Plateau  sehen  Tropfen  auf  einem  zylindrischen  Stabe  erzeugt,  der  von  ihm 
benetzt  wird.  —  Wie  man  durch  eine  Lamelle  ein  Stück  der  Ringfläche,  deren  Querschnitt 
von  einer  vollständigen  Schleife  des  Nodoids  gebildet  wird,  realisieren  kann,  hat  Bovs  an- 
gegeben (C.  V.  Boys,  Soap  Bubbles,  p.  76).  —  2  j,  Plateau,  Sutique  des  liquides  IL  Chap.  9. 

—  A.  Beer,  Pogg.  Ann,  96.  i,  210.  1855.  —  X  C.  Maxwell,  Capillary  Action,  p.  67—68. 

—  H.  PoiNCARfe,  Capillarit6,  p.  95.  Paris  1895.  —  Wird  der  Zylinder  durch  eine  zwischen 
den  Ringen  ausgespannte  Lamelle  oder  einen  in  diesen  liegenden  Tropfen  realisiert,  so  wird  er 
außerhalb  der  Ringe  durch  Kugelkalotten  vom  Radius  2  q  geschlossen ,  was  Plateau  auch 
durch  Messungen  bestätigt  hat  —  ^  Der  Durchmesser  der  kugelförmigen  Tröpfchen  ist  dann 
das  1,82  fache,  ihr  Abstand  das  2,18  fache  des  ursprünglichen  Zylinderdurchmessers.  Vgl. 
A.  Beer,  Elastizität  und  Kapillarität,  p.  171  — 177. 
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scheinung;  sehr  schön  regelmäßig  ist  diese  z.  B.  an  den  feineren  (Quer-)Fäden  der 
Spinnennetze  entwickelt.^  Ebenso  beruht  auf  dem  erörterten  Vorgang  das  Ent- 
stehen von  Einschnürungen  und  Ausbauchungen  auf  Flüssigkeitsstrahlen,  sowie 
deren  Auflösung  in  Tropfen  ^  wobei  man  es  dann  freilich  schon  mit  Bewegungs- 
vorgängen zu  tun  hat  (vgl.  darüber  unter  „kapillare  Schwingungen"  VI,  6). 

B)  Minimal  flächen.  Besonderes  Interesse  in  mathematischer  Hinsicht 
beanspruchen  diejenigen  speziellen  Flächen  konstanter  mittlerer  Krümmung,  für 
welche  die  letztere  den  Wert  Null  hat;  dieselben  werden  gewöhnlich  Minimal- 
flächen  genannt,  weil  sie  die  Eigenschaft  besitzen,  bei  gegebener  Begrenzung 
(ohne  weitere  Nebenbedingung)  ein  Minimum  des  Flächeninhalts  zu  haben.  Diese 
Eigenschaft  kommt  aber,  wie  unten  an  einem  Beispiele  erläutert  werden  soll,  nicht 
beliebig  ausgedehnten  Teilen  jener  Flächen  zu,  vielmehr  können  solche  auch  ein 
Maximum  des  Flächeninhalts  besitzen;  die  allgemeingültige  charakteristische  Eigen- 
schaft der  „Minimalflächen"  ist  also  nur  die  verschwindende  mittlere  Krüm- 
mung, die  ausgedrückt  wird  durch  die  aus  (45)  für  f  =  00  hervorgehende 
Differentialgleichung 

Nach  dem  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  Gesagten  muß  jede  Flüssigkeits- 
lamelle, auf  deren  beiden  Seiten  gleicher  Druck  herrscht,  also  insbesondere  jede 
nicht  geschlossene  Flüssigkeitslamelle  im  freien  Luftraum  eine  Minimal- 
fläche bilden,  und  man  kann  demnach  mit  Leichtigkeit  Minimalflächen  von  will- 
kürlich vorgeschriebener  Begrenzung  experimentell  durch  Lamellen  realisieren, 
indem  man  einen  entsprechenden  Drahtrahmen  in  eine  Plateau  sehe  Glyzerin- 
Seifenlösung  eintaucht  und  herauszieht  (und,  wenn  sich  dabei  etwa  geschlossene 
Kanmiem  gebildet  haben,  diese  durch  Zerstören  einzelner  Lamellen  teile  öffnet). 
Dabei  kann  für  einen  Teil  der  Begrenzung  auch  nur  eine  feste  Fläche  vor- 
geschrieben sein,  auf  welcher  sie  liegen  muß;  hier  muß  dann  die  Bedingung 
erfüllt  sein,  daß  die  Lamelle  diese  Fläche  überall  senkrecht  trifft.  (Über  die 
Bedingung  für  das  Zusammentreffen  mehrerer  Lamellen  siehe  p.  11 30.) 

Die  mathematische  Theorie  der  Minimalflächen  ist  namentlich  von  Weier- 
STRASS  und  H.  A.  Schwarz  ausgearbeitet  worden.'  Sie  geht  von  der  Eigenschaft 
der  Minimalflächen  aus,  daß  sie  durch  parallele  Normalen  konform  auf  eine 
Kugelfläche  abgebildet  werden.*  Wird  die  Begrenzung  der  Minimalfläche  von 
gegebenen  Geraden  und  Ebenen  gebildet,  so  entspricht  ihr  bei  dieser  Abbildung 
ein  bestimmtes  Kreisbogenpolygon;  denn  alle  Flächennormalen  längs  eines  gerad- 
linigen Begrenzungsstücks  liegen  in  einer  Ebene,  und  dasselbe  gilt  von  den 
Normalen  der  Minimalfläche  längs  einer  Kurve,  in  der  die  Minimalfläche  an  eine 
ebene  Wand  grenzt,  da  sie  die  letztere  überall  senkrecht  trifft.  Die  analytische 
Bestimmung  der  Minimalfläche  erfordert  nun  die  konforme  Abbildung  dieses 
Kreisbogenpolygons  auf  eine  Halbebene;  daher  ist  die  Theorie  der  Minimalflächen 
mit  derjenigen  der  konformen  Abbildung  eng  verknüpft.  H.  A.  Schwarz  hat  eine 
große  Zahl  verschiedenartiger  Minimalflächen  analytisch  bestimmt  und  auch  die 
Grenzen  der  Stabilität  der  sie  realisierenden  Flüssigkeitslamellen  festgestellt.  Die 
allgemeine  Bedingung  für  die  Stabilität  einer  in  einem  festen  Rahmen  aus- 
gespannten Lamelle  ist  die,  daß  es  nicht  möglich  sein  darf,  durch  irgend  ein 
auf  der  Lamelle  liegendes  Kurvensystem  eine  ihr  unendlich  benachbarte  Minimal- 
fläche zu  legen. ^ 

1  C.  V.  Boys,  Soap  Bubbles,  p.  86.  Figur  39.  —  2  g.  Magnus,  Pogg.  Ann.  106.  i. 
1859.  —  Lord  RaYLEiGH,  Proc.  Roy.  Soc.  29.  71.  1879;  34.  130.  1882.  —  A.  M. 
Worthington,  Proc.  Roy.  Soc.  30.  49.  1879.  —  C.V.Boys,  Soap  Bubbles,  p.  87.  — 
3  H.A.  Schwarz,  Ges.  math.  Abhandl.  1.  Berlin  1890.  —  ♦  O.  Bonnet,  C.  R.  37.  532. 
1853.  —  B  H.  A.  Schwarz,  Acta  soc.  scient.  Fennicae  16.  315.  1885. 

Winkelmann,  Physik,    a.  Aufl«    I.  73 
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Die  einfachsten  Minimalflächen  sind  (außer  der  Ebene,  die  natürlich  immer 
auftritt,  wenn  die  Begrenzung  ein  ebener  Linienzug  ist)  die  Schraubenfläche 
und  das  Katenoid.  Erstere  erhält  man  durch  eine  Lamelle,  die  zwischen  der 
Mantelfläche  eines  Kreiszylinders  und  zwei  (weder  sich  schneidenden  noch  parallelen) 
festen  Radien  desselben  ausgespannt  wird.  Das  Katenoid  tritt  auf,  wenn  die 
Begrenzung  von  zwei  koaxialen  Kreisringen  gebildet  wird;  denn  dasselbe  ist  die 
einzige  Minimalfläche,  welche  eine  Rotationsfläche  ist,  wie  nachstehende  Rech- 
nung ergibt. 

Die  Diffierentialgleichung  der  Meridiankurve  einer  Rotationsfläche  von  ver- 
schwindender mittlerer  Krümmung  lautet  zufolge  (45)  und  (46): 

dr        ~  ' 

woraus  zunächst  folgt 

(56)  rsinr  sss  const 

Die  Konstante  ist  gleich  dem  kleinsten  Abstände  r^  der  Kurve  von  der  Um- 
drehungsachse  (OZ),  welcher  für  r  =  7r/2  (d.  h.  zur  Achse  parallele  Tangenten- 
richtung) erreicht  wird.     Es  gilt  also 

sm  t  =    -  -      , 

r 


/^:t        oder,  wenn  man  «hit  durch  dz\dr  ausdrückt. 

Setzt  man  r  =  0  für  r  =  Tj  ,  so  lautet  demnach  die  Gleichung  der  Meridiankurve : 


(57)  s  =  '-ilog| '-      ^    -1- 

oder 


(57')  r  =  ^  [*'•'+. 

dies  ist  aber  die  Gleichung  der  Kettenlinie,  welche  die  Z- Achse  (Achse  der 
gesuchten  Rotationsfläche)  zur  Direktrix  und  den  Punkt  z  =  0 ,  ^  =  ^i  zum 
Scheitel  hat 

Es  seien  nun  als  Begrenzung  zwei  gleiche,  parallele  und  koaxiale  Kreise  vom 
Radius  r  im  Abstände  2  z  voneinander  gegeben;  dann  ist,  um  die  Gestalt  und 
Stabilität  einer  zwischen  diesen  Ringen  ausgespannten  (oben  und  unten  offenen) 
Lamelle  zu  ermitteln,  die  Frage  zu  beantworten,  welche  Katenoide  sich  durch 
jene  zwei  Kreise  hindurchlegen  lassen.^  Es  muß  also  der  Parameter  r^  aus  der 
transzendenten  Gleichung 


bestimmt  werden.  Die  Diskusion  dieser  Gleichung  ergibt,  daß  sie  zwei  reelle 
Wurzeln  besitzt,  wenn  5/r  <  0,66281  ...  ist,  eine,  wenn  der  Quotient  zjr  gleich 
diesem  Werte  ist,  und  gar  keine,  wenn  er  größer  ist.  Daraus  folgt:  Wenn  der 
Abstand  der  beiden  parallelen  Kreise  im  Verhältnis  zu  ihrem  Durchmesser  den 

1  Diese  Aufgabe  ist  zuerst  gelöst  von  GoLDSCHMiDT,  Göttinger  Preisschrifl.  1831. 
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Wert  0,66281  .  .  .  überschreitet,  so  ist  überhaupt  keine  durch  beide  Kreise  hin- 
durchgehende Lamelle  möglich;  wenn  dagegen  der  relative  Abstand  kleiner  ist,  als 
jener  Grenzwert,  so  sind  zwei  E^atenoide  möglich,  von  denen  aber  nur  das 
eine,  welches  der  größeren  Wurzel  r^  der  Gleichung  (57")  entspricht,  eine  stabile 
Gleichgewichtsgestalt  der  Flüssigkeitslamelle  ist,  das  andere 
(stärker  eingeschnürte)  hingegen  eine  labile,  da  es  nicht  ein 
Minimum,  sondern  ein  Maximum  des  Flächeninhalts  besitzt 
Der  Grenzfall,  in  welchem  nur  ein  Katenoid  (vom  Äqua- 
torialradius  r^  =»  0,552 .  .  .  r)  existiert,  ist  dadurch  aus- 
gezeichnet, daß  die  Tangenten  der  Meridiankurven  in  den  ^Ldl_!!»-. 
Randpunkten  gerade  durch  den  Mittelpunkt  des  Katenoids 
(den  Koordinatenanfangspunkt)  hindurchgehen  (s.  Figur  411), 
so  daß  also  tgT  =  tg arc  sin (r^ / r)  ^zjr  ist.  Bei  allen  sta- 
bilen Katenoiden  schneidet  die  Randtangente  einer  Meridian- 
kurve die  Äquatorebene  in  einem  zwischen  deren  Scheitel 
und  dem  Mittelpunkt  gelegenen  Punkte.     Wird  der  Abstand  Figur  411. 

der  Ringe,  nachdem    zwischen   ihnen    eine    stabile  Lamelle 
ausgespannt  war,   über  jenen  kritischen  Wert  hinaus  vergrößert,  so  teilt  sich  die 
Lamelle  in  zwei,  welche  die  ebenen  Kreisflächen  der  Ringe  ausfüllen. 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  man  eine  Lamelle  von  der  Gestalt  eines  Katenoids 
auch  erhält,  wenn  man  einen  (benetzten)  horizontalen  Ring  vorsichtig  aus  einer 
Flüssigkeit  heraushebt;  der  Äquatorkreis  des  Katenoids  liegt  dann  in  der  ebenen 
Flüssigkeitsoberfläche. 

IV.  Methoden  astir  Bestinunimg  der  Eapillarkonstanten. 

Unter  „Kapillarkonstante"  schlechtweg  wird  gewöhnlich  die  Oberflächen- 
spannung oder  spezifische  freie  Oberflächenenergie  (der  an  den  gesättigten 
Dampf  grenzenden  Oberfläche)  verstanden,  also  die  Größe,  welche  im  vorher- 
gehenden mit  a  bezeichnet  worden  ist  und  welche  mit  der  Laplace  sehen  Kon- 
stante ^/2  übereinstimmt.  Im  folgenden  soll  dieselbe  mit  a  bezeichnet  werden, 
wenn  sie  im  absoluten  C.G.S.-Maß  (g/sec^  gemessen  ist,  dagegen  mit  (a),  wenn  sie, 
wie  es  häufiger  geschieht,  in  Milligrammgewicht  pro  Millimeter  ausgedrückt  wird; 
es  gilt  dann  die  Beziehung 

(58)  a  =  (a) .  9,806      . 

Nahezu  ebenso  häufig,  wie  die  Oberflächenspannung,  wird  aber  zur 
Charakterisierung  des  kapillaren  Verhaltens  einer  Flüssigkeit  ihre  „spezifische 
Kohäsion",  d.  i.  die  in  diesem  Artikel  mit  a^  bezeichnete  Größe,  oder  die 
Quadratwurzel  aus  derselben  angegeben,  da  alle  Bestimmungsmethoden,  welche 
auf  der  Messung  der  Dimensionen  oder  Lage  von  Flüssigkeitsoberflächen  beruhen, 
zunächst  auf  diese  Größe  a  führen.  Zwischen  spezifischer  Kohäsion  und  Ober- 
flächenspannung besteht  nach  {22),  p.  1131   die  Beziehung: 

2        2«         2(a) 

(59)  .^  =  _-  =  — -      , 

wo  6  die  Dichte  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Dimension  von  a  ist  demnach  eine 
Länge  (wie  auch  das  Auftreten  von  a  in  den  Gleichungen  des  vorigen  Abschnitts, 
z.  B.  die  direkte  Bedeutung  von  a  als  Erhebung  der  Flüssigkeitsoberfläche  an 
^iner  vertikalen,  benetzten  Platte  [vgl.  p.  1132]  erkennen  läßt);  also 

[«]  =  /  .       [^»j  =  /2   . 

Als  Maßeinheit  für  a  wird  teils  das  Centimeter,  teils  (und  häufiger)  das  Millimeter 
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benutzt.    Es  sei  noch  erwähnt,  daß  Gauss  für  die  spez.  Kohäsion  die  Bezeich- 
nung 2  a*  gebraucht,  während  ihr  bei  Laplace  -ÄT/tf  entspricht. 

Wir  betrachten  nun  die  Methoden,  welche  zur  experimentellen  Bestimmung 
der  Kapillarkonstanten  angewendet  worden  sind;  die  dabei  eingehaltene  Reihen- 
folge soll  weder  die  historische  Entwickelung,  noch  die  praktische  Bedeutung  der 
Methoden  zum  Ausdruck  bringen,  sondern  ist  lediglich  nach  dem  Gesichtspunkte 
der  theoretischen  Einfachheit  gewählt. 

1.  Direkte  Messung  der  Spannung  einer  Lamelle  mittels  der  Wage. 

Die  hierzu  dienende  Versuchsanordnung  von  Proctor  Hall  ist  schon  in 
II,  I ,  p.  1 1 2 1  beschrieben. 

2.  Messung  des  Kapillarzuges  an  einer  vertikal  aufgehängten  Platte. 

(Methode  von  Wilhelmy.)* 

Eine  rechteckige  ebene  Platte  wird  an  einer  Wagschalc  vertikal  aufgehängt 
und  äquilibriert,  dann  in  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  eingetaucht  (indem 
man  etwa  das  die  letztere  enthaltende  Gefäß  hebt)  und  wieder  äquilibriert.  Ist 
die  Länge  der  horizontalen  Kanten  der  Platte  /,  ihre  Dicke  d,  die  Eintauchtiefe 
unter  das  horizontale  Niveau  ä,  so  ist  das  auf  die  andere  Wagschale  aufzulegende 
Gewicht 

(6o)  6^=  2(/+^(a)cosO-Ä/d?<y^     . 

Die  Methode  erfordert  also  die  Kenntnis  des  Randwinkels  und  ist  daher 
nur  für  benetzende  Flüssigkeiten,  wo  man  weiß,  daß  d  »  0  ist,  für  sich  allein 
ausreichend.  Damit  sie  zuverlässige  Resultate  gibt,  muß  die  Platte  sehr  dünn 
sein,  da  anderenfalls  das  zweite,  den  hydrostatischen  Auftrieb  darstellende  Glied 
relativ  zu  groß  wird,  und  die  Fehler  in  der  Messung  von  h  zu  starken  Einfluß 
gewinnen. 

3.  Messung    des   Abreißgewichtes    von   horizontalen   Platten*    oder 
Ringen  (Methode  der  „Adhäsionsplatten"  oder  „Kohäsionswage"). 

Man  kann  mit  der  Wage  die  Kraft  messen,  welche  nötig  ist,  um  eine 
horizontale  kreisförmige  Platte,  nachdem  man  sie  mit  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit in  einem  darunter  aufgestellten  Troge  in  Berührung  gebracht  hatte,  bis  zu 
einer  bestimmten  Höhe  z  über  das  horizontale  Niveau  zu  heben.  Diese  Kraft 
ist  (wenn  das  Gewicht  der  Platte  selbst  zuvor  äquilibriert  war)  natürlich  gleich 
dem  Gewicht  der  ganzen  gehobenen  Flüssigkeitsmasse,  andererseits  gleich  der 
Summe  des  auf  die  untere  Plattenfläche  wirkenden  hydrostatischen  Unterdrucks 
und  der  vertikalen  Komponente  der  am  Rande  angreifenden  Oberflächen- 
spannung, also 

(6i)  ö  ==  ^«^tf(£r^  —  Ä^siUT)       , 

wenn  ^  der  Radius  der  Platte,  t  der  Neigungswinkel  der  Flüssigkeitsoberfläche 
gegen  die  Horizontale  am  Plattenrande  (gemäß  der  Definition  in  III,  i)  ist. 
Dabei  besteht  zwischen  z  und  t  der  in  III,  2,  C  erörterte,  nähenmgsweise  durch 
Gleichung  43)  dargestellte  Zusammenhang.  Bei  großen  Platten  wird  G  seinen 
größtmöglichen  Wert  erreichen,  wenn  jr  +  r  möglichst  klein,  nämlich  gleich  dem 
Randwinkcl  O  der  Flüssigkeit  gegen  die  Platte  geworden  ist;   bei  weiterer  Ver- 


^  L.  WiLHELMY,  PoGG.  Ann.  119.  186.  1863,  —  2  Zuerst  angewendet  von  Gay-Lüssac; 
dessen  Beobachtungen  sind  mitgeteilt  in  Laplace  s  M6canique  Celeste  IV.  2.  suppL  au  livre  X. 
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t 
mehrung   der    hebenden    Kraft   erfolgt    Abreißen    der    Platte.       Dieses    „Abreiß- 
gewicht" ist  näherungsweise  durch  Gleichung  (44)  und  (43')  gegeben,   welche  bei 
bekanntem  d'  zur  Berechnung  von  a  dienen  kann  und  speziell  bei  völliger  Be- 
netzung der  Platte  die  einfachere  Form  (44')  annimmt: 

l  31/2    (,, 

Statt  das  Abreißgewicht  zu  messen,  kann  man  auch  dasjenige  Gewicht  be- 
stimmen, welches  die  Platte  so  weit  hebt,  daß  die  Tangentialebenen  der  Flüssig- 
keitsoberfläche  am  Rande  vertikal  sind,  was  man  auf  optischem  Wege  (an  dem 
ungebrochenen  Durchgang  eines  streifend  zur  unteren  Plattenfläche  einfallenden 
Strahles^,  oder  an  der  Spiegelung*  eines  solchen)  erkennen  kann.  Dann  ist  in 
obiger  Formel  (61) 

ZU  setzen,  und  es  wird: 


61')  (?=?«^ff  {«?+«*  (4---^)) 


An  Stelle  der  Platte  kann  man  auch  einen  horizontal  aufgehängten  Ring 
verwenden,  eine  Methode,  welche  z.  B.  Timberg ^  Weinberg*  und  Cantor* 
benutzt  haben.  Letzterer  hat  dieselbe  dadurch  verbessert,  daß  er  das  Maximum 
des  Zuges,  der  bei  Hebung  des  Ringes  aus  der  Flüssigkeit  auftreten  kann, 
mittels  einer  Versuchsanordnung  (einer  Art  Federwage)  beobachtete,  bei  der 
dieses  Maximum  noch  stabil  war.  Nimmt  man  einen  Drahtring  von  kreisförmigem 
Querschnitt,  so  ist  zu  berücksichtigen,  daß  die  Berührungslinien  der  Flüssigkeit 
sich,  der  Bedingung  der  Konstanz  des  Randwinkels  entsprechend,  auf  der  Ring- 
oberfläche verschieben.  Die  Bedingungsgleichung  für  das  Maximum  des  auf  den 
Ring  wirkenden  Zuges  P,  der  Wert  dieses  Maximums,  und  die  ihm  entsprechende 
Hebung  A  des  unteren  Ringrandes  über  das  unendliche  Flüssigkeitsniveau  liefern 
dann  drei  Gleichungen,  aus  denen  man  die  Lage  der  Berührungslinie,  den  Rand- 
winkel und  die  Oberflächenspannung  berechnen  kann.  Die  Kenntnis  des  Rand- 
winkels wird  bei  dieser  Versuchsanordnung  also  nicht  vorausgesetzt;  doch  erwies 
sich  dieselbe  als  unpraktisch  wegen  der  Schwierigkeit,  die  Hebung  h  zu  messen. 
Dagegen  ist  die  Methode  gut  brauchbar  bei  Anwendung  eines  Ringes  mit  scharfen 
Kanten,  wie  er  etwa  aus  einem  kreisförmig  zusammengebogenen  Blechstreifen 
hergestellt  werden  kann.  Bei  einem  solchen  bilden  die  innere  und  äußere  Kante 
die  Berührungslinien  mit  der  Flüssigkeitsoberfläche,  und  die  Neigungswinkel  r.,  r^  an 
diesen  beiden  Rändern  hängen  nicht  vom  Randwinkel,  sondern  nur  von  der 
Erhebung  h  über  das  Niveau  ab.  Der  einem  bestimmten  /t  entprechende  Zug 
ist,  wenn  q^y  q^  den  inneren  und  äußeren  Radius  des  Ringes  bezeichnen: 

(62)  P^27ia[Q^ sin T.  +  Q^ sin tJ  +  {qJ  -  Q?)nhg(S      , 

wobei  die  Winkel  T|  und  x^  beide  positiv  zu  rechnen  sind,  wenn  die  Flüssigkeit 
gegen  den  Ring  hin  ansteigt.  Ist  die  Breite  ^  =  ^^  —  ^.  des  Ringes  sehr  klein 
gegen  ^^  so  wird  q^  —  q}  nahe  =  2  ^  ^„  (unter  q^  den  mittleren  Radius  ver- 
standen), und  man  kann  statt  (^.sint^.  +  ^„sinrj  setzen  2^^sinT,  wobei  x  der- 
jenige Neigungswinkel  ist,  der  bei  einer  zylindrischen  Oberfläche  der  Höhe  h 

^  G.  Hagen,  Pogg.  Ann.  77.  462.  1846.  —  2  w.  Gallenkamp,  Ann.  d.  Phys.  9. 
475-  1902;  in  der  zur  Berechnung  von  a*  benutzten  Formel  (p.  483)  findet  sich  dort  ein  Vor- 
zeichenfehler. —  3  Gr.  Timberg,  Wied.  Ann.  30.  558.  1887.  —  ♦  B.  Weinberg,  Joum.  d. 
russischen  phys.-chem.  Gesellsch.  24.  44.  92.  1891;  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  10.  39.  1892.  — 
*  M.  Cantor,  Wied.  Ann.  47.  399.  1902. 
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entsprechen  würde,   und  für  den   also  nach  (21)    die  Beziehung  gilt:    1  •— cosr 

SS  [kjd)^.      Man    erhält  dann    als    Bedingung    für    das    Maximum    von    P    die 
Gleichung 


-^)4V-(^)'-» 


oder 

-         \         I-  X 

(63)  fl  cos  T  +  —  ^  y2  cos  —  =  0 

2  2 

Da  bei  einem  dünnen  Ringe  b  klein  gegen  a  ist,  so  folgt  hieraus,  daS 
cosi  klein,  t  nahe  =  jr/2,  und  das  zweite  Glied  vorstehender  Gleichung  nahe ^/ 2 
ist,  also  cosT  =  —  bl2a  imd  h  =s  a  +  l  öja.     Hieraus  ergibt  sich  nach  (62) 

und  zur  Berechnung  von  a  erhält  man  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  die  Formel 

(64')  «=p-*|/^  +  ~*v«  . 

wenn  p  den  Maximalzug,  dividiert  durch  den  doppelten  mittleren  Ringumfang, 
bezeichnet  *  Hiermit  ist  a  durch  lauter  leicht  meßbare  Größen  ausgedrückt,  unter 
denen  der  Randwinkel  nicht  vorkommt 

Bemerkt  sei  noch,  daß  die  vorstehend  beschriebene  Methode  öfters  als  die 
der  Adhäsionsplatten  bezw.  Adhäsionsringe,  andererseits  auch  als  die 
Methode  der  Kohäsionswage  bezeichnet  wird;  beide  Benennungen  sind  aber 
unzutrefifend,  da  man  weder  die  Adhäsion  der  Flüssigkeit  an  der  Platte  oder 
den  Ringen,  noch  die  eigentliche  Kohäsion  der  Flüssigkeit  mißt 

Nahe  verwandt,  jedoch  praktisch  wohl  weniger  bequem  und  genau  aus- 
führbar, ist  das  von  A.  Mayer  ^  angewandte  Verfahren,  das  Gewicht  zu  bestimmen, 
durch  welches  metallene  Scheiben  oder  Ringe,  die  man  auf  die  Flüssigkeitsober- 
fläche legt,  und  die  von  der  Flüssigkeit  nicht  benetzt  werden,  zum  Untersinken 
gebracht  werden.  Solange  dieselben  schwimmen,  hat  die  Flüssigkeitsoberfläche 
eine  ganz  analoge  Gestalt  wie  bei  der  vorigen  Versuchsanordnung,  nur  mit  nach 
oben  konvexer  statt  konkaver  Krümmung.  Die  Eintauchtiefe  und  der  Randwinkel 
kurz  vor  dem  Untersinken  könnten  also  gerade  so,  wie  es  oben  für  die  Hebung  k 
und  den  Winkel  7  im  Falle  benetzter  Platten  oder  Ringe  gezeigt  ist,  berechnet 
werden;  doch  ist  A.  Mayer  nicht  so  verfahren,  sondern  hat  diese  Größen 
direkt  gemessen. 

4.  Messung  von  Steighöhen  zwischen  Platten  und  in  Röhren. 

Ganz  direkt  könnte  man  a  messen  als  die  Erhebung  einer  benetzenden 
Flüssigkeit  an  der  Wand  eines  weiten  Gefäßes  ^  wobei  aber  wegen  der  Schwierigkeit 
der  Beobachtung  der  Berührungslinie  keine  große  Genauigkeit  erreichbar  ist. 
Besser  eignet  sich  zur  Messung  schon  die  Erhebung  h  der  tiefsten  Stelle  der 
Flüssigkeit  über  das  Niveau  (oder  die  Depression  der  höchsten  unter  dasselbe 
bei  stumpfem  Randwinkel)  zwischen  zwei  vertikalen  parallelen  Platten  von 
sehr  großer  Breite  und  kleinem  Abstand  </,  für  die,  wenn  der  Randwinkel  Null 
ist,  die  in  III,  I,  B  abgeleitete  Gleichung  (27'a)  gilt,  aus  welcher  folgt 

1  A.  Mayer,  SiLLiM.Joum.  (4)  3.  253.  1897.  —  Messungen  der  Belastung,  durch  welche 
Schwimmkörper  mit  scharfem  oberen  Rand  bis  zu  einer  bestimmten  Tiefe  unter  das  Niveau 
einsinken,  hat  LOHNSTEIN  (Wi£D.  Ann.  44«  62.  1891)  ausgeführt  und  nach  den  von  ihm 
entwickelten  Näherungsformeln  für  kapillare  Rotationsflächen  berechnet,  wobei  sich  aber  keine 
befriedigende  Übereinstimmung  ergab.    —    *    G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  136.    638.    1868. 
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(65)  a^^hd\l  +  0A07Sj\      ; 

treibt  man  die  Entwickelung  noch  weiter,   so  kommt  in  der  Klammer  noch  das 
Korrektionsglied   —  0,052  i/*/^"  hinzu. ^ 

Gewöhnlich  mißt  man  indessen  nicht  die  Steighöhe  zwischen  Platten,  sondern 
in  Röhren  von  kreisförmigem  Querschnitt.  Zur  Berechnung  von  a*  hat 
man  dann  die  in  III,  2,  A  abgeleiteten  Formeln  (38')  bezw.  (bei  vollkommener 
Benetzung)  (38 'a)  oder  (38"a)  zu  benutzen,  —  letztere  in  der  Weise,  daß  man 
in  dem  letzten  Korrektionsglied  für  0*  den  Näherungswert:  a^^qh  einsetzt, 
wodurch  folgt* 

(66)  «»=eÄ[n-J-J  -0,1288^ 

Eine  weitere  Korrektion  wird  nötig,  wenn  das  Gefäß,  in  welches  die  Kapillar- 
röhre eintaucht,  nicht  unendlich  weit  ist,  und  folglich  der  Punkt  der  Flüssigkeits- 
oberfläche, auf  den  man  k  bei  der  Messung  bezieht,  nicht  in  der  Niveauebene 
liegt.  Dieser  Fall  kommt  namentlich  bei  der  Bestimmung  von  Kapillarkonstantcn 
in  der  Nähe  des  kritischen  Punktes  vor,  wobei  die  Kapillarröhre  von  einer  weiteren, 
mit  ihr  koaxialen  zylindrischen  Röhre  umgeben  ist.  Die  Flüssigkeitsoberfläche 
zwischen  den  beiden  Röhren  gehört  dann  dem  in  III,  2,  C  erwähnten'  Typus  von 
Rotationsflächen  an,  für  den  eine  allgemeine  analytische  Behandlung  noch  nicht 
vorliegt.  Doch  kann  man,  wenn  der  Zwischenraiun  der  zwei  Röhren  ziemlich 
eng  ist,  zu  der  gesuchten  Korrektion  h\  welche  zu  der  beobachteten  Höhen- 
differenz k  hinzuzufügen  ist,  in  der  Weise  gelangen,  daß  man  das  Gewicht  der 
zwischen  den  Röhren  über  das  (gedachte)  unendliche  Niveau  gehobenen  Flüssigkeits- 
menge einerseits  annähernd  =  h'  [q" *  —  Q^nagy  andererseits  =  2% {q"  +  q)  cos  O-a 
setzt,  wo  Q  den  äußeren  Radius  der  Kapillare,  q"  den  inneren  der  umgebenden 
Röhre  bezeichnet.  Verschaffelt'  hat  zur  genaueren  Berechnung  von  h'  die 
Annahme  geeignet  gefunden,  daß  die  Meridiankurve  der  Flüssigkeitsoberfläche 
zwischen  konzentrischen  Zylindern  nahezu  eine  Ellipse  sei. 

Was  die  Genauigkeit  der  Steighölienmethode  betrifft,  so  findet  dieselbe  ihre 
Grenzen  einerseits  in  den  Beobachtungsfehlem  bei  der  Ausmessung  des  Querschnitts, 
die  bei  engen  Kapillaren  relativ  groß  werden,  andererseits  in  der  Unsicherheit 
bezüglich  des  Randwinkels,  welcher  bei  Wasser  und  wässerigen  Lösungen 
nur  in  ganz  reinen  (am  besten  nach  Quincke*  frisch  ausgezogenen)  Glasröhren 
wirklich  null  oder  doch  so  klein  ist,  daß  er  keinen  merklichen  Einfluß  mehr 
hat.  Daß  die  Methode  aber  bei  Beobachtung  der  nötigen  Vorsichtsmaßregeln 
—  wozu  die  Ausmessung  des  Querschnitts  gerade  an  der  Berührungslinie  der 
Flüssigkeitsoberfläche,  sowie  auch  Konstanthaltung  der  Temperatur  gehört  —  gut 
übereinstimmende,  von  der  Natur  des  Glases  und  der  Röhren  weite  unabhängige 
Werte  zu  liefern  vermag,  haben  die  sorgfältigen  Messungen  von  Volkmann  an 
Wasser  gezeigt.^  Die  Dimensionen  der  Kapillare  wird  man  am  zweckmäßigsten 
so  zu  wählen  haben,  daß  die  relativen  wahrscheinlichen  Fehler  bei  der  Messung 
von  k  imd  von  q  gleich   groß   sind.     Illusorisch  ist  es,  die  Genauigkeit  der  Be- 


1  P.  Volkmann,  Wied.  Ann.  11.  180.  1880.  —  2  s.  D.  Poisson,  Nouvelle  thdorie  etc. 
p.  112.  —  ^  ],  Versciiaffelt,  Zittingsversl.  Akad.  v.  Wetensk.  Amsterdam  1895/96.  p.  74; 
1896/97.  p.  175.  —  *  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139.  9.  1870;  160.  341.  1877;  62.  15. 
1894.  Q.  fand  nach  der  Steighöhenmethode  kleinere  Werte  als  nach  der  Methode  der  Luft- 
blasen (s.  Nr.  5)  und  schreibt  dies  dem  Randwinkel  zu,  den  er  auch  durch  Reflexions- 
beobachtungen von  null  verschieden  fand.  —  5  p.  Volkmann,  Wied.  Ann.  11.  177.  1880; 
17.  363.  1882;  53.  653.  1894;  56.  483.  1895;  62.  505.  1897;  66.  114.  1898.  Die  Werte 
von  a*  für  Wasser  wurden  mit  engen,  frisch  ausgezogenen  Röhren  um  etwa  0,04mm*  größer 
gefunden,  als  mit  weiteren,  auf  nassem  Wege  gereinigten,  was  V.  der  größeren  Löslichkeit  des 
Glases  in  ersteren  zuschreibt. 
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Stimmung  kleiner  Änderungen  der  Höhe  ^,  die  Änderungen  der  Oberflächen- 
spannung (z.  B.  durch  aufgelöste  Substanzen)  entsprechen,  dadurch  steigern  zu 
wollen,  daß  man,  anstatt  dieselben  direkt  (mittels  Kathetometermikroskops)  zu 
messen,  sie  aus  dem  Gewicht  der  Flüssigkeit  (oder  von  Quecksilber)  berechnet, 
welches  man  in  dem  weiten  äußeren  Gefäß  hinzufügen  muß,  um  die  Einstellung 
des  Meniskus  konstant  zu  halten. * 

Eine  Modifikation  der  Steighöhenmethode,  die  von  Sentis  bei  seinen  Be- 
stimmungen der  Oberflächenspannung  von  Wasser  und  wässerigen  Lösungen 
angewendet  worden  ist^  besteht  in  der  Messung  der  Höhendifferenz  der  Flüssigkeits- 
säule in  einer  Kapillarröhre,  wenn  erstens  an  deren  unterem  Ende  ein  kleiner 
(als  Kugel  anzusehender)  Tropfen  hängt,  zweitens  die  Röhre  in  eine  große 
Flüssigkeitsmasse  eintaucht.  Wird  es  so  eingerichtet,  daß  der  Meniskus  bei  beiden 
Beobachtungen  an  derselben  Stelle  der  Röhre  steht,  so.  braucht  der  Randwinkel 
nicht  bekannt  zu  sein. 

5.   Reflexionsmethode  von  Eötvös. 

Um  ganz  unabhängig  zu  sein  vom  Randwinkel,  mißt  Eötvös  '  die  Differenzen 
der  Höhen  z  und  Neigungen  t  zweier  Stellen  einer  freien  kapillaren  Oberfläche, 
indem  er  die  zwei  Stellen  aufsucht,  an  denen  die  von  zwei  Lichtquellen  kommenden 
Strahlen  horizontal  reflektiert  werden.  Ist  die  Oberfläche  zylindrisch,  so  kann 
aus  zusammengehörigen  Werten  von  z  und  r  oder  aus  den  Differenzen  von 
solchen  nach  der  Gleichung  (20)  oder  (21)  a^  berechnet  werden. 

6.   Messung  von  liegenden  Tropfen  oder  Luftblasen. 

Man  kann  entweder  nur  den  größten  Durchmesser  2r  und  den  Abstand  f 
der  Kuppe  von  der  Ebene  des  letzteren  ausmessen*,  oder  außer  einer  dieser 
Größen  noch  den  Krümmungsradius  in  der  Kuppe ^  welcher  letztere  bei 
Tropfen  durch  Ophthal mometrische  Messung  der  Größe  des  in  der  Tropfenkuppe 
gespiegelten  Bildes  eines  hellerleuchteten  Objektes  genau  bestimmt  werden  kann.* 
Wie  aus  Durchmesser  2  r  und  Kuppenhöhe  f  eines  Tropfens  oder  einer  Blase  die 
Oberflächenspannung  zu  berechnen  ist,  haben  wir  bereits  in  III,  2  A  erörtert; 
am  bequemsten  ist  die  dort  im  Auszug  wiedergegebene  HEYDWEiLLKRsche  Tabelle 
zu  verwenden.^  Auch  die  Beziehungen,  mittels  deren  man  aus  r  und  dem 
Kuppenkrümmunesradius  Hq  die  spezifische  Kohäsion  berechen  kann,  sind  dort 
bereits  erwähnt  [vgl.  insbesondere  Gleichung  (36)]. 

Die  Methode  der  Tropfenmessung  ist  mehrfach,  so  von  Quincke®,  Heyd- 
WEiLLER*  und  Herzfeld ^®,  auch  auf  erstarrte  Tropfen  von  Metallen  angewendet 
worden,  um  deren  Oberflächenspannung  beim  Schmelzpunkt  danach  zu  bestimmen. 
Die  so  erhaltenen  Resultate  sind  aber  sehr  unsicher  wegen  der  Deformation, 
welche  solche  Tropfen  während  des  Festwerdens  erfahren,  wie  Gradenwitz  auch 
durch  Versuche  direkt  nachgewiesen  hat.^^ 

^  A.  Gradenwitz,  Neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Kapillarkonstanten  verdünnter  Salz- 
lösungen. Dissert.  Breslau  1902.  —  2  h.  Sentjs,  Journ.  de  phys.  (2)  6.  571.  1887;  (3)  6.  183. 
1897.  —  3  F.  Eötvös,  WiED.  Ann.  27.  448.  1886.  —  *  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  138.  141. 
1869;  139.  12.  1870;  160.  371.  1877.  —  E.  S[EG,  Dissert.  Berlin  1887.  —  A.  Heydweiller, 
ibid.  65.  311.  1898.  —  6  A.  König,  Wied.  Ann.  16  i.  1881.  —  G.  Meyer,  ibid.  53.  845. 
1894.  —  Th.  Lohnstein,  ibid.  53.  1062.  1894;  54.  713.  1895.  —  6  Vgl.  H.  Siedentopf, 
Dissert.  Göttingen  1897.  t$  2— 4.  Die  Messung  des  Tropfendurchmessers  vermied  S.  dadurch, 
daß  er  den  Tropfen  aus  einer  scharfrandigen  kreisförmigen  Öffnung  so  weit  herauspreßte,  bis  die 
Randzone  seiner  Oberfläche  gerade  vertikal  war,  was  an  dem  Minimum  der  Größe  des  Spiegel« 
bildes  zu  erkennen  ist.  —  7  a.  Graden witz  ,  Wied.  Ann.  67.  467.  1 899.  —  8  g.  Quincke, 
Pogg.  Ann.  138.  141.  1869.  —  •  A.  Heydweiller,  Wied.  Ann.  62.  694.  1897.  — 
^0  R.  Herzfeld,  ibid.  62.  750.  1897.  —  "  A.  Gradenwitz,  ibid.  67.  647.  1899. 
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Bei  Hegenden  Tropfen  kann  man,  wenn  man  noch  die  Höhe  der  Kuppe 
über  der  als  Unterlage  dienenden  ebenen  Fläche  mißt,  außer  a*  auch  den 
Rand  Winkel  an  letzterer  berechnen.^ 

Im  Prinzip  mit  der  Methode  der  Ausmessung  von  Tropfen  und  Blasen 
ganz  gleichartig  ist  die  von  Lohnstein*  (allerdings  mehr  zum  Zwecke  der  Veri- 
fikation der  Formeln  für  kapillare  Rotationsflächen)  angewandte  mikrometrische 
Ausmessung  des  Flüssigkeitsmeniskus  in  bis  zum  Rande  gefüllten  zylindrischen 
Gefäßen  von  mittelgroßem  Durchmesser  (12  bis  48  mm). 

7.  Wägung  abfallender  Tropfen. 

Das  Gewicht  der  Tropfen,  die  vom  unteren  Ende  einer  Kapillarröhre  oder 
eines  Drahtes  abfallen,  ist  vielfach  zur  Bestimmung  von  Kapillarkonstanten  benutzt 
worden;  so  zuerst  von  Quincke^  für  Metalle  und  andere  Körper  beim  Schmelz- 
punkt, indem  er  Stäbchen  tropfenweise  abschmelzen  oder  Tropfen  von  Drähten 
abfallen  ließ.  Für  die  Berechnung  nahm  er  an,  daß  das  Gewicht  des  abfallenden 
Tropfens  =  2  ?  je «  sei,  wo  r  der  Radius  der  Randlinie  des  hängenden  Tropfens, 
bei  jenen  Versuchen  also  derjenige  des  zylindrischen  Stäbchens  ist. 

Daß  diese  Annahme  nicht  zutrifft,  haben  bereits  die  Versuche  von  Hagen 
über  das  Abtropfen  von  Scheiben*,  sowie  die  späteren,  von  J.  Traube*  und 
F.  EscHBAüM®  mit  Röhren  von  verschiedener  Weite  ausgeführten,  für  Wasser 
und  andere  Flüssigkeiten  gezeigt  J.  Traube  unterschied  zwischen  dem  Gewicht 
des  größten  hängenden  und  des  abfallenden  Tropfens  und  bestimmte  auch 
deren  Unterschied,  d.  h.  den  hängenbleibenden  Tropfenrest  experimentell', 
ebenso  taten  dies  später  nach  einem  anderen  Verfahren  Guye  und  Perrot.® 
Die  Theorie  für  eine  strenge  Berechnung  des  maximalen  hängenden  Tropfens 
hat  Lohnstein®  entwickelt  (vgl.  III,  2,  B),  wobei  sich  u.  a.  ergab,  daß  die 
Quincke  sehe  Formel  auch  für  diesen  nicht,  noch  weniger  also  für  den  abfallenden 
Tropfen  zutrifft  (vgl.  p.  114  7).  Über  die  Berechnung  des  Gewichts  der  abfallenden 
Tropfen,  welche  Lohnstein  auf  die  Annahme  der  Gleichheit  des  Randwinkels 
vor  und  nach  dem  Abfallen  gründete,  ist  ebenfalls  schon  in  III,  2,  B  berichtet 
worden.  Durch  Anwendung  seiner  Berechnungsweise  auf  eine  große  Reihe  von 
Versuchen  von  J.  Traube  und  von  Guye  und  Perrot  hat  er  nachgewiesen, 
daß  die  so  gefundenen  Kapillarkonstanten  mit  den  durch  Steighöhenmessungen 
ermittelten  im  ganzen  gut  übereinstimmen.^^ 

Bereits  1899  hatte  Lord  Rayleigh  nach  der  Methode  der  Dimensionen 
für  das  Gewicht  der  von  einer  Fläche  vom  Radius  r  abfallenden  Tropfen  den 
Ausdruck  abgeleitet  ^^: 

(67)  Gr^afoi— 

welcher  mit  demjenigen  der  Lohnstein  sehen  Theorie  der  Form  nach  überein- 
stimmt, aber  die  unbekannte  Funktion  O  an  Stelle  der  von  Lohnstein  mit  2 «/ 
bezeichneten  und  theoretisch  berechneten  (siehe  p.  1 1 47)  enthält.  Diese  Funktion  0 


^  N.  Kasterin,  Joum.  d.  niss.  phys.-chem.  Ges.  25. 1.  203.  1893.  —  ^  Th.  Lohnstein, 
WiED.  Ann.  44.  52.  1891.  —  ^  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  134.  356;  135.  621.  1868.  — 
4  G.  Hagen,  Abh.  Berliner  Akad.  d.  Wiss.  1845;  Pogg.  Ann.  67.  167.  1846;  77.  455.  1849. 
—  6  J.  Traube,  Journ.  f.  prakt.  Chem.  34.  304.  1886.  —  Ö  F.  Eschbaüm,  Bcr.  d.  deutsch, 
pharm.  Ges.  1900,  Heft  4.  —  7  j.  Traube,  Journ.  f.  prakt.  Chem.  34.  515.  1886.  — 
^  A.  Guye  u.  F.  L.  Perrot,  Arch.  sc.  phys.  nat.  Gen^ve  11.  225.  345.  1901.  —  Ö  Th.  Lohn- 
stein, Ann.  d.  Phys.  20.  237.  1906.  Näherungsformeln  fiir  die  Größe  hängender  Tropfen, 
wobei  diese  durch  Kugeln  u.  s.  w,  approximiert  werden,  gibt  G.  Guglielmo,  Rend.  Acc.  Line. 
12.  462.  1903.  Diese  Formeln  erfordern  aber,  abgesehen  von  ihrer  beschränkten  Gültigkeit, 
die  Messung  des  Tropfendurchmessers.  —  ^^  th.  Lohnstein,  Ann.  d.  Phys.  20.  609.  1906; 
22.  771.  1907.  —  1^  Lord  Rayleigh,  PhiL  Mag.  (5)  48.  321.  1899. 
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siehe   VI,    4.)      Danach    gilt    für    die    Fortpflanzungsgeschwindigkeit    c     solcher 
Wellen  von   der  Wellenlänge  X   auf  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche  die  Formel: 

/        X  •  ^^  2«       OL 

oder  für  diejenige  ^^3  der  Wellen  auf  der  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten: 

vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  die  Tiefe  der  Flüssigkeit  groß  ist  gegen  die  Wellenlänge. 
Ist  k  hinreichend  klein  —  etwa  von  der  Größenordnung  eines  Millimeters  — 
so  überwiegt  von  den  beiden  Gliedern  der  rechten  Seite  das  zweite  erheblich 
über  das  erste,  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  oder  bei  gegebener 
Schwingungszahl  die  Wellenlänge,  hängt  hauptsächlich  von  der  Oberflächenspannung 
ab.  In  diesem  Falle  nennt  man  die  Wellen  Kapillarwellen  (ripples).  Die 
Messung  ihrer  Wellenlänge  bei  bekannter  Schwingungszahl  n  kann  oflfenbar  zur 
Bestimmung  der  Oberflächen-  bezw.  Grenzflächenspannung  dienen;  denn  man 
erhält  aus  (70) 

und  ähnlich  bestimmt  sich  a^^  aus  (70'). 

Diese  Methode  zur  Bestimmung  von  et  ist  zuerst  von  Matthiessen  ^  und  Lord 
Rayleigh^,  sowie  neuerdings  von  Dorsey',  Watson*,  Kalähne^  und  besonders 
von  Grunmach®  angewendet  worden,  von  letzterem  u.  a.  auch  auf  geschmolzene 
Metalle  und  verflüssigte  Gase,  wo  die  meisten  anderen  Methoden  versagen.  Zur 
Erregung  der  Kapillarwellen  diente  bei  allen  Beobachtern  eine  (meist  elektro- 
magnetisch erregte)  Stimmgabel,  an  deren  Zinken  Nadeln  oder  Glasplättchen  be- 
festigt waren,  die  ein  wenig  in  die  Flüssigkeit  eintauchten.  Bei  Matthiessen, 
Grünmach  und  Kalähne  werden  hierzu  beide  vertikal  nach  unten  gekehrte 
Zinken  benutzt;  es  gehen  dann  von  den  beiden  Spitzen  zwei  Systeme  von  Kreis- 
wellen aus,  welche  durch  Interferenz  ein  hyperbolisches  System  stehender 
Wellen  erzeugen.  In  einem  gewissen  Bereiche  zwischen  den  Erregungszentren 
verlaufen  die  letzteren  nahe  geradlinig  und  parallel,  und  dort  kann  die  Wellen- 
länge X  als  Abstand  benachbarter  Wellenberge  oder  Knotenlinien  auf  der  Achse 
der  Hyperbeln  gemessen  werden.  Dies  geschah  bei  Matthiessen  durch  Messung 
des  Abstandes  zweier  weit  auseinanderliegender  Knotenlinien  mit  einem  Stangen- 
zirkel, bei  Grunmach  in  ähnlicher,  aber  sehr  verfeinerter  Weise  mittels  eines 
Mikroskops  mit  zwei  beweglichen  Fadenkreuzen  (zum  Teil  nicht  an  den  Wellen 
selbst,  sondern  an  einer  Photographie  derselben);  Kalähne  dagegen  benutzte 
das  Wellensystem  als  Beugungsgitter,  indem  er  Licht  von  der  gerippten  Flüssig- 
keitsoberfläche unter  großem  Einfallswinkel  reflektieren  ließ  und  den  Winkelabstand 
der  entstehenden  Beugungsbilder  maß.  Rayleigh  und  nach  ihm  DoRSi:Y  und 
Watson  benutzten  zur  Wellenerregung  nur  eine  Zinke  einer  horizontal  gestellten 

'  L.  Mathiessen,  Wied.  Ann.  38.  118.  1889.  I^as  Ziel  dieser  Arbeit  war  allerdings 
weniger  die  Bestimmung  der  Kapillarkonstante,  als  die  Prüfung  der  Kelvin  sehen  Theorie  der 
Kapillarwellen.  —  2  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  30.  386.  1890.  —  3  n.  E.  Dorsey, 
ibid.  (5)  44.  369.  1897.  —  *  F.  R.  Watson,  Phys.  Review  12.  257.  1901.  —  B  A.  Kalähne, 
Ann.  d.  Phys.  7.  440.  1902.  —  ÖL.  Grunmach,  Verh.  d.  deutsch,  phys.  Ges.  1.  13.  1899; 
Ann.  d.  Phys.  3.  660.  1900;  9.  1261.  1902;  Wiss.  Abh.  d.  K.  Normai-Eichungskommission 
zu  Berlin  3.  loi  — 198.  1902;  Berliner  Sitz.-Ber.  1900.  p.  829;  1901.  p.  914;  1904.  p.  1198; 
1906.  p.  679. 
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Stimmgabel  und  beleuchteten  das  so  erzeugte  fortschreitende  Wellensystem  inter- 
mittierend in  der  Schwingungsdauer  gleichen  Intervallen,  so  daß  die  Wellen 
stationär  erschienen;  diese  intermittierende  Beleuchtung  wurde  mit  Hilfe  einer 
zweiten,  vermöge  der  gleichen  elektromagnetischen  Erregung  mit  der  ersten  synchron 
schwingenden  Stimmgabel  bewerkstelligt. 

10.   Schwingungen  von  Tropfen  und  Strahlen. 

Ein  frei  schwebender  oder  fallender  Flüssigkeitstropfen,  der  aus  der  kugel- 
förmigen Gleichgewichtsform  gebracht  worden  ist,  führt  um  dieselbe  Schwingungen 
aus,  deren  längste  (einer  rotationsellipsoidischen  Deformation  des  Tropfens  ent- 
sprechende) die  Periode  besitzt: 


(72) 


wo  R  der  Kugelradius  ist^     (Vgl.  VI,  5.) 

Bei  abfallenden  Tropfen  entstehen  diese  Schwingungen  (neben  solchen 
höherer  Ordnung)  von  selbst  infolge  des  Abreißungsvorganges.  Lenard  hat  ihre 
Schwingxmgsdauer  (für  Wasser)  dadurch  bestimmt,  daß  er  die  Fallräume  be- 
obachtete, nach  deren  Durchlaufung  sich  die  Tropfen  wieder  in  der  gleichen 
Sch^kongungsphase  befanden,  was  nach  dem  Auftreten  bestimmter  Reflexe  be- 
urteilt werden  konnte.* 

Eine  andere  dynamische  Methode,  die  jedoch  ebenfalls  keine  allgemeinere 
Anwendung  gefunden  hat,  beruht  auf  den  Schwingungen  von  Flüssigkeits 
strahlen  um  ihre  (nahezu)  zylindrische  Gleichgewichtsform,  deren  Theorie  eben- 
falls von  Lord  Rayleigh  entwickelt  worden  ist.^  (Vgl.  VI,  6.)  Aus  der  Wellen- 
länge der  Anschwellungen  und  Einschnürungen  auf  solchen  Strahlen  bestimmte 
Rayleigh  die  Oberflächenspannung  des  Wassers  und  von  Seifenlösung,  G.  Meyer* 
diejenige  des  Quecksilbers  gegen  verschiedene  Gase,  Quincke^  die  der  Grenz- 
fläche von  Wasser  und  wässerigen  Lösungen  gegen  Alkohol,  —  alles  Fälle,  in 
denen  es  darauf  ankam,  an  beständig  sich  neubildenden  Oberflächen  zu  beobachten. 


V.  Besnltate  der  Eonstantenbestimmungen. 

L   Oberflächenspannung  reiner  flüssiger  Substanzen  gegen  Luft  oder 

gesättigten  Dampf. 

A)  Wasser.  Für  Wasser  liegt  eine  überaus  große  Zahl  von  Bestimmungen 
der  Kapillarkonstanten  vor,  deren  Resultate  jedoch  zum  großen  Teil  sehr  stark 
differieren.*  Der  Grund  dieser  Abweichungen  liegt  in  vielen  Fällen,  wo  auffallend 
kleine  Werte  von  a  gefunden  worden  sind,  jedenfalls  in  der  außerordent- 
lichen Empfindlichkeit  der  Oberflächenspannung  des  Wassers  gegen 
geringe  Verunreinigungen  der  Wasseroberfläche  durch  fettige  Sub- 
stanzen —  einer  Eigentümlichkeit  des  Wassers,  die  wahrscheinlich  mit  dem 
besonders  großen  Werte  seiner  Oberflächenspannung  zusammenhängt,  und  auf  die 


1  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  29.  377.  1879.  —  2  P.  Lenard,  Wied.  Ann.  80. 
209.  1887.  —  3  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  29.  72.  1879;  Scient.  Papers  1.  361.  377; 
Phil.  Mag.  84.  145.  1892.  —  A.  M.  Worthington,  Phil.  Mag.  (5)  20.  66.  1885.  — 
<  G.  Meyer,  Wied.  Ann.  66.  523.  1898.  —  B  G.  Quincke,  Ann.  d.  Phys.  9.  i.  1902.  -- 
ö  Eine  nahezu  vollständige  Zusammenstellung  aller  Bestimmungen  nebst  Literaturangaben  bis 
1892  findet  sich  bei  £.  Weinberg,  Zuchr.  f.  physikal.  Chem.  10.  34.  1892. 
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Phy«. 


4. 
3.  Aofl. 


Beobachter 


Methode 


J_ 


(ff)  bei  18®  in 
Grenzwerte 


ing-Gew. 

mm 

Mittelwert 


Proctor  Hall  1893 » 

WlLHELMY    1863*      i 
TiMBE&G    1887'        I 

Weinberg  1892*    I 
Cantor  1892* 

GaLLENKAMP    I902«| 

Nansen  1900' 

R.  H.  Weber  1901* 

A.  Mayer  1897« 
Quincke  1870  «<> 
1877" 
„  •      1894"     , 
Volkmann  1882»*   | 

1894"    , 
1895"   ' 
1898»» 
Ramsay  u.  ShieldsI  I 

1893"  11 

Sentis  1887"       ! 

Magie  1885"     || 

Quincke  1870*®     1 

1877"     i 

Sieg  1887"        1 

Timberg  1887»*     1 

Lohnstein  1891  u.  I  ! 

1894'*  1  I 

Cantor  1892  ••      ! 
FoRCH  1905*' 
LordRAYLEiGH  1890". 

DORSEY    1897*' 

Grunmach  1902*^   ' 
Kalähne  1902  *> 
BrOmmer  1903»* 

KOLO  WH  AT-TSCHE  R-1 
WINSKl    1904*'^       1 

LordRAYLEiGH  1879=** 
Lenard  1887" 


Lamellenspannung  (1)    .     .  '  7,871 — 7,520  1 
Vertikale  Adhäsionsplatte  (2)  —  | 

Adhfisionsring  aus  Platin  (3)  ii  — 

»    Kupfer     II  -  I 

„    Nickel  — 


Horizontale  Adhäsions- 
platte (3) I 

Vertikale  Adhäsionsplatte  (8) ! 

(8) 

Schwimmende  Ringe  (3)   . 
Steighöhe  (4) 


7.5 

(größter  Wert) 

7,37 

(größter  Wert) 


7,258-7,846 


7,445—7,452 


Steighöhen. Tropfendruck (4)    7,486—7,557 
Steighöhe  und  Krümmung 

des  Meniskus    ....     6,82  —7,62 
Luftblasen  (6) 7,24  —7,65 

(CO. 


Ausmessung  des  Meniskus 
in  Zylindern  (6)     .     . 

Druck  in  Blasen  (8).     . 
»»       II       »»  •     • 

Kapillarwellen  (9)     .     . 


7,27  —7,69 


7,503—7,564 
7,417—7,481 

7,476—7,577 


Schwingende  Strahlen  (10)  —  | 

„  Tropfen  (10)     7,14  —7,905  , 


7,517 
7,945 
7,831 
7,83 
7,376 
(Temperatur?) 

7,356 


7,77 

7,205 

7,35 

7,496 

7,46 

7,410 

7,440 

7,419 

7,221 

7,525 

7,234 
7,515 
7,425 

7,13 
7,878 

7,460 
7,655 
7,777 
7,536 
7,466 
7,685 
7,520 
7,58 

7,65 

7,35 
7,37 


15.073 
15,912 
15,682 
15,681 
14,773 


14,732 
15,02 

14,76 

15,56 

14,43 

14,72 

15,013 

14,94 

14,841 

14,90 

14,92 

14,437 

15,07 


14,488  g 
15,051  o  H 
14,87} ""  K 
14,29)  I  % 


15,00 

15,331 

15,575 

15,093 

14,953 

15,58 

15,06 

15,18 

15,32 

14,72 
14,76 


u 

X 


^  Proctor  Hall,  Phil.  Mag.  (5)  36.  410.  1893.  —  2  L.  Wilhelm y,  Pogg.  Ann.  119. 
186.  1863.  —  3  G.  TiMBERG,  WiED.  Ann.  30.  558.  1887.  —  4  B.Weinberg,  Ztschr.  f. 
phys.  Chem.  10.  49.  1892.  —  •  M.  Cantor,  Wied.  Ann.  47.  408.  1892.  —  6  W.  Gallen- 
kamp, Ann.  d.  Phvs.  9.  475.  1902.  —  7  f.  Nansen,  North  Polar  Expedition,  Scient  Results 
10-  61.  1900.  —  •  R.  H.  Weber,  Ann.  d.  Phys.  4.  718.  190 1.  —  Ö  A.  Mayer,  Sillim.  Joorn. 
(4)  3.  253.  1897;  Nature  66.  21.  —  10  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  189.  9.  1870.  — 
1'  G.  Quincke,  ibid.  160.  371.  1877.  —  12  G.Quincke,  Wied.  Ann.  62.  14.  1894.  — 
13  p.  Volkmann,  ibid.  17.  363.  1882.  —  W  P.  Volkmann,  ibid.  63.  653.  1894.  —  W  P.  Volk- 
mann, ibid.  66.  483.  1895.  —  1®  P.  Volkmann,  ibid.  66.  200 — 204.  1898.  —  17  w.  Ramsay 
u.  J.  Shields,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  12.  433.  1893.  —  W  H.  Sentis,  Journ.  de  phys.  (2) 
6.  571.  1887.  —  19  W.  F.  Magie,  Wied.  Ann.  26.  430.  1885.  —  20  G.Quincke,  Pogg. 
Ann.  139.  12.  1870.  —  21  G.  Quincke,  ibid.  160.  355.  1877.  —  22  a.  Heydweiller, 
Wied.  Ann.  66.  311.  1898.  —  23  E.  Sieg,  Dissertation  Berlin  1887.  —  24  G.  Timberg, 
Wied.  Ann.  30.  558.  1887.  —  2B  xh.  Lohnstein,  ibid.  63.  1073.  1894.  —  26  m.  Cantor, 
ibid.  47.  420.  1892.  —  27  c.  Forch,  Ann,  d.  Phys.  17.  750.  1905.  —  28  Lord  Rayleigh, 
Phil.  Mag.  (5)  30.  395.  1890.  —  29  n.  E.  Dorsey,  ibid.  (5)  44.  369.  1897.  —  30  l.  Grun- 
mach, Ann.  d.  Phys.  9.  1283.  1902.  —  31  A.  Kalähne,  ibid.  7.  462.  1902.  —  32  a.  BrOmmer, 
Dissert.  Rostock  1903.  —  33  l.  Kolowrat-Tscherwinski,  Journ.  d.  russ.  phy8.-chem.  Ges. 
36.  265.  1904.  —  34  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  29.  72.  1879.  —  A.  M.  Worthington, 
Phil.  Mag.  (5)  20.  66.  1885.  —  36  p.  Lenard,  Wied.  Ann.  30.  232.  1887. 
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wir  an  späterer  Stelle  ausführlicher  zurückkommen  werden.  Es  können  wegen 
dieses  Verhaltens  von  Wasseroberflächen,  auf  welches  zuerst  Marangoni^  hin- 
gewiesen hat,  nur  solche  Beobachtungen  zur  Bestimmung  der  Oberflächen- 
spannung des  reinen  Wassers  Verwendung  finden,  bei  denen  alle  mit  der  Wasser- 
oberfläche in  Berührung  kommenden  festen  Körper  auf  das  Sorgfältigste  (am 
besten  durch  Ausglühen)  gereinigt  worden  sind,  und  die  Oberfläche  selbst  nicht 
längere  Zeit  mit  der  Luft  in  Berührung  gestanden  hat.  Am  sichersten  wird 
vollkommene  Reinheit  der  Oberfläche  dadurch  erreicht,  daß  man  dieselbe  sich 
entweder  dauernd  oder  doch  kurz  vor  jeder  Beobachtung  neu  bilden  läßt,  was 
z.  B.  bei  der  Methode  der  Kapillarwellen  durch  eine  von  Röntgen*  angegebene 
Vorrichtung  zu  bewerkstelligen  ist,  wobei  die  Flüssigkeit  im  Versuchsgefäß  immer 
von  unten  her  erneuert  wird  und  über  den  Rand  abfließt. 

Außer  auf  diese  Vorsichtsmaßregeln  zur  Verhütung  der  die  Oberflächen- 
spannung herabsetzenden  Verunreinigungen  muß  bei  den  Beobachtungen  auf  kon- 
stante Temperatur  geachtet  werden,  da  die  Oberflächenspannung  von  dieser 
ziemlich  stark  abhängig  ist.     (Näheres  darüber  siehe  unter  V,  3.) 

In  der  Tabelle  auf  p.  1166  (die  zum  Teil  aus  Zusammenstellungen  von 
■Quincke^  und  Kalähne*  entnommen  ist)  wird  eine  Übersicht  der  Resultate  der 
zuverlässigeren  Bestimmungen,  insbesondere  der  neueren,  gegeben;  sie  enthält  die 
mittels  des  Temperaturkoeffizienten  —0,002208  auf  18^  C.  reduzierten  Mittel- 
werte von  (a)  und  a^,  sowie  zum  Teil  die  Grenzwerte  ersterer  Größe,  und  außerdem 
•die  Angabe  der  Methode  unter  Hinweis  auf  den  Parzigraphen,  in  welchem  dieselbe 
im  Abschnitt  IV  behandelt  ist;  die  Anordnung  ist  der  dortigen  Reihenfolge  der 
Methoden  entsprechend  gewählt.  Aus  dieser  Tabelle  ist  ersichtlich,  daß  der 
wahrscheinlichste  Wert  von  (a)jg  für  frische  Wasseroberflächen  etwa  7,7,  der- 
jenige von  fl^jg  etwa  15,4  betragt.  Dies  gilt  für  Wasser  in  Berührung  mit  Luft 
von  Atmosphärendruck.  Auf  die  Grenzfläche  gegen  gesättigten  Wasser- 
dampf beziehen  sich  nur  die  Bestimmungen  von  Ramsay  und  Shields;  doch 
darf  aus  deren  Resultat  [(a)  =  7,22]  wohl  kaum  geschlossen  werden,  daß  die 
Oberflächenspannung  des  Wassers  gegen  Luft  tatsächlich  größer  sei  als  die  gegen 
den  gesättigten  Dampf,  um  so  weniger,  als  z.  B.  Quincke  eine  Abnahme  der 
Oberflächenspannung  frisch  gebildeter  Oberflächen  an  der  Luft  beobachtet  hat.^ 
Ein  Einfluß  der  Luft  scheint  jedoch  nach  Volkmanns  Beobachtungen®  bei  mit 
Luft  gesättigtem  Wasser  nicht  mehr  vorhanden  zu  sein.  (Ober  den  Einfluß  ab- 
sorbierter Gase  siehe  unten,  2,  B). 

B)  Verschiedene  organische  Flüssigkeiten.  Aus  der  großen  Zahl 
der  vorhandenen  Bestimmungen  seien  nachstehend  nur  solche  für  eine  Reihe 
häufiger  vorkommender  Substanzen  mitgeteilt.  Dieselben  beziehen  sich  alle  auf 
•die  Grenzfläche  gegen  Luft,  ausgenommen  diejenigen  von  Ramsay  und  Shields, 
welche  für  die  Grenze  gegen  den  gesättigten  Dampf  gelten.    (Vgl.  nächste  Tabelle). 

Zahlreiche  weitere  Bestimmungen  haben  außer  den  genannten  Beobachtern 
u.  A.  Mendelejeff',  Bede®,  Schiff®,  Dutoit  und  Friedrich^®  ausgeführt.  Nach 
Bartoli  und  Cantoni  soll  für  alle  Flüssigkeiten,  die  nur  C,  H,  O  und  S  ent- 
halten, der  Quotient  a^jca,  wo  c  die  spezifische  Wärme  bezeichnet,  einen 
konstanten  Wert  haben.  ^^ 

^  C.  Marangoni,  Rend.  Acc.  Line.  (4)  5.  25;  Nouv.  Cira.  (3)  3.  50.  97.  192.  1878;  Beibl. 
3.  842.  1879.  _  2  w.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  46.  152.  1892.  —  3  G.  Quincke,  ibid.  52.  i. 
1894.  —  *  A.  Kalähne,  Ann.  d.  Phys.  7.  467.  1902.  —  B  G.  Quincke,  Pogo.  Ann.  160.  573. 
1877.  —  8  P.  Volkmann,  Wied.  Ann.  11.  177.  1880;  17.  353.  1882.  —  ^  D.  Mendelejeff, 
C.  R.   60.    52;    51.    97.    1860.  —  8    F.  B±de,   Mem.  d.  BruxeUes  (5)  30.    i— 198.    i86i. 

—  ö  R.  Schiff,  Chem.  Ber.  16.  2965.  1882;   18.  1603.  1885;    Atti  Ac.  d.  Line  18.  449. 
1883;  10«  388.  1884.  —  ^0  P.  DuTOiT  u.  L.  Friedrich,  Arch.  de  Genfeve  (4)  9.  105.  1900. 

—  W  A.  Bartoli,  Nuov.  Cim.  (3)  6.  141.  1879.  —  F.  Cantoni,  Atti  Ac.  d.  Line.  (3)  4. 
74.  1880.  —  A.  Bartoli,  ibid.  7.  340.  1884. 
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Handb.  d. 
Fhys.    s.  Auft. 


Substanz 

Chem.  Zu- 

Tempe- 

(«)^--?^^ 

a»(mm*) 

Beobachter 

Methode 

ratur 

^  '      mm 

ÄthyULther.     .     .     . 

(C,H.).0 

Ib^ 

1,795 

4,996 

BRUNMER1847 

Steighöhe 

20» 

1.71 

4.80 

»» 

»> 

20« 

1,68 

4,72 

Ramsay  und 
Shields  1893 

i> 

Äthylalkohol  .     .     . 

C,H5  0H 

15—20^ 

1  2,29 
l  2,85 

5,805 
5,96 

l  Quincke 

91 

Luftblasen 

20« 

2,30 

5,77 

TiMBERG 

f» 

20<> 

2,24 

5,89 

Ramsay 

und  Shields 

Steighöhe 

22,8^ 

1,9* -2,1 

4,76* 
bis  5,26 

Grunmach 
1902 

Kapillarwellen 

Methylalkohol     .     . 

CH3OH 

20« 

2,34 

5,94 

Ramsay 

und  Shields 

Steighöhe 

Amylalkohol  .     . 

(CH,),CH 
CH,.CH,.OH 

210 

2,38 

5,88 

Cantor  1892 

Blasendruck 

Glyzerin     .... 

C,H,(OH), 

18« 

6,65 

10,9 

n 

Adhäsionsring 

Essigsäure  .... 

CHjCOOH 

20<> 

2,39 

5,02 

Ramsay 
und  Shields 

Steighöhe 

Chloroform     .     .     . 

CHCl, 

16,6» 

2,73 

8,67 

Quincke 

}i 

Tetrachlorkohlenstoff 

CCI4 

20*^ 

2,615 

3,29 

Ramsay 
und  Shields 

»» 

Schwefelkohlenstoff . 

CS, 

19,4'> 

8,42 

5,40 

Dieselben 

r  Steighöhe  u. 

20« 

3,23 

5,07 

Magie 

l  Krümmungs- 
l       radius 

3,34 
3,27 

5,26 
5.15 

Quincke 

Steighöhe 
Luftblasen 

Benzol 

CfiH, 

17,5» 

2,97 

6,74 

Volkmann 

Steighöhe 

22,5« 

2,995 

6,80 

Cantor 

Blasendruck 

Toluol 

C.H,CH, 

17,5« 

2,90 

6,72    • 

Volkmann 
Ramsay 

Steighöhe 

m-Xylol      .     .     . 

CeH,(CH,). 

15,7« 

2,95 

6,80 

und  Shields 

n 

Nitrobenzol     .     .     . 

CjHjNO, 

13,6« 

4,855 

7,34 

Dieselben 

ff 

Anilin 

CeH,NH, 

17,5« 

4,49 

8,78 

Volkmann 

Petroleum,  russisch.  1 
((r  =  0,822).     .    1 

*  •> 
18' 

3,11 

7,55 

Grunmach 

Kapillarwellen 

Petroleum,  amerik.  1 

18« 

3,00 

7,92 

M 

jy 

((j«  0,756).     .     J 

Steighöhe  u. 

Terpentinöl            1 

21« 

2,72 

6,10 

Magie 

Krümmungs- 

((T «  0.894) 

radius 

Terpentinöl 

2,765 

6,24 

Quincke 

Steighöhe 

((T  -  0,887) 

01ivenöl((r  =  0,913 

6) 

1 

20« 

3,27 

7,16 

»» 

n 

C)  Quecksilber.  Nächst  dem  Wasser  ist  das  Quecksilber  am  häufigsten 
auf  seine  Kapillarkonstanten  untersucht  worden.  Dasselbe  teilt  mit  ersterer 
Flüssigkeit  die  große  Empfindlichkeit  seines  kapillaren  Verhaltens  gegen  Verun- 
reinigungen seiner  Oberfläche.  Als  Kriterium  für  möglichste  Reinheit  der  Ober- 
fläche kann  dienen,  daß  sich  Wasser  auf  derselben  ausbreitet;  hierzu  ist  nach 
Quincke  notwendig,  daß  man  das  destillierte  und  mittels  Säure  chemisch  gereinigte 
Quecksilber  noch  in  feinen  Tröpfchen  durch  reines,  warmes  Wasser  wiederholt 
hindurchfallen  läßt.^  Aber  auch  dann  erhält  man  an  frisch  gebildeten  Ober- 
flächen an  der  Luft  keine  konstanten  Werte  der  Oberflächenspannung,  vielmehr 
sinkt  diese  erst  schnell,  dann  langsamer  infolge  der  Adsorption  von  Luft.  Ein 
analoges  Verhalten  zeigt  sich  nach  Untersuchungen  von  Stöckle^  und  G.  Meyer* 

1  Der  kleinste  Wert  wurde  an  einer  ganz  frisch  gebildeten  Alkoholobeifläche  beobachtet; 
er  stieg  dann  in  l/j  Stunde  auf  (a)  =  2,1,  jedenfalls  infolge  von  Wasseraufnahme  aus  der  Luft. 

—  2  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139.  67.  1870.  —  ^  j.  Stöckle,  Wied.  Ann.  66.  499.  1898. 

—  ♦  G.  Meyer,  ibid.  p.  523. 
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in  anderen  Gasen,  nur  im  Vakuum  erhält  man  einen  konstanten  Wert  und  zwar 
nach  Stöckle  (a)  ==  44,4  bei*  15®.  Die  Spannung  einer  frischen  Quecksilber- 
oberflache in  Berührung  mit  verschiedenen  Gasen  von  Atmosphärendruck  ist 
(in  mg-Gew./mm) 


nach  Meyer 

51,5 

51,4 
i           50,5 

56,5 
1           49,6 

nach  Stöckle 

in  Luft 
„  Sauerstoff 
„  Stickstoff 
,y  Wasserstoff 
„  Kohlensäure 

48.8 
48,7 
49,8 
47,9 
49,0 

Die  Bestimmungen  von  Meyer  sind  nach  der  Methode  der  schwingenden 
Strahlen,  also  an  beständig  neu  gebildeten  Oberflächen  ausgeführt,  diejenigen  von 
Stöckle  dagegen  durch  Messung  des  Kiümmungsradius  mittels  Spiegelung  nach 
A.  König,  also  an  Flächen,  die  bereits  eine,  wenn  auch  kurze,  Zeit  mit  dem 
Gase  in  Berührung  waren,  weshalb  sie  auch  beträchtlich  kleinere  Werte  lieferten. 

Nach  dem  Gesagten  ist  es  erklärlich,  weshalb  verschiedene  Beobachtungs- 
methoden für  die  Oberflächenspannung  von  Quecksilber  gegen  Luft  sehr  variierende 
Werte  ergeben  haben,  wie  die  folgende  Zusammenstellung  zeigt. 


Beobachter 

Laplace  1806* 
Desains* 

Quincke*  l 

Sieg* 

Magie* 

Quincke' 

Cantok*    I 

Sentis» 

G.  Meyer  »<>  | 

Siedentopf  " 
Stöckle  >» 

Lenard  ** 

PlCCARD  ** 

G.  Meyer'* 

Matthiessen 

Michie  Smith" 
Kalähne  '* 

Grunmach'® 


Methode 


JTemp. 


(«) 


Tropfenhöhe  (6) jj 

Tropfenhöhe  und  Rand  Winkel  .     .     .     .1 
Tropfenhöhe  und  Radius  (6),  berechnet  P 

von  Heidweiller* li 

Desgleichen 

Depression  und  Kuppenkrümmung    .     .   | 
Depression  in  Kapillaren  (4)     .     .     .     .  i| 

Druck  in  Blasen  (8) tj 

„       „  Tropfen  (8) 1 

Schwimmende  Platten  (3) , 

Tropfendurchmesser  u.  Krümmungsradius  (6), 

berechnet  von  Lohnstein".     .     .     .   ■ 

Tropfendurchmesser  u.  Krümmungsradius  (6) 


20* 

20* 
20* 


"{ 


Schwingende  Tropfen  (10) 
Schwingende  Straiilen  (10) 


17* 
20* 

18* 
Kapülarwellen  (9),  berechnet  von  He  yd-  li 

weiller* |i    20* 

Kapillarwellen ;    20* 

18* 


18* 


44,05 
46,6 

47,8 

45,6 

45,9 

55,78 

46,6 

45,9 

89,23 

43,68 
45,6 
48,8 
(Anfangswett) 
47,1 
50 
51,5 

48,3 

53,9 

44 

(größter  Wert) 

50 

Anfangs  wert, 

sinke  auf 

40 


6,50 
6,85 

7,05 
6,71 
6,76 
8,51 
6,85 
6,76 
5,8 


6,70 
7,21 

6,94 
7,36 
7,60 

7,10 
7,93 
6,49 

7,36 
5,9 


2,548 
2,62 

2,655 

2,591 

2,60 

2,92 

2,62 

2,60 

2,41 


2,588 
2,683 


2,71 
2,76 

2,666 

2,82 

2,545 

2,71 


2,43 


^  P.  S.  Laplace,  Mican.  c^l.  4.  538.  1845.  —  2  P.  Desains,  Ann.  chim.  phys.  (3) 
61.  438.  1857.  —  3  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139.  12.  1870.  —  *  A.  Heydweiller, 
"WiED.  Ann.  66.  311.  1898.  —  B  E.  Sieg,  Dissert.  p.  25.  1887.  —  •  J.  Magie,  Wied.  Ann. 
26.  428.  1885.  —  7  G.  Quincke,  ibid.  62.  19.  1894.  —  8  m.  Cantor,  ibid.  47.  415—416. 
1892.  —  •  H.  Sentis,  Joum.  de  phys.  0.  385.  1890,  —  ^^  G.  Meyer,  Wied.  Ann.  63.  845. 
189A.  —  M  Th.  Lohnstein,  ibid.  64.  713.  1895.  —  ^^  H.  Siedentopf,  ibid.  61.  238.  1897. 
—  ^«  J.  Stöckle,  ibid.  66.  499.  1898.  —  14  P.  Lenard,  ibid.  39.  238.  1887.  —  16  J.  Piccard, 
Arch.  sc.  phys.  Gencv6  24.  29.  1890.  —  1*  G.  Meyer,  Wied.  Ann.  66.  523.  1898.  — 
17  L.  Matthiessen,  ibid.  38.  128.  1889.  —  18  Michie  Smith,  Proc.  Roy.  Soc.  Edinb.  17. 
120.  1890.  —  1®  A.  Kalähne,  Ann.  d.  Phys.  7.  471.  1902.  —  ^0  l.  Grünmach,  ibid.  9. 
1261.  1902. 
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Der  Wert  von  (a)  für  die  reine,  aber  mit  Luft  gesättigte  Quecksilberober- 
fläche scheint  danach  zwischen  44  und  46  zu  hegen.  —  Der  Temperatur- 
koefiizient  der  Oberflächenspannung  des  Quecksilbers  ist  kleiner  als  der  des 
Wassers,  er  beträgt  nach  Jäger  ^   —0,00013. 

D)  Andere  Metalle  beim  Schmelzpunkt.  Für  geschmolzene  Metalle 
hat  zuerst  Quincke  die  Oberflächenspannung  bestimmt,  und  zwar  teils  aus 
dem  Gewicht  abfallender  Tropfen*,  teils  aus  den  Dimensionen  erstarrter  flacher 
Tropfen.*  Von  den  diesen  Methoden  anhaftenden  Unsicherheiten  ist  schon 
unter  IV,  6  und  ^  die  Rede  gewesen.  Für  einige  leicht  schmelzbare  Metalle  sind 
später  nach  zuverlässigeren  Methoden  Messungen  ausgeführt  von  Siedentopf* 
(durch  optische  Krümmungsradiusmessung,  s.  IV,  6,  p.  ii6o)  und  von  Grunmach* 
(nach  der  Methode  der  Kapillarwellen).  Bei  den  Beobachtungen  an  unedlen 
Metallen  befanden  sich  diese,  um  Oxydation  der  Oberfläche  zu  verhindern,  in 
einer  Atmosphäre  von  Kohlensäure.    Die  Resultate  für  (a)  und  a^  sind  folgende. 


Substanz 

Temp. 

(«) 

11,7 

!          Beobachter 

Methode 

Gold     .... 

1070° 

104,0 

,            Quincke 

Tropfengewicht 

f»        .... 

62.4 

6,90 

Heydweiller  » 

Tropfendimensionen 

Silber   .... 
»>       .... 

1000  • 

45,1 
46,1 

8,55 
8,74 

Quincke 
ber.  von  LOHNSTEIN  ^ 

Tropfengewicht 

Platin   .... 

(2000  <>) 

169 

17,88 

Quincke 

»1 

Zinn     .     .     ^    . 

226  0 

j  59,85 
\  62,43 

17,1    « 

17,87 

Siedentopf 

>» 
Krümmungsradius 

„        .... 

240<» 

36,6 

10,47 

Grunmach 

Wellen 

Wismut     .     .     . 

9ß4  0 

(  38,93 
\  43,78 

7,8   * 

Quincke  ' 

Tropfengewicht 

8,76 

Siedentopf 

Krümmungsradius 

Antimon    .     .     . 

432° 

25,0 

7,635 

Quincke 

Tropfengewicht 

Blei       .... 

825«^ 

f  45,66 
l  51,94 

8,6   « 
9,78 

Sikdkntopf 

»» 
Krümmungsradius 

it        .... 

8350 

48,2 

9,06 

Grunmach 

WeUen 

Zink     .     .     .     . 

360  ö 

87,7 

25,42 

Quincke 

Tropfengewicht 

Cadmium  .     .     . 

318<> 

f  70,65 

84,8.1 

17,7   • 
21,25 

11 
Siedentopf 

Krümmungsradius 

Kalium      .     .     . 

58<^ 

37,06 

85,74 

Quincke 

Tropfengewicht 

Natrium    .     .     . 

90  <> 

52,97 

52,97 

»« 

„ 

Wie  man  sieht,  sind  die  Werte  der  Oberflächenspannung  bei  den  Metallen 
sehr  viel  größer  als  bei  Wasser  und  organischen  Flüssigkeiten.  Die  spezifische 
Kohäsion  ist  bei  weitem  am  größten  bei  Natrium  und  Kalium. 

E)  Andere  geschmolzene  anorganische  Substanzen.  Auch  für 
Schwefel,  Selen,  Phosphor  und  zahlreiche  Salze  hat  Quincke  in  den  schon 
zitierten  Arbeiten  Bestimmungen  nach  der  Methode  der  abfallenden  Tropfen 
ausgeführt,  indem  er  diese  Substanzen  aus  einem  Trichter  mit  kapillarer  Spitze 
oder  von  einem  Platindraht  abtropfen  ließ;  auch  die  Ausmessung  erstarrter  Tropfen 
hat  er  auf  Salze  angewendet.     Einige  seiner  Resultate  s.  nächste  Tabelle. 

Bestimmungen  mittels  abfallender  Tropfen  liegen  ferner  vor  von  J.  Traube® 
(nur  relativ)  und  Motylewski.^®  Der  von  Quincke  aus  der  Gesamtheit  seiner 
Beobachtungsresultate  abgeleitete  Satz,  daß  die  spezifischen  Kohäsionen  aller 
Substanzen    (einschließlich    der    Metalle)    beim    Sclimelzpunkt    einfache    Vielfache 


<  G.  JÄGER,  Wiener  Siteungsberichte  101.  954.  1892.  —  2  Q.  Quincke,  Pogo.  Ann. 
134,  356;  135.  621.  1868.  —  3  G.  Quincke,  ibid.  138.  141.  1869;  160.  356.  1877; 
WiED.  Ann.  64  618.  1898.  —  ♦  H.  Siedentopf,  ibid.  61.  238.  1897.  —  ß  L.  Grunmach, 
Verb.  d.  deutsch,  physikal,  Ges.  1.  13.  i'899.  —  •  A.  Heydweiller,  Wied.  Ann.  61.  694. 
1897.  —  7  Th.  Lohnstkin,  Ann.  d.  Phys.  20.  266.  1906.  —  »  Die  Werte  für  Sn,  Cd,  Pb, 
Bi  sind  aus  den  Beobachtungen  Quinckes  unter  Benutzung  neuerer  Bestimmungen  der  Dichte 
von  Siedentopf  berechnet.  —  ^  J.  Traube,  Ber.  d.  ehem.  Ges.  24.  3074.  1891.  — 
^0  S.  MOTYLEWSKI ,  Ztschr.  f.  anorganische  Chemie  38.  410.   1903. 
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von  4,3  seien,  hat  sich  dabei  nicht  allgemein  bestätigt  gefunden,  obgleich  eine 
gewisse  Gruppenanordnung  der  untersuchten  Substanzen  nach  der  Größe  der 
spezifischen  Kohäsion  immerhin  erkennbar  ist. 


Schwefel  .  .  . 
Selen  .... 
Phosphor  (in  CO,) 

KCl 

NaCl  .... 
KBr  .  .  .  , 
NaBr  .... 
KNO,  .... 
NaNO,  .  .  . 
K^COa  .  .  . 
Na^CO,  .  .  . 
K,SO,  .... 
Na^SO^      .     .     . 


(«) 

4,27 
7,16 
4,17 
7,06 
6,77 
4,93 
4,99 
7,11 
8,03 

16,3 

18,22 

18,1 

18,52 


Methode 


4,28 

3,42 

4,58 

8,76 

8,41 

4,49 

4,08 

8,35 

8,55 

16,33 

17,88 

17,25 

17,64 


Tropfengewicht 


Tropfendimensionen 


Tropfengewicht 


Für  Schwefel  ist  noch  eine  Untersuchung  von  Zickendraht  ^  nach  der 
Cantor sehen  Methode  des  Austrittsdrucks  von  Luftblasen  zu  erwähnen,  welche 
als  Mittelwert  zwischen  dem  Schmelzpunkt  und  160®  («)  =  6>  bei  höherer  Tem- 
peratur (wo  der  Schwefel  zähflüssig  wird)  ein  starkes  Ansteigen  von  (a)  bis  etwa 
12  und  weiterhin  wieder  Sinken  unter  6  ergab. 

F)  Verflüssigte  Gase.  Die  folgenden  Angaben  beziehen  sich  meist  auf 
die  Siedetemperatur  oder  ihr  naheliegende  Temperaturen  und  gelten  für  die 
Grenzfläche  gegen  den  gesättigten  Dampf. 


Substanz 

!'     Temp. 

w 

a^ 

Beobachter 

Methode 

SauerstoflF  .     .     . 

.       -183«C 

1,848 

2,354 

Baly  und  DoNNAN  * 

Steighöhe 

»> 

.       -193 

1,602 

2,695 

>» 

» 

>? 

.      - 182,7 

1.832 

2,304 

Grunmach» 

KapiUarwellen 

Stickstoff    .     . 

.      -183 

0,627 

1,663 

Baly  und  Donnan  * 

Steighöhe 

j»         • 

-193 

0,842 

2,110 

» 

>» 

»»          .     .     . 

-  195,9 

0,867 

2,153 

Grünmach ' 

Kapillarwellen 

Luft,  mit  50  0/0  C 

)    .      -190,3 

1,18 

2.406 

Grunmach* 

n 

„       M    6'7,6  0 

.      -  190,3 

1,22 

2,312 

>» 

Argon    .     .     . 

.   !   -183 

1,072 

1,550 

Baly  und  Donnan  * 

Steighöhe 

Kohlenoxyd    . 

.      -183 

2,54 

2,494 

V 

M 

»1 

.  '    -  193 

2,88 

2,824 

»» 

»» 

Stickoxydul     . 

.      -  89,3 

2.68 

4,296 

Grunmach* 

Kapillarwellen 

Schwefeldioxyd 

.      -25 

3,39 

4,519 

Grünmach« 

,, 

Ammoniak 

.    '   -29 

4,255 

12,70 

?» 

,, 

Chlor     .     .     . 

.1-72 

3,425 

4.176 

'» 

>» 

Weitere  Angaben  für  COg  und  N^O  bei  verschiedenen  Temperaturen  s.  unter  3. 

2.   Flüssigkeilsgemische  und  Lösungen. 

A)  Für  Gemische  zweier  Flüssigkeiten  sind  verschiedene  Formeln  zur 
Berechnung    der    Kapillarkonstanten    aus    denen    ihrer    Komponenten    aufgestellt 


'  H.  Zickendraht,  Ann.  d.  Phys.  21.  141.  1906.  —  2  e.  C.  Baly  und  F.  G.  Donnan, 
Trans.  Chem.  Soc.  81.  918.  1902.  —  3  L.  Grünmach,  Berliner  Sitzungsberichte  1906.  679; 
Phys.  Ztschr.  7.  740.  1902.  —  *  L.  Grünmach,  Ann.  d.  Phys.  6.  559.  1901.  —  ^  L.  Grun- 
MACH,  ibid.  16.  401.  1903;  Phys.  Ztschr.  6.  677.  1904.  —  ®  L.  Grunmach,  Berliner  Sitzungs- 
berichte 1900.  p.  829;  Phys.  Ztschr.  1.  613.   1900. 
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worden.  Nach  Beobachtungen  von  Rodenbeck^  an  Gemischen  von  Alkohol  und 
Wasser,  Alkohol  und  Chloroform,  Chloroform  und  Äther,  Chloroform  und  Petro* 
leum,  Äther  und  Petroleum  soll  sich  die  Konstante  a  durch  die  Gleichung  dar- 
stellen lassen: 

(73)  ^^ÄlZ'l+S^«        ' 

wo  v^y  v^  die  Volumverhältnisse  der  Komponenten  in  der  Mischung  sind 
(also  z^j  +  «'j  =  1  gesetzt  ist). 

SuTHERLAND*     gelangte     durch     molekulartheoretische     Betrachtungen     zu 
der   Formel: 


a 


(74)  -:;2-=  A-V^+A 


V^^.  V^' 


^3 


2 


wo  /j,  p^  die  Gewichts  Verhältnisse  bedeuten,  oder  in  anderer  Form  (wenn  von 
etwaiger  Kontraktion  bei  der  Mischung  abgesehen  wird) 

(74')  «l/^=^iV^-z'i  +  Sy^7-^2      ' 

welche  er  für  28  Paare  von  Flüssigkeiten  annähernd  bestätigt  fand.  Dieselbe 
ist  ein  spezieller  Fall  der  von  Poisson^  aufgestellten  Formel 

(75)  a  =  z^i*  a^  +  2  z/j  v^  a^^  +  v^  a^      , 

worin  a^^  eine  für  die  Kombination  der  beiden  mischbaren  Flüssigkeiten  charak- 
teristische Konstante  ist.  Zu  der  gleichen  Formel  gelangte  auch  Volkmann  für 
den  Fall,  daß  bei  der  Mischung  keine  Kontraktion  stattfindet,  und  prüfte  dieselbe 
an  den  Beobachtungen  von  Rodenbeck  (welche  sie  besser  darstellt,  als  dessen 
Mischungsformel),  sowie  später  an  seinen  eigenen  Beobachtungen  an  gemischten 
Salzlösungen.'*  Whatmoügh*  hat  diese  Beziehung  an  zahlreichen  neuen,  nach  der 
Methode  des  Austrittsdrucks  von  Luftblasen  (IV,  8)  ausgeführten  Bestimmungen  ge- 
prüft und  sie  für  die  Mischungen  Benzol— Toluol,  Benzol— Aceton,  Aceton— Chloro- 
form, Wasser— Salpetersäure,  Wasser-Salzsäure  bestätigt  gefunden,  für  viele  andere 
dagegen  nicht.  Linebarger,  der  ebenfalls  eine  Anzahl  von  Mischungen  untersucht 
hat,  versuchte,  deren  Oberflächenspannung  nach  der  linearen  Mischungsformel  zu 
berechnen,  indem  er  die  Mengen  der  Komponenten  in  Molekularprozenten  aus- 
drückte, fand  aber  dabei  in  den  meisten  Fällen  keine  Übereinstimmung  mit  den 
Beobachtungen.® 

Ramsay  und  Miß  Aston'  haben  geprüft,  ob  die  „molekulare  Ober- 
flächenenergie" —  d.  i.  das  Produkt  a[Äfvfi*,  wenn  M  das  Molekulargewicht 
bedeutet  —  sich  bei  Mischungen  additiv  verhält  Sie  fanden,  daß  dies  in 
manchen  Fällen,  z.  B.  bei  Toluol  und  Piperidin,  Benzol  und  Tetrachlorkohlenstoff 
zwar  der  Fall  ist,  in  anderen,  wie  bei  Chloroform  und  Schwefelkohlenstoff, 
aber  nicht 

Es  seien  hier  noch  wegen  ihres  praktischen  Interesses  (z.  B.  mit  Rücksicht 
auf  die  Korrektion  bei  Aräometermessungen,  siehe  p.  11 94)  die  Werte  der  Ober- 
flächenspannung und  spezifischen  Kohäsion  für  Schwefelsäure  verschiedener  Ver- 
dünnungsgrade (bei  19  bis  22*^  C)  nach  Messungen,  die  von  Grünmach®  mittels 
Kapillarwellen  ausgeführt  sind,   mitgeteilt: 

'  H.  Rodenbeck,  Dissert.  Bonn  1879;  Beibl.  4.  104.  —  2  w.  Sütherland,  Phil.  Mag. 
(5)  38.  188.  1894;  (5)  40.  477.  1894.  —  ^  S.  D.  PoissoN,  Nouv.  Theorie  de  l'action  capil- 
laire.  Paris  1831.  p.  107.  293.  —  ♦  P.  Volkmann,  Wied.  Ann.  16.  334;  17.  384.  1882.  — 
6  W.  H.  Whatmoügh,  Ztschr.  f.  phvs.  Chem.  39.  129.  1901.  Vgl.  dazu  jedoch  M.  Cantor» 
-Vnn.  d.  Phys.  7.  698.  1902.  —  »  c.  E.  Linebarger,  Sill.  Journ.  2.  226.  1896.  — 
^  W.  Ramsay  u.  E.  Aston,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  16.  89.  1894.  —  8  L.  Grünmach,  Ann. 
d.  Phys.  9.   1261.   1902. 
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Prozentgehalt  an  H^SO^ 


10 


20 


30 


40 


50 


7,71 
14,46 


7,83 
13,74 


7,91 
13,0 


8,03 
12,3 


8,32 
11,94 


Nach  LiNEBARGER^  soll  die  Oberflächenspannung  der  Schwefelsäure  bei  etwa 
60^/q  HjSO^  ein  Maximum  erreichen. 

Alle  vorstehend  besprochenen  Beobachtungen  beziehen  sich  auf  die  Ober- 
flächenspannung gegen  Luft.  Messungen  der  Oberflächenspannung  eines  Gemisches 
gegen  dessen  gesättigten  Dampf,  der  natürlich  auch  veränderliche  Zusammen- 
setzung und  verschiedenen  Druck  besitzt,  hat  van  Eldik*  an  Äthylen- Chlor- 
methyl—Mischungen nach  der  Methode  der  Steighöhen  angestellt. 

B)  Lösungen  von  Gasen.  Daß  die  Oberflächenspannung  des  Wassers 
bei  längerer  Berührung  mit  der  Luft  eine  Veränderung,  und  zwar  eine  Ab- 
nahme, erfährt,  ist  oft  beobachtet  worden,  z.  B.  schon  1845  von  G.  Hagen ^ 
an  Steighöhen,  1877  von  Quincke*  an  flachen  Luftblasen.  In  den  meisten 
Fällen,  namentlich  wo  die  Abnahme  beträchtlich  war,  dürfte  es  sich  dabei  aller- 
dings nicht  um  den  Einfluß  der  Luft  als  solcher,  sondern  um  denjenigen  von 
kleinen  Verunreinigungen  gehandelt  haben,  die  auf  die  Flüssigkeitsoberfläche 
gelangten  (siehe  V,  7),  zumal  da  andere  Flüssigkeiten,  z.  B.  Alkohol,  jenes  Ver- 
halten nicht  zeigten.  Daß  aber  auch  die  Absorption  der  Luft  durch  Wasser 
einen,  wenn  auch  geringen  Einfluß  hat,  machen  Versuche  von  Volkmann*  wahr- 
scheinlich, bei  denen  er  besser  konstante  Steighöhen  erhielt,  wenn  das  Wasser 
zuvor  mit  Luft  gesättigt  war.  Systematisch  untersucht  ist  der  Einfluß  ver- 
schiedener absorbierter  Gase  auf  die  Oberflächenspannung  a  des  Wassers  neuer- 
dings von  K.  BöNiCKE^  indem  er  (unter  Einhaltung  der  bei  der  Steighöhen- 
methode gebotenen  Vorsichtsmaßregeln)  die  Änderung  der  Steighöhe  in  feinen 
Kapillaren  beobachtete,  die  eintrat,  wenn  der  Meniskus  mit  verschiedenen  Gasen 
(bei  Atmosphärendruck)  in  Berührung  gebracht  wurde.  Es  ergab  sich  daraus 
stets  eine  Erniedrigung  von  a,  die  verhältnismäßig  am  größten  ist  bei  Sauerstoff". 
In  nachstehender  Zusammenstellung  der  Endresultate  bedeutet  m  die  aus  dem 
Absorptionskoeffizienten  berechnete  gelöste  Gasmenge  in  Grammäquivalenten  pro 
Liter,  Ja  die  entsprechende  Änderung  der  Oberflächenspannung. 


Gelöstes  Ga< 

i 

Temperatur 

m 

a  m 

CO,     .     . 

18« 

0,041 

-  0,310 

N,0     .     . 

|, 

18 

0.029 

-  0,307 

H,S     .     . 

17 

0,127 

-  0,214 

0,  .     .     . 

1 

17 

0,00146 

-  2,225 

N.  .     .     . 

'! 

17 

0,00073 

-0,88 

Luft     .     . 

17 

0,00087 

-  1,30 

Die  in  der  letzten  Kolumne  angegebene  „molekulare"  Erniedrigung  der 
Oberflächenspannimg  ist  danach  für  diese  Gase  von  derselben  Größenordnung, 
wie  z.  B.  für  Ameisensäure  und  Essigsäure  nach  Beobachtungen  von  Forch.' 

Aus  dem  Werte  für  Luft  folgt,  daß  die  Oberflächenspannung  des  Wassers 
im  luftleeren  Räume   (d.h.  gegen   gesättigten  Dampf  von  17^   um  0,1 1^/^  oder 

mif-Gew. 

0,008 '-  größer  ist  als  in  Luft  von  Atmosphärendruck. 


^  E.  C.  LiNEBARGER,  Journ.  Amer.  Chem.  Soc.  22.  5.  1900.  —  2  a.  van  Eldik, 
Zittingsversl.  Ak.  van  Weteosk.  Amsterdam  1897/98.  p.  18.  74.  —  3  q.  Hagen,  Abb.  d.  Berl. 
Akad.  d.  Wiss.  1845.  P«  S^.  —  *  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  160.  573.  1877.  Q.  nennt  die 
Erscheinung  „kapillare  Nachwirkung".  —  B  P.  Volkmann,  Wied.  Ann.  17.  357.  1882.  — 
•  K.  BöNiCKE,  Disseit.  Münster  1905.  —  T  C  Furch,  Wied.  Ann.  68.  801.  1899. 
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Auf  den  Einfluß  dei  gelösten  Gase  ist  jedenfalls  zurückzuführen  die  von 
KüNDT^  an  verschiedenen  Flüssigkeiten  beobachtete  Abnahme  der  Oberflächen- 
spannung mit  steigendem  Drucke  des  über  der  Oberfläche  befindlichen  Gases. 
Dieselbe  beträgt  durchschnittlich  für  die  Druckzunahme  von  1  kg-Gew./cm*** 
(im  Intervall  bis  etwa  lOOkg-Gew./cm*): 

bei  Wasser-Luft      ca.  0,009    ^-^'—^  bei  Äther-Wasserstoff   ca.0,0029— — — 


ca.  0,009 

mm 

Alkohol-Luft      „    0,0066 

Äther-Luft  „    0,0077 


ca.  0,0029- 

mm 

Alkohol- Wasserstoff  „  0,0027 


Übrigens  ergab  sie  sich  bei  niedrigeren  Dnicken  größer  als  bei  höheren, 
die  Gesamtabnahme  also  nicht  proportional  dem  Drucke. 

C)  Lösungen  fester  (und  flüssiger)  Substanzen.  Bestimmungen  der 
Kapillarkonstanten  von  Salzlösungen  haben  zwar  bereits  z.  B.  Frankenheim ^ 
BEDE^  BuLIGINSKY^  Valson  *  ausgeführt,  jedoch  nach  der  Steighöhenmethode 
ohne  Beachtung  der  dabei  nötigen  Vorsichtsmaßregeln,  so .  daß  sichere  absolute 
Werte  aus  der  Mehrzahl  jener  Beobachtungen  nicht  abzuleiten  sind.  Nach 
Valson  sollen  die  Steighöhen  in  derselben  Kapillare,  und  also  auch  die  spezi- 
fischen Kohäsionen,  für  Lösungen,  die  1  Grammäquivalent  Salz  pro  Liter 
enthalten,  sich  um  Größen  unterscheiden,  welche  die  Summen  bestimmter,  für  die 
einzelnen  Metalle  und  Säureradikale  charakteristischer  „Moduln"  sind. 

Durch  ausgedehnte  Untersuchungen,  die  an  Lösungen  verschiedener  Kon- 
zentration teils  nach  der  Steighöhenmethode,  teils  durch  Ausmessung  flacher  Luft- 
blasen ausgeführt  wurden,  gelangte  Quincke*  1876  zu  dem  Resultat,  daß  die 
Oberflächenspannung  wässeriger  Salzlösungen  eine  lineare  Funktion 
der  Konzentration  ist,  wenn  man  letztere  durch  die  Zahl  der  Äquivalente 
Salz  auf  100  Äquivalente  Wasser  ausdrückt,  daß  also,  wenn^  diese  Äquivalentzahl, 
«^  die  Oberflächenspannung  des  reinen  Wassers  bezeichnet,  gilt: 

(76)  («)  =  («j  +  *j>'   • 

Dabei  ergab  sich  für  die  Konstante  6  bei  Lösungen  von  Chloriden,  sowie 
von  K3CO3,  NajCOj,  MgSO^  nahe  derselbe  Wert,  und  zwar  folgte  aus  den 
Beobachtungen  an  Kapillarröhren: 

(a)  =  7,35  +  0,178>'      . 

Analog  fand  Quincke  für  alkoholische  Lösungen  von  2  LiCl  und  CaCl^ : 

(a)  =  2,836  +  0,110;/      . 

Die  spezifische  Kohäsion  fand  er  dagegen  nur  wenig  veränderlich  mit  der 
Konzentration  und  zwar  meist  abnehmend,  wenn  letztere  wächst. 

Der  Quincke  sehe  Satz  fand  zunächst  Bestätigung  durch  Untersuchungen 
von  Volkmann''  und  Rother®,  mit  der  Modifikation  jedoch,  daß  die  Konstante  d 
für  jedes  gelöste  Salz  einen  besonderen  Wert  besitzt  und  höchstens  für  Gruppen 
von   analoger   Zusammensetzung  nahezu   übereinstimmt.     So   fand  z.  B.  Rother: 


für 

NaCl 

KCl 

iNa,SO, 

iK,SO, 

d  = 

0,1566 

0,1666 

0,1382 

0,1595 

1  A.  KuNDT,  WiED.  Ann.  12.  538.  1881.  Dazu  S.  v.  Wroblewski,  C.  R.  96.  284. 
342.  1882,  der  die  von  Kundt  beobachtete  Abnahme  von  «  als  Fol^e  der  Gasabsorption 
deutete.  —  2  m.  L.  Frankenheim,  Kohäsionslehre.  Breslau  1835.  P-  77-  Pogg.  Ann.  37.  409. 
Ih36;  72.  217.  1847.  —  3  E.  Bi^iDE,  M^m.  couronn^es  de  Bruxelles  30.  (5)  158;  32.  16.  — 
*  BULIGINSKY,  PoGG.  Ann.  134.  440.  1868.  B.  hat  zuerst  die  Änderung  der  KapilJar- 
kon^tante  der  Konzentration,  bezogen  auf  die  Gewichtseinheit  der  Lösung,  proportional  gesetzt. 
—  B  A.  Valson,  Ann.  chira.  phys.  (4)  20.  361.  1870.  —  6  G.  Quincke,  Ber.  d.  Münch. 
Akad.  d.  Wiss.  1876.  1.  3 — 19;  Pogg.  Ann.  160.  337,  560.  1877.  —  7  p.  Volkmann,  Wied. 
Ann.  17.  353.  1882;  28.  135.  1886.  —  80.  Rother,  ibid.  21.  576.  1884. 
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Die  zahlreichen  späteren  Beobachter,  welche  über  die  Kapillarität  von 
Lösungen  gearbeitet  haben,  drücken  die  Konzentration  in  Grammäquivalenten 
pro  Liter  Lösung  aus  und  berechnen,  wenn  m  deren  so  definierter  Zahlwert  ist, 
den  Quotienten  ((«)  —  (aj)  /^  (^^®  „molekulare  Erhöhung  der  Oberflächenspannung"), 
welcher  für  verdünnte  Lösungen  ebenfalls  merklich  konstant  sein  muß,  wenn  b 
eine  Konstante  ist.  In  Wahrheit  haben  freilich  die  an  verschieden  konzentrierten 
Lösungen  desselben  Salzes  von  demselben  Beobachter  ausgeführten  Bestimmimgen 
dieser  Größe  häufig  stark  schwankende  Werte  ergeben,  die  meist  aber  keinen 
bestimmten  Gang  mit  der  Konzentration  erkennen  lassen.  Demgemäß  sind  auch 
die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Mittelwerte  ziemlich  unsicher, 
wie  auch  die  großen  Differenzen  der  von  verschiedenen  Beobachtern  gefundenen 
Werte  zeigen. 


Molekulare    Erhöhung    der    Oberflächenspannung    durch    in   Wasser 

gelöste  Alkalisalze. 


Beobachter 


Quincke 

Volkmann 

Rother 

Gradenwitz  * 

BORSEY* 
FORCH  ^ 
FORCH* 

Whatmoügh* 

LiNEBARGER« 


Methode 


Steighöhe 


Kapiilarwellen 
Abfallende  Tropfen 
Druck  in  Blasen   . 


Quincke       i  Steighöhe     .     .     . 

Volkmann      I         „  ... 

Graden  WITZ    |         „  ... 

FORCH  I  Abfallende  Tropfen 

Druck  in  Blasen 

Whatmough 


Quincke 
Volkmann 

FORCH 
DORSEY 


Volkmann 
Rother 

FORCH 

Whatmough 


Steighöhe     .     . 

Druck  in  Blasen 
Kapillarwellen  . 


Steighöhe      .     .     . 
„  ... 

Abfallende  Tropfen 
Druck  in  Blasen  . 


Na 


K 


NH, 


Chloride 

0,16 

0,16 

— 

0,16 

0,175 

0,163 

0,139 

0,155 

0,163 

0,154 

0,146 



0,223 

0,156 

0,227 

0,171 

0.175 

0,144 

0,158 

0,205 

0,194 

0,150 

0,177 

0,174 

Nitrate 

0,096 

ca.  0,076 

0,127 

0,105 

0,13 

0,10 

— 

0,166 

0,122 

0,136 

0,120 

0,124 

0,158 

0.155 

Karbonate 

0.16 

0,16 

0,102 

0,135 

0,136 

0,138 

0,204 

0,180 

Sulf 

ate 

0,137 

0,132 

0,128 

0,143 

0,132 

0,137 

0,123 

0,133 

0,162 

0,156 

1  A.  Gradenwitz,  Dissertation.  Breslau  1902.  Die  mitgeteilten  Zahlen  beziehen  sich 
auf  */,- normale  Lösungen  (d.  h.  solche,  für  die  tn  ^  ^  ist).  —  2  n.  E.  DoRSEY,  Phil.  Mag. 
(5)  44.  134,  367.  1897.  Andere  Bestimmungen  nach  der  Wellenmelhode,  die  aber  zum  Teil 
sogar  im  Vorzeichen  abweichen,  haben  W.  Ocrisi:  (Exners  Rep.  26.  641.  1890)  an  Chloriden 
und  A.  Brummer  (Dissert.  Rostock  1902)  an  Sulfaten  ausgeführt.  —  ^  C.  Forch,  Wied. 
Ann.  68.  801.  1899.  —  *  C.  Forch,  Ann.  d.  Phys.  17.  744.  1906.  —  B  W.  H.  What- 
mough, Ztschr.  f.  phys.  Chem.  89.  129.  1901.  —  6  c.  E.  Linebarger,  Joum.  Americ.  Chem. 
Soc.  21.  411.  1899. 
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Phjrs.     a.  Aufl 


Von  weiteren  Resultaten  Forchs  für  ((a)  —  [aj)lm  seien  noch  angeführt: 


|MgSO^      0,108 
\  ZnSO^      0,099 


i^FeSO^       0,089 
^CuSO^      0,097 


IPbN^Og     0,103 
JNagPO^     0,106 


Insgesamt  zeigen  alle  vorstehend  wiedergegebenen  Zahlen,  daß  für  ver- 
schiedene Salze  die  molekulare  Oberflächenspannungserhöhung  nur  der  Größen- 
ordnung nach  übereinstimmt. 

Daß  bei  hohen  Konzentrationen  die  Proportionalität  der  Änderung  von  a 
mit  m  nicht  mehr  besteht,  zeigen  u.  a.  die  Untersuchungen  von  Linebarger 
(s.  oben)  an  Chloridlösungen  und  Pann^  an  Lösungen  von  Sulfaten,  Nitraten 
und  Karbonaten.  Andererseits  hat  Graden witz  (an  Lösungen  von  NaCl,  KCl, 
LiCl,  NaNOj,  KNOg,  LiNO^)  gefunden,  daß  bei  sehr  verdünnten  Lösungen 
eine  starke  Zunahme  des  Quotienten  g  =  ((«)  —  {ccjf)lm  mit  abnehmender  Kon- 
zentration stattfinde;  es  ergaben  sich  für  letzteren  z.  B.  die  Werte: 


bei  NaCI 

für 

tn  =  0,59 

0,12 

0,02 

g  =  0,159 

0,18 

0,202 

„    NaNOj 

» 

«  =  0,4 

0,18 

0,057 

0,018 

g  =  0,189 

0,147 

0,17 

0,288 

„    KNO, 

J> 

«  =  0,4 

0,16 

0,08 

0,016 

g  =  0,103 

0,108 

0,180 

0,257 

Gradenwitz  schreibt  dieses  Verhalten  der  mit  wachsender  Verdünnung  fort- 
schreitenden elektrolytischen  Dissoziation  zu,  findet  aber  keine  einfache 
Beziehung  zum  Dissoziationsgrad  6.  Eine  solche  Beziehung  hatte  dagegen 
Archibald*  aufgestellt,  nämlich: 

(77)  a=^a^  +  ^,{l-ö)m  +  k^dm      , 

wo  ij ,  ij  Konstanten  sind;  diese  Formel,  der  zufolge  [a  —  ccji/m  eine  lineare 
Funktion  des  Dissoziationsgrades  wäre,  fand  derselbe  für  Lösungen  von  NaCl, 
KCl,  KjSO^,  Na^SO^,  CuSO^  und  Gemische  der  Sulfatlösungen  bestätigt. 

Jaeger  hat  das  Quincke  sehe  Gesetz  durch  Einführung  des  Dissoziations- 
grades modifiziert';  die  Größe,  die  danach  für  die  Lösungen  beliebiger  Körper 
in  demselben  Lösungsmittel  konstant  sein  soll,  scheint  dieser  Forderung  aber  nicht 
viel  besser  zu  genügen,  als  die  Größe  6  der  Quincke  sehen  Formel.  Jaeger  hat 
seinen  Satz  übrigens  auch  für  nichtwässerige  Lösungen  (z.  B.  von  Benzoesäure, 
Kampfer  und  Naphthalin  in  Äther)  bestätigt  gefunden.* 

Eine  Formel,  welche  auch  für  Lösungen  hoher  Konzentration  gelten  soll, 
hat  Sentis  aufgestellt  und  an  eigenen  Messungen  nach  der  p.  1 1 6o  erwähnten 
Methode  geprüft*;  sie  lautet: 

(78)  a.y-^-=.  —  ^-^-^a^  +  n<.      , 

wo  n  die  Zahl  der  auf  100  —  «  Moleküle  Wasser  kommenden  gelösten  Moleküle, 

u   das  Volumen   von   100  Mol.  Wasser,    v  dasjenige  von    100  Mol.  Lösung  ist; 

mg-Gew. 
<ö  soll    dann  von   der   Konzentration   unabhängig   und   zwar    =v-0,85 

°  °  mm 

sein,  wenn  v  die  Zahl  der  Radikale  im  gelösten  Salz  bedeutet. 


'  G.  Pann,  Dissertation.  Königsberg  1906.  —  2  £.  H.  Archibald,  Trans.  Nova  Scot. 
Inst,  of  Science  9.  335.  1897/98.  —  3  G.  JaKGER,  Sitz.-Ber.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  100.  2  A. 
493.  1891.  —  *  G.  Jakger,  ibid.  101.  103.  1892.  —  B  H.  Sentis,  These  inaugurale.  Gre- 
noble    1897;  Journ.  de  phys.  {3)  6.   183.   1897. 
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Eine  (qualitative)  Beziehung  zwischen  der  Kapillarkonstante  von  Salzlösungen 
und  ihrer  Kompressibilität  haben  Röntgen  und  Schneider  nachgewiesen.^ 

Nach  Goldstein'  soll  die  Steighöhe,  also  die  spezifische  Kohäsion, 
bei  gleichem  Prozentgehalt  und  gleicher  Dissoziation  der  Lösung  eine  dem  Mole- 
kulargewicht der  gelösten  Körper  proportionale  Erniedrigung  erfahren,  was  aber 
nach  anderen  Beobachtungen,  nach  denen  z.  B.  NH^Cl  und  LiCl  die  spezifische 
Kohäsion  erhöhen,  jedenfalls  nicht  allgemein  zutrifft. 

Das  bisher  Gesagte  bezog  sich  alles  auf  Lösungen  anorganischer  Salze.  Für 
Lösungen  organischer  Substanzen  scheinen  noch  weniger  allgemeine  Gesetz- 
mäßigkeiten zu  bestehen.  So  wird  z.  B.  die  Oberflächenspannung  des  Wassers 
durch  Auflösung  von  Weinsäure  erhöht,  dagegen  durch  Oxalsäure  und  Zitronen- 
säure erniedrigt'*,  ebenso  durch  Fettsäuren*,  durch  Phenol  und  SaKzin.^  Zucker 
beeinflußt  die  Oberflächenspannung  wenig  in  positivem  Sinne.*  Für  Lösungen 
von  Glyzerin  und  Terpentin  in  Alkohol  fand  Oettgen  eine  nichtlineare  Abnahme 
der  Oberflächenspannung  mit  wachsender  Konzentration.* 

Man  hat  auch  versucht ^  durch  Anwendung  der  Poisson sehen  Mischungs- 
formel (75)  (p.  1172)  auf  Lösungen  die  Oberflächenspannung  der  wasserfreien  Salze 
oder  anderen  gelösten  Körper  zu  berechnen ;  doch  ist  dies  Extrapolationsverfahren 
natürlich  ganz  unzuverlässig. 

3.   Änderung  der  Kapillarkonstanten  mit  der  Temperatur. 

Allgemein  nimmt  sowohl  die  Oberflächenspannung  a  als  auch  die 
spezifische  Kohäsion  a^  mit  steigender  Temperatur  ab,  und  diese  Ab- 
nahme kann  bei  den  meisten  Flüssigkeiten  in  ziemlich  weiten  Grenzen  für  beide 
Größen  als  linear  angesehen  werden.^  In  der  Tat  wird,  wenn  man  a  =  «^(1  — ■  «/) 
setzt,  in  einem  Temperaturbereiche,  wo  der  kubische  Ausdehnungskoeffizient  y 
der  Flüssigkeit  nahe  konstant  ist,  a*  =  ä^*  (1  —  €/)(l  +  y  ^),  oder  annähernd 
=  öq*  (1  —  (e  —  y)/),  so  daß  also  zwischen  dem  Temperaturkoeffizienten  «  der 
Oberflächenspannung  und  demjenigen  e  der  spezifischen  Kohäsion  die  Beziehung 
besteht: 

(79)  ^  =  €  -  y      . 

Bei  Wasser  ist  allerdings  bei  niederen  Temperaturen  y  stark  veränderlich, 
aber  so  klein  neben  «,  daß  auch  hier  die  Beobachtungen  ebensogut  durch  eine 
lineare  Formel  für  a^  als  durch  eine  solche  für  a  wiedergegeben  werden  können. 
Die  älteren  Beobachter  haben  meist  die  erstere,  die  neueren  die  letztere  Dar- 
stellung gewählt,  manche  aber  auch  noch  ein  in  /  quadratisches  Glied  hinzu- 
gefügt. In  folgender  Tabelle  sind  die  Resultate  einer  Reihe  von  Bestimmungen 
(für  mittlere  Temperaturen  gültig)  zusammengestellt. 

Hiemach  kann  der  Temperaturkoeffizient  €  der  Oberflächenspannung  des 
Wassers  zwischen  0  und  70^  gleich  0,0021  angenommen  und  annähernd 

(aj  =  8,00(1  -  0,0021/) 
gesetzt  werden. 

^  \V.  C.  Röntgen  u,  J.  Schneider,  Wied.  Ann.  29.  165.  1886.  —  2  m.  Goldstein» 
Zlschr.  f.  phys.  Chem.  6.  233.  1890.  —  3  c.  E.  Linebarger,  Journ.  Amer.  Chem.  Soc.  20. 
128.  1898.  —  *  C.  FoRCH,  Wied.  Ann.  68.  801.  1898.  — -  ß  V.  Monti,  Atti  R.  Acad. 
Sc.  Torino  20.  518.  1894.  —  8  P.  Oettgen,  Dissert.  Rostock  1899.  (Methode:  Wellen  und 
Abreißgewichte.)  —  '  p.  Volkmann,  Wied.  Ann.  17.  384.  1882.  V.  vergleicht  die  so  ge- 
fundenen Werte  mit  denen  Quinckes  für  die  geschmolzenen  Salze  (p.  1171),  wobei  sich  im 
allgemeinen  geringe  Übereinstimmung  ergibt.  —  Ferner  V.  Monti  (Nuov.  Cim.  (4)  6.  186. 
1897),  der  die  Formel  von  Sutherland  auf  Lösungen  von  Paraffin  und  Schwefel  in  Schwefel- 
kohlenstoff  anwendet.  —  ^  Über  die  thermodynamische  Bedeutung  einer  linearen  Abhängigkeit 
der  Oberflächenspannung  von   der  Temperatur  siehe  p.  1123. 
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Wasser. 

6 

e 

Beobachter 

Methode 

0,00187 

Frankenheim  ^ 

Steighöhe 

0,00192 

SONDHAUSS  ' 

Abrißgewicht 

0,00187 

Brunner* 

Steighöhe 

0,00198 

BüLlGINSKY* 

fj 

0,0020 

Braun  * 

»» 

0,00183 

(0,00165) 

Volkmann' 

»» 

0,00200 

0,00181 

7 
%         »» 

?» 

0,002208 

0,00195 

Timberg  *» 

Ausmessung  flacher  Blasen 

0,00254 

0,00228 

»» 

Tropfengewicht 

0,00232 

— 

JÄGER» 

Druck  in  Blasen 

0,002254 

0,001975 

Weinberg  »o 

Adhäsionsring 

0,00203 

— 

Sentis" 

Tropfendruck  und  Steighöhe 

0,0021 

— 

Cantor" 

Druck  in  Blasen 

0,00202 

— 

FORCH»» 

»>        »»        »» 

Bei  Temperaturen  über  100°  hat  Knipp^*  die  Oberflächenspannung  des 
Wassers  nach  der  Methode  der  Kohäsipnswage  bestimmt  (wobei  der  zum  Heben 
einer  halbeintauchenden  Glimmerplatte  erforderliche  Zug  elektromagnetisch  her- 
gestellt und  gemessen  wurde).     Einige  seiner  Resultate  folgen  hier: 


t 

50  <> 
100 
150 
200 


6,44       I 
5,80 

4,68        I 
3,54        1 


250   « 
300 
350 
357^ 


2,42 
1,32 

0,62  (?) 
0,18 


Man  sieht,  daß  die  Abnahme  von  a  bis  über  250^  nahe  linear  erfolgt,  und  daß  cc 
bei  etwa  860^,  der  kritischen  Temperatur  des  Wassers,  verschwinden  würde. 

Für  eine  Auswahl  organischer  Flüssigkeiten  sind  die  Temperaturkoeffizienten  e 
und  e  in  der  Tabelle  auf  nächster  Seite  zusammengestellt.  —  EöTVös^^  hat  em- 
pirisch die  Regel  gefunden,  daß,  wenn  v^  das  Molekularvolum  bezeichnet, 

(80)  -,^(«^,^V.)=.i 

eine  Größe  ist,  welche  nicht  nur  von  der  Temperatur  merklich  un- 
abhängig ist,  sondern  auch  für  eine  große  Zahl  von  Flüssigkeiten 
nahe  denselben  Wert  besitzt,  nämlich  etwa  2,22,  wenn  a  in  Erg/cm*,  oder 
0,227,  wenn  a  in  mg-Gew./mm  ausgedrückt  wird.  Die  Größe  aif  =  ccv^t*^*,  welche 
als  die  „molekulare  Oberflächenenergie"  bezeichnet  wird,  würde  danach  =  ^(Z^—  ^) 
sein,  wo  fj^  die  kritische  Temperatur  bezeichnet;  denn  bei  dieser  muß  ja  die 
Oberflächenspannung  der  Flüssigkeit  gegen  ihren  Dampf  verschwinden.  Ramsay 
und  Shields  fanden  jedoch,  daß  sich  die  Formel 
(80')  aMI'  =  i(/^-t-d)      , 

WO  d  etwa  =  6  ist,  den  Beobachtungen  besser  anschließt.'® 

^  M.  L.  Frankenheim,  Pogg.  Ann.  72.  177.  1847.  —  *  K.  Sondhauss,  ibid.  Erg.  Bd. 
8.  291.  1878.  —  3  c.  Brunner,  ibid.  70.  485.  1846.  —  ♦  Buliginsky,  ibid.  134.  446. 
1868.  —  Bf.  Braun,  Dies  Handb.,  i.  Aufl.  1.  467.  —  6  P.  Volkmann,  Wied.  Ann.  17.  353. 
1882.  —  7  p.  Volkmann,  ibid.  56.  483.  1895.  —  8  g.  Timberg,  ibid.  30.  545.  1887.  — 
9  G.  JÄGER,  Wien.  Sitz.-Ber.  100.  258.  180 r.  —  10  B.  Weinberg,  Ztschr.  f.  phys.  Chem. 
10.  34.  1892.  —  11  H.  Sentis,  Journ.  de  phys.  (3)  6.  183.  1897.  —  12  m.  Cantor,  Wied. 
Ann.  47.  408.  1892.  —  13  C.  Forch ,  Ann.  d.  Phys.  17.  750.  1905;  18.  864.  1905.  — 
1*  Ch.  T.  Knipp,  Phys.  Rev.  11.  129.  1900.  —  1B  R.  v.  EöTVÖs,  Wied.  Ann.  27.  452.  1886. 
E.  versuchte  auch  eine  Ableitung  seines  Gesetzes  aus  der  thermodynamischcn  Theorie  der 
Kapillarität  von  Van  der  Waals,  die  indessen  nicht  einwandsfrei  ist.  Vgl.  darüber  VII,  4, 
p.  1221.  —  16  W.  Ramsay  u.  J.  Shields,   Phil.  Trans.  Roy.  Soc.  180.  647.  1893. 
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Organische  Flüssigkeiten. 


Substanz 


Äthyläther 


Äthylalkohol 


Methylalkohol 
Essigsäure     . 

n 
Chloroform   . 
Schwefelkohlenstoff 
Benzol      .     . 


Toluol 


Phenol  . 
Thymol  . 
m-Kresol 
o-Kresol  . 
p-Kresol  . 
Nitrobenzol 

Anilin .     . 


Olivenöl  . 
Terpentinöl 

(a  =  0,84) 
Petroleum 

((/= 0,847) 


•j         («0) 


1,971 


0,00595 


2,585        0,00842 


(a),o  =  2,9l  1 0,0040 


3,12  0,00432 

'■        3,227       10,00452 
'  —  0,0039 


(a\g  -  3,10   0,0046 
3,10         j  0,0036 


!'(«W=-*.2l|  0,0027 
(«X»  =  3,52510.0027 
(a)o  =  4,21  0,0027 
4,85    .0,00255 
:l   4,21    '  0,00264 
4,90    '0,00286 
I    —     0,0029 


I: 


4,70 
4,63 


0,00256 
'0,0027 


Intervall 


5.40 

5,354 

5,192 

6,05 

6,074 

5,98 

6,12 

5,627 


0,0047  I 
1 0,00523' 
'0,00451 

0,00496 
1 0,0024  ' 

0,00279 
'0;6Ü27 

0,00257 ! 

0,00266 


3,962  0,00277 
5,10  '0,0020  , 
7,12  0,00318 1 


6,96 
7,18 


7,08 
7,05 
7,13 


0,003501 
0,0035 


0,00301 
0,00267 
0,00266 


_     1 


9.684 
9,10 

7,46 


0,00242 
0,00198 

0,0014 


6,71    1 0,0024 
i  I 

^6,95     0,0023 


Obis 

2.6  „ 
-102  „ 

5.4  bis 

5.5  ,, 

7  „ 
0  „ 

20  „ 

8  M_ 

6.7  bis 
5,4   „ 

12,5^ 

19  bis 

6   „ 
12,5  „ 

5   „ 

36.5  bis 

15.6  „ 
H  „ 

11,5   „ 
32,2   „ 

20  „ 

Obis 

12,5   „ 

20   „ 

0   „ 


25,7» 
+  160» 

72.2» 

78» 

64» 

117» 

37» 

60,6» 

80» 
70» 
17,5» 

57» 

110» 

17,5» 

141» 

62» 

58» 

48» 

50» 

53» 

52,0» 

183» 
17,5» 
50,6» 
150» 


Beobachter 


Franken  HEIM 
Brunner 

T  IMBERG 
DE   VRIES* 

Franken  HEIM 
Timberg 
Schiff* 


Feustel" 

Schiff 

Frankenheim 

Schiff 

Timberg 

Volkmann 

Cantor 

Feustel* 

Schiff 

Volkmann 

Schiff 

Feustel 


Güyeu.  Perrot* 

Schiff* 

Volkmann 

Feustel 

Brunner 

Frankenheim 


Der  Satz  von  Eötvös,  den  dieser  zunächst  aus  den  Beobachtungen  an  Äther, 
Chloroform,  Äthylenbromid,  Schwefelkohlenstoff,  Kohlensäure,  Schwefelsäure  ab- 
leitete, wurde  in  der  Folge  vielfach  geprüft  und  in  vielen  Fällen  bestätigt  ge- 
funden.* Man  sieht  ihn  daher  als  allgemeingültig  an  und  schließt  in  den  Fällen, 
wo  sich  i  kleiner  oder  größer  ergibt,  als  der  normale  Wert  (2,1  bis  2,2),  auf 
Polymerisation  (Assoziation)  oder  Dissoziation  der  Flüssigkeitsmoleküle.  Ersterer 
Fall  liegt  z.  B.  vor  bei  Wasser,  Alkoholen,  Fettsäuren,  Phenyl-,  Methyl-,  Äthyl-, 
Propylmethan,  letzterer  bei  Phenetol  und  Anisol.  Bei  solchen  „anomalen"  Flüssig- 
keiten ist  der  Wert  von  k  überdies  von  der  Temperatur  abhängig  (was  durch 
Veränderung  des  Assoziations-  bezw.  Dissoziationsgrades  mit  der  Temperatur  ge- 
deutet wird).  Übrigens  scheint  nach  neueren  Beobachtungen  auch  bei  normalen 
Flüssigkeiten  i  nicht  genau  konstant  zu  sein.' 


^  E.  C.  DE  Vries,  Arch.  Nfcerland.  28.  2io.  1894.  —  2  r.  Schiff,  Chem.  Ber.  16. 
2965.  1882.  --  8  R.  Feustel,  Ann.  d.  Phys.  16.  61.  1905.  —  ♦  Ph.  A.  Guye  u.  F.  L. 
Perrot,  Arch.  de  Gendve  11.  225.  1901.  —  B  R.  Schiff,  Atti  R.  Acad.  Line.  14.  388. 
1884.  —  B  Vgl  z.  B.  W.  Ramsay  u.  J.  Shields,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  15.  98.  1894.  — 
Die  Eötvös  sehe  Formel  ist  auch  auf  Mischungen  (W.  Ramsay  u.  E.  Aston,  Ztschr.  f.  phys. 
Chem.  15.  89.  1894)  ^n^  Lösungen  (D.  Pekar,  ibid.  39.  433.  1902.  G.  Zempl£:n,  Ann.  d. 
Phys.  20.  783.  1906)  angewendet  worden.  —  7  Vgl.  z.  B.  P.  Dutoit  u.  L.  Friedrjch,  C.  R. 
130.  327.  1900.  —  A.  Guye  u.  A.  Baud,  ibid.  132.  1481.  1553.  1901.  J.  Bolle  und 
A.  Guye,  Journ.  Chim.  Phys.  3.  38.  1905. 
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Nachstehende  Zusammenstellung  der  Werte  von  (i)  =  —  öf/ä^/((a)2;if*/»)    für 
eine  Reihe  von  Flüssigkeiten  läßt  das  Gesagte  erkennen. 


Substanz 

W 

Temperatur- 

Beobachter 

intervall 

Äthyläther      .... 

0,228 

6  bis  620 

EÖTVÖS 

>» 

0,226 

62   „  120« 

)» 

»t 

i         0,221 

120  „  190« 

1) 

Äthylenbromid 

0,227 

20  „  99« 

»» 

0,232 

99   „  213« 

>i 

Chlorofonn    . 

0,230 

20  •„  60« 

,, 

Kohlenstoffoxychlorid . 

0,231 

3   „  63« 

»» 

Schwefelkohlenstoff     . 

0,237 

22  ,,  78« 

»» 

Kohlensäure  .... 

0,228 

3  „  81« 

Schwefelsäure 

0,230 

2  „  60« 

11 

Benzol .     .     . 

0,214 

Ramsay 

Toluol  .     . 

0,216 

Zwischen  ge- 

$t 

m-Xylol    . 

0,224 

wöhnL  Tem- 

DüTOiT u.  Friedrich 

Hexan  .     . 

0,215 

peratur  (bezw. 

Oktan  .     . 

0,226 

Schmelztempe- 

Naphthalin 

0,233 

ratur)  u.  Siede- 

o-Toluidin 

!         0,209 

temperatur 

p-Toluidin 

0,175 

Anilin  .     . 

0,163  bis  0,209 

Essigsäure 

0,1055 

EÖTVÖS 

Äthylalkohol 

0,104 

21  bis  78« 

1» 

ft 

0,136 

78  „  108« 

»» 

!         0,159 
1         0,183 

108   „  138« 
138   „  168« 

»t 

» 

0,202 
0,226 

168  „  199« 
199   „  236« 

»» 

Wasser      .     . 

; 

0,080 

3   „  40« 

}) 

>» 

0,090 

40  „  100« 

j» 

; 

1         0,114 

100  „  150« 

j» 

., 

. 

0,114 

150  „  210« 

»» 

Essigsäure,  Alkohol  und  Wasser  haben  also  danach  bei  gewöhnlicher  Tem- 
peratur durchschnittlich  mehr  als  die  doppelte  Molekulargröße  wie  im  Dampf- 
zustand; bei  Alkohol  nähert  sich  die  Molekulargröße  bei  steigender  Temperatur 
der  normalen,  bei  Wasser  dagegen  der  doppelten.^ 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Beobachtungen  der  Änderung  der 
Oberflächenspannung  verflüssigter  Gase  oder  solcher  Flüssigkeiten,  deren  kritische 
Temperatur  sicher  bekannt  ist,  weil  hier  eine  Prüfung  möglich  ist,  ob  die  Kon- 
stante /j.  der  Formel  von  Eöxvös  wirklich  mit  der  kritischen  Temperatur  über- 
einstimmt.     So    ergab   sich  z.  B.   aus  Beobachtungen   von   Baly  und  Donnan* 

für  Sauerstoff-  .     .     .  a(z;jf)V.  =  0,1952(153,8  -  T) 

„    Stickstoff'    .     .     .  0,206    (124,3  -  T) 

„    Argon  ....  0,206    (145,4  -  T) 

„     Kohlenoxyd.     .  0,2038(132,5-7-), 

wo  T  die  absolute  Temperatur  bedeutet.  Bei  Sauerstoff  und  Stickstoff"  sind  die 
Konstanten  in  der  Klammer  in  der  Tat  in  guter  Annäherung  die  absoluten 
kritischen  Temperaturen.  Der  Faktor  ist  dagegen  kleiner  als  der  Normalwert 
von  (>6).     Dementsprechend  findet  auch  Grunmach^  aus  der  Formel  von  Eötvös 

•1  Einwände  gegen  die  von  Ramsay  u.  Shields  pegebene  Berechnung  des  Assoziations- 
prades  macht  Van  der  Waals  (Ztschr.  f.  phys.  Chem.  13.  714.  1894).  — -  ^  E.  C.  Baly  u. 
F.  G.  DoNNAN,  Joum.  Chem.  Soc.  81/82.  907.  1902.  —  3  L.  Grunmach,  Berl.  Sitz.-Ber. 
1904.    p.  1198;    1906.    p.  685. 
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für  flüssigen  Sauerstoff  und  Stickstoff  ein  zu  großes  Molekulargewicht  (41,5  bezw. 
37,3),  ebenso  für  Chlor,  während  sich  für  NH3,  N^O,  SO3  im  flüssigen  Zustand 
normales  Molekulargewicht  ergibt.  Für  Kohlensäure  und  Stickstoffoxydul  fand 
Verschaffelt  ^  folgende  Änderung  von  («)  mit  der  Temperatur: 


CO, 


N,0 


-24,30 
+    8,9 
15,2 
20,9 


9»21 
2,90 
1,82 
1,00 


-  24  • 

+  14,4 

19,8 


1"L 

9,92 
2,50 
1,74 


In  diesen  Temperaturintervallen  ist  der  Temperaturkoeffizient  der  molekularen 
Oberflächenergie  noch  nahe  konstant;  bei  größerer  Annäherung  an  die  kritische 
Temperatur  fand  aber  Verschaffelt  bei  CO3  und  N^O,  sowie  auch  de  Vries* 
bei  Äther  ein  Gesetz  von  der  von  Van  der  Waals  theoretisch  abgeleiteten  Form' 


(81) 


-('-^r 


besser  zutreffend,  wobei  sich  für  den  Exponenten  m  allerdings  Werte  (1,2  bis  1,8) 
ergaben,  die  kleiner  sind  als  der  theoretische  ^1^, 

Jedenfalls  geht  aus  den  angeführten  Untersuchungen  hervor,  daß  in  der 
Nähe  des  kritischen  Zustandes  die  Oberflächenspannung  als  Fimktion  von  /  nicht 
mehr  durch  eine  gerade  Linie  darstellbar  ist,  sondern  durch  eine  Kurve,  welche 
die  /-Achse  im  kritischen  Punkt  berührt,  und  daß  man  demgemäß  aus  dem 
Temperaturkoeffizienten,  den  man  bei  von  der  kritischen  weit  entfernten  Tem- 
peraturen bestimmt  hat,   die  kritische  Temperatur  nicht  genau  ableiten  kann.  — 

Bei  Quecksilber  sind  infolge  der  Veränderlichkeit  der  Oberflächenspannung 
an  der  Luft  auch  die  Angaben  über  deren  Temperaturkoefflzienten  sehr  schwankend ; 
so  gibt  z.  B.  Frankenheim*  an:  ^  =  0,00145  (zwischen  13^  und  96%  Jaeger^ 
B  =  0,00013,  Cantor«  €  =  0,00059  (zwischen  20^  und  85^);  aus  Beobachtungen 
von  Siedentopf''  in  Luft  zwischen  16^  und  70^  folgt  0,00052,  aus  solchen  in 
Kohlensäure  zwischen  136<*  und  Ihl^  0,0004. 

Für  andere  Metalle  in  Kontakt  mit  Kohlensäure  findet  Siedentopf  (1.  c. 
p.  39)  folgende  Werte  von  «  und  e,  sowie  des  Koeffizienten  k  der  Eötv öS  sehen 
Formel,  bezogen  auf  den  Schmelzpunkt  als  Ausgangstemperatur: 


8 

e 

k 

Cadmium    .     .     .     ' 

Zinn , 

Blei 1 

Wismut.     ...     1 

zwischen  365  u.  431  ^  C 
277  u.  513 
„         389  u.  498 
346  u.  511 

0,000419 
0,000272 
0,000287 
0,000233 

0,000255 
0,000164 
0,000166 
0,000117 

1,50 
0,81 
0,77 
0,50 

Nach  den  kleinen  Werten  von  k  müßten  also  diese  Metalle  im  flüssigen 
Zustand  ziemlich  stark  molekular  assoziiert  sein,  falls  die  EöTvOssche  Regel  auch 
für  sie  Gültigkeit  besitzt. 

Es  sei  hier  schließhch  noch  erwähnt,  daß  M.  Cantor  (1.  c.  p.  241)  aus  der 
Bedeutung,  welche  «(=  \H)  in  der  Laplace sehen  Theorie  besitzt  [siehe  VII,  i, 
Gleichung  (107)],  die  Beziehung  abgeleitet  hat,  daß  t  gleich  dem  ''/3-fachen 
kubischen  Ausdehnungskoeffizienten  y  sein  soll,   was  er  für  Chloroform,  Benzol, 

1  J.  Vekschaffelt,  Versl.  Akad.  van  Wetensk.  Amsterdam  1895/96.  p.  74;  1896/97. 
p.  94.  —  2  E.  C.  DE  Vries,  Dissert.  Leiden  1893;  Arch.  N6erland.  28.  210.  1894.  —  8  j.  D. 
van  der  Waals,  Ztschr.  f.  phys.Chem.  13.  657,  716.  1894.  Vgl.  auch VII,  4. —  ♦  M.  L.  P^ranken- 
HEiM,  PoGG.  Ann.  72.  177.  1847.  —  B  G.  Jaeger,  Wien.  Ber.  110.  754.  1902.  —  AM.  Cantor, 
Wied.  Ann.  47.  423.  1892.  —  7  h.  Siedentopf,  Dissert.  (Göttingen  1897)  p.  31. 
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Schwefelkohlenstofif  und  Quecksilber  annähernd  bestätigt  findet.  Indessen  ist  die 
CANTORsche  Ableitung  (auch  abgesehen  von  der  wenig  wahrscheinlichen  Annahme, 
daß  das  Wirkungsgesetz  der  Kohäsionskräfte  von  der  Temperatur  unabhängig  sei) 
fehlerhaft,  und  das  Verhältnis  e/y  weicht  auch  in  Wirklichkeit  oft  beträchtlich 
von  '/j  ab;  für  die  oben  angeführten  Metalle  variiert  es  zwischen  1,9  und  2,46, 
für  die  in  der  Tabelle  p.  1 179  aufgezählten,  von  Feustel  untersuchten  Flüssigkeiten 
zwischen  2,8  und  3,5.^ 

4.    Grenzflächenspannungen. 

Die  Oberflächenspannung  a^^  an  der  Grenze  zweier  verschiedener  Flüssig- 
keiten (1)  und  (2)  kann  nach  denselben  Methoden  bestimmt  werden,  wie  diejenige 
an  der  freien  Oberfläche.  Die  ersten  derartigen  Bestimmungen  hat  Quincke* 
ausgeführt  durch  Ausmessung  liegender  flacher  Tropfen  der  einen  Flüssigkeit  in 
der  anderen.  Die  Größe  öjg,  die  sich  hieraus  zunächst  berechnen  läßt  (vgl.  IV,  6), 
steht  zu  or^j  in  der  Beziehung 

«12  2  ^^^ 

Auch  Beobachtungen  über  die  Steighöhe  (oder  Depression)  in  Kapillaren, 
die  in  die  Grenzfläche  zweier  übereinander  geschichteter  Flüssigkeiten  eintauchen, 
so  daß  die  untere  Öffnung  in  (1),  die  obere  in  (2)  liegt,  hat  Quincke  angestellt^ 
Doch  konnten  dieselben  größtenteils  nur  zur  Berechnung  des  Randwinkels  der 
Grenzfläche  in  der  Röhre  verwendet  werden,  außer  in  einzelnen  Fällen,  wo  dieser 
unzweifelhaft  0  oder  180®  war. 

Die  Steighöhe  in  einer  Kapillare,  in  der  die  obere  Flüssigkeit  (2)  einen 
freien  Meniskus  besitzt,  könnte,  wenn  beide  Randwinkel  (-^j  und  ^^^)  beobachtet 
würden,  ebenfalls  zur  Berechnung  von  a^^  dienen  gemäß  der  Gleichung*: 

2  7c/?(a^cos^2  +  «i2cos^i,)=  0^  +  G^      , 

wo  G^  +  (?2  das  ganze  gehobene  Flüssigkeitsgewicht  ist,  also  in  einer  engen 
Röhre  nahe  =  Ii^üt(a^A^  +  (S^A^)gy  wenn  ä^,  h^  die  Höhen  der  aus  (1)  und  (2) 
bestehenden  Flüssigkeitssäulen  sind.  Dieses  Gesamtgewicht  muß  übrigens  nach 
der  Theorie,  falls  alle  Randwinkel  von  0  und  180®  verschieden  sind,  dasselbe 
sein,  als  ob  die  obere  Flüssigkeit  (2)  gar  nicht  vorhanden  wäre,  oder,  anders  aus- 
gedrückt, es  sollte  diese  letztere  die  Steighöhe  von  (1)  nur  durch  ihr  Gewicht  ver- 
ändern^; denn  aus  der  Bestimmungsgleichung  des  Randwinkels  [(17),  p.  1128]  folgt 

«2  cos  ^2  +  Ofj2  cos  -d-jg    =  Ofj  cos  Oj 

Wenn  jedoch  einer  der  Randwinkel  0  oder  180®  ist,  so  verliert  für  ihn  die 
Gleichimg  (17)  ihre  Bedeutung,  und  es  braucht  die  vorstehende  Beziehung  nicht 
mehr  erfüllt  zu  sein.  Dies  ist  wohl  der  Grund,  weshalb  der  obige  Satz  in  der 
Erfahrung  keine  Bestätigung  gefunden  hat.®  Von  Wichtigkeit  ist  besonders  der 
Fall,  daß  -^,2  und  0,  beide  gleich  null  sind,  was  eintritt,  wenn  auf  die  Ober- 
fläche einer  die  Wand  benetzenden  Flüssigkeit  (2)  eine  dünne  Schicht  einer 
sich  auf  ihr  ausbreitenden  Flüssigkeit  (1)  gebracht  wird  (z.  B.  Öl  auf  Wasser). 
Dann  entspricht  die  Steighöhe  dem  Werte  a^  +  «j,,  und  dieser  ist  in  dem  Falle, 
wo  sich  (2)  auf  (1)  ausbreitet,  kleiner  als  a^]  die  Steighöhe  wird  dann  also 
durch  eine  beliebig  geringe  Menge  einer  auf  die  Oberfläche  gebrachten,  sich  aus- 

'  R.  Feustel,  1.  c.  p.  85.  —  2  g.  Quincke,  Götttnger  Nachr.  1869.  p.  3;  Pogg.  Ann. 
139.  27.  1870.  —  3  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139.  39 ff.  1870.  Die  Kapillaren  wurden  vor 
dem  Eintauchen  mit  der  Flüssigkeit  (1)  gefüllt,  oben  zugeschmolzen,  und  erst  nach  dem  Ein- 
tauchen an  einer  in  der  oberen  Flüssigkeit  (2)  liegenden  Stelle  durchgeschnitten.  —  *  G.  Quincke, 
1.  c.  p.  45.  —  S  S.  D.  PoissoN,  Theorie  nouvelle  etc.  p.  142.  —  6  Vgl.  dazu  G.  VAN  DER 
IklENSBRüGGHE,  Bull.  de  Bruxelles  40.  447,  669.    1876. 
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breitenden  Flüssigkeit  stets  verringert  Dies  ist  einer  der  Gründe,  weshalb  die 
Kapillarkonstante  von  Wasser  oder  wässerigen  Lösungen  aus  Steighöhenbeobach- 
tungen ohne  Anwendung  besonderer  Sorgfalt  bei  der  Reinigung  der  Röhren  leicht 
zu  klein  gefunden  wird.^ 

Nachstehende  Tabelle  gibt  die  für  (ofjg)  für  die  Kombinationen  verschiedener 
Flüssigkeiten  gefundenen  Resultate,  gültig  für  Zimmertemperatur  (20  ^'j.  Die  aus 
Quinckes  Tropfenmessungen  abgeleiteten  Werte  sind  nicht  die  von  ihm  selbst 
angegebenen  (die  unter  Voraussetzung  eines  unendlich  großen  Tropfenradius  be- 
rechnet waren),  sondern  mittels  der  Heydweiller sehen  Tabelle  (siehe  p.  1143) 
neu  berechnet. 

Zur  Berechnung  der  nach  der  Wellenmethode  ausgeführten  Beobachtungen 
findet  hier  die  Formel  (70')  Anwendung. 


Flüssigkeiten 


(a,j)  Beobachter    |  Methode 


Quecksilber- Wasser 


Quecksüber-AJkohol  (a  =  0,7906)  .  . 
„        (CT  =  0,795)     .     . 

„  „        absolut  .... 

Quecksilber-verd.  Alkohol   {c  =  0,825) 

„  „  (ff  =  0.927) 
„  (er  =  0,969) 
Quecksilber-Olivenöl  (er  =  0,9136)  .  . 
Quecksilber-Terpentinöl  (er  =  0,8867)  . 
■Quecksilber-Petroleum  (er  =  0,7977)  . 
Wasser-Chloroform 

Wasser-Schwefelkohlenstoff    .... 

Wasser-Olivenöl 

Wasser-Terpentinöl 

Wasser-Petroleum 

Wasser-Äthvläther 


Wasser-Petroleum     .     .     . 
Wasser-gereinigtes  Olivenöl 


Wasser-Benzol 


37,95 

Quincke* 

Flache  Tropfen 

36,75 

1    Watson» 

Wellen 

37,72 

,  Lenkewitz* 

Flache  Tropfen 

35,15 

Quincke  * 

91                     » 

37,09 

Lenkewitz* 

1t                    i> 

37,33 

Grünmach* 

Wellen 

36,10 

Watson« 

»» 

36,80 

1  Lenkewitz* 

Flache  Tropfen 

37,01 

1           »» 

n                  » 

31,0 

Quincke* 

>»                  »' 

23,4 

'           „ 

ij                  J» 

26.0 

>» 

n                  »t 

2,68 

.j 

•• 

(8,97 

7' 

„                  ,, 

[4,274 

,, 

Steighöhe 

1,81 

•1 

Flache  Tropfen 

1  1,255 

J» 

1»             >» 

1  1,263 

Steighöhe 

3,81 

'                        1» 

Flache  Tropfen 

1,24 

6 

„ 

1,22 

A.  POCKELS^ 

Schwimmender  Tropfen 

4,92 

?> 

Abreißgewicht 

2,76 

«1 

jy 

3,17 

j» 

Schwimmender  Tropfen 

3,48 

»> 

Abreißgewicht 

13,45 

»> 

Schwimmender  Tropfen 

3,29 

1    V.  Lerch  8 

Steighöhe 

0,206 

Quincke* 

Flache  Tropfen 

0,693 

» 

Dejuression  an  vertikaler 
Wand 

Olivenöl-Alkohol  I 

((7  =  0,9136)  ((7  =  0,7906)) 

Olivenöl-verd.    Alkohol    von    nahel 
gleichem  spez.  Gew.  (a  =  0,9281)}     ' 

Bei  den  Bestimmungen  von  Frl.  A.  Pockels  mittels  „schwimmender  Tropfen** 
wurde  die  Erscheinung  benutzt,  daß  sich  infolge  der  Veränderlichkeit  der  Ober- 
flächenspannung verunreinigter  Wasseroberflächen  bei  Verkleinerung  derselben 
(s.  Nr.  7 ,  p.  II 89)  eine  andere  Flüssigkeit  auf  einer  solchen  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  ausbreitet,  und  daß  dann  für  den  sehr  flach  scheibenförmigen 
schwimmenden  Tropfen  die  Oberflächenspannung  +  Grenzflächenspannung  gleich 
der  Oberflächenspannung  der  ihn  umgebenden  Wasseroberfläche  sein  muß,  welche 
ihrerseits  mittels  Kohäsionswage  gemessen  wurde.  Es  zeigte  sich  übrigens,  daß 
die  Grenzflächenspannung  von  Wasser  gegen   die   untersuchten  anderen  Flüssig- 

1  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139.  89.  1870.  —  2  g.  Quincke,  ibid.  139.  i.  1870.  — 
^  F.  R.  Watson,  Phys.  Review  12.  257.  1901.  —  *  M.  Lenkewitz,  Untersuchungen  über 
Kapillarität  Dissert.  Münster  1904.  —  B  L.  Grunmach,  Ann.  d.  Phys.  3.  671.  1900.  — 
«  G.  Quincke,  ibid.  9.  i.  1902.  —  ^  A.  Pockels,  Wied.  Ann.  67.  668.  1899.  — 
^  F.  V.  Lerch,  Ann.  d.  Phys.  9.  434.  1902. 
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null  sein,  und  die  beobachteten  größeren  Werte  rühren  nach  Quincke  von  einer 
unmerklich  dünnen  Schicht  fremder  Substanz  her,  welche  die  Oberfläche  des 
Metalls  oder  Glases  überzogen  hat.^ 

Auch  den  Randwinkel  in  Kapillaren  hat  Quincke^  direkt  gemessen  und 
zwar  bei  Wasser  durch  Beobachtung  der  Richtung  der  am  Rande  des  Meniskus 
total  reflektierten  Strahlen  bei  parallel  zur  Röhrenachse  von  unten  her  einfallen- 
dem Lichte;  es  ergaben  sich  so  bei  nicht  ganz  frisch  ausgezogenen  Röhren  aus 
Jenenser  Glas  Randwinkel  von-  3  bis  9^.  In  denselben  Röhren  betrug  der  durch 
Reflexion  am  Rande  der  Kuppe  direkt  gemessene  Randwinkel  von  sorgfältig 
gereinigtem  Quecksilber  im  Mittel   127^  20'. 

Man  kann  zur  Messung  des  Randwinkels  auch  so  verfahren,  daß  man  eine 
planparallele  Platte  aus  der  Substanz,  gegen  welche  der  Randwinkel  bestimmt 
werden  soll,  in  die  (ursprünglich  ebene)  Oberfläche  der  zu  untersuchenden  Flüssig- 
keit eintaucht  und  so  weit  neigt,  bis  an  ihrer  einen  Seite  (der  oberen  im  Falle 
'0'<90^,  der  unteren  im  Falle  <^  >  90^  die  Flüssigkeitsoberfläche  bis  an  die 
Berührungslinie  mit  der  Platte  heran  wieder  eben  ist;  die  Neigung  der  Platte 
gegen  die  Horizontale  gibt  dann  direkt  den  Randwinkel. 

Der  Randwinkel  von  Wasser  (und  wässerigen  Lösungen)  gegen  Glas,  der 
ja  für  viele  Kapillaritätsuntersuchungen  nach  der  Steighöhenmethode  von  be- 
sonderer Wichtigkeit  ist,  ist  nach  den  oben  erwähnten  Beobachtungen  nur  dann 
sicher  null,  wenn  das  Glas  entweder  auf  nassem  Wege  oder  durch  Glühen  sehr 
gut  gereinigt,  oder  seine  Oberfläche  durch  Ausziehen  oder  Ausblasen  frisch  her- 
gestellt ist.  Daß  er  dann  wirklich  null  ist,  ist  (abgesehen  von  der  indirekten  Be- 
stätigung, z.  B.  durch  die  Steighöhenmessungen  von  Volkmann)  von  Sentis' 
direkt  nachgewiesen  worden  durch  mikroskopische  Beobachtung  der  Lichtbrechung 
in  einer  über  einem  etwas  schräg  geneigten  Objektglas  stehenden  Wasserschicht  (das 
Verschwinden  dieser  Brechung  am  Rande  der  Wasserschicht  zeigte,  daß  &  =  0  war). 

An  Glasplättchen  (Deckgläschen),  die  frisch  ausgeglüht  waren,  hat  A.  Pockels  * 
Beobachtungen  über  den  Randwinkel  der  Grenzfläche  von  Wasser  gegen 
Schwefelkohlenstoff,  Benzol,  Benzin,  Petroleum,  Äther,  Terpentinöl 
und  Olivenöl  angestellt  und  (in  Obereinstimmung  mit  älteren  Beobachtungen 
Quinckes^)  gefunden,  daß  derselbe  stets  auf  Seite  des  Wassers  spitz  und 
für  Wasser  neben  Benzol,  Benzin,  Petroleum  null  war  (was  an  der  Totalreflexion 
an  der  benetzenden  Wasserschicht  erkannt  wurde);  für  Alkohol  in  Berührung  mit 
Olivenöl  ergab  sich  der  Randwinkel  ebenfalls  gleich  null. 

Der  Randwinkel  gesättigter  Salzlösungen  gegen  verschiedene 
Flächen  des  kristallisierten  Salzes  ist  zuerst  von  Berent®  an  Chlomatrium 
und  Chlorkalium,  dann  von  Rota'  an  Kalialaun,  endlich  von  A.  Pockels®  an 
Chlornatrium  und  Kalialaun  nach  einer  der  Quincke  sehen  sehr  ähnlichen 
Reflexionsmethode  untersucht  worden.  Der  Erstgenannte  fand  für  angeschliffene 
und  polierte  Flächen  (des  Oktaeders,  Würfels  und  Rhombendodekaeders)  den 
Rand  Winkel  um  so  kleiner,  je  häufiger  die  betreffende  Fläche  an  den  Kristallen 
auftritt,  und  zwar  galt  diese  Regel  auch  dann,  wenn  durch  Zusatz  von  Harnstoff" 
und  anderen  fremden  Stoffen  zur  NaCl-Lösung  die  relative  Flächenentwickelung 
der  NaCl-Kristalle  verändert  worden  war.    Zu  einem  ähnlichen  Resultat  gelangte 


'  G.  Quincke,  1.  c.  p.  177.  Auf  dieser  Empfindlichkeit  des  Randwinkels  beruhen  nach 
Quincke  (Pogg.  Ann.  108.  339.  1859;  Wied.  Ann.  2.  187.  1877)  die  MosERschen  Hauch- 
bilder, indem  sich  auf  stärker  verunreinigten  Stellen  einer  Fläche  Tröpfchen  mit  größerem 
Itand Winkel  absetzen,  die  ein  mattes  Aussehen  des  Beschlages  bedingen.  Ebensu  sind  nach 
ihm  die  Daguerrotypen  durch  den  Niederschlag  von  Quecksilbertröpfchen  von  verschiedenem 
Randwinkel  und  verschiedener  Krümmung  zu  erklären.  —  ^  G.  Quincke,  Wied.  Ann.  62.  i. 
1894.  —  3  H.  Sentis,  Journ.  de  phys.  (3)  6.  183.  1897.  —  *  A.  Pockels,  Naturw.  Rund- 
schau 13.  190.  1898.  —  B  G.  Quincke,  Wied.  Ann.  2.  169.  1877.  —  6  St,  Berent, 
Ztschr.  f.  Kryst.  26.  529.  1896.  —  7  a.  Rota,  Rend.  Acad.  dei  Line.  (5)  7.  [2]  125.  1898. 
—  8  a.  Pockels,  Naturw.  Rundschau  14.  383.   1899. 
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RoTA  für  angeschliifene  Flächen  von  Alaunkristallen:  der  Randwinkel  ergab  sich 
nämlich  für  Lösungen,  die  oktaedrische  Kristalle  ausgeschieden  hatten,  auf  Oktaeder- 
flächen, oder  für  solche,  die  würfelförmige  Kristalle  lieferten,  auf  Würfelflächen 
im  Mittel  =  10®  20',  bei  Vertauschung  der  Lösungen  dagegen  =  15®  13'  bezw. 
15®  36',  endlich  auf  Rhombendodekaederflächen  mit  beiden  Lösungen  =  13®  24'. 
Diese  Messungen  wurden  an  Tropfen  angestellt,  die  auf  vorher  getrocknete 
Flächen  gebracht  wurden,  beziehen  sich  also  auf  den  Randwinkel  der  auf  der 
Fläche  im  Vordringen  begriffenen  Lösung,  welcher  allgemein  größer  zu  sein 
pflegt,  als  bei  der  sich  von  der  Fläche  zurückziehenden  Flüssigkeit.  Für  letztere, 
d.  h.  an  zuvor  benetzter  Fläche,  ist  der  Randwinkel  im  Falle  der  Salze  null. 
Schon  aus  diesem  Grunde  kann  aus  den  angeführten  Beobachtungen  kein  sicherer 
Schluß  bezüglich  der  Adhäsionskonstante  der  Lösung  gegen  die  verschiedenen 
Kristallflächen  gezogen  werden.^  Aber  auch  die  von  Berent  und  Rota  gefun- 
denen Werte  der  Randwinkel  an  sich  ausbreitenden  Tropfen  sind  zu  groß,  wie 
die  Versuche  von  A.  Pockels  (l.  c.)  gezeigt  haben.  Dieselbe  operierte,  um  jede 
Verunreinigung  der  Flächen  beim  Schleifen  oder  Abtrocknen  zu  vermeiden,  bei 
Chlornatrium  mit  frischen  Spaltflächen,  bei  Alaun  mit  Bnichflächen  oder  mit  frisch 
in  reiner  Lösung  gebildeten  und  nur  durch  Wärme  getrockneten  Oktaederflächen. 
Die  auf  solche  Flächen  gebrachten  Tropfen  der  Lösung  breiteten  sich  in  der 
Mehrzahl  der  Fälle  bis  zum  Verschwinden  des  Randwinkels  aus,  und  nur  selten 
betrug  dieser  mehr  als  6®.  Die  größeren  von  Berent  und  Rota  gefundenen 
Werte  waren  daher  wahrscheinlich  durch  fremde  Oberfiächenschichten  bedingt, 
und  ihre  Unterschiede  auf  verschiedenen  Kristallflächen  durch  verschiedene  Ober- 
flächenbeschaffenheit oder  verschieden  starke  Neigung  zur  Verunreinigung.  Für 
die  Theorie  der  Kristallausbildung  (s.  den  folgenden  Abschnitt)  sind  also  diese 
Beobachtungen  nicht  verwertbar. 

6.    Oberflächenspannung  fester  Körper. 

Wenn  der  Oberfläche  fester  Körper  ebenfalls  eine  Flächenenergie  ß  zukommt, 
so  muß  in  derselben,  falls  ß  positiv  ist,  auch  eine  der  Oberflächenspannung  der 
Flüssigkeiten  analoge  Spannung  oder  Kontraktionstendenz  (bezw.  bei  negativem  ß 
eine  Ausdehnungstendenz)  wirksam  sein.  Bei  den  meisten  festen  Körpern  kann 
dieselbe  jedoch  wegen  deren  Starrheit  nicht  in  Erscheinung  treten.  Am  ehesten 
wäre  noch  zu  erwarten,  daß  sich  die  Wirkung  der  Oberflächenspannung  in  der 
Abrundung  der  Kanten,  die  beim  Durchschneiden  eines  Körpers  entstehen, 
bemerklich  machen  könnte,  doch  haben  darauf  gerichtete  Versuche  bei  starren 
Körpern  keine  sicheren  Ergebnisse  geliefert.  Dagegen  zeigt  sich  eine  solche,  die 
Kanten  abrundende  Wirkung  der  Oberflächenspannung  deutlich  bei  den  besonders 
von  Lehmann  eingehend  untersuchten  organischen  Substanzen,  welche  plastisch- 
weiche bis  zähflüssige  Kristalle  bilden^,  wie  z.  B.  die  Ölsäuren  Salze  von  Kalium, 
Natrium,  Ammoniak,  Methylamin,  Dimethylamin,  Trimethylamin,  Cholesterin,  sowie 
besonders  p-Azoxybenzoesäureäthylester  und  p  -  Azoxyzimtsäureäthylester. 

Direkt  meßbar  nachgewiesen  ist  die  Oberflächenspannung  fester  Körper  bisher 
nur  an  dem  stark  dehnbaren  Kautschuk  durch  einen  Versuch  von  Röntgen^ 

^  Übrigens  würde  man  immer  nur  auf  die  Differenz  der  Konstanten  ß^  und  ß^  (spezi- 
tischen Oberflächenenergien)  einer  und  derselbsn  Kristallfläche  in  Berührung  mit  der  Lösung 
und  mit  Luft  schließen  können,  wie  Gleichung  (17)  zeigt.  Eine  Bestätigung  der  Curie  sehen 
Theorie  (s.  Nr.  6),  wie  Berent  meint,  würden  seine  Resultate  also  auch  dann  nicht  enthalten, 
wenn  sie  an  sich  einwandfrei  wären.  —  ^  Näheres  über  die  merkwürdigen  Erscheinungen, 
welche  diese  „fließenden**,  sowie  die  unten  zu  erwähnenden  „flüssigen"  Kristalle  darbieten, 
findet  man  in  dem  ausführlichen,  durch  89  Lichtdrucktafeln  illustrierten  Werke  „Flüssige 
Kristalle"  von  O.  Lehmann  (Leipzig  1904),  sowie  in  einer  großen  Reihe  von  Einzelabhandlungen 
•desselben  Autors,  deren  Nachweise  sich  in  dessen  Publikation  im  IQ.  Band  der  Verhandlungen 
<ies  Nat.  Vereins  Karlsruhe  1896,  p.  14,  zusammengestellt  finden.  —  ^  W.  C.  Röntgen,  Wied. 
Ann.  3.  324.   1878. 
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wobei  der  Druck  gemessen  wurde,  der  zu  der  gleichen  halbkugelförmigen  Aus- 
bauchung einer  sehr  dünnen,  über  das  Ende  einer  Glasröhre  gespannten  Kaut- 
schukmembran erforderlich  war,  wenn  dieselbe  erstens  beiderseits  an  Luft,  zweitens 
auf  einer  Seite  an  Luft,  auf  der  anderen  an  Wasser,  drittens  beiderseits  an  Wasser 
grenzte  (wobei  natürlich  eine  hydrostatische  Druckdifferenz  vermieden  bezw.  in 
Rechnung  gezogen  werden   mußte).      Der  Druckunterschied  beim  Übergang  vom 

2  2 

ersten    zum    zweiten    bezw.    dritten    Falle   ist  -^iß^  —  ßi)  bezw.  —  ^  (ß^  —  ßi), 

wenn  R  der  Radius  der  Röhre,  ß^  bezw.  ß^  die  Oberflächenspannung  des  Kaut- 
schuks in  Berührung  mit  Wasser  bezw.  Luft  ist.    In  dieser  Weise  fand  Röntgen 
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die  Differenz  |3„  —  ft  =  8 ,  also  ungefähr  so  groß,  wie  die  Oberfiächcn- 

^         *  mm 

Spannung  von  Wasser  gegen  Luft;  dieselbe  wurde  übrigens  erst  80  bis  60  Sekunden 
nach  Eintritt  der  Berührung  mit  dem  Wasser  konstant. 

Analog  wie  der  Druck  des  gesättigten  Dampfes  über  Flüssigkeitstropfen 
infolge  der  Oberflächenspannung  um  so  größer  ist,  je  stärker  konvex  gekrümmt, 
also  je  kleiner  dieselben  sind  (vgl.  p.  1127),  so  muß  auch  die  Löslichkeit  fester 
Körper  in  feiner  Verteilung  größer  sein,  als  in  großen  Stücken,  wenn  der  Grenz- 
fläche gegen  die  Lösung  eine  positive  spezifische  Oberflächenenergie  zukommt  Diese 
theoretisch  zu  erwartende  Löslichkeitserhöhung  durch  feine  Pulverisierung  hat 
HuLETT^  für  Gips,  Barymnsulfat  und  Quecksilberoxyd  experimentell  nachgewiesen 
und  daraus  die  Oberflächenenergie  ß  gegen  die  gesättigte  wässerige  Lösung  nach 
der  von  Ostt^'ald*  aufgestellten  Formel  berechnet: 

^Sviti— -—Iß^' BT  log  ^ 


^2/  ^1 


worin  c^ ,  c^  die  Konzentrationen  Über  kugelförmigen  Teilchen  von  der  Radien  r^ ,  r^ 
sind  und  vjf  das  Molekular volum,  B  die  universelle  Gaskonstante  bedeutet;  dabei 

ergab  sich   für  Gips  ß  =  186— f  ,  für  Baryt  ß  =  520-^,  wonach  deren  Ober- 
em* cm* 
(r^       \ 
13,8  bezw.  58 gegen  Wasser  von  derselben  Größen- 
mm      I 

Ordnung  wären,  wie  diejenigen  von  Wasser  bezw.  Quecksilber  gegen  Luft.  Diese 
Berechnung  ist  allerdings  sehr  unsicher,  da  die  Annahme  kugelförmiger  Teilchen 
sicher  nicht  zutrifft;  die  berechneten  Werte  sind  daher  eher  als  obere  Grenzen 
anzusehen. 

Aus  der  vorausgesetzten  Existenz  einer  spezifischen  Oberflächenenergie  fester 
Körper  hat  W.  Gibbs*  und  später  unabhängig  von  ihm  P.  Curie*  bemerkens- 
werte Folgerungen  in  betreff"  der  Ausbildung  der  Kristalle  gezogen,  die  sich 
auf  die  sehr  wahrscheinliche  Annahme  gründen,  daß  verschiedenwertigen  Kristall- 
flächen auch  verschieden  große  spezifische  Oberflächenenergien  zukommen.*  Soll 
nämlich  ein  Kristall  mit  seiner  Lösung  im  Gleichgewicht  sein,  so  muß,  wenn  mit 

1  G.  A.  HuLETT,  Ztschr.  f  phys.  Chem.  37.  385.  1901.  —  2  w.  Ostwald,  ibid.  34* 
503.  1900.  —  3  J.  W.  GiBBS,  Über  das  Gleichgewicht  heterogener  Stoffe  (Transact  Connecticut 
Acad.  3.  490.  1878);  Thermodynamische  Studien  (Übers.  Leipzig  1892.  p.  376).  —  ♦  P.  Curik, 
Bull.  soc.  min.  8.  r 45.  1885.  —  ^  Aus  seinen  Beobachtungen  an  den  „flüssigen  Kristallen** 
von  p-Azoxyphenetol ,  p-Azoxyanisol ,  Äthylmethylazoxyanisol  und  einigen  anderen  Substanzen, 
ivelche,  wenn  sie  sich  in  einem  Lösungsmittel  freischwebend  ausscheiden,  vollkommen  kugel-> 
'^örmige,  aber  optisch  stark  anisotrope  Tröpfchen  bilden,  zieht  O.  Lehmann  allerdings  den 
Schluß,  daß  bei  diesen  Substanzen  die  Oberflächenspannung  von  der  Orientierung  der  Moleküle 
gegen  die  Oberfläche  unabhängig  sei.  Indessen  ist  die  Natur  dieser  merkwürdigen  „Kristall- 
tropfen"  wohl  noch  zu"  wenig  aufgeklärt,  um  aus  ihrem  Verhalten  einen  Einwand  gegen  die 
Annahme  einer  Abhängigkeit  der  Oberflächenenergie  anisotroper  Körper  von  der  Orientierung 
ableiten  zu  können. 
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Oj^  die  Größen  seiner  verschiedenen  Begrenzungsflächen,  mit  ßf^  deren  spezifische 
Oberflächenenergien  bezeichnet  werden,  die  Bedingung  erfüllt  sein 

2^*^A  =  Min. 

für  alle  Veränderungen  der  Flächengrößen,  bei  denen  das  Volumen  des  Kristalls 
ungeändert  bleibt.  Diese  Bedingung  bestimmt  die  relative  Größenaus- 
bildung der  verschiedenartigen  Kristallflächen,  und  zwar  läßt  sich  leicht 
zeigen,  daß  sie  erfüllt  ist,  wenn  sich  die  Abstände  der  letzteren  von  einem  im 
Kristall  festen  Punkte  (seinem  Mittelpunkte,  wenn  er  zentrisch  symmetrisch  ist) 
verhalten  wie  ihre  spezifischen  Oberflächenenergien.  ^  Nach  dieser  Theorie  würde 
die  häufig  beobachtete  Beeinflussung  der  Form  (oder  des  Habitus,  d.  h.  der 
relativen  Flächenausbildung)  der  Kristalle  durch  fremde  Beimengungen  in  der 
Lösung  auf  die  hierdurch  bedingte  Änderung  der  Konstanten  j3^  zurückzuführen 
sein.  Wieweit  dieselbe  aber  in  Wirklichkeit  zur  Erklärung  der  beobachteten  Er- 
scheinungen der  Kristallausbildung  ausreicht,  erscheint  noch  zweifelhaft.  Nach 
der  thermodynamischen  Theorie  von  Gibbs  (l.  c.)  steht  zu  erwarten,  daß  dies 
um  so  eher  der  Fall  sein  wird,  je  kleiner  die  Kristalle  sind,  da  sie  ergibt,  daß 
die  Tendenzen  zur  Herstellung  der  durch  die  Bedingung  2  i^fc  ^a  —  ^^^'  ?®" 
forderten  Gleichgewichtsform  bei  ähnlichen  Kristallen  sich  umgekehrt  wie  die 
linearen  Dimensionen  verhalten. 

Eine  Folgerung  aus  der  Bedingung  möglichst  kleiner  Gesamtoberflächen- 
energie  ist  noch  die,  daß  von  verschieden  großen,  aber  gleichgestalteten  Kristallen, 
die  sich  in  derselben  L(")sung  befinden,  die  größeren  die  kleineren  aufzehren 
müssen,  ein  Satz,  der  übrigens  nicht  nur  für  Kristalle,  sondern  z.  B.  auch  fttr 
Flüssigkeitstropfen  in  demselben  Dampfraume  gilt  und  durch  die  Erfahrung  Be- 
stätigung findet. 

7.    Anomales    Verhalten    der    Oberflächenspannung    verunreinigter 

Wasseroberflächen. 

Wie  schon  (p.  1165)  erwähnt  wurde,  wird  die  Oberflächenspannung  des 
Wassers,  sowie  auch  diejenige  des  Quecksilbers  ^  sehr  leicht  durch  minimale  Ver- 
unreinigungen der  Oberfläche  beträchtlich  herabgesetzt.  Die  Spannung  einer 
solchen,  wenig  verunreinigten  Oberfläche  ist  nun  nicht  konstant,  sondern  variiert 
(innerhalb  gewisser  Grenzen)  bei  Veränderung  der  Größe  der  Ober- 
fläche, indem  sie  bei  Verkleinerung  der  letzteren  ab-,  bei  Vergrößerung  zunimmt.' 
Oberflächen,  welche  sich  in  diesem  Zustande  befinden,  werden  nach  A.  Pockels  als 
anomal  bezeichnet.  Die  Abhängigkeit  der  Oberflächenspannung  von  der  Ober- 
flächengröße zeigt,  daß  die  Verunreinigungen,  welche  die  Anomalie  verursachen, 
nur  in  einer  sehr  dünnen  Oberflächenschicht  enthalten  sind;  sie  können  entweder 
als  eine  äußerst  dünne  Flüssigkeitsschicht,  deren  Oberflächenspannung  noch  von 
ihrer  Dicke  abhängt  (s.  unten,  Nr.  8),  auf  der  Wasseroberfläche  ausgebreitet,  oder 
aber  in  der  kapillaren  Oberfiächenschicht  des  Wassers  gelost  sein,  in  welchem 
letzteren  Falle  die  mit  einer  Ausdehnung  oder  Verkleinerung  der  Oberfläche  ver- 
bundene Konzentrationsänderung  dieser  „Lösung"  die  Veränderung  der  Ober- 
flächenspannung bedingen  würde.*     Die  Substanzen,   welche   die  Oberfläche  von 

• 

1  G.  Wulff,  Ztschr.  f.  Krist.  34,  449.  1901.  —  2  Vgl.  hierüber  W.  C.  Röntgen, 
WiED.  Ann.  46.  152.  1892.  —  3  j.  Aitken,  Proc.  Roy.  Soc.  Edinb.  12.  56.  1883.  — 
O.  Reynolds,  Brit.  Assoc.  Rep.  51.  489.  1881.  —  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  47. 
282;  48.  127.  1890.  —  A.  Pockels,  Nature  43.  437.  1891.  —  *  Daß  eine  sehr  kleine  Spur 
eines  der  Flüssigkeit  zugefügten  fremden  Stoffes  in  der  Grenzschicht  eine  beträchtliche  Flächen- 
dichte annehmen  und  dadurch  die  Oberflächenspannung  beträchtlich  vermindern  kann,  hat 
W.  Gibbs  schon  1878  aus  der  Theorie  des  thermodynamischen  Potentials  bewiesen  (Trans. 
Connecticut  Acad.  3.  439;   Thermodynamische  Studien,  p.  321). 
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Wasser  in  dem  oben  bezeichneten  Sinne  anomal  zu  machen  vermögen,  sind 
Fette,  unlösliche  Fettsäuren  (auch  feste,  z.  B.  Stearinsäure),  Seifen,  Harze,  Gerb- 
säure, Eiweiß  und  leimartige  Substanzen.^ 

Um  das  Verhalten  anomaler  Wasseroberflächen  bei  bestimmter  Vergrößerung 
oder  Verkleinerung  zu  untersuchen,  bediente  sich  A.  Pockels  ^  eines  langen  recht- 
eckigen Troges  mit  eben  abgeschliffenem  oberen  Rande,  auf  dem  ein  Messingstreifen 
verschiebbar  ist,  der  die  Wasseroberfläche  in  dem  bis  zum  Rande  gefüllten  Troge 
in  zwei  getrennte  Teile  teilt,  deren  Größe  so  beliebig  in  meßbarer  Weise  geändert 
werden  kann.  Die  Oberflächenspannung  wurde  dabei  durch  das  Abreißgewicht 
von  Drahtringen  gemessen.  Bringt  man  auf  die  durch  Abstreifen  frisch  hergestellte, 
reine  Wasseroberfläche  eine  sehr  kleine  Menge  von  einer  der  genannten  Substanzen 
(die  in  einem  Tropfen  einer  leichtflüchtigen  Flüssigkeit  aufgelöst  sein  kann),  so 
wird  dadurch  die  Oberflächenspannung  zunächst  nicht  beeinflußt  und  ändert  sich 
auch  noch  nicht  merklich,  wenn  man  die  Oberfläche  durch  Verschiebung  des 
Messingstreifens  verkleinert.  Erst  wenn  eine  bestimmte  Verkleinerung  erreicht 
ist,  fängt  die  Oberflächenspannung  plötzlich  an  zu  sinken  imd  zwar  zunächst 
nahe  proportional  der  weiteren  Verkleinerung  der  Oberfläche;  es  ist  also  beim 
anomalen  Zustande  der  Oberfläche^ 

a'  =  a  —  i(r  —  1)       , 

wo  cc  die  normale  Oberflächenspannung,  r  die  relative  Menge  der  verunreinigenden 

Substanz  pro  Flächeneinheit,  bezogen  auf  deren  Menge  beim  Beginn  des  anomalen 

Zustandes,  und  k  eine  Konstante  bezeichnet,  welche  z.  B.  für  Olivenöl  den  Wert . 

mg-Gew. 

4,7  — besitzt.    Bei  wachsender  relativer  Verunreinigung  r  wird  das  Sinken 

mm 

der  Oberflächenspannung  allmählich  wieder  langsamer  oder  hört  plötzlich  ganz 
auf;  letzteres  tritt  bei  fettsäurefreiem  Öl*  ein,  wenn  die  Spannung  auf  0,82  des 
normalen  Wertes  gesunken  ist,  während  bei  ungereinigtem  öl  von  da  an  noch 
ein  weiteres,  aber  viel  langsameres  Sinken  stattfindet  Die  Mengen,  welche  er- 
forderlich sind,  um  1  qcm  der  Oberfläche  reinen  Wassers  eben  anomal  zu  machen, 
sind  nach  Bestimmungen  von  A.  Pockels*  für  verschiedene  Substanzen  folgende: 

Olivenöl     ....     0,000118  -'"^,  Ölsäure      ....     0,000096  — .- 

cm'  cm* 

Rapsöl 0,000135     „  Kolophonium      .     .     0,000123     „ 

Talg 0,000104     „  Mastix 0,000076     „ 

Stearinsäure    .     .     .     0,000212     „  | 

Die  Dicke  der  Schicht,  bei  welcher  der  anomale  Zustand  beginnt,  berechnet 
sich  danach  für  Olivenöl  zu  1,3 -10"®  mm,  vorausgesetzt,  daß  dann  überhaupt 
noch  eine  kohärente  ölschicht  besteht,  was  aber  wegen  der  dem  Öl  analogen 
Wirkung  fester  Stoffe  sehr  zweifelhaft  erscheint.*  (Vgl.  auch  den  nächsten  Abschnitt.) 

Es  sei  bemerkt,  daß  ein  bequemes  Mittel,  um  eine  schwach  verunreinigte 
Oberfläche  wieder  auf  die  normale  Spannung  zu  bringen,  auch  in  dem  Eintauchen 
trockener  Papierstreifen  und  Wiederherausziehen  derselben  besteht,  da  hierdurch 
ebenfalls  die  Oberfläche  vergrößert  wird.' 

Der  anomale  Zustand  einer  Oberfläche  gibt  sich  außer  durch  die  verminderte 
Spannung  auch  durch  besondere  Strömungserscheinungen  in  der  Oberfläche  zu 
erkennen,  die  zustande  kommen,  wenn  auf  Teilen  der  Oberfläche  die  Spannung 

^  A.  Pockels.  Ann.  d.  Phys.  8.  854.  igo2.  —  ^  A.  Pockels,  Nature  43.  487.  1891. 
—  3  a.  Pockels,  ibid.  48.  153.  1893.  —  *  Solches  wird  durch  Ausschütteln  mit  Alkohol 
erhalten;  vgl.  A.  Pockels,  Nature  50.  223.  1894.  —  ^  A.  Pockels,  ibid.  46.  419.  1892. 
6  Lord  Rayleigh  [Phil.  Mag.  (5)  48.  321.  1899]  findet  diese  Dicke  =  1,0  fjifi.  —  7  a.  Pockels, 
ibid.  48.  153.  1893.  —  F.  Xansen,  Scientific  Resulls  of  Norweg.  North  Polar  Exped.  10. 
Gl.    1 900. 
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durch  weitere  Verunreinigung  oder  durch  Ausdehnung  oder  Zusammenschiebung 
verändert  wird.  Aus  letzterem  Grunde  findet  2.  B.  auf  einer  anomalen  Oberfläche 
beim  Herausziehen  eines  benetzten  festen  Körpers  eine  Strömung  nach  demselben 
hin,  beim  Eintauchen  eines  solchen  eine  Strömung  von  ihm  hinweg  statt  ^,  während 
auf  einer  Oberfläche  von  konstanter  Spannung  dabei  gar  keine  oder  (der  Strömimg 
im  Innern  der  Flüssigkeit  entsprechend)  die  entgegengesetzte  Strömung  eintritt. 
Übrigens  finden  auch  schon  auf  normalen  Wasseroberflächen  ausgleichende 
Strömungen  von  stärker  zu  schwächer  verunreinigten  Stellen  statt,  jedoch  in 
weit  geringerer  Stärke;  sie  zeigen,  daß  minimale  Verunreinigungen,  die  noch 
kein  meßbares  Sinken  der  Oberflächenspannung  verursachen,  die  letztere  doch 
schon  ein  wenig  beeinflussen  müssen.  Auf  verwandte  Bewegungserscheinungen 
schwimmender  Tropfen  und  fester  Körper,  die  mit  der  Oberflächenanomalie  des 
Wassers  zusammenhängen,  werden  wir  an  späterer  Stelle  (VI,  2)  zurückkommen. 
Es  wurde  schon  p.  1173  erwähnt,  daß  die  Oberflächenspannung  des  Wassers 
beim  Stehen  an  der  Luft  von  selbst  mehr  oder  weniger  schnell  sinkt.  Dies  kann 
nach  Vorstehendem  davon  herrühren,  daß  Verunreinigungen  der  oben  erwähnten 
Natur  als  Staub  aus  der  Luft  oder  von  den  Gefäßwänden  her  auf  die  Oberfläche 
gelangen.  In  der  Tat  haben  Nansen  (1.  c.)  und  A.  Pockels^  nachgewiesen,  daß 
bei  Ausschluß  dieser  beiden  Quellen  der  Verunreinigung  die  Oberflächenspannung 
reinen  Wassers  in  Berührung  mit  Luft  unverändert  bleibt.  Dasselbe  gilt  nach 
A.  PoCKELS  von  reinen  Salzlösungen  oder  Zuckerlösungen;  dagegen  nimmt  die 
Oberflächenspannung  von  Wasser,  welches  organische  Substanzen  der  p.  1 1 90  ge- 
nannten Arten  sei  es  in  Suspension,  sei  es  in  Lösung  enthält,  auch  dann  spontan 
ab,  woraus  zu  schließen  ist,  daß  jene  Substanzen  von  innen  her  in  wachsender 
Menge  in  die  Oberflächen  schiebt  des  Wassers  gelangen.  Hierauf  beruht  an- 
scheinend die  M(*)glichkeit,  aus  Emulsionen  die  suspendierten  Teilchen  durch 
Schütteln  abzuscheiden  (Prozeß  -der  Butterbereitung).*  Lord  Rayleigh  wies  durch 
Beobachttmg  der  Schwingungen  eines  Strahles  (vgl.  IV,  10  imd  VI,  6)  nach,  daß 
auch  die  Oberflächenspannung  von  Seifenwasser  bei  ganz  frisch  gebildeter 
Oberfläche  nur  wenig  niedriger  ist,  als  die  von  reinem  Wasser*,  während  sie  nach 
kurzer  Zeit  auf  ungefähr  den  dritten  Teil  sinkt.  Das  Anomalwerden  der  Ober- 
fläche durch  Verunreinigung  von  innen  heraus  ist  nach  Rayleigh  die  Bedingung 
für  die  Bildung  von  haltbarem  Schaum,  die  daher  bei  ganz  reinen  Flüssigkeiten 
nie  vorkommt.* 

8.   Einfluß  der  Schichtdicke  auf  die  Oberflächenspannung. 

Nach  den  Theorien,  welche  die  Erscheinungen  der  Kapillarität  auf  Molekular- 
kräfte zurückführen  (s.  unten,  VII),  ist  zu  erwarten,  daß  für  Flüssigkeiten  bezw. 
feste  Körper  in  Schichten  von  sehr  geringer  Dicke  die  Größen  a  bezw.  ß  auf- 
hören, konstant  zu  sein.  Speziell  müßte  also  die  Spannung  von  Flüssigkeits- 
lamellen, wenn  deren  Dicke  unter  eine  gewisse  Grenze  (den  Durchmesser  2  /  der 
„molekularen  Wirkungssphäre")  sinkt,  mit  der  Lamellendicke  veränderlich  werden. 
Plateau  hat  durch  Messung  des  Druckes  in  Seifenblasen  von  verschiedener 
Dicke  vergeblich  versucht,  diese  Grenze  zu  erreichen,  und  konnte  nur  schließen, 
daß  2/<  1,2  •  10""* mm  sein  müsse.^  Dagegen  fand  Lüdtge^  daß  die  Krümmung 
dünnerer  Lamellen  bei  gleichem  Druck  geringer  sei  als  diejenige  dickerer,  und 
daß  die  Spannung  einer  vertikalen,  durch  Wirkung  der  Schwere  im  oberen  Teile 
allmählich   dünner  werdenden  Seifenlamelle   oben  größer   sei   als  unten,    wonach 

^  Ausführlich  beschrieben  sind  diese  Strömungen  von  F.  Nansen,  1.  c.  —  2  a.  Pockels, 
Ann.  d.  Phys.  8.  859.  1902.  —  3  a.  Pockels,  1.  c.  p.  870.  —  *  Lord  Rayleigh,  Roy. 
Inst.  Lecture.  28.  März  1890.  p.  10—13.  —  B  J.  Plateau,  1.  c.  Tome  1.  204  —  210.  — 
8  R.  LöDTGE,  FoGG.  Ann.  139.  620.  1870. 
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die  Spannung  mit  abnehmender  Dicke  wachsen  würde;   doch   ist  diese  Deutung 
seiner  Versuche,  wie  Mensbrugghe^  dargelegt  hat,  keineswegs  einwandsfrei. 

Verschiedentlich  ist  die  geringste  Dicke,  welche  Seifenwasserlamellen  in  dem 
scharf  begrenzten  „schwarzen  Fleck",  der  vor  dem  Zerreißen  auftritt,  zeigen 
können,  und  welche  von  Drude*  aus  optischen  Beobachtungen  zu  17  «10"®  mm, 
von  Reinold  und  Rücker  ^  durch  optische  und  elektrische  (Widerstands)-Messungen 
zu  12  bis  22 -10"®  mm  ermittelt  worden  ist,  als  oberer  Grenzwert  für  2/  an- 
geführt worden.  Da  die  Dicke  der  Seifenlamellen  zu  diesem  Minimalwert  am  Rande 
des  schwarzen  Fleckes  sprungweise  abfällt*  und  in  dem  unmittelbar  angrenzenden 
Teile  (nach  den  Interferenzfarben  zu  schließen)  zwischen  4tb  fifi  und  96  nfi  liegt, 
so  kann  man  jedoch  nicht  schließen,  daß  die  Spannung  der  Lamellen  bis  zur 
Dicke  von  12  fi(i  konstant  bleibt  (und  daß  letztere  also  noch  größer  als  2/  sei), 
vielmehr  wäre  nach  Reinold  und  Rücker  ^  anzunehmen,  daß  für  die  zwischen- 
liegenden, nicht  zur  stabilen  Ausbildung  gelangenden  *  Dicken  die  Spannung  kleiner 
sein  würde  und  dann  mit  weiter  abnehmender  Dicke  wieder  wächst,  derart,  daß 
sie  im  „schwarzen  Fleck"  wieder  den  normalen  Wert  besitzt.  Danach  würde  also 
der  Radius  der  Wirkungssphäre  bedeutend  größer  sein,  als  die  Dicke  des  schwarzen 
Fleckes,  und  zwischen  23  und  96  (ifi  liegen  (vgl.  dagegen  VII,  4,  p.  1231). 

Indessen  sind  alle  Schlüsse  auf  die  molekulare  Wirkungs weite,  die  sich  auf 
Beobachtungen  an  Seifenlamellen  gründen,  deshalb  sehr  unsicher,  weil  sich  aus 
wässerigen  Seifenlösungen  durch  Hydrolyse  Ölsäure  abscheidet,  welche  auf  den 
Oberflächen  solcher  Lamellen  dünne  Schichten  von  unbekannter  Dicke  bildet.^ 

Andere  Beobachtungen,  die  man  zur  Bestimmung  bezw.  Abschätzung  von  2  / 
herangezogen  hat,  beziehen  sich  auf  die  geringste  Dicke,  zu  der  sich  öl  auf 
Wasser  und  Quecksilber  auszubreiten  vermag.  Beurteilt  wurde  diese  minimale 
Schichtdicke  nach  der  auf  die  Flächeneinheit  verteilten  ölmenge,  welche  noch 
einen  merklichen  Einfluß  auf  die  Oberflächenspannung  ausübt  (s.  oben  p.  1190), 
oder  welche  die  Bewegungserscheinungen  an  der  Wasseroberfläche  bei  Berührung 
mit  Ätherdampf  oder  bei  Dagegenblasen  eines  Luftstroms  beeinflußt.®  Alle  diese 
Beobachtungen  gestatten  aber  ebenfalls  keine  sicheren  Schlußfolgerungen,  da  es 
mindestens  sehr  zweifelhaft  ist,  ob  man  es  bei  diesen  dünnen  Schichten  noch  mit 
zusammenhängenden  Schichten  unveränderten  Öles  zu  tun  hat  (s.  Nr.  7,  p.  1190, 
unten).  Letzteres  Bedenken  betriff't  auch  die  Folgerung,  daß  die  molekulare  Wir- 
kungsweite von  der  Größenordnung  50  fifi  sei,  welche  R.  H.  Weber  •  aus  seinen 
Beobachtungen  gezogen  hat,  nach  welchen  die  Oberflächenspannung  mit  öl  be- 
deckter Wasseroberflächen  konstant  wird,  wenn  die  Dicke  der  ölschicht  115 /nft 
überschreitet;  denn  der  dabei  erhaltene  Minimal  wert  ist  zweifellos  kleiner  als  die 
Summe  der  Oberflächenspannung  des  Öles  und  der  Grenzflächenspannung  Öl- 
Wasser,  welcher  er  gleich  sein  müßte,  wenn  die  Schicht  aus  kohärentem,  un- 
veändertem  Öl  bestände. 

Einen  Grenzwert  für  die  Wirkungsweite  der  Molekularkräfte  zwischen  festen 


1  G.  VAN  DER  Mensbrugghe,  M6m.  de  Bruxelles  (2)  30.  322.  1870;  (2)  60.  155.  1880; 
POGO.  Ann.  141.  608.  187 1.  —  2  p,  Drude,  Wied.  Ann.  43.  158.  1892.  —  3  A.  W.  Reinold 
und  A.  W.  RÜCKER,  Proc.  Roy.  Soc,  1877.  p.  334;  Phil.  Trans.  171.  1881.  II.  447;  1883.  IX. 
645;  184.  505.  1893;  Proc.  Roy.  Soc.  53.  394.  1893.  —  *  Nach  mikroskopischen  Beobachtungen 
von  E.  S.  JOHONNOT  [Phil.  Mag.  (5)  47.  501.  1899;  (6)  11.  746.  1906]  sind  übrigens  innerhalb 
des  schwarzen  Fleckes  noch  mehrere  (bis  zu  5)  Stufen  zu  unterscheiden,  die  alle  die  gleiche 
Oberflächenspannung  besiuen.  —  B  A.  W.  Reinold  und  A.  W.  Rücker,  Phil.  Trans.  177.  II. 
680.  1886;  Wied.  Ann.  44.  778.  1891.  —  ^  Reinold  und  RCcker  fanden  (Phil.  Mag. 
19.  94.  1885),  daß  man  während  der  Durchleitung  eines  elektrischen  Stromes  einen  stetigen 
Übergang  der  Dicke  zwischen  dem  schwarzen  Fleck  und  seiner  Umgebung  erhält,  der  aber  nach 
Aufhören  des  Stromes  wieder  verschwindet.  —  ^  g.  Quincke,  Wied.  Ann.  53.  619.  1894; 
Ann.  d.  Phys.  2.  414.  1900.  ~  8  w.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  41.  327.  1890.  —  A.  Ober- 
beck, ibid.  49.  366.  1893.  Ähnliche  Beobachtungen  über  die  Ausbreitung  auf  Quecksilber  be- 
schreibt K.  T.  Fischer,  Wied.  Ann.  68.  414.  1899.  —  ö  r.  h.  Weber,  Ann.  d.  Phys.  4. 
706.  1901. 
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Körpern  und  Wasser  oder  Quecksilber  hat  Quincke^  aus  Beobachtungen  über 
den  Rand  Winkel  an  dünnen,  keilförmigen,  auf  Glas  niedergeschlagenen  Silber- 
schichten, bezw.  den  aus  ihnen  erzeugten  Schichten  von  Jodsilber  und  Schwefel- 
silber, in  der  Weise  erschlossen,  daß  er  diejenige  Stelle  einer  solchen  Schicht 
aufsuchte,  von  welcher  an  der  Randwinkel  einen  konstanten  Wert  annimmt,  und 
die  Dicke  an  jener  Stelle  nach  Verwandlung  der  Schicht  in  AgJ  oder  Ag^S  aus 
der  Interferenzfarbe  bestimmte;  diese  Dicke,  die  sich  im  Mittel  zu  etwa  ^/^^j  Wellen- 
länge mittleren  Lichtes  ergab,  ist  nach  Quincke  ein  Mali  für  den  Radius  der 
Wirkungssphäre   der  Molekularkräfte  zwischen  Glas  und  Wasser.^ 

VL  Ans  der  Oberfl&chenspannimg  resultierende  Kr&fte  und 
BewegnngBerscheinungen, 

1.   Kapillare  Kräfte  auf  starre  Körper. 

Um  die  Kräfte  und  Drehungsmomente  zu  berechnen,  welche  ein  in  die 
Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten  eintauchender  starrer  Körper  infolge  der  Kapillarität 
«rfährt,  kann  man  allgemein  so  verfahren,  daß  man  zunächst  die  bei  den 
virtuellen  Verschiebungen  und  Drehungen  des  Körpers  stattfindende  Änderung  der 
gesamten  potentiellen  Energie,  d.  h.  der  Summe  der  Schwereenergie  und  der 
Oberflächenenergie  der  Grenzflächen  der  beiden  Flüssigkeiten  gegeneinander  und 
gegen  den  starren  Körper  ausdrückt,  und  dann  berücksichtigt,  daß  dieselbe, 
negativ  genommen,  gleich  der  Arbeit  sein  muß,  welche  die  gesuchten  Kräfte  bei 
der  betreffenden  Verschiebung  oder  Drehung  leisten.  In  den  meisten  Fällen 
wird  man  aber  einfacher  zum  Ziele  gelangen,  indem  man  erwägt,  daß  jede 
Komponente  der  resultierenden  Kraft  (oder  des  resultierenden  Drehungsmoments) 
sich  zusammensetzt  aus  der  entsprechenden  Komponente  des  auf  den  starren 
Körper  wirkenden  hydrostatischen  Druckes  und  derjenigen  der  an  der 
Kontaktlinie  des  starren  Körpers  mit  den  beiden  Flüssigkeiten  angreifenden 
Grenzflächenspannung  a^^.  Dies  soll  nun  an  einigen  einfachen  Fällen  näher 
ausgeführt  werden. 

Wir  wollen  dabei  aber  der  einfacheren  Ausdrucksweise  halber  nur  von  einer 
(an  Luft  grenzenden)  Flüssigkeit  sprechen,  da  sich  in  dem  Falle  zweier  Flüssig- 
keiten nach  dem  am  Anfang  von  III  Gesagten  (s.  p.  1 1 30)  nichts  weiter  ändern 
würde,  als  daß  a^^  an  Stelle  von  a,  und  tf^  —  tf,  an  Stelle  von  a  zu  setzen  wäre. 

Ist  nur  ein  starrer  Körper  vorhanden,  welcher  in  die  seitlich  unbegrenzte 
Flüssigkeit  eintaucht  oder  auf  derselben  schwimmt,  so  ist  von  vornherein  klar, 
daß  derselbe  horizontale  Kraftkomponenten  überhaupt  nicht  erfahren  kann; 
denn  bei  einer  beliebigen  Translation  in  horizontaler  Richtung  führt  der  Körper 
den  deformierten  Teil  der  Flüssigkeitsoberfläche  unverändert  mit  sich,  so  daß  die 
Oberflächenenergie  keinerlei  Änderung  erfährt,  und  die  Schwereenergie  ändert 
sich  ebenfalls  nicht  Dies  gilt  auch  dann,  wenn  der  Körper  an  verschiedenen 
Stellen  verschiedene  Oberflächenbeschaffenheit  besitzt  und  demgemäß  der  Rand- 
-winkel  längs  der  Kontaktkurve  mit  der  Flüssigkeitsoberftäche  variiert.* 

1  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  137.  402.  1869.  —  2  Einwendungen  dagegen  erhebt  G.  Vin- 
cent, Ann.  de  chim.  (7)  19.  431.  1900.  Dazu  vgl.  G.  Quincke,  Ann.  d.  Phys.  2.  414.  1900. 
—  3  Für  eine  vertikal  eintauchende  Platte  von  beiderseits  verschiedenen  Konstanten  ß  glaubte 
Laplace^  (Mfec.  c6l.  IV,  SuppL  au  livre  X,  §11)  zu  dem  Schlüsse  zu  kommen,  daß  sie 
auch  bei  beiderseits  unbegrenztem  Flüssigkeitsniveau  eine  Kraft  in  horizontaler  Richtung  erfahren 
müsse;  PoissoN  dagegen  zeigte,  daß  dies  nicht  der  Fall  ist  (Nouv.  th6orie  de  l'act,  cap.  p.  172). 
Tatsächlich  "wirkt  in  diesem  Falle  ein  Überschuß  des  hydrostatischen  Druckes  vom  Betrage 
•J-0'^(«'*  — «"*)  nach  derjenigen  Seite  hin,  auf  welcher  die  Flüssigkeit  höher  gehoben  ist;  aber 
dieser  wird  genau  kompensiert  durch  die  horizontalen  Komponenten  der  Oberflächenspannung, 
deren  Differenz  =  a  (sin  ^' —  sin  ^")  —  a  (cos?'—  cosT")  oder  zufolge  der  Gleichung  (21), 
p.  I131,  =a  ^«r^C«"*—  2'*)  ist.  Die  gesamte  an  jeder  Seite  angreifende  HorizontalkraA  pro 
Einheit  der  Plattenbreite  ist  stets  (auch  bei  geneigter  Platte)   =  o. 
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Die  vertikale  Komponente  unterscheidet  sich  von  dem  normalen  hydro- 
statischen Auftrieb,  welchen  der  bis  zur  Niveauebene  eingetauchte  Körper  erfahren 
würde,  um  die  vertikale  Druckkomponente  auf  denjenigen  Teil  seiner  Oberfläche, 
welcher  infolge  der  Abweichung  der  Flüssigkeitsoberfläche  von  der  Niveauebene 
noch  mehr  von  der  Flüssigkeit  bedeckt  wird,  als  es  bei  durchweg  horizontaler 
Oberfläche  der  Fall  wäre,  und  um  die  Vertikalkomponente  des  kapillaren  Zuges 
auf  die  Randkurve;  beide  Teile  zusammen  sind  stets  gleich  dem  Gewicht  der 
ganzen  über  die  Niveauebene  gehobenen  oder  gleich  dem  negativen  Gewichte 
der  unter  dieselbe  herabgedrückten  Flüssigkeitsmasse  ^;  im  Falle  einer  Depression 
der  Flüssigkeit  in  der  Umgebung  des  Körpers  resultiert  also  aus  der  Kapillarität 
ein  Auftrieb,  im  Falle  einer  Hebung  ein  Abtrieb.  Der  Auftrieb  im  Falle  der 
Depression  erklärt  das  Schwimmen  nicht  benetzter,  spezifisch  schwererer  Körper, 
z.  B.  einer  eingefetteten  Nähnadel  auf  Wasser,  ferner  das  Nichteinsinken  der  auf  der 
Wasseroberfläche  laufenden  Wasserspinnen  und  ähnliche  Erscheinungen.  Ist  der  ganze 
Teil  des  Körpers  zwischen  der  Niveauebene  und  der  Randkurve  der  Flüssigkeits- 
oberfläche zylindrisch,  so  fällt  das  Zusatzglied  des  hydrostatischen  Druckes 
fort,  und  die  vertikale  Resultierende  aus  dem  Kapillarzug  an  der  Randkurve 
liefert  die  ganze  wirkende  Kraft.  Spezielle  hierher  gehörende  Beispiele  wurden 
schon  bei  den  Bestimmungsmethoden  der  Kapillarkonstanten  besprochen  (s.  IV, 
Nr.  2  und  3,  p.  11 56).  Eine  praktisch  wichtige  Anwendung  findet  dieser  Fall  bei 
der  Korrektion  genauer  Aräometermessungen.* 

Als  Beispiel  für  die  Berechnung  einer  horizontalen  Kraft  betrachten  wir 
eine  vertikale,  planparallele  Platte  von  beiderseits  gleicher  Oberflächenbeschaffenheit^ 

die  einer  anderen,  zu  ihr  parallelen  Platte  in 
so  kleinem  Abstand  gegenübersteht,  daß  die 
Flüssigkeitsoberfläche  zwischen  beiden  Platten 
keinen  merklich  ebenen  und  horizontalen  Teil 
mehr  besitzt.  Wegen  der  Voraussetzung  gleicher 
Oberflächenbeschaffenheit  auf  beiden  Seiten  der 
Platte  ist  auch  der  Randwinkel  und  der  Winkel  t 
beiderseits  gleich,  und  es  heben  sich  folglich 
die  horizontalen  Komponenten  der  beiderseits  an- 
greifenden Oberflächenspannung  auf  ^  (Figur  412). 
Die  resultierende  horizontale,  von  außen  nach 
innen  (d.  h.  gegen  die  zweite  Platte  hin)  gerichtete 
Kraft  K,  bezogen  auf  einen  Streifen  von  der 
Breite  eins,  ist  demnach  in  diesem  Falle  einfach  gleich  der  Differenz  der  hydro- 
statischen Drucke  außen  und  innen,  und  diese  ist 

also  unabhängig  vom  Vorzeichen  von  z^  und  z^  oder  davon,  ob  die  Randkurven  der 
Flüssigkeitsoberflächen  über  oder  um  gleichviel  unter  dem  unendlichen  Niveau 
liegen.  Bildet  man  nun  die  vorstehende  Differenz  aus  der  auf  die  innere  und 
äußere  Flüssigkeitsoberfläche  angewandten  Gleichung  (20),  so  folgt 


Figur  412, 


'  Vgl.  F,  Neumann,  Kapillarität.  Kap.  IV,  §4.  Minkowski,  Enzykl.  d,  math.  Wiss. 
6.  9.  p.  578.  —  2  Vgl.  Th.  Lohnstein,  Wied.  Ann.  44.  52.  1891.  —  F.  Nansen,  Sc 
Results  of  Norweg.  North  Polar  Expedition  10.  Siehe  auch  dies  Handbuch  1.  150.  — 
3  Übrigens  liegt  in  der  obigen  Voraussetzung  keineriei  Beschränkung,  denn  aus  dem  p.  1193, 
Anm.  3  Ausgeführten  geht  hervor,  daß  die  gesamte  auf  die  Außenseite  der  Platte  wirkende 
Horizontalkraft  ganz  unabhängig  von  deren  Oberflächenbeschaffenheit  ist  (nämlich  stets  =:  a). 
Denkt  man  sich  also,  von  dem  Falle  beiderseits  gleicher  Oberfläche  ausgehend,  die  Beschaffen- 
heit der  äußeren  Plattcnoberfläche  verändert,  so  kann  dadurch  die  gesamte  auf  jede  Platte 
wirkende  horizontale  Kraft  nicht  geändert  werden. 
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oder,  wenn   —  C^  =  i  •  a  gesetzt  wird, 

(82)  i5;,=  «(i-i)    . 

Der  Wert  der  Integrationskonstante  C^  oder  von  k  hängt  nun  davon  ab,  ob 
die  Profilkurve  der  Flüssigkeitsoberfläche  zwischen  den  zwei  Platten  dem 
Typus  mit  horizontaler  Tangente  {B  in  III,  i)  oder  demjenigen  (C)  mit  Wende- 
tangente angehört;  im  ersten  Falle  ist,  wie  aus  der  Gleichung  (20)  selbst  er- 
sichtlich, k  notwendig  >  1,  also  K^^  positiv  (d.  h.  eine  Anziehung  gegen  die  zweite 
Platte  hin),  im  zweiten  Falle  [s.  Gleichung  (28)]  k  =  cosy  <  1,  also  K^^  negativ 
(d.  h.  eine  Abstoßung).  Sind  die  Randwinkel  ^j,  ^^  an  beiden  Platten  spitz 
oder  an  beiden  stumpf,  so  gehört  die  Oberflächenkurve  notwendig  dem  Typus  B 
an;  es  ergibt  sich  also,  daß  sich  zwei  parallele  eingetauchte  Platten  von 
gleicher  Oberflächenbeschaffenheit  stets  anziehen,  sowohl  wenn  die 
Flüssigkeit  zwischen  ihnen  gehoben,  als  auch  wenn  sie  deprimiert  wird.^  Mit 
Benutzung  der  p.  1134  eingeführten  „Steighöhe"  h  (d.  h.  der  Höhe  über  oder 
Tiefe  unter  dem  Niveau  für  die  Oberflächenstelle  mit  horizontaler  Tangential- 
ebene) erhält  man  in  diesem  Falle  •    . 

und  da  h  bei  kleinem  Plattenabstande  diesem  annähernd  umgekehrt  proportional 
ist  ^s.  p.  II 35),  so  wächst  dann  die  Anziehung  der  Platten  nahezu  wiejdas  Quadrat 
ihres  reziproken  Abstandes.  —  Ist  der  Randwinkel  an  der  Innenseite  der  einen 
Platte  spitz,  an  der  anderen  stumpf,  so  läßt  sich  im  allgemeinen  nicht  ohne 
nähere  Untersuchung  mit  Sicherheit  sagen,  ob  die  Profilkurve  zwischen  den 
Platten    dem    Typus    B    oder    C    angehören    wird.     Nur    in    dem    Falle,    daß 


Figur  413. 


Figur  414. 


-^2  ==  TT  —  -^j  ist,  muß  sie  jedenfalls  dem  Typus  C  mit  Wendetangente  angehören 
(Figur  413);  ein  Spezialfall  hiervon  ist  Oj  =  0,  ^^  =  jt,  und  es  folgt  somit,  daß 
sich  eine  vollkommen  benetzte  und  eine  ganz  unbenetzte  Platte  ab- 
stoßen. Ist  von  den  Winkeln  -^j,  ^^  der  eine  <  7r/2,  der  andere  >  7r/2, 
so  kann  bei  geeignetem  Abstände  der  Platten  die  zwischen  ihnen  liegende 
Flüssigkeitsoberfläche  auch  dem  Typus  A  angehören  (s.  Figur  414);  dann  ist 
Cj  =  —  of,  und  K=^Q,  d.  h.  die  Platten  würden  ohne  Einwirkung  einer  äußeren 
horizontalen  Kraft  im  Gleichgewicht  sein;  Dieses  Gleichgewicht  wäre  jedoch 
labil;  denn  man  überzeugt  sich  leicht,  daß  bei  größerer  Annäherung  der  Platten 
die  innere  Oberflächenkurve  stärker  gekrümmt  werden  und  in  den  Typus  B 
übergehen,  also  eine  Anziehung  auftreten,  bei  Vergrößerung  des  Plattenabstandes 
dagegen  die  Kurve  in  den  Typus  C  übergehen  und  somit  eine  Abstoßung  auf- 
treten muß.^ 

1  Außerdem  würden  die  Platten  jedoch  Drehungsmomente  um  eine  in  der  Platten- 
ebene liegende  Horizontale  erleiden,  welche  in  den  beiden  Fällen  entgegengesetzten  Sinn  haben. 
—  2  Die  Anziehung  und  Abstoßung  paralleler  Platten  ist  zuerst  behandelt  von  Laplace  (1.  c, 
«$  1 1 ;  Suppl.  de  la  throne  de  1.  cap.,  Oeuvres  IV,  p.  506 — 5 1 7.  Paris  1845),  S.  D.  PoissON  (Nouv. 
throne  Chap.  VI),  ferner  von  Van  der  Mensbrugghe  [Bull,  de  Bruxelles  (3)  5.  482.  1883].  — 
Le  CoNTE  [Phil.  Mag.  (5)  15.  47.  1883].  —  A.  WORTHiNGTON,  ibid.  p.  198.  —  F.  Neu- 
MAMN,  Vorlesungen  üljer  Kapillarität.  Kap.  4.  §  2. 
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Die  hier  für  den  speziellen  Fall  paralleler  Platten  erörterten  Verhältnisse 
gelten  qualftativ  auch  für  beliebig  gestaltete  Körper.  Irgend  zwei  kleine  auf 
einer  Flüssigkeit  schwimmende  Körper,  die  beide  benetzt  oder  beide  unbenetzt 
sind,  ziehen  sich  also  an,  ist  der  eine  benetzt,  der  andere  unbenetzt,  so  stoßen 
sie  sich  im  allgemeinen  ab.  Analoges  gilt  für  die  scheinbare  Einwirkung  des 
Randes  eines  Flüssigkeitsgefäßes  auf  schwimmende  Körper.  Daraus  erklärt  sich, 
daß  benetzte  schwimmende  Körper  (oder  auch  Blasen)  auf  einer  nicht  sehr  großen 
Flüssigkeitsoberfläche  immer  von  selbst  an  die  Gefäßwand  wandern,  wenn  diese 
gleichfalls  benetzt  ist;  daß  sie  sich  hingegen  in  der  Mitte  der  Flüssigkeitsoberfläche 
sammeln,  wenn  die  Gefäßwand  unbenetzt  ist  oder  das  Flüssigkeitsniveau  bis  etwas 
über  den  Rand  des  Gefäßes  erhöht  wird,  so  daß  die  Oberfläche  am  Rande 
konvexe  Krümmung  annimmt;  mit  Depression  schwimmende  Körper  verhalten  sich 
gerade  umgekehrt.^ 

Als  weiteres  Beispiel  für  die  durch  Kapillarität  verursachten  Kraftwirkungen 
betrachten  wir  die  „Adhäsion"  zweier  paralleler,  horizontaler,  ebener  Platten,  die 
durch  eine  dünne  Schicht  einer  sie  benetzenden  Flüssigkeit  voneinander  getrennt 
sind.  Wir  wollen  dabei  noch  spezieller  voraussetzen,  daß  die  Platten  kreis- 
förmig sind.  Die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeitsmasse  zwischen  den  Platten 
ist  dann  eine  Rotationsfläche,  deren  Meridiankurve  aber,  wenn  der  Radius  der 
Platten  groß  gegen  ihren  Abstand  f  ist,  sehr  nahe  mit  einer  Kurve  vom  Typus  B 
(III,  i)  übereinstimmt  und  zwar  mit  demjenigen  Stück  emer  solchen,  welches  von 
zwei  horizontalen  Tangenten  begrenzt  wird.  Bei  hinreichend  kleinem  f  ist  diese 
Kurve  nach  p.  1135  sehr  annähernd  ein  Halbkreis  vom  Durchmesser  f.  Dem- 
gemäß ist  der  Druck  in  der  Flüssigkeit  (dessen  Unterschiede  innerhalb  der  sehr 
niedrigen  Schicht  zu  vernachlässigen  sind)  um  2a/f  kleiner  als  außerhalb,  woraus 
folgt,   daß  jede  Platte  einen   nach  innen  (d.  h.  gegen  die  andere  Platte  hin)  ge- 

2a 

richteten    Gesamtzug    vom    Betrage    -y- f  erfährt,  wenn  /  die  Größe  desjenigen 

Teiles  der  Plattenoberfläche  ist,  welcher  mit  der  Flüssigkeitsschicht  in  Berührung 
steht.  Dabei  ist  nahezu  /  =  F/  f ,  wenn  V  das  Volum  der  zwischen  den  Platten 
befindlichen  Flüssigkeit  ist;  bei  gegebenem  V  und  ?  ist  also  die  „Adhäsionskraft", 

V 

kleinem  Abstand  außerordentlich  groß  werden.  —  Es  mag  noch  erwähnt  werden, 
wie  sich  dieses  Resultat  auf  dem  ersten  p.  1193  bezeichneten  Wege,  d.  h.  aus 
der  bei  einer  Änderung  des  Plattenabstandes  eintretenden  Energieänderung,  ab- 
leiten läßt  Hierbei  kann  die  Änderung  der  Schwereenergie  gegen  diejenige  der 
Oberflächenenergie  vernachlässigt  werden.  Da  die  Platten  benetzt,  also  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  mit  einer  sehr  dünnen  Flüssigkeitshaut  überzogen  sein  sollen, 
so  ändert  sich  die  Energie  der  Grenzfläche  von  Flüssigkeit  und  Plattensubstanz 
nicht,  sondern  nur  die  Energie  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche.  Letztere  setzt 
sich  zusammen  aus  den  nur  mit  der  dünnen  Haut  bedeckten  ringförmigen  Teilen 
der  Platten  vom  Flächeninhalt  2(7^—/),  v/o  F=  R^%  die  ganze  Oberfläche  einer 
Platte   ist,    und'  aus   der  ringförmigen   Rotationsfläche    mit   dem  Halbkreise   vom 

Durchmesser  f  als  Meridiankurve,  deren  Flächeninhalt  nahezu  2Rn'l  -^  R^n^ 

ist.  Demnach  ist  die  Ändenmg  der  Oberflächenenergie  mit  dem  Plattenabstande, 
welche  zugleich  die  auf  jede  Platte  wirkende  Anziehungskraft  liefert,  bestimmt  durch 


mit  welcher  die  Platten   sich   scheinbar  anziehen ,    2  a-^- ,  sie  kann  demnach  bei 


di  ^ 


Ä«4 


1  Einen  einfachen  Versuch,  um  dieses  Verhalten  zu  demonstrieren,  beschreibt  Boys,  Soap 
Bubbles,  p.  34. 
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oder,  da  /'konstant,  /=  F/f  ist: 

Da  nun,  wenn  die  Flüssigkeit  nahe  den  ganzen  Zwischenraum  der  Platten 
ausfüllt,  /  von  der  Größenordnung  Ä^jt  ist,  so  überwiegt  bei  kleinem  f  das  erste 
Glied  bei  weitem  über  das  zweite,  und  bei  Vernachlässigung  des  letzteren  erhält 
man  für  die  Anziehung  wieder  den  früheren  Wert. 

—  Ist  der  Randwinkel    der  Flüssigkeit    gegen    die    '       '^ i'j i.':"i| . , .;;  i' i"!'||£yl !;''j;]i ■' '■  i'i'ltlT    "^ 
Platten   stumpf,    so    ist  nach   p.  1128    die   Ober-    '       "^  "  '-      '■■"""-'-    '-'■  -  -'-^      ^ 

flächenenergie    der    nicht    von    der  Flüssigkeit    be-  Figur  415. 

rührten   Platten  Oberfläche  kleiner,   als  diejenige  der 

mit  ihr  in  Berührung  stehenden,  und  es  ist  folglich  ein  Arbeitsaufwand  erforder- 
lich, um  /  zu  vergrößern,  d.  h.  die  Platten  einander  zu  nähern.  Die  Flüssigkeit 
sucht  also  die  Platten  auseinander  zu  drücken,  und  zwar  mit  einer  Kraft,  welche, 
falls  der  Randwinkel  180®  beträgt,  wiederum   =  2flf//f  ist. 

2-  Bewegungserscheinungen,  die  auf  Veränderungen  der  Oberflächen- 
spannung beruhen. 

Ein  Flüssigkeitsfaden  (mit  konkaven  Menisken)  in  einer  horizontalen  Kapillare  \ 
oder  ein  Tropfen  eines  geschmolzenen  Salzes,  der  an  einem  horizontalen  Platin- 
draht hängt,  bewegen  sich  bei  ungleichförmiger  Erwärmung  nach  der  kälteren 
Seite  hin,  weil  die  Oberflächenspannung  durch  Erwärmung  verringert  wird  (siehe 
p.  1177).  Ebenso  gerät  ein  Wassertropfen  in  einer  horizontalen  Röhre,  wenn 
man  auf  seinen  einen  Meniskus  eine  Spur  öl  bringt,  oder  ihm  einen  Äthertropfen 
nähert^,  in  Bewegung  nach  der  Seite  des  unveränderten  Meniskus  hin;  in  letzterem 
Falle  bewirkt  die  Absorption  des  Ätherdampfes  die  Erniedrigung  der  Oberflächen- 
spannung. Bei  einem  Quecksilberfaden  erfolgt  die  durch  Berührung  mit  öl  oder 
durch  ungleiche  Erwärmung  ^  veranlaßte  Verschiebung  in  entgegengesetzter  Richtung, 
wie  ohne  weiteres  einzusehen  ist.  Eine  hierher  gehörige  Erscheinung  sind  auch 
die  „Tränen  schweren  Weines";  die  dünne  Schicht  von  Wein,  welche  die  Wand 
eines  Weinglases  benetzt,  wird  durch  Verdunstung  alkoholärmer,  bekommt  dadurch 
größere  Oberflächenspannung  und  zieht  infolge  davon  so  lange  Wein  aus  dem 
Glase  zu  sich  herauf,  bis  sie  zu  Tropfen  zusammenläuft,  die  herabrinnen.^ 

Durch  die  unter  V,  7  besprochene  starke  Veränderlichkeit  der  Oberflächen- 
spannung des  Wassers  durch  gewisse  Substanzen  erklären  sich  die  sehr  auf- 
fallenden, unregelmäßigen  Bewegungen,  welche  Kampferstückchen,  auf  einer  reinen 
Wasseroberfläche  schwimmend,  ausführen.*  Der  Kampfer  löst  sich  nämlich  da, 
wo  er  das  Wasser  berührt,  in  dessen  Oberflächenschicht*,  und  da  dies  an  ver- 
schiedenen Stellen  eines  unregelmäßig  gestalteten  Stückchens  in  verschiedenem 
Maße  geschieht,  so  resultiert  eine  ungleiche  und  wechselnde  Verteilung  der  Ober- 
flächenspannung in  der  unmittelbaren  Umgebung  eines  solchen  Kampferstückchens, 
infolge  wovon  es  unregelmäßig  hin  und  her  getrieben  und  gedreht  wird.  Nach 
Lord  Rayleigh  besitzt  eine  mit  Kampfer  gesättigte  Wasseroberfläche  eine  Span- 
nung von  etwa  72  ^/^  derjenigen  einer  ganz  reinen  Oberfläche;  wird  die  Ober- 
flächenspannnung  also  in  anderer  Weise,  z  B.  durch  Zusammenschieben  (siehe 
p.  1 1 89)  oder  durch  Verunreinigung  mit  öl  bis  zu  diesem  Werte  vermindert  (wozu 


t  P.  Lani,  Nuov.  Cim.  (4)  3.  288.  1896.  —  J.  Stark,  Wied.  Ann.  65.  297.  1898.  — 
2  Vgl.  J.  Thomson,  Brit.  Assoc.  Rep.  1855.  II.  16.  —  3  Van  der  Mensbrugghe,  M6m. 
couronD^s  de  TAcad.  de  Belg.  34.  1869.  —  ^  Allerdings  ist  die  Auflösung  des  Kampfers  wohl 
nur  im  ersten  Moment  auf  die  Obeiflächenschicht  beschränkt;  denn  eine  Wasseroberfläche,  deren 
Spannung  durch  Kampfer  erniedrigt  worden  ist,  verhält  sich  nach  A.  Pockels  nicht  anomal.. 
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nach   Rayleigh   eine    Olivenölschicht   von   etwa   2  fifi  Dicke   ausreicht),   so   hört 
die  Kampferbewegung  auf.^ 

Endlich  sei  in  diesem  Zusammenhange  noch  auf  die  Gestalts  Veränderungen 
und  Bewegungen  hingewiesen,  welche  Quecksilberoberflächen  in  verdünnter 
Schwefelsäure  oder  wässerigen  Lösungen  von  anderen  Elektrolyten  beim  Hindurch- 
leiten eines  galvanischen  Stromes  zeigen,  und  die  durch  die  schon  unter  V,  4 
erwähnte  Veränderung  der  Grenzflächenspannung  infolge  galvanischer  Polarisation 
bedingt  werden.  Sie  erfolgen  in  dem  Sinne,  als  ob  die  Grenzflächenspannung  durch 
Wasserstoffabscheidung  vergrößert,  durch  Sauerstoffabscheidung  verkleinert  würde. 

3.   Ausbreitungserscheinungen. 

Mit  den  oben  beschriebenen  verwandte  Bewegungserscheinungen  können  auch 
bei  der  Ausbreitung  einer  Flüssigkeit  auf  einer  anderen  oder  auf  einem  festen 
Körper  auftreten. 

Eine  Flüssigkeit  (2)  breitet  sich  nach  dem  p.  H30  erörterten  Satze  auf  der 
Oberfläche  einer  anderen  Flüssigkeit  (1)  gegen  Luft  dann  aus,  wenn  a^  >  cc.^  +  cc^j, 
oder  die  Grenzflächenspannung  kleiner  als  die  Differenz  der  Oberflächenspannungen 
ist.*  Nach  Marangoni  und  Lüdtge  soll  sich  jede  Flüssigkeit  mit  kleinerer 
Oberflächenspannung  auf  jeder  anderen  mit  größerer  Oberflächenspannung  aus- 
breiten.^ Diese  Regel  folgt  zwar  aus  vorstehendem  Satz  mit  Notwendigkeit  nur 
dann,  wenn  die  Grenzflächenspannung  der  beiden  Flüssigkeiten  verschwindend  ist 
(was  man  für  vollkommen  mischbare  Flüssigkeiten  vielfach  annimmt);  allein  sie 
scheint  sowohl  nach  den  direkten  Beobachtungen  über  Ausbreitung,  als  auch  nach 
den  in  den  Tabellen  p.  11 68  und  11 83  wiedergegebenen  Werten  der  Oberflächen- 
und  Grenzflächenspannungen,  wenn  nicht  in  allen,  so  doch  in  weitaus  den  meisten 
Fällen  wirklich  zuzutreffen.*  Wenn  auf  Wasser  oder  Quecksilber  eine  andere 
Flüssigkeit  in  begrenzten  Tropfen  stehen  bleibt,  ohne  sich  auszubreiten,  so  ist 
dies  nach  Quincke^  darauf  zurückzuführen,  daß  die  umgebende  Oberfläche  mit 
einer  äußerst  dünnen  Schicht  einer  fremden  Substanz  überzogen  ist,  welche  die 
Oberflächenspannung  so  weit  erniedrigt,  daß  Gleichgewicht  herrscht.  —  Bei  der 
Ausbreitung  eines  Tropfens  einer  Flüssigkeit  auf  einer  anderen  treten  charak- 
teristische, je  nach  den  Substanzen  verschiedene  Formen  auf,  die  sogen.  Kohäsions- 
figuren  Tomlinsons.® 

Eigentümlich  verhält  sich  hinsichtlich  der  Ausbreitung  öl  auf  Wasser.^  Ein 
Tropfen  von  Olivenöl,  welches  durch  Ausschütteln  mit  Alkohol  von  freier  Ölsäure 
gereinigt  ist,  zeigt,  auf  eine  reine,  begrenzte  Wasseroberfläche  gebracht,  zwar  im 
ersten  Moment  eine  Ausbreitungsbewegung,  zieht  sich  aber  dann  sogleich  wieder 
zusammen,  und  ein  zweiter,  auf  dieselbe  Oberfläche  gebrachter  Tropfen  bleibt 
ganz  bewegungslos.  Die  Spannung  der  Wasseroberfläche  ist  also  durch  die  bloße 
Berührung  mit  dem  reinen  öl  (durch  Sättigung  mit  „in  der  Oberfläche  geeistem" 

1  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  30.  321.  1890;  Scient.  Papers  3.  383.  —  A.  Pockels, 
Nature  46.  419.  1892.  —  *  G.  Quincke,  Gott.  Nachr.  1869.  p.  401;  Pogg.  Ann.  139.  i. 
1870.  —  P.  DU  Bois-Reymond,  Pogg.  Ann.  139.  270.  —  3  C.  Marangoni,  SuU'  espansione 
deUe  goccie  d'un  liquido  (rallegianti  sulla  superficie  d'un  altro  liquido.  Pavia  1865  (Pogg.  Ann. 
143.  348.  1871).  —  R.  LÜDTGE,  Pogg.  Ann.  137.  362.  1869.  —  Auch  G.  van  der  Mens- 
BRüGGHE,  M6in.  cour.  d.  l'Acad.  d.  Belg.  34.  1869.  —  *  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139. 
66.  80.  1870.  —  Nach  A.  Pockels  (Nature  50.  224.  1894  scheint  jedoch  reines  Petroleum 
eine  Flüssigkeit  zu  sein,  die  sich  trotz  ihrer  viel  kleineren  Oberflächenspannung  auf  einer  nor- 
malen Wasseroberfläche  nicht  ausbreitet.  —  B  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  139.  76.  1870;  Wied. 
Ann.  2.  177.  1877.  Nach  Q.  könnte  jene  dünne  Haut  auch  aus  der  den  schwimmenden  Tropfen 
bildenden  Flüssigkeit  selbst,  die  infolge  der  sehr  geringen  Dicke  modifiziert  ist,  bestehen  (1-  c. 
p.  179).  —  6  Cu.  ToMLiNSON,  Phil.  Mag.  (4)  23.  186.  1862;  27.  425.  528.  1864;  28.  354. 
1864.  —  P.  DU  Bois-Reymond,  Pogg.  Ann.  139.  262.  1870.  Vgl.  auch  O.  Leeimann, 
Molekularphysik  1.  260.    Leipzig  1888.  —  7  a.  Pockels,  Nature  60.  223.  1894. 
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ö\)  SO  weit  erniedrigt  (bis  auf  0,82  der  normalen  Spannung),  dafi  sie  kleiner  ist, 
als  die  Oberflächenspannung  des  Öls  +  der  Grenzflächenspannung  öl— Wasser. 
Anders  verhält  sich  gewöhnliches,  d.  h.  ölsäurehaltiges  öl:  ein  Tropfen  davon 
breitet  sich  fortgesetzt  weiter  aus  und  bekommt  dabei  im  Innern  Löcher,  welche 
wachsen,  bis  die  Ölschicht  in  kleine  Tropfen  zerfällt,  an  denen  sich  eventuell  das 
gleiche  Spiel  wiederholt.  Die  auffallende  Erscheinung,  daß  hier  gleichzeitig  an  der 
äußeren  Peripherie  das  öl  gegen  die  Wasseroberfläche  vorrückt  und  innen  (an  den 
Löchern)  sich  von  ihr  zurückzieht,  ist  dadurch  zu  erklären,  daß  auf  den  kleinen, 
rings  von  Öl  umschlossenen  Wasseroberflächen  die  Spannung  durch  Lösung  der 
Ölsäure  schneller  erniedrigt  wird,  als  dies  auf  der  großen  äußeren  Wasseroberfläche 
geschieht,  wo  sie  zunächst  nur  bis  zur  Minimum  Spannung  reinen  Öls  sinkt,  bei 
der  sich  das  unreine  öl  noch  ausbreitet. 

Da  durch  Erwärmung  die  Oberflächenspannung  erniedrigt  wird,  so  muß  sich 
auch  wärmere  Flüssigkeit  auf  derselben  kälteren  Flüssigkeit  auszubreiten  streben. 
Dieser  Vorgang  spielt  nach  J.  Stark  ^  bei  dem  Phänomen  des  LEiDENFROSTschen 
Tropfens  eine  Rolle,  indem  er  eine  beständige  Strömung  von  der  unteren,  er- 
hitzten Seite  nach  der  oberen,  sich  abkühlenden  Seite  des  Tropfens  verursacht, 
welche  dazu  beiträgt,  eine  Erhitzung  der  Unterseite  des  Tropfens  über  den  Siede- 
punkt zu  verhindern.  —  Solche  Ausbreitungsströmungen  verursachen  auch  Strömungen 
im  Innern  der  Flüssigkeit  und  können  dadurch  Bewegungen  suspendierter  flüssiger 
oder  fester  Körper,  an  denen  die  Ausbreitung  stattfindet,  zur  Folge  haben.  In 
dieser  Weise  ist  nach  J.  Stark  die  von  Quincke  beobachtete*  scheinbare  An- 
ziehung in  Alkohol  schwebender  öltropfen,  nach  Quincke'  die  sogen.  Brown  sehe  oL^L  /s^ 
Wimmelbewegung  suspendierter  fester  Teilchen  zu  erklären.     Femer  sind  solche  f       i 

Strömungen  nach  Quincke  die  Ursache  der  (zuerst  von  Gad*  beobachteten) 
freiwilligen  Bildung  von  Emulsionen,  die  eintritt,  wenn  fettsäurehaltiges  öl  mit 
einer  Lösung  von  Soda  oder  Ätznatron  in  Berührung  gebracht  wird;  hier  bildet 
sich  an  der  Kontaktfläche  Seifenlösung,  die  sich,  da  ihre  Grenzflächenspannung 
gegen  Öl  viel  kleiner  ist  als  diejenige  seifefreien  Wassers,  auf  der  öloberfläche 
ausbreitet  und  dabei  Strömungen  hervorruft,  welche  das  öl  zerteilen.*  Bedingung 
für  die  Haltbarkeit  von  Emulsionen  einer  Flüssigkeit  (3)  in  einer  anderen  (1) 
ist  nach  Quincke  (1.  c.)  das  Zugegensein  einer  dritten  Flüssigkeit  (2),  welche  der 
Bedingimg  «13  +  Ss  "^  ''si  S^^^^>  ^^^^  ^^^^  ^^  ^^^  Grenze  von  (1)  und  (3)  aus- 
breitet. Analoges  gilt  für  die  Haltbarkeit  von  Schaum,  der  ja  als  eine  Emulsion 
von  Luft  in  einer  Flüssigkeit  aufgefaßt  werden  kann.  Daher  bilden  reine  Flüssig- 
keiten keinen  Schaum.  (Über  die  Haltbarkeit  von  Seifenlamellen  vgl.  auch  oben 
p.  1191.) 

Die  Ausbreitung  einer  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers 
hängt  ab  von  der  Oberflächenenergie  ß  der  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  und  des 
festen  Körpers,  welche  nicht  direkt  meßbar  ist,  deren  Unterschied  für  zwei  Flüssig- 
keiten aber  aus  dem  Randwinkel,  welchen  ihre  Grenzfläche  mit  der  Oberfläche  des 
festen  Körpers  bildet,  und  aus  der  Spannung  dieser  Grenzfläche  nach  der  Formel  (17) 
p.  1128  berechnet  werden  kann.  Stehen  zwei  Flüssigkeiten,  (1)  und  (2),  die  gegen- 
einander sehr  geringe  Oberflächenspannung  haben,  mit  demselben  festen  Körper 
in  Berührung,  so  wird  die  Flüssigkeit  (1)  diejenige  (2)  von  dessen  Oberfläche  ver- 
drängen, wenn  ß^  <  ß^  ist.  Quincke  wendet  diesen  Satz  auf  zwei  miteinander 
in  jedem  Verhältnis  mischbare  Flüssigkeiten  an*  und  erklärt  durch  ihn  u.  a. 
die  Adsorption  von  Salzlösungen  und  Säuren  an   der  Oberfläche   von  Glas   und 

1  J.  Stark,  Wied.  Ann.  66.  306.  1898.  Über  das  Leiden frost sehe  Phänomen  und 
die  analoge  Erscheinung  der  „schwimmenden  Tropfen"  vgl.  auch:  £.  Gossart,  Ann.  chim.  phys. 
(7)  *•  391.  »895.  —  2  g.  Quincke,  Wied.  Ann.  35.  580.  1888.  —  ^  G,  Quincke,  Verh. 
d.  Ges.  d.  Naturf.  u.  Ärzte.  Düsseldorf  1898.  p.  26.  —  Dazu  auch  C.  Maltäzos,  C.  R.  121. 
303.  1895.  --  ♦  Gad,  Archiv  f.  Anat.  u.  Physiol.  1878.  —  B  G.  Quincke,  PflCgkrs 
Archiv  19.  1879.  —  *  G.  QuiNCKJi,  Wied.  Ann.  2.  171.  174.  1877. 
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anderen   festen   Körpern  ^    da    nach    seinen    Beobachtungen  ß  für   konzentrierte 
Lösungen  kleiner  ist  als  für  Wasser  oder  verdünnte  Lösungen. 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  Quincke  auch  die  Klärang  und  Flockenbildung 
trüber  Lösungen  (Suspensionen),  die  durch  Zusatz  geringer  Mengen  von  Salz-  oder 
Säurelüsung  bewirkt  wird,  auf  periodische  Ausbreitung  von  Flüssigkeit  an  der  Ober- 
fläche der  schwebenden  Teilchen  und  dadurch  hervorgerufene  Wirbelströmungen 
in  der  umgebenden  Flüssigkeit,  welche  die  Teilchen  gegeneinander  und  gegen 
die  Gefäßwand  treiben,  zurückführt.*  Als  speziellen  Fall  einer  solchen  Klärung 
einer  Trübung  faßt  er  den  Vorgang  der  Versilberung  des  Glases  auf  chemischem 
Wege  auf. 

4.   Kapillarwellen. 

Wird  die  horizontale  Trennungsfläche  zweier  Flüssigkeiten  von  verschiedenen 
Dichten  tf^,  <y,  aus  ihrer  ebenen  Gleichgewichtsgestalt  gebracht,  so  strebt  sie  teils 
durch  die  Wirkung  der  Schwere,  teils  durch  diejenige  der  Oberflächenspannung 
wieder  in  ihre  Gleichgewichtslage  zurückzukehren,  und  es  entstehen  Schwingungen, 
die  sich  von  der  gestörten  Stelle  der  Trennungsfläche  aus  wellenartig  längs  dieser 
ausbreiten.  Die  Bedingungen,  welche  die  dabei  stattfindende  Flüssigkeitsbewegung 
bestimmen,  sind  i.  die  Bedingung  der  Inkompressibilität  für  jede  der  beiden 
Flüssigkeiten;  2.  die  Bedingung,  daß  die  zur  augenblicklichen  Trennungsfläche 
normalen  Geschwindigkeitskomponenten  beiderseits  derselben  übereinstimmen; 
3.  daß  die  Diffierenz  der  Drucke  /^  — /,  zu  beiden  Seiten  der  Trennungsfläche 
gleich  dem  von  dieser  infolge  ihrer  Oberflächenspannung  und  Krümmung  aus- 
geübten Kapillär  druck,  d.  i.  nach  Gleichung  (15)  gleich  «j^  (1/i?^  +  1/i?^)  ist; 
endlich  4.  daß,  falls  die  Tiefe  beider  Flüssigkeiten  sehr  groß  ist,  die  Bewegung 
in  sehr  großer  Entfernung  oberhalb  und  unterhalb  der  Grenzfläche  verschwindet 
Nach  einem  Grundsatze  der  Hydrodynamik  ist  die  betrachtete  Bewegung  bei  Ver- 
nachlässigung der  Reibung  eine  Potentialbewegung,  d.  h.  die  Geschwindig- 
keitskomponenten u  =  dxjdtj  V  =  dy/di,  w  =  dzjdi  lassen  sich  als  partielle 
Differentialquotienten  eines  Geschwindigkeitspotentials  t/;  (at,  ^,  z,  /)  nach  den 
Koordinaten  darstellen;  das  letztere  muß  wegen  der  Inkompressibilitätsbedingung 
der  Laplace sehen  Differentialgleichung  z/i(;  =  0  gentigen.  Ferner  ergibt  dann 
die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  der  Hydrodynamik,  falls  die  Verrückungen 
so  klein  sind,  daß  man  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  vernachlässigen  kann^ 
für  den  Druck  in  jeder  der  beiden  Flüssigkeiten  die  Gleichung 

(83)  --?--  =  -^+^-  • 

wo  pQ  den  Druck  in  der  Trennungsebene  z  =  0  im  Gleichgewichtsfalle  bezeichnet. 
Weiterhin  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  die  Wellen  seien  so  niedrig  und  flach, 
daß  die  vertikale  Verrückung /der  Punkte  der  Trennungsfläche  sowie  der  Neigungs- 
winkel ihrer  Normale  gegen  die  (vertikal  aufwärts  gerichtete)  Z-Achse  immer  kleine 
Größen  erster  Ordnung  bleiben.  Dann  kann  man  die  Grenzbedingungen  längs  der 
deformierten  Trennungsfläche  als  erfüllt  ansehen,  wenn  sie  es  in  der  Ebene  «  =  0 
sind.     Ferner  ist  dann  in  hinreichender  Annäherung: 


'  G.  Quincke,  Ann.  d.  Phys.  16.   59.   1904.  —  2  G.  Quincke,  Verh.  d.  Heidelbeiger 
Nat-Med.  Vereins,  N.  F.  7.  97.  1901 ;  Ann.  d.  Phys.  7.  57.  1902. 
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Die  Grenzbedingungen  lauten  demnach  mit  Rücksicht  auf  (83): 


dy 


Dazu  kommt  noch  die  Forderung,  daß  die  Ableitungen  von  i|;.  für  ^  =  —  00, 
diejenigen  von  il;^  für  -»  =  +  00  verschwinden  sollen.  Lösungen  der  Differential- 
gleichung -<ii  i(;  =  0 ,  welche  dieser  letzteren  Bedingung,  sowie  derjenigen  (84) 
genügen  imd  periodischen  Bewegungen  entsprechen,  erhält  man  durch  den 
Ansatz 

(86)  i(;j  =$K}-  -^c'^'--'-/'(.r,r)j    ,  %=^%i(^e-^^'^-''F[x,y)\      , 

wobei  9t  bedeutet,  daß  der  reelle  Teil  der  in  der  Klammer  stehenden  komplexen 
Größe  zu  nehmen  ist,  und  wo  v  und  Jk  reelle  positive  Konstanten  sind,  endlich 
F  eine  (komplexe)  Funktion  von  x  und  y  ist,  die  der  Differentialgleichung 

(87)  a.«-  +  V+^^-« 

genügen  muß.  Für  die  Funktion  /  welche  die  vertikalen  Verrückungen  der  Grenz- 
flächenpunkte darstellt,  ergibt  sich  dann  aus  (84)  der  Ausdruck: 

(88)  f^^{e-^-^F[x,y))      , 

und  wenn  man  dies  in  die  zweite  Grenzbedingung  (85)  einführt  und  dabei  (87) 
berücksichtigt,  so  folgt: 

(89)  -y  (^1  +  <J2)  =  (<^i  -  ^%)g  +  «12  ^*      » 

welche  Gleichung  den   Wert  von   k  bestimmt,    wenn  v  (oder  die  Schwingungs- 
'periode  =  2itjv)  gegeben  ist. 

Wir  wollen  hiervon  nur  Anwendung  machen  auf  den  Fall,  daß  die  erregten 
Wellen  geradlinig  verlaufen,  und  die  Bewegung  dementsprechend  nur  von  einer 
(zur  Längsrichtung  der  Wellen  senkrechten)  horizontalen  Koordinate,  etwa  x^  ab- 
hängt.^    Dann  liefert  Gleichung  (87)  die  Lösung 

(87')  F=Ae±^^'      , 

und  es  wird  für  in  der  Richtung  +  X  fortschreitende  Wellen 

(90)  /»«(^c^^*»-"«))  =  Ccos(ij»:~  v/  +  d)     , 

wo  C  und  ö  reelle  Konstanten  sind  (deren  letztere  nur  von  der  Verfügung  über 
die  Anfangspunkte  von  /  und  x  abhängt). 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  dieser  Wellen  ist  v/i,  also  die  Wellen- 
länge X  =  2  7c/i;  aus  (89)  folgt  daher,  wenn  man  durch  i'{(Sj^  +  a^)  dividiert,  die 
Beziehung  zwischen  c  und  X): 

1  Für  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  kreisförmigen  Wellen,  wie  sie  z.  B.  durch 
eine  einzelne  schwingende  Stimmgabelspitze  erregt  werden  können,  wird  die  Lösung  von  (87) 
ein  lineares  Aggregat  der  Bessel  sehen  Funklionen  Iq  {k  r)  und  V^  {k  r),  wo  r  der  Abstand  vom 
Erregungszentrum  ist  Für  /  erhält  man  (bis  auf  einen  konstanten  Faktor)  die  Lösung 
^0  (^ '')  cos  y  *  +  ^(^r)siny^,   welche   erst  in  größerer  Entfernung  vom  Zentrum,   wo  sich  die 

Funktionen   K   und  /*  bezw.  wie  ^-^^^r und ^— ' verhalten,  Wellen 

V2  71  ife  r  y2nJkr 

von  konstanter  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  darstellt. 
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welche  mit  der  in  IV,  9  angeführten  Gleichung  (70')  identisch  ist. 

Aus  vorstehender  Ableitung  ist  ersichtlich,  daß  die  Anwendung  dieser 
Gleichung  zur  Berechnung  von  a^^  nur  dann  berechtigt  ist,  wenn  die  Wellen  in 
einer  gegen  die  Wellenlänge  großen  Erstreckung  noch  merklich  geradlinig  ver- 
laufen —  also  bei  der  Erregung  durch  schwingende  Stimmgabelspitzen  in  hin- 
reichend großer  Entfernung  von  diesen.  (Die  stehenden  Wellen,  welche  durch 
Interferenz  der  von  den  beiden  Spitzen  ausgehenden  Wellenzüge  zwischen  den  Spitzen 
entstehen,  haben  in  diesem  Falle  die  gleiche  Wellenlänge,  wie  die  fortschreitenden 
Wellen.) 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  erreicht  nach  (91)  ein  Minimum  c^ 
für  die  Wellenlänge 


(92) 


r  =  2«|/- 


und  zwar  ist      r^*  = 


1/^1  -^2)^12 


+  ^2 

Für   die    Oberfläche   von  Wasser   gegen    Luft   (wo  <?,  =  0,    tfj  =  1   gesetzt 

cm 

werden  kann)  sind  diese  Werte  etwa:  A'  =  l,75cm,  ^^  =  23,8 . 

sec 

Man  kann  durch  Einführung  von  c^  und  X'  schreiben: 


(91') 


'.•{r^^y- 


woraus  ersichtlich  ist,  daß  jeder  Geschwindigkeit  ^  >  ^^  zwei  verschiedene  Wellen- 
längen ilj,  Aj  entsprechen,  wobei  X^jX'  ^^X^jX^  ist;  bei  der  längeren  dieser 
Wellenarten  überwiegt  in  dem  Ausdrucke  (91)  für  c  das  erste,  von  der  Schwere 
abhängige,  bei  der  kürzeren  das  zweite,  von  der  Kapillarität  abhängige  Glied; 
die  letzteren,  bei  denen  A  <  A'  ist,  nennt  man  daher  vorzugsweise  Kapillar- 
wellen. Solche  Kapillarwellen  sind  z.  B.  die  feinen  Kräuselungen,  welche  ein 
Windstoß  auf  einer  freien  Wasserfläche  hervorruft  Jedoch  ist  in  diesem  Falle  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dadurch  modifiziert,  daß  das  obere  Medium  (die  Luft) 
nicht  ruht,  sondern  in  großer  Entfernung  von  der  Grenzfläche  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  u  parallel  der  -^- Achse  strömt.  Wie  Lord  Kelvin  gezeigt  hat\ 
hat  dies  zur  Folge,  daß  zu  derselben  Wellenlänge  statt  ±  c  zwei  verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  gehören,  nämlich 


(92') 


I'1=l-^x-«±l/^(iW' 


wo  c  der  durch  (91)  gegebene  Wert,  %  das  Verhältnis  der  Dichtigkeiten  tfj/i^i  ist 
(Da  für  Wasser— Luft  x  sehr  klein  ist,  wird  bei  mäßigem  u  c"  negativ,  d.  h.  die 
erregten  Kapillarwellen  können  sich  auch  noch  gegen  den  Wind  fortpflanzen, 
aber  mit  kleinerer  Geschwindigkeit,  als  mit  dem  Winde )  —  Femer  gehören  zu  den 
Kapillarwellen  die  Wellen,  welche  ein  in  ruhendes  Wasser  eintauchender  Körper 
bei  seiner  Bewegung  vor  sich  herschiebt,  oder  die  stehenden  Wellen,  die  sich  vor 
einem  in  fließendes  Wasser  eingetauchten  Körper  ausbilden.  Ihre  mathematische 
Theorie  ist  von  Lord  Ratleigh  entwickelt  worden.* 


*  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (7)  4.  368.   1871.  —  2  Lord  Rayleigh,  Proc.  Math.  Soc. 
London  16.  69.  1883;  Sdent  Papers  2.  258. 
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5.   Schwingungen  von  Tropfen. 

Ein  ans  seiner  Gleichgewichtsgestalt  gebrachter  Tropfen  führt  nach  Aufhören 
der  deformierenden  Einwirkung  ebenfalls  Schwingungen  um  seine  Gleichgewichts- 
form aus.  Wir  wollen  dieselben  nur  ftlr  den  Fall  betrachten,  daß  die  Wirkung 
der  Schwere  vernachlässigt  werden  kann  —  also  die  Gleichgewichtsform  die 
Kugel  ist  — ,  und  daß  der  Tropfen  bei  der  Deformation  Rotationssymmetrie 
behält.  Erstere  Voraussetzung  wäre  durch  Suspension  in  einer  Flüssigkeit  gleicher 
Dichte  streng  zu  realisieren,  ist  aber  .auch  bei  frei  fallenden  Tropfen  erfüllt,  sowie 
annähernd  auch  bei  von  Luft  umgebenen  ruhenden  Tropfen,  wenn  sie  sehr  klein 
sind  Vorausgesetzt  soll  femer  werden,  daß  die  gegebene  Deformation  des  Tropfens 
sehr  gering  ist.  Dann  kann  die  Gleichung  der  Meridiankurve  der  aus  der  Kugel 
entstandenen  Rotationsfläche  in  der  Form  dargestellt  werden: 

(93)  r^a,+a^P^  (^)  +  «^  /^^  (fi)  +  .  .  +  ^,P,»  +  .  .  .  .      , 

wo  /J,(/*)  die  LEGENDREsche  Kugelfunktion  «ter  Ordnung  vom  Argument  f*  =  cos  6 
(unter  S  die  Poldistanz  auf  der  Kugel  verstanden)  bezeichnet,  und  ^i  .  •  ^„ 
Größen  sind,  die  im  Verhältnis  zu  a^  oder  zum  ursprünglichen  Kugelradius  sehr 
klein  sind  imd  in  noch  zu  bestimmender  Weise  von  der  Zeit  /  abhängen. 
Zwischen  ä^,  den  a^  und  dem  Radius  R^  der  undeformierten  Kugel  besteht  dabei 
folgende,  die  Konstanz 'des  Volimis  ausdrückende  Beziehung: 


V-v{>  +  s2^-^} 


woraus  ersichtlich  ist,  daß  a^  nur  um  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  von  R^  ver- 
schieden ist  und  somit  als  konstant  =  R^  angesehen  werden  kann. 

Das  Geschwindigkeitspotential,  welches  der  Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen 
in  der  schwingenden  Kugel  entspricht,  läßt  sich  als  Lösung  der  Differential- 
gleichung iiipsO   in   eine  Reihe  nach  räumlichen  Kugelfunktionen   entwickeln: 

(94)  ^-^h  +  ^^  '^X  M  +  ^2^'^2M  +  •  •  +  ^.^"^nW  +  •  • 

Da  nun  {d(pldr)rM^Bo^  ^^M^  sein  muß,  so  ergibt  sich  zwischen  den 
Koeffizienten  ö^  und  a^  die  Beziehung: 

(95)  »^n^r'-'^ji    • 

An  der  Oberfläche  muß  der  hydrodynamische  Druck,  der  hier  nach  (83)  durch 

_  c--!-   gegeben  ist,  der  Abweichung  des  Kapillardruckes  a(l/i?j  +I/-Ä3)  von 

seinem  Werte  im  Gleichgewichtszustande  (2a/i^)  das  Gleichgewicht  halten.  Nun 
findet  man  mit  Hilfe  der  Formeln  (31)  und  (31')  für  die  Krümmung  der  Meridian- 
kurve des  deformierten  Tropfens: 


R,^  R,[        <      R,    de^  ) 


^1 

und  für  den  reziproken  Wert  des  auf  ihrer  Normale  durch  die  Achse  erzeugten 
Abschnittes: 


1  1    I  dr         1     dSr  \ 


WO    ir   für   '^  —  ^0  =  S^n^nW   gesetzt    ist.      Somit   lautet    die    zweite   Grenz- 
bedingung: 

76* 
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(96) 


Setzt    man   nun    hierin   für  xff  und   ir  die  Kugelfunktionenreihen  (94)  (für 
r  =  ^jj  gebildet)  und  (93)  ein  und  berücksichtigt,  daß  /^^(fi)  der  Differentialgleichung 

genügt,    so    ergibt    die  Gleichsetzung    der    mit  P^  multiplizierten   Ausdrücke    auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (96): 

(2  +  „)(l_„)    "    a,      , 

-^0 


db 

"0 

oder  mit  Benutzung 

von  (95): 

(97) 

__«=_„(«_lj(„ 

Hieraus  folgt 

(98) 

2« 

wobei  gilt^ 

'^''' 


{'-Q 


(f) 


a 


Wir  haben  also  das  Resultat:  Die  Bewegung  des  schwach  deformierten,  nahe 
kugelförmigen  Tropfens  ist  eine  Superposition  einfacher  Sinusschwingungen,  die 
den  einzelnen  Glidern  in  der  Kugelfunktionendarstellung  der  deformierten  Ober- 
fläche entsprechen  und  die  Schwingungsdauem  besitzen: 


(00)  T  =  2jc.  1/ ^^Q 

Die  langsamste  Schwingung  erhält  man  für  «  =  2: 


(99')  T, 


1/    2a 


di^elbe  entspricht  einer  elliptischen  Deformation  des  Tropfens  (dessen  extreme 
Formen  bei  dieser  Schwingung  ein  abgeplattetes  und  ein  verlängertes  Rotations- 
ellipsoid sind).*   Für  Wasser  ergibt  sich  unter  Annahme  des  Wertes  a  =  75,5  — -^ 

cm* 

7;  =  0,256.  y^     > 
wonach  die  Schwingungsdauer  eines  Tropfens  von  etwa  5  cm  Durchmesser  1  Sek., 
diejenige  eines  solchen    von  5  mm  Durchmesser  etwa  ^j^^  Sek.  betragen  würde. 
Beobachtungen   von  Lord  Rayleigh  (1.  c.  p.  88)  über  die  Schwingungsdauer  der 
Tropfen,  in  welche  sich  ein  Wasserstrahl  auflöst  ^  ergaben  kerne  ganz  befriedigende 

^  Dieses  Gesetz  ist  zuerst  von  Lord  Ratleigh  (Proc.  Roy.  Soc  28.  95.  1879)  in  etwas 
anderer  Weise  abgeleitet  —  *  Der  Wert  «  =  1  liefert  deshalb  keine  Eigenschwingung,  weil 
ihm  nach  (93)  wegen  /\  «  cos  ß  keine  Deformation,  sondern  nur  eine  Parallelverschiebung  der 
Kugel  entspricht  —  ^  Beobachtet  sind  die  Schwingungen  fallender  Tropfen  zuerst  von  Magnus 
(POGG.  Ann.  06.  i.  1855;  106.  i.  1859)  mittels  der  stroboskopischen  Methode,  nachdem  schon 
Sayart  (Ann.  chim.  phys.  53.  337.  1833)  die  scheinbaren  Anschwellungen  und  Einschnürungen 
der  in  Tropfen  zerfallenen  Wasserstrahlen  durch  sie  erklärt  hatte.  —  Eine  Reproduktion  photo- 
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Übereinstimmung  mit  diesem  Resultat  der  Theorie,  was  vermutlich  der  zu  großen 
Schwingungsamplitude  jener  Tropfen  zuzuschreiben  war.  Genauere  Beobachtungen 
an  frei  fallenden  Tropfen,  die  durch  langsames  Abtropfen  von  der  kreisförmigen 
Mündung  einer  vertikalen  Röhre  entstanden  und  viel  kleinere  Schwingungsampli- 
tuden besaßen,  hat  Lenard^  ausgeführt  und  zur  Berechnung  von  a  verwendet 
(s.  oben  IV,  lo);  die  gute  Übereinstimmung  der  so  gefundenen  Werte  mit  den 
nach  anderen  Methoden  bestimmten  (vgl.  die  Tabellen  p.  1166  u.  1169)  beweist 
die  Richtigkeit  des  Resultats  der  obigen  Theorie.  Außerdem  hat  Lenard  durch 
photographische  Aufnahmen  bei  momentaner  Beleuchtung  (1.  c.  Tafel  III,  Figur  3a) 
nachgewiesen,  daß  die  Tropfen,  wenn  sie  noch  keine  große  Strecke  durchfallen 
haben,  unsymmetrisch  deformiert  sind,  daß  sich  also  der  ellipsoidischen  Schwingung 
noch  Oberschwingungen  superponieren,  besonders  ausgeprägt  diejenige,  welche 
der  dritten  Kugelfunktion  entspricht  Für  diese  konnte  aus  den  photographischen 
Tropfenbildem  auch  das  Verhältnis  ihrer  Schwingungsdauer  zu  jener  der  Grund- 
schwingung bestimmt  werden  und  ergab  sich  =  1,918  in  guter  Übereinstimmung 
mit  dem  theoretischen  Wert y3-2.5/l-2.4  =  1,9366. 

Die  Schwingungen  eines  Tropfens  in  dem  allgemeineren  Fall,  daß  die  Dichtig- 
keit tfj  der  umgebenden  Flüssigkeit  nicht  zu  vernachlässigen  ist,  hat  in  ähnlicher 
Weise  für  beliebige  Deformation  Webb  behandelt^  Das  Resultat  für  die  Periode 
der  Schwingungen  vom  Typus  einer  Kugel flächenfunktion  «ter  Ordnung  ist  dann; 


^'"^^  »  V  an(n  +  l){n-l){n  +  2) 

Dasselbe  kann  u.  a.  auf  die  Schwingungen  einer  Luftblase  in  Wasser  Anwendung 
finden,  in  welchem  Falle  man  tf ^  =  0  setzen  kann. 

6.   Schwingungen  von  FlUssigkeitsstrahlen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  die  Schwingungen  eines  Tropfens  um  seine  kugel- 
förmige Gleichgewichtsform,  lassen  sich  diejenigen  einer  Flüssigkeitsmasse  be- 
handeln, deren  Begrenzungsfläche  von  einem  Kreiszylinder  wenig  abweicht, 
also  z.  B.  eines  aus  einer  annähernd  kreisförmigen  Öffnung  austretenden  Flüssig- 
keitsstrahles.* Man  kann  hier  die  radiale  Verrückung  der  Oberflächenpunkte 
aus  ihrer  Gleichgewichtslage  nach  Produkten  von  trigonometrischen  Funktionen 
der  zur  Zylinderachse  parallelen  Koordinate  {cosJ^z)  und  solchen  ganzer  Viel- 
facher des  Azimutwinkels  gegen  eine  feste  Meridianebene  (cos  n  6)  entwickeln, 
und  das  Geschwindigkeitspotential  nach  solchen  Produkten  noch  multipliziert  mit 
den  BESSELschen  Funktionen  erster  Art  J^  vom  imaginären  Argumentier  (wo  r 
der  Abstand  von  der  Achse  ist).  Die  Oberflächenbedingung  für  den  Druck  führt 
dann  zu  nachstehender  Gleichung  für  die  Perioden  T^  der  Partialschwingungen : 

wo  Rq  den  Radius  des  Zylinders  bezeichnet.  Der  erste  Faktor  des  Ausdruckes 
auf  der  rechten  Seite  ist  reell  und  positiv;  das  Vorzeichen  des  ganzen  Ausdrucks 
stimmt  also  mit  dem  des  zweiten  Faktors  überein.  Wird  dasselbe  negativ,  so 
tritt  an  Stelle  der  trigonometrischen  Funktion  der  Zeit  eine  Exponentialfunktion, 


graphischer  Aufnahmen,  die  unmittelbar  zur  stroboskopischen  Darstellung  des  Abreißens  und  der 
ersten  Schwingungen  eines  Tropfens  eingerichtet  ist,  ist  dem  mehrfach  zitierten  kleinen  Buche 
von  Boys  (Soap  Bubbles)  beigegeben. 

1  P.  Lenard,  Wied.  Ann.  30.  209  1887.  —  2  Webb,  Mcssengcr  of  math.  9.  177. 
1880.  —  3  Lord  Rayleigh,  Proc.  London  Math.  See.  10.  4.  1878;  Proc.  Roy.  Soc.  29.  71. 
1879;  Scient.  Papers  1.  361.  377. 
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was  anzeigt,  daß  die  Schwingungen  instabil  werden,  d.h.  daß  eine  Deformation  von 
der  dem  betreffenden  T^  entsprechenden  Gestalt  nicht  zu  Oszillationen,  sondern 
zu  einem  Zerfall  des  Flüssigkeitszylinders  führt.  Für  Störungen,  bei  denen  die 
Querschnitte  Kreise  bleiben,  ist  ;i  =  0,  und  tritt  die  Instabilität  demnach  ein, 
wenn  1?  R^  <  1  wird.  Nun  hat  2jt/i  die  Bedeutung  des  Abstands  benachbarter 
größter  Anschwellungen  oder  Einschnürungen  des  deformierten  Zylinders,  oder 
der  „Wellenlänge"  X  der  Störungen;  folglich  ergibt  sich  als  Bedingung  der 
Stabilität,  daß  die  Wellenlänge  A  kleiner  als  2»^^,  d.  h.  als  der  Umfang 
des  Zylinders  sein  muß,  in  Übereinstimmung  mit  dem  Resultat,  welches 
schon  bei  der  Behandlung  der  Gleichgewichtsgestalten  einer  der  Schwere  ent- 
zogenen Flüssigkeitsmasse  (p.  1 152),  als  von  Plateau  auf  anderem  Wege  gefunden, 
erwähnt  wurde.  Ist  q  negativ,  so  gibt ")/—  q  ein  Maß  für  den  Grad  der  Instabilität, 
indem  l/V—  q  die  Zeit  ist,  nach  welcher  eine  anfängliche  Störung  des  betreffenden 
Typus  auf  ihren  6-fachen  Wert  angewachsen  ist.  Nach  der  Berechnimg  von 
Rayleigh  erreicht  nun  —  ^  im  Falle  »  =  0  seinen  größten  Wert  für  k^R^  =  0,4858 
oder  X  =  4,508  •  2  Ä^,  also  für  Störungen  von  einer  Wellenlänge,  die  rund  dem 
^^l^izx^^Vk  Durchmesser  des  Zylinders  gleich  ist  Ein  sich  selbst  überlassener, 
der  Schwere  entzogener  langer  Flüssigkeitszylinder  wird  sich  demgemäß  am 
leichtesten  in  Intervallen  von  dieser  Länge  zerteilen. 

Dieses  Ergebnis  findet  nun  auch  Anwendung  auf  den  Vorgang  der  Auflösimg 
von  Flüssigkeitsstrahlen  in  Tropfen.  Wenn  nämlich  an  der  kreisförmigen  Ausfluß- 
öfihung,  aus  welcher  ein  Strahl  unter  Druck  mit  der  Geschwindigkeit  v  horizontal 
austritt,  durch  Erschütterungen  oder  sonst  irgendwie  periodische  Störungen  der  Strahl- 
begrenzung in  Zeitintervallen  T  erzeugt  werden,  so  entstehen  auf  dem  Strahl  Störungen 
von  der  Wellenlänge  X^vT,  Ist  diese  <  IR^it^  so  geben  diese  Störungen  nur 
zu  kleinen  Schwingungen  Anlaß,  ist  aber  X  >  2  7?^  tc,  so  führen  sie  zum  Zerfallen  des 
Strahls  in  Tropfen.  Von  gleichzeitig  vorhandenen  zufälligen  Störungen  werden 
nach  dem  oben  Gesagten  diejenigen  sich  am  stärksten  ausbilden  und  somit  für 
das  Zerfallen  des  Strahls  maßgebend  sein,  für  welche  A  ==  4,5  •  2  7?^  ist.  Das 
Auftreffen  der  einmal  so  gebildeten  Tropfen  in  einem  Auffangegefäße  kann  nun 
selbst  Anlaß  geben  zu  Erschütterungen  der  Ausflußöffnung  von  der  entsprechenden 
Periode  (7*=  4,5  •  2  i^^/i/)  und  somit  zu  noch  regelmäßigerer  Zerteilung  des  Strahls, 
der  dann  einen  musikalischen  Ton  erzeugt.^  Teilt  man  der  Gefäßwand,  in 
der  sich  die  Ausflußöffnung  befindet,  erzwungene  Schwingungen  —  etwa  durch 
eine  Stimmgabel  —  mit,  so  tritt  ein  regelmäßiges  Zerfallen  des  Strahls  in  der 
Tonhöhe  entsprechende  Intervalle  ein,  vorausgesetzt,  daß  die  Tonhöhe  nicht 
höher  ist  als  die  Quinte  des  Eigentons  (da  bei  deren  Überschreitung  nach  dem 
oben  Gesagten  die  Schwingungen  des  Strahles  stabil  werden);  dagegen  darf 
der  Ton  nach  Savarts  Beobachtungen  um  mehr  als  eine  Oktave  (nach  der 
Theorie  beliebig  viel)  tiefer  sein.  Daraus,  daß  die  Zerteilung  des  Strahls  bei 
solchen  künstlich  erregten  Schwingungen  viel  regelmäßiger  stattfindet  als  die 
freiwillige  Zerteilung,  erklärt  sich  die  Erscheinung,  daß  der  in  Tropfen  aufgelöste 
Teil  des  Strahls,  der  sich  für  gewöhnlich  beträchtlich  nach  den  Seiten  ausbreitet,  bei 
Erregung  eines  musikalischen  Tons  sich  eng  zusammenzieht;  denn  jene  Ausbreitung 
kommt  daher,  daß  die  in  nicht  ganz  gleicher  Weise  sich  abtrennenden,  aufeinander- 
folgenden Tropfen  untereinander  zusammenstoßen,  wobei  sie,  durch  eine  dünne 
Luftschicht  getrennt  bleibend,  voneinander  abprallen  und  verschiedene  Bahnen 
einschlagen. 

Schwingungen,  bei  denen  der  Querschnitt  nicht  kreisförmig  bleibt,  und  also  n 
in  (10 1)  nicht   0   ist,  können   bei   einem   Strahl  dadurch   realisiert  werden,  daß 


1  F.  Savart,  M6m.  sur  la  Constitution  des  veines  liquides  lanc^es  par  des  orifices  circnlaires 
en  mince  parois.  (Ann.  chim.  phys.  63.  337.  1833).  Vgl.  auch  G.  Magnus,  Pogg.  Ann.  106, 
I.   1859;   Lord  Rayleigh,  1.  c.'p.  87  und  C.V.Boys,  Soap  Bubbles,  Lecture  3. 
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man  ihn  aus  einer  nicht  genau  kreisförmigen  Ofinung  austreten  läfit.^  Wenn  in 
diesen  Fällen  die  Wellenlänge  l  =  vT  groß  gegen  den  Durchmesser  des  Strahls, 
also  ^Rq  klein  ist,  so  kann  mani*/?^*  neben  «•  vernachlässigen  und  den  ersten 
Faktor  in  dem  Ausdruck  (loi)  durch  den  Näherungswert  n  ersetzen,  so  daß 
man  für  die  Schwingungsdauer  die  Näherungsformel  erhält: 


(102)  T^2n\-^^^—      . 

Diese  Formel  ist  durch  Beobachtungen  der  Wellenlängen  auf  Strahlen 
von  gemessener  Ausflußgeschwindigkeit  von  Lord  Rayleigh  (L  c.)  für  die  Fälle 
«  =  2  (elliptische  öflfnimg),  «  =  3  (abgerundet-dreieckige  Öffnung)  und  «  =  4 
(quadratische  öflöiung)  geprüft  worden,  wobei  sie  sich  in  befriedigender  Annäherung 
bestätigt  tand.  Bei  dreieckigen  und  quadratischen  Öffnungen  treten  allerdings 
außer  der  Grundschwingung  vom  Typus  «  =  8  bezw.  «  =  4  noch  eine  Reihe 
von  Oberschwingungen  («  =  6,9  u.  s.  w.  bezw.  «  =  8,12...)  auf,  indessen  sind  die- 
selben weniger  ausgeprägt,  so  daß  sie  die  Beobachtung  der  Wellenlänge  der 
Grundschwingung  nicht  wesentlich  beeinträchtigen. 

In  späteren  Arbeiten  behandelt  Lord  Rayleigh  noch  den  Einfluß  der 
inneren  Reibung  bei  schwingenden  Flüssigkeitsstrahlen*,  sowie  die  Schwingungen 
von  Luftstrahlen  in  einer  Flüssigkeit'  Für  letztere  ergibt  sich  die  Wellenlänge 
größter  Instabilität  gleich  dem  6,48  fachen  Durchmesser. 

7.   Einfluß  von  Öl  auf  die  Dämpfung  der  Wellen  auf  Wasserober- 
flächen.   OberflächenzähigkeiL 

Die  Dämpfung,  d.  h.  Abnahme  der  Amplitude  beim  Fortschreiten  der 
Kapillarwellen  auf  der  Oberfläche  von  Wasser  wird  sehr  stark  gesteigert,  wenn 
man  etwas  öl  auf  die  Oberfläche  bringt,  eine  Erscheinung,  auf  welcher  die  von 
den  Seeleuten  schon  lange  in  der  Praxis  angewandte  Beruhigung  (richtiger  „Glättung") 
der  Meereswellen  durch  Ausgießen  von  öl  beruht.  Diese  Erscheinung  hängt 
ohne  Zweifel  mit  dem  in  V,  7  besprochenen  anomalen  Verhalten  von  durch 
Fett  u.  s.  w.  verunreinigten  Wasseroberflächen  zusammen*;  denn  die  Wirkung 
des  Öls  tritt  nicht  erst,  wie  man  früher  meinte,  bei  Bedeckung  der  Wasserober- 
fläche mit  einer  kohärenten  sichtbaren  ölschicht,  sondern  schon  bei  Anwendung 
viel  geringerer  Mengen  ein.  Der  anomale  Zustand  der  Oberfläche  besteht  darin, 
daß  jede  Ausdehnung  der  Oberfläche  eine  Zunahme,  jede  Zusammenziehung 
eine  Abnahme  der  Oberflächenspannung  hervorruft  (siehe  p.  1189).  Nun  ist  die 
Wellenbewegung  von  abwechselnden  Dilatationen  und  Kontraktionen  der  Ober- 
fläche begleitet;  bei  periodischen,  geradlinigen,  parallel  der  Z- Achse  fortschreitenden 
Wellen  ist  die  Geschwindigkeit  der  Oberflächendilatation  durch  dujdx  =  d^'^jdx^ 
gegeben,  wenn  i|;  das  Geschwindigkeitspotential  ist  (s.  oben,  4);  da  nun  anderer- 
seits die  Geschwindigkeit  der  vertikalen  Bewegung  di\}ldz  ist,  und  sich  bei  einer 
periodischen  Bewegung  die  Amplituden  wie  die  Geschwindigkeiten  verhalten,  so 
folgt  aus  den  Gleichungen  (86)  und  (87'),  daß   die  größte  vorkommende  Ober- 

flächen-Dilatation  (und  -Kontraktion)  gleich  2  Jt  —  ist,  wo  h  die  Höhe  des  Wellen- 


'  Die  Form  der  aus  verschieden  gestalteten  (dreieckigen,  quadratischen  u.  s.  w.)  Öffnungen 
austretenden  Strahlen  ist  zuerst  von  G.  Magnus  (Pogg.  Ann.  95.  i.  1855)  ausfuhrlich  be- 
schrieben und  von  H.  Buff  (Pogg.  Ann.  100.  168.  1857)  qualitativ  durch  die  Wirkung  der 
Kapillarität  erklärt  worden.  —  2  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  34.  145.  1892  (Sc.  Papers  3. 
585).  —  3  Lord  Rayleigh,  ibid.  p.  177  (p.  594).  —  *  O.  Reynolds,  Brit.  Assoc.  Rep.  1880 
(Scient.  Pap)ers  L  409).  —  J.  Aitken,  Proc.  Roy.  Soc.  Edinb.  12.  56.  1883.  —  Lord  Ray- 
leigh, Royal  Instit.  Lecture,  Maich  28.  7—8.  1890. 
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berges,  X  die  Wellenlänge  bezeichnet.^  Hieraus  ist  ersichtlich,  daß  die  Flächen- 
dilatation an  der  Oberfläche  selbst  bei  flachen  Wellen  noch  sehr  beträchtlich, 
z.  B.  bei  Wellen,  deren  Höhe  nur  ^/^g  der  Wellenlänge  beträgt,  noch  größer 
als  ^/,  ist.  Ist  nun  aber  die  Oberflächenschicht  im  anomalen  Zustande,  so 
wirkt  ihr  quasielastisches  Verhalten,  d.  h  die  Spannungszunahme  bei  Dilatation, 
die  Spannungsabnahme  bei  Kontrakticn,  diesen  Dilatationen  und  Kontraktionen 
entgegen  und  wird  deren  Zustandekommen,  und  somit  die  Bewegimg  parallel 
zur  Oberfläche,  wenigstens  zum  größten  Teil  verhindern,  und  zwar  um  so  voll- 
kommener, je  kürzer  die  Wellen  sind.  Im  Innern  der  Flüssigkeit  wird  aber 
schon  in  geringer  Entfernung  von  der  Oberfläche  die  dem  Geschwindigkeits- 
potential t|;  entsprechende  Strömung  nahezu  wirklich  stattfinden;  die  Folge 
davon  ist  eine  starke  Änderung  der  tangentialen  Geschwindigkeitskomponente 
in  der  Richtung  normal  zur  Oberfläche  und  somit  starkes  Inkrafttreten  der 
inneren  Flüssigkeitsreibung,  also  gesteigerte  Dämpfung  der  Wellenbewegung.* 
Die  Wirkung  einer  die  Wasseroberfläche  anomal  machenden  Verunreinigung 
auf  die  Wellenbewegung  ist  hiemach  ganz  ähnlich,  wie  die  einer  die  Ober- 
fläche bedeckenden,  zwar  biegsamen,  aber  nur  wenig  dehnbaren  Membran. 
Nach  vorstehender  Erklärung  ist  zu  erwarten,  daß  auch  schon  Verunreinigungen, 
die  zu  gering  sind,  um  die  Oberflächenspannung  zu  erniedrigen,  die  Wellen- 
dämpfung vermehren  können,  wenn  nämlich  die  bei  der  Wellenbewegung  vor- 
kommende Oberflächen  kontraktion  ausreicht,  um  die  betreffenden  Oberflächen- 
teile  in  den  anomalen  Zustand  überzuführen;  allerdings  muß  dann  die  Dämpfung 
kleiner  sein,  als  wenn  sich  die  ruhende  Oberfläche  schon  im  anomalen  Zustand 
befindet,  weil  ja  jetzt  nur  die  Kontraktion,  nicht  die  Dilatation  der  Oberfläche 
durch  eine  Änderung  der  Oberflächenspannimg  behindert  wird.  Mit  dieser 
Folgerung  stimmen  die  Resultate  von  vergleichenden  Beobachtungen  überein, 
welche  A.  Pockels  über  die  Wellendämpfung  bei  verschiedenem  Grade  der  Ver- 
unreinigung bis  zum  Beginn  des  anomalen  Zustandes  angestellt  hat' 

Das  für  die  Wellendämpfung  maßgebende  Verhalten  „anomaler"  Wasserober- 
flächen enthält  auch  die  Erklärung  für  die  von  Plateau  *  und  Marangoni  ^  einer 
besonderen  Oberflächenzähigkeit  zugeschriebenen  Erscheinungen,  z.  B.  dafür, 
daß  eine  horizontale  Magnetnadel,  die  nur  mit  ihrer  Unterseite  die  Wasseroberfläche 
berührt,  größere  Schwingungsdauer  und  Dämpfung  besitzt,  als  eine  ganz  unter- 
getauchte.^ In  der  Tat  zeigen  Flüssigkeiten,  welche  keine  veränderliche  Ober- 
flächenspannung besitzen,  diese  Oberflächenzähigkeit  nicht,  während  sie  bei  Queck- 
silber, welches  ja  mit  Wasser  die  Eigentümlichkeit  der  anomal  veränderlichen 
Oberflächenspannung  teilt,  ebenfalls  schon  von  Marangoni  nachgewiesen  ist. 

VIL   Begründung  der  EapiUaritätstheorie  durch  die  Annahme 

von  Eohäsionskräften. 

I.   Theorie  von  Laplace. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  erwähnt,  hat  zuerst  Laplace  den  der  mittleren 
Krümmung  proportionalen  kapillaren  Druck,  der  sich  als  Wirkung  einer  konstanten 
Oberflächenspannung  deuten  läßt  (siehe  II,  3),  aus  besonderen  Anziehungskräften 
(Kohäsionskräften)  zwischen  den  Flüssigkeitsteilchen  abgeleitet,  über  welche  er  nur 

1  Da  es  nur  auf  das  Verlülltnis  A/A,  nicht  auf  den  Absolutwert  von  X  ankommt,  so  ist 
die  betrachtete  Wirkung  der  Oberflächenanomalie  nicht  notwendig  auf  Kapillarwellen  beschränkt. 

—  2  Vgl.  H.  Lamb,  Hydrodynamics,  3.  ed.  p.  570.  Cambridge  1906.  —  3  A.  Pockels,  Nature 
43.  438.  1891,  —  ♦  J,  Plateau,  Statique  des  liquides  2.  261 — 296.  -^  B  C.  Marangoni, 
Nuov.  Cim.  (2)  5/6.  239.  1870/71 ;    (3)  8.  50.  97.   192.   1878;   Rivista  Scient.  10.  202.   1878. 

—  8  j  Plateau,  1  c.  —  A.  Oberbeck,  Wied.  Ann.  11.  634.  1880.  —  Lord  Rayleigh,  R. 
Instit.  Lecture  28.  März  1890.  p.   11. 
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die  Annahme  machte,  daß  sie  in  der  Verbindungslinie  wirken  und  mit  der  Ent- 
fernung weit  schneller  als  die  Gravitation  abnehmen,  derart,  daß  sie  bereits  in 
unmeßbar  kleiner  Entfernung  unmerklich  werden.  Der  Gang  dieser  Ableitung 
ist  etwa  folgender.  Es  wird  zunächst  die  Wirkung  einer  Flüssigkeitskugel  von 
endlichem  Radius  R  auf  eine  Flüssigkeitssäule  betrachtet,  die  außerhalb  der 
Kugel,  an  deren  Oberfläche  beginnend,  in  radialer  Richtung  liegt,  und  deren 
Querschnitt  gleich  1  gesetzt  wird.  Ist  0[r)dmdm'  die  Kohäsionskraft  zwischen 
zwei  Massenelementen  der  Flüssigkeit  in  der  gegenseitigen  Entfernung  r,  so  erfährt 
ein  in  der  Entfernung  x  vom  Kugelmittelpunkt  liegendes  Element  dx  der  Säule 
(deren  Achse  zur  ^- Achse  gewählt  werde)  seitens  der  ganzen  Kugel  die  Wirkung 

R  91  2n 

aXdx  =  —  6^  dx\q^  dqism^'  d^'  \0[r)cos[r,x)d(p'      , 

00  0 

wo  ff  die  Dichtigkeit,  q,  ^',  fp'  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  P  cler  Kugel 
bezeichnen  (siehe  Figur  416,  p.  12 10)  und  r*  =  jr*  +  ^2—  2a:^coS'0''  ist.  Führt 
man  das  negative  Potential  der  Kohäsionskraft  ein  durch  die  Beziehung 

(103)  JT  (r)=  Ja)  (r)rfr      , 

r 

(wobei  über  die  additive  Konstante  des  Potentials  so  verfügt  ist,  daß  dasselbe 
im  Unendlichen  verschwindet),  so  kann  man,  da  cos(r, jc)  =  brjdx  ist,  schreibeii 

dV 

^  =  -    .-        , 
dx 

wo 

R  n 

F  =  -  2 7t ff r^2  j^Cji (^) sin -^ V^'      , 
0  0 

oder  auch,  da  jr^sindVd'=  rdr  und  r  =  Jt  ±  ^  für  ^'  ^  n  bezw.    =■  0  ist, 

R  as  +  ß 


F=-  27ta     -^  dg      n{r)rdr 


Setzt  man  nun 

OD 


(104)  i|;(r)=pl(; 


r)  r  dr 


F=—  2na  I  'ii^ix  —  q)  ^ 


so  hat,  wenn  0{r)  mit  wachsendem  r  hinreichend  schnell  gegen  0  konvergiert, 
auch  II (r)  und  ^(r)  diese  Eigenschaft;  dann  verschwindet  tf;(A:  +  (>)  also  auf 
alle  Fälle,  und  es  wird 

JZ 

QdQ 

'X 

0 
Die  gesamte  Anziehung  auf  die  Säule  von  ^  =  /?  bis  o;  =  x^  ist  nun 

X,  RR 

n  0  0 

Das  zweite  Integral  verschwindet  infolge  der  obigen  Eigenschaft  von  tf;, 
sobald  nur  x^  —  R^  d.  i.  die  Höhe  der  Säule,  einen  endlichen  Wert  hat;  somit 
wird  schließlich,  wenn  man  noch  R  —  q  durch  r  ersetzt, 


I2IO 
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Haiidb.  4 
Phyi.    a.  Aufl. 


(105)  S cVs=^/-j'^{Ji-(f)Qd(f=^*Ji>{i){R-')dr  =  K-^     . 

0  Ü 

wo  gesetzt  ist: 

(105')  K=-2%<5^jf\}[r)dr      ,  H ^  2%C^J^{i)rdr      . 

0  0 

Die  beiden  hierin  auftretenden  Integrale  sind,  wenn  R  sehr  groß  ist  gegen 
die  Wirkungsweite  der  Kohäsionskraft  O,  infolge  des  Verhaltens  von  1/;  unabhängig 
von  Ji,  d.  h.  sie  haben  denselben  Wert,  als  wenn  R  =  00  wäre:  Demnach  sind 
die  obigen  Größen  A"  und  B  Konstanten  für  die  betrachtete  Flüssigkeit,  welche 
definiert  werden  können  durch: 

00 

(106)  A-  =  2  «  ff* Jt  W  f^r  =  0*^'      . 


(107) 


OD 


woraus  ersichtlich  ist,  daß  H\K  sehr  klein,  nämlich  von  der  Größenordnung  der 
Wirkungsweite  der  Kohäsionskraft  sein   muß. 

Aus  der  durch  (105)  bestimmten  Gesamtanziehung  der  Flüssigkeitskugel  auf 
eine  außerhalb  der  letzteren  gedachte,  auf  ihrer  Oberfläche  ruhende  Fiüssigkeits- 
säule  vom  Querschnitt  eins  läßt  sich  nun  leicht  auf  die  Wirkung  schließen,  welche 


Figur  416. 


Figur  417. 


eine  innerhalb  der  Kugel  liegende,  von  der  Oberfläche  bis  zu  irgend  einer 
endlichen  Tiefe  x^  reichende  derartige  Säule  erfährt.  Zunächst  ergibt  sich,  daß 
für  eine  durch  eine  Ebene  begrenzte  Flüssigkeit,  wo  sich  S  auf  K  reduziert,  jene 
beiden  Wirkungen  gleich  sein  müssen;  denn  nach  Erfüllung  des  Außenraumes  mit 
der  gleichen  Flüssigkeit  muß  die  zuvor  betrachtete  Säule  im  Gleichgewicht  sein,  da 
sie  dann  ganz  von  der  Flüssigkeit  umgeben  ist  Die  Anziehung  der  Kugel  auf  die 
im  Innern  liegende  Säule  *S"  ist  also  =  K  vermindert  um  die  Wirkimg  der  am 
Halbraum  fehlenden  Flüssigkeitsmasse;  von  dieser  kommt  aber  nur  der  Teil  in 
Betracht,  der  den  Zwischenraum  zwischen  der  Kugel  und  ihrer  Tangentialebene 
bis  zu  sehr  geringer  Entfernung  vom  Berührungspunkte  erfüllt  [M  in  Figur  417), 
und  diese  sehr  dünne,  längs  der  Tangentialebene  ausgebreitete  Schicht  übt  (immer 
unter  der  Voraussetzung,  daß  R  sehr  groß  ist  gegen  die  Wirkungsweite  ^]  auf  die 
Säule  S'  eine  absolut  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  aus,  wie  auf 
deren  Spiegelbild  S\  letztere  Wirkung  ist  aber  zufolge  der  Berechnung  von  S 
eine  nach  dem  Kugelzentrum  hin  gerichtete  Anziehung  vom  Betrage  H\R,  Also 
würde  M  die  Säule  S'  mit  dieser  Kraft  nach  der  Oberfläche  hinziehen,  und  es 
ist  die  gesamte  von  der  Kugel  auf  S'  nach  innen  ausgeübte  Kraft 

^  Ober  die  Berechnung  in  dem  Falle,  daß  R  mit  der  Wirkungsweite  der  Kofaftsionskrilfte 
vergleichbar  ist,  vgl.  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  30.  296.  1890. 
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(io8)  ^''^'+T      ' 

Dies  ist  also  der  Druck,  den  die  Oberflächenschicht  einer  kugelförmigen 
Flüssigkeitsmasse  infolge  der  Kohäsionskräfte  auf  das  Innere  der  Flüssigkeit  aus- 
übt Offenbar  kann  derselbe  nur  von  der  Gestalt  der  Flüssigkeitsoberfläche  in 
nächster  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  abhängen;  obiger  Wert  gilt  also  auch 
für  eine  sonst  beliebig  gestaltete  Flüssigkeitsmasse,  sofern  nur  die  Krümmung  ihrer 
Oberfläche  an  der  betrachteten  Stelle  einer  Kugel  vom  Radius  R  entspricht.  Den 
Übergang  zu  dem  Fall  beliebiger  Krümmung  macht  nun  Laplace  in  der  Weise, 
daß  er  den  Meniskus  M  durch  Ebenen,  die  durch  die  Flächennormale  gehen,  in 
Sektoren  zerlegt  und  deren  Wirkungen  addiert.    Ein  solcher  Sektor  vom  Winkel  dq> 

j       1 
liefert  den  Beitrag  Ä'— ^  •  — ,  wo  R  der  Krümmungsradius  der  ihn  begrenzenden 

Normalschnitte  der  Oberfläche  ist;  für  diesen  gilt,  wenn  Äj,  R^  deren  Haupt- 
krümmungsradien sind, 

1         cos*g?        siii^fp 

R  ^      R^      ■*■  ~R~     ' 
und  somit  erhält  man  für  die  Gresamtanziehung  des  Meniskus: 

0 

Somit  ist  der  Oberflächendruck  allgemein: 


(109)  ^_^o_^  + 


2   U,  ^  i?J 


Hiervon  kommt  aber  nur  der  von  der  Krümmung  abhängig  Teil  für  die 
beobachtbaren  Kapillarerschcinungen  zur  Geltung^;  er  entspricht  dem  in  II,  3  aus 
der  Annahme  einer  konstanten  Oberflächenspannung  abgeleiteten  KaplUardruck 
a(l/-^j  4-  1/^2)»  ^^®  Laplace  sehe  Konstante  H  also  der  doppelten  Oberflächen- 
spannung. Dem  konstanten  Anteil  A^,  den  man  „inneren  Druck''  oder  „Kohäsions- 
druck"  nennt,  halten  die  elastischen  Kräfte  der  Flüssigkeitsteilchen  —  oder  nach 
der  kinetischen  Auffassung  der  von  ihren  Stößen  herrührende  Druck  —  das  Gleich- 
gewicht.* Bemerkbar  werden  kann  er  nur  bei  Vorgängen,  die,  wie  z.  B.  die  Ver- 
dampfung, mit  Volumänderung  verbunden  sind  (wie  aus  der  im  folgenden  Ab- 
schnitt abzuleitenden  Bedeutung  von  AT  als  Faktor  eines  dem  Volum  proportionalen 
Energieinhalts  der  Flüssigkeit  unmittelbar  hervorgeht).  Nach  der  Theorie  von 
Van  der  Waals  ist  AT/tf*  die  Konstante  a  der  allgemeinen  Zustandsgieichung, 
die  sowohl  für  den  gasförmigen,  als  für  den  flüssigen  Aggregatzustand  gelten  soU.^ 
Diese  Konstante  a  nun  läßt  sich  aus  dem  „kritischen  Druck"  und  „kritischen 
Volum"  berechnen',  so  daß  man,  die  Gültigkeit  der  Van  der  Waals  sehen  Theorie 
vorausgesetzt,  auf  diesem  Wege  zu  einer  Bestimmung  der  Größe  K  gelangen  kann, 
die  wenigstens  die  Größenordnung  richtig  ergeben  dürfte.  Van  der  Waals* 
findet  so  z.  B.  folgende  für  0^  C  gültige  Werte: 

^  Laplace  gelangt  zu  der  allgemeinen  Gleichung  (12)  bezw.  (13)  (p.  7)  der  freien  Ober- 
fläche, indem  er  die  Gleichgewichtsbedingung  für  einen  Kanal  aufstellt,  den  man  sich  in  der  Flüssig- 
keit von  einer  Stelle  der  Oberfläche  zu  einer  anderen  gelegt  denkt;  dabei  ßlUt  das  für  beide  Enden 
des  Kanals  stets  übereinstimmende  Glied  Ä'  in  dem  von  den  Kohäsionskräflen  herrührenden 
Drucke  in  der  Tat  fort.  —  In  »einer  zweiten  Abhandlung  (Supplement)  leitet  L.  jene  Gleichung 
aus  der  Bedingung  ab,  daß  die  Resultierende  aus  der  auf  ein  Teilchen  an  der  Oberfläche 
wirkenden  Kohäsionskraft  und  Schwere  senkrecht  zur  Oberfläche  stehen  muß.  —  2  Über  die 
Bedeutung  von  A"  vgl.  besonders  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  30.  287.  1890.  —  3  Vgl. 
dies  Handbuch  3.  653.  856.  —  *  J.  D.  van  der  Waals,  Die  Kontinuität  des  gasförmigen 
und  flüssigen  Zustandes.     Übers,  von  Roth.     Leipzig  1881.  p.  107.   165. 


1 2 1 2  F.  POCKELS ,  Kapillaritit  Ph^"**^  Aifl. 

für  Wasser   .     .     .     A"=  10500  Atm.  \  für  Schwefelkohlenstoff  A"  =  2900  Atm. 
„    Äthyläther    .     .  1480      „      j    „    Schweflige  Säure  3060       „ 

„    Äthylalkohol         2100—2400      „      ]    „    Kohlensäure  2820      „ 

Aus  diesen  Zahlen  und  den  Werten  der  Oberflächenspannung  a  =  -^ZT  ergibt 
sich  der  Quotient  ^/Ä"  für  Wasser  =1,5-10-'^  mm,  für  Äther  =  2,9  •  lO-"^  mm. 
Diese  Zahlen  sind  deshalb  von  besonderem  Interesse,  weil  nach  der  Laplace  schon 
Theorie  üj K  von  der  Größenordnung  der  Wirkungsweite  der  Kohäsions- 
kräfte  sein  muß,  wie  aus  den  Definitionsgleichungen  (io6)  und  (107)  von  Ä'und  // 
hervorgeht^  (vgl.  p.  12 10). 

Laplace  hat  seine  Theorie  nur  für  den  Fall  einer  an  den  leeren  Raum 
(bezw.  Dampf-  oder  Luftraum)  grenzenden  Flüssigkeit  durchgeführt.  Bezüglich 
der  Größe  K  folgt  aber  unmittelbar  aus  ihrer  Ableitung,  daß  sie  ganz  unab- 
hängig davon  ist,  ob  die  Flüssigkeit  an  Luft  oder  an  eine  andere  Flüssigkeit 
grenzt.*  Dies  gilt  hingegen  natürlich  nicht  für  die  Größen  II,  und  zwischen 
ihren  Werten  N^^,  H^^,  H^^  für  die  Grenzflächen  dreier  Flüssigkeiten  braucht 
nicht  notwendig  eine  gesetzmäßige  Beziehung  zu  bestehen.  Allerdings  ergibt  sich 
eine  solche,  wenn  man  über  die  Kohäsionskraft  zwischen  zwei  Flüssigkeitsteilchen 
die  Annahme  macht,  daß  ihr  auf  die  Masseneinheit  bezogenes  Wirkungsgesetz 
(also  die  Funktion  O)  von  deren  chemischen  Natur  unabhängig  sei;  dann  werden 
nämlich^  A3,  ff^^,  H^^  proportional  mit  (tf^  —  tf^)*,  (<y,  —  tfj)*,  (tf^  —  tf^)*, 
woraus  folgt*: 

und  wenn  die  dritte  Flüssigkeit  Luft  ist: 

somit 

(III)  H^^^H,-H^-2pI^fH^^<H^-H^      . 

Nun  wird  zwar  die  letztere  Ungleichung,  welche  nach  dem  p.  11 30  u.  11 98  aus- 
gesprochenen Satz  aussagt,  daß  sich  von  je  zwei  Flüssigkeiten  stets  die  eine  auf 
der  anderen  ausbreiten  müßte,  durch  fast  alle  Beobachtungen  bestätigt  (vgl.  VI,  3), 
aber  die  Gleichung  (iio)  und  die  ihr  zugrunde  Kegende  Beziehung  der  II  zu  den 

1    Am    besten     ist    dies    aus     folgender    Deutung    der    Größen    JI  und    JT    ersichtlich. 

00 

2  71  jyß{z)äz  ass  S  (z)  bedeutet  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Anziehung  zwischen  zwei 

2 
dicken  Fltissigkeilsschichten  von  der  Dichte  1,  die  durch  eine  planparallele  Luftschicht  von  der 
Dicke  z  voneinander  getrennt  sind.    A^'  ist  ■=  <9  (0),  d.  h.  gleich  dieser  Anziehung  bei  unmittelbarer 
Berührung  der  beiden  Schichten.     Dagegen  ist  //'  die  Arbeit,   welche  pro  Flächeneinheit  der 
Trennungsfläche    zu  leisten    ist,    um  die  beiden  Schichten  zu  trennen  und  bis  außerhalb  ihrer 

00 

gegenseitigen  Wirkungsweite  voneinander  zu  entfernen.   In  der  Tat  ist  diese  Arbeit   =  jß  {z)dz, 

0 

[1  OD      f*       d  fii 
Z'S{z)\—   I  z </«,  oder, 

0 

CO 

da  z  .  S{z)  gowohl  für  c  -  00  als  für  «  =  0  verschwindet,   +  2  yr  rzyf{z)äZy  d.  l  nach  (lOy)!!', 

0 
Da  nun  jene  ganze  Arbeit  auf  eine  der  Wirkungsweite  der  Kohäsionskraft  gleiche  Strecke 
entfällt,  so  erhellt  das  oben  über  ///AI' Gesagte.  —  ^  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  16. 
309.  1883;  (5)  30.  464.  1890.  —  3  Denn  die  Oberflächenspannung  einer  Flüssigkeit  (l),  die 
umgeben  ist  von  einer  Flüssigkeit  (2),  muß  dann  dieselbe  sein,  wie  diejenige  einer  Flüssigkeit 
von  der  Dichte  ((Ti  —  a,)  gegen  den  leeren  Raum,  wie  aus  der  Laplace  sehen  Ableitung  (p.  1209) 
leicht  ersichtlich  ist;    folglich   ist  nach  (107)  A^j,  =  H'  {tr^^  «r,)*. 
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Dichten  der  Flüssigkeiten  stehen  mit  der  Erfahrung  durchaus  im  Widerspruch, 
so  daß  man  also  jedenfalls  nicht  annehmen  darf,  daß  das  Wirkungsgesetz  der 
Kohäsionskräfte  für  verschiedenartige  Flüssigkeiten  dasselbe  sei. 

Gegen  die  LAPLACEsche  Theorie  erhob  Poisson  den  Einwand,  daß  nicht, 
wie  Laflace  bei  seiner  Rechnung  voraussetzt,  die  Dichte  der  Flüssigkeit  bis  zu 
ihrer  Oberfläche  hin  konstant  sein  könne.  ^  Er  entwickelte  die  Theorie  unter 
Zulassung  kontinuierlicher  Dichteänderung,  wodurch  aber  nicht  die  Form  der 
Grundgleichung  der  Kapillarität  modifiziert  wird,  sondern  nur  der  Zusammenhang 
der  Konstanten  K  und  H  mit  dem  Gesetz  der  Kohäsionskräfte.  (Über  neuere 
Theorien,  welche  kontinuierliche  Dichteänderung  in  der  Oberflächenschicht  voraus- 
setzen, vgl.  weiter  unten.)  Es  sei  hier  erwähnt,  daß  Versuche,  die  Dichteänderung 
in  der  sehr  dünnen  Grenzschicht  von  Flüssigkeiten  experimentell  zu  bestimmen, 
keine  sicheren  Resultate  ergeben  haben.  Wilhelmy  glaubte  aus  seinen  Be- 
stimmungen von  Kapillaritätskonstanten  mittels  vertikal  eintauchender  Platten  (siehe 
IV,  2)  auf  eine  erhebliche  Verdichtung  der  Flüssigkeiten  an  der  Grenze  gegen 
feste  Körper  schließen  zu  müssen^;  doch  wurde  diese  Deutung  der  gefundenen 
Abweichungen  durch  andere  Versuche  widerlegt,  die  zeigten,  daß. man  bei  der 
hydrostatischen  Bestimmung  des  spezifischen  Gewichts  von  Gipsplatten  nach  wieder- 
holter Spaltung  oder  von  Glas  nach  Ausblasen  zu  dünnen  Häutchen  keine  Änderung 
findet'  V.  MoNTi*  hat  untersucht,  ob  bei  Herstellung  einer  Emulsion  einer 
Flüssigkeit  in  einer  anderen,  wobei  ja  deren  gemeinsame  Grenzfläche  außerordentlich 
stark  vergrößert  werden  kann,  eine  Ändenmg  des  Gesamtvolums  stattfindet,  und 
hat  für  Wasser  und  öl  in  der  Tat  eine  geringe  Zunahme  desselben  gefunden, 
was  auf  Grenzschichten  von  verminderter  Dichte  schließen  lassen  würde,  falls  hier 
chemische  Einwirkung  oder  Lösung  gänzlich  ausgeschlossen  wäre. 


2.   Theorie  von  Gauss. 

Während  Laplace  den  von  den  Kohäsionskräften  herrührenden  Druck  be- 
rechnete und  daraus  die  Gleichung  der  kapillaren  Oberfläche  mittels  des*  Prinzips 
des  hydrostatischen  Gleichgewichts  in  Kanälen  ableitete  (siehe  oben),  ging  Gauss 
in  seiner  in  der  Einleitung  (p.  2)  zitierten  Untersuchung  von  der  Berechnung  der 
potentiellen  Energie  aus  und  gewann  die  Gleichgewichtsbedingungen  (Gleichung 
der  freien  Oberfläche  und  Randwinkelgesetz)  daraus  nach  dem  Prinzip,  daß  die 
gesamte  potentielle  Energie  im  Gleichgewichtsfall  ein  Minimum  (untd^  der  Neben- 
bedingung konstanten  Volums)  sein  muß.  Diesen  zweiten  Teil  des  Problems  haben 
wir  (in  vereinfachter  Weise)  schon  in  II,  3  behandelt;  es  erübrigt  hier  demnach 
nur  noch  zu  zeigen,  wieso  der  bei  konstant  vorausgesetztem  Volum  noch  ver- 
änderliche Teil  der  potentiellen  Energie  der  Kohäsionskräfte  einer  Flüssigkeit  sich 
der  Oberflächengröße  proportional  ergibt. 

Bezeichnet  wieder  JT(r)  das  negative  Potential  der  Kohäsionskraft  [gemäß 
Gleichung  (103)],  so  ist  die  gesamte  von  der  Kohäsion  herrührende  potentielle 
Energie  der  Flüssigkeit  (bei  der  Festsetzung,  daß  sie  null  werden  soll,  wenn  man 
die  ganze  Masse  in  unendlich  weit  auseinander  liegende  Teilchen  aufgelöst  denkt) 
gegeben  durch 

(112)  E=^^la^ffn{r)dvdv      , 

^  S.  D.  PoissoN,  Nouv.  throne  de  Tact.  capill.  Bemerkungen  dazu  veröffentlichten  Min- 
ding, DovEs  Kep.  d.  Phys.  6.  J.  Stahl,  Pogg.  Ann.  139.  239.  1870.  B.  Weinstein, 
WiED.  Ann.  27.  544.  1886.  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (51  33.  209.  1892.  —  2  l.  Wilhelmy, 
Pogg.  Ann.  119.  177.  1863;  122.  i.  1864.  —  3  w.  C.  Röntgen,  Wikü.  Ann.  3.  321. 
1878.  —  A.  Schleiermacher,  ibid.  8.  52.  1879.  —  ♦  V.  Monti,  Atti  R.  Ac.  Torino  31. 
150.  1895. 
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WO  die  beiden  Integrationen  unabhängig  voneinander  über  das  ganze  Blüssigkeits- 
volumen  zu  erstrecken  sind.  Weil  hierbei  jede  Kombination  von  zwei  Volum- 
elementen dv^  dv  zweimal  vorkommt,  während  sie  doch  in  Wirklichkeit,  um  E 
zu  erhalten,  nur  einmal  genommen  werden  muß,  ist  vor  dem  Doppelintegral  der 
Faktor  ^/^  hinzugefügt 

Das  obige  doppelte  Raumintegral  lä£t  sich  nun  nach  Aussonderung  je  eines 
dem  Volum  und  der  Oberfläche  proportionalen  Gliedes  in  ein  doppeltes  Ober- 
flächenintegral transformieren.^  Um  zunächst  die 
Integration  in  Bezug  auf  v  auszuführen,  zerschneide 
man  das  ganze  Flüssigkeitsvoliun  durch  Kegel  von 
unendlich  kleinen  Ofibungswinkeln  dvi\  deren  Spitzen 
sämtlich  in  einem  Punkte  des  festgehaltenen  Volum- 
elementes dv  liegen,  und  durch  konzentrische  Kugel- 
flächen um  diesen  Punkt  in  Volumelemente  dv  « 
r^dr'  dua'.  Wir  wollen  der  Kinfiichheit  halber  an- 
Figur  418.  nehmen,    daB  jeder  von   diesen    Kegeln   die    Ober- 

fläche nur  einmal  trefife  (der  allgemeine  Fall  fahrt  zu 
demselben  Resultat).  Berücksichtigt  man,  daß  zwischen  der  Kegelöffiiung  dm' 
und  dem  ausgeschnittenen  Oberflächenelement  do'  die  Relation  besteht 

wo  n'  die  äußere  Normale  auf  do'  bezeichnet,  und  führt  man  die  neue  Funktion 

00 

(113)  x[r)=jr*n{r)dr      . 

r 

ein,  so  wird  (wenn  man  die  auf  die  Oberfläche  bezüglichen  Größen  durch  "  kenn- 
zeichnet): 

r 

jW)dv'  =^jd^'jr'*n{r')dr'  =Jd«,-  (x  (0)  -  z(r')) 

0 

m\  Cj    '        T-  cos(«',r')       , 
^X{0)Jdai    ^Jx~^-do       , 

oder,  da  die  Summation  über  alle  Kegelöfihungen  4t  %  gibt, 

A       f(\\        C-  cos(«',r')       , 
4«3r{0)-jZ -pj—^^^       y 

somit 

(114)  Jdvjndv'  =  int(0)V-JdvJx^i^<^o'      , 

wo   V  das  Gesamtvolum  bezeichnet. 

In  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  kann  man  nun  die  Reihenfolge 
der  Int^;rationen  umkehren  und,  um  diejenige  über  dv  auszuführen,  das  Volum 
in  analoger  Weise,  wie  oben,  in  Elemente  r^drdon  zerschneiden,  wobei  aber  die 
Kegel  jetzt  von  einem  Punkte  des  festen  Oberflächenelementes  do'  aus  zu  kon- 
struieren sind.     Dann  erhält  man  (indem  man  jetzt  r  statt  /  schreibt): 


1  IMese  Thmsfbnnation  Ifißt  sich  auch  mittels  zweimaliger  Anwendung  des  Green  sehen 
Satzes  ausflihren,  wie  in  dem  Artikel  „Kapillarität"  der  EnzyklopSdie  d.  matlu  Wissenschaften 
(Bd.  V,  Nr.  9)  von  H.  Minkowski  dargelegt  ist. 
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r 

0 

=      do'    cos{n\r)  (d(0)  -  d(r))  d(o      , 
wo  d(r)  definiert  ist  durch 

OD 

(115)  *W=/zW«^r      . 

r 

Nun  ist  I  doD'Cos[n',r)  die  Projektion   des   von   den  sämtlichen  Kegeln  dm, 

die  von  do'  aus  konstruiert  wurden,  aus  der  Kugelfläche  vom  Radius  1  aus- 
geschnittenen Stückes  auf  die  Tangentialebene  an  do';  d.  i.  aber  «,  falls  die 
Oberfläche  o'  keine  Singularitäten  besitzt.  Also  erhält  man  bei  obiger  Integration 
zunächst  ein  konstantes  Glied: 

(Ii6)  fni^{0)do'^jt&{0)'0     , 

wo  O  die  Gesamtoberfläche  bedeutet,  und  dann  bleibt  noch  übrig 

/       X  C j,  '  C      /  /  v    <'^^'COs(»,r)  ^.^  r  rcos(«»cos(w,r)^_  ,    ,  , 

(117)  —  I  da  lcos{n  r)* ^ — ^^(f)«—  /    / i — J- — i — i^[r)dodo' 

(wo  unter  («,r)  und  [n\f)  die  spitzen  Winkel  zwischen  der  Verbindungslinie  r 
und  den  Flächennormalen  in  do  und  do'  verstanden  sind).  Man  kann  hierin 
auch  wieder  a^ö' cos  («'r)/r*  «  </»'  einführen  imd   das  Doppelintegral  schreiben: 

(117')  —  jdo  j^ cos {n,r) dm' 

Wenn  nun  von  der  Funktion  0  ein  so  schnelles  Konvergieren  gegen  0  mit 
wachsendem  r  vorausgesetzt  wird,  dafi  auch  J7,  %,  d  merkliche  Werte  erst  an« 
nehmen  für  Werte  von  r,  die  kleiner  sind  als  eine  sehr  kleine  Länge  /  (der 
„Wirkungsradius"  der  Kohäsionskräfte),  so  können  zu  dem  vorstehenden  Doppel- 
oberflächenintegral nur  die  Kombinationen  solcher  Flächenelemente  merkliche 
Beiträge  liefern,  deren  gegenseitige  Entfernung  r  klein  von  der  Ordnung  /  ist; 
für  diese  ist  dann  aber  wieder  cos  (/>,  r)  sehr  klein  (nämlich  annähernd  ==  r/  2  i?, 
wenn  R  der  Krümmungsradius  desjenigen  Normalschnitts  der  Oberfläche  ist^  der 
durch  r  geht),  und  die  nähere  Untersuchung  zeigt,  daß  demzufolge  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen^  das  doppelte  Oberflächenintegral  als  ver- 
schwindend angesehen  werden  kann. 

Man  erhält  demnach  schließlich  aus  (112),  (114),  (116): 

(118)  £  =  -  2«cy*z(0)-  V+\7C0^^{O)'O 

mit  der  durch  (103),  (113)1  (U5)  festgelegten  Bedeutung  der  Konstanten  x{0) 
und  0(0),  oder 

(iiSl  E^^K'V+\H.O     , 

wo  K  und  II  zwei  nur  von  dem  Wirkungsgesetz  der  Kohäsionskräfte  abhängige 


^  Es  ist  hierzu  notwendig,  daß  &{r)  mind^tens  wie  l/r',  somit  0{r)  mindestens  wie  1/r' 
mit  wachsendem  r  abnimmt. 
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Konstanten  sind.  Dieselben  entsprechen  genau  den  Laplace  sehen  Größen  K 
und  H  ^,  denn  in  dem  negativen,  dem  Volumen  proportionalen  Gliede  der 
potentiellen  Energie  bedeutet  der  Faktor  von  V  einen  in  der  Flüssigkeit  herrschenden 
Druck,  und  in  dem  der  Oberfläche  O  proportionalen  Gliede  hat  der  Faktor 
von  Oy  wie  in  II,  2  erörtert,  die  Bedeutung  der  Oberflächenspannung.  Zugleich 
erkennt  man  jetzt  unmittelbar,  daß  nur  solche  Erscheinungen  von  K  abhängen 
können,  bei  denen  sich  das  Volumen  V  der  Flüssigkeit  ändert. 

In  der  vorstehenden  Betrachtung  war  eine  isolierte,  ringsum  an  den  leeren 
Raum  grenzende  Flüssigkeitsmasse  vorausgesetzt  Gauss  behandelt  aber  in 
analoger  Weise  auch  den  Fall,  daß  die  Flüssigkeit  mit  Teilen  ihrer  Oberfläche 
an  andere  Flüssigkeiten  oder  starre  Körper  grenzt  Wir  wollen  annehmen,  die 
bisher  betrachtete  Flüssigkeit  (1)  grenze  mit  einem  Teil  O^^  ihrer  Oberfläche  an 
ein  anderes  Medium  (2).  Dann  müssen  in  £,  um  die  potentielle  Energie  des 
ganzen  Systems  zu  erhalten,  zunächst  die  zu  (118)  analogen,  für  das  zweite 
Medium  gebildeten  Glieder  hinzugefügt  werden,  außerdem  aber  die  potentielle 
Energie  der  Wechselwirkung  zwischen  den  Teilen  von  (1)  und  (2).  Bezeichnen 
>\'ir  mit  <S>^^  (r)  das  Kraftgesetz  dieser  Adhäsionskräfte  und  mit  JTjj,  %jj,  ^jj 
die  nach  (103),  (113),  (115)  daraus  abgeleiteten  Funktionen,  so  ist  die  Energie 
der  Adhäsionskräfte: 

Der  Faktor  ^/^  tritt  hier  nicht  auf,  weil  bei  der  einmal  über  das  Volumen 
des  Mediums  (1),  zweitens  über  dasjenige  von  (2)  erstreckten  Integration  jede 
Kombination  zweier  Volimienelemente  dv^ ,  dv^  von  selbst  nur  einmal  vorkommt 
Die  Umformung  vorstehenden  sechsfachen  Integrals  ist  nun  ganz  entsprechend 
auszufiihren,  wie  oben  dargelegt  ist.  Dabei  besteht  aber  der  Unterschied,  daß 
bei  der  ersten  Integration  nach  r  (bei  festgehaltenem  dv^)  die  untere  Grenze 
nicht  0  ist,  und  folglich  in  der  zu  (114)  analogen  Gleichung  das  Glied  mit  dem 
Faktor  %(0)  fehlt  Femer  ist  bei  Ausführung  der  zweiten  Raumintegration  die 
untere  Grenze  des  Integrals  ^  nur  für  diejenigen  Oberflächenelemente  von  (1) 
null,  welche  der  Grenzfläche  gegen  (2)  angehören,  so  daß  '9'(0)  nur  Ö^,  als 
Faktor  bekommt  Außerdem  wird  aber  das  Vorzeichen  dieses  Gliedes  entgegen- 
gesetzt, weil  «'  die  äußere  Normale  in  bezug  auf  den  Raum  (2)  bedeutet,  und 

daher   bei   der  Integration  über   den   Raum  (1)   |ä^a>cos(/i',  r)  =  —  «  wird.    Das 

über  alle  Kombinationen  je  zweier  Oberflächenelemente  von  (1)  und  (2)  erstreckte, 
zu  (117)  analoge  Doppelintegral  verschwindet  wieder  aus  demselben  Grunde, 
wie  früher.     Also  resultiert  schließlich 

OQ 

1  Dies  ergibt  sich  auch  direkt  analytisch  wie  folgt:     i.  Es  ist:  /(O)  «s  jür^^/r,  oder,  da 

0 

OD  00  00 

nach  (104)  Hdr  =  —   -~  ist,  ;f  (0)  »  —  jr'dyt^l  rtp       +  jyßdr  «=  [yjär^  d.  i.  nach  (106)  das 

0  0  0 

00  00  OD  QO  00 

Laplace  sehe  JTdiTidiert  durch  27t  er*.— Zweitens  ist  ^(0)«  fx^^  =  f^*"  Cr^Här  =  —  fdrjrdtf/ 

0  0         r  0         r 

000000  pOO-ignOO 

=  I yfrdr+  jdrjy/dr;  das  Doppelintegral  kann  man  umformen  in      r  jif/dr        +  /  V^'^'"» 


0 

00 


und  das  Produkt   in   der  [     ]   verschwindet   ftir  beide  Grenzen;   also  wird  &  (0)  ^  2  jfprdr, 

0 
oder  nach  (107)  ^  Hlna^. 
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(119)  E,j  =  -  « ff,  ff, »,,  (0)  r?,,  =  -  rp,,  o,^    , 

und  die  Gesamtenergie  wird: 

(120)  B Äi  F,  -  ü-,  V,  +  iff,  Ol« 4-  iff,  Oi^+  {\ff,  +  },ff,  -  G„)  O.,  , 

WO  O^^,  O^^  die  nicht  gemeinsamen  (sondern  an  den  leeren  Raum  grenzenden) 
OberflächenteUe  der  beiden  Medien  bedeuten.     Hieraus  ist  ersichtlich,  daß 

(121)  «i,  =  iÄ;  +  ^Ä;-G„ 

die  Grenzflächenspannung  für  die  beiden  Medien  (1],  (2)  ist,  welche  wir 
oben  (p.  12 12)  mit  ^Ä^^g  bezeichnet  haben.  Ist  das  Kraftgesetz  O^^  mit  (Pj  und  O^ 
identisch,  so  wird  ^^^  =  ^^  =s  ^^  ,  JI^z=s  iS^ H\  H^  =  9^  W ,  G^^  =  a^  6^  IT, 
und  somit 

(122)  II,,  =  {a,-c,)'ff'     , 

in  Übereinstimmung  mit  dem  p.  1212  erwähnten  Resultat  der  Laplace sehen  Theorie. 

3.   Anwendung  der  Gaussschen  Theorie  auf  sehr  dünne  Lamellen. 

Die  Ausdrücke  (118)  bezw.  (120)  bedürfen  einer  Ergänzung,  wenn  endliche 
Teile  der  Grenzfläche  einander  so  nahe  liegen,  daß  ihr  gegenseitiger  Abstand 
von  der  Größenordnung  der  Wirkungsweite  /  der  Kohäsions-  bezw.  Adhäsionskraft 
ist;  denn  in  diesem  Falle  kann  das  Doppeloberflächenintegral  (117)  nicht  ver- 
nachlässigt werden.  Wir  wollen  als  einfachstes  Beispiel  den  Fall  betrachten,  daß 
die  Flüssigkeit  eine  sehr  dünne  Lamelle  von  konstanter  Dicke  q  bildet.  Die 
Krümmungsradien  ihrer  Begrenzungsflächen  sollen  als  außerordentlich  groß  gegen  / 
vorausgesetzt  werden;  dann  kann  derjenige  Teil  der  Oberfläche,  welcher  zu  dem 

für  irgend   eine  Stelle  do   gebildeten  Integral  l  s^  cos  [n,r)  da)'    einen   merklichen 

Beitrag  liefert,  als  eben  behandelt  werden,  das  Resultat  ist  also  überhaupt  von 
der  Krümmung  unabhängig,  und  wir  können  bei  der  Berechnung  somit  ohne 
Beschränkung  die  ganze  Lamelle  von  vornherein   als  eben  voraussetzen.     Dann 

ist  zunächst  klar,  daß  zu  dem  mit  do  multiplizierten  Integral  f  ^  cos  {n,  r)  den'  nur 

diejenige  Begrenzungsfläche  O'  der  Lamelle  beiträgt,  welcher  das  Element  do 
nicht  angehört;  denn  für  die  Kombination  von  do  mit  irgend  einem  auf  derselben 
Lamellenseite  liegenden  anderen  Oberflächenelement  liegt  r  in  der  Ober- 
fläche und  ist  daher  cos(«,  r)  =  0.  Jene  Fläche  O'  werde  nun  durch  von  do 
aus  konstruierte  koaxiale  Kegel,  die  sämtlich  das  in  do  auf  der  Oberfläche 
errichtete  Lot  zur  Achse  haben,  in  konzentrische  Kreisringe  zerschnitten;  dann 
ist  für  einen  solchen  Ring  der  körperliche  Winkel  den' ^  2  yt  sin  y  dy ,  wo 
y  =  <^(r,  «')  =  ^{r,  n)  ist,  also 

/  d^  cos  [n,r)dm    —  2%  \  %^  (r)  sin  y  cos  y  dy 

0 
oder,  wenn  man  berücksichtigt,  daß 

9 

c  OS  y  =  , 

r 

und  r  als  Integrationsvariabele  einführt: 

\  %co^[n,r)d(o'  =^2%q'  \      -^dr    -. 

Q 

Durch  zweimalige  partielle  Integration  und  Berücksichtigung  der  Definitions- 

WuncBLMANN,  Phyiik.    3.  Aufl.    I.  77 
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gleichungen  (104),  (113)  und  (115)  für   ^{r\x(r)  und  ^{r)  kann  man  dies  auch 
schreiben: 

00  00 


'{^{<f)+  9'J-jy  -J}  -«{*(?)  -  e'/-/?-'^''}  =  «{*(P)*-  QXiQ)  +  (f*^ 


(?)} 


Bei  der  Integration  über  äo,  die  in  (117')  noch  auszuführen  ist,  ist  dieser 
Ausdruck  als  Funktion  von  q  konstant.     Somit  kommt  zu  (116)  hinzu: 

und  der  ganze  der  Oberflächengröße  proportionale  Anteil  der  potentiellen 
Energie^  wird  jetzt: 

(123)  JE.  =  \n0'  (*(0)  -  »{a)  +  Qx{9)  -  ?>(?))  •0=/{q)-0     , 

wo  man  den  Faktor  /  {q)  mit  Berücksichtigung  der  Bedeutung  von  d  und  %  auch 
auf  die  Form  bringen  kann 

e 
(123')  Aq)  «  ^<y*  j  j^{r)rdr  +  ^^ (?)  -  ^'  *  W) 

ü 
oder 

e       oo 

(123")  na^  j(/r  j^{r)<fr      . 

0       e 
Ist  die  aus  Flüssigkeit  (1)  bestehende  Lamelle  in  eine  andere  Flüssigkeit  (2) 
eingelagert,  so  erhält  man  ebenso,  indem  man  noch,  wie  p.  1 2 1 6,  die  potentielle 
Energie  der  Adhäsionskräfte  mit  berücksichtigt, 

WO 

(1 24)  /{(f)  =  1t  |<'i*/^^/*i  dr--2ö^  ^if^^f%t  ^^+<f2^f^^f%  ^^]      . 

0      Q  0      e  0      e 

und  der  gleiche  Ausdruck  gilt,  wenn  die  Flüssigkeit  (2)  die  Lamelle  von  der 
Dicke  Q  bildet  und  von  der  Flüssigkeit  (1)  umgeben  ist.* 

Hier  bedeutet  nun  der  Faktor  von  O  nicht,  wie  in  (118),  die  Oberflächen- 
(bezw.  Grenzflächen)Spannung.  Denn  letztere  ist  allgemein  durch  dEjdO  gegeben, 
und  hier  ist  die  Differentiation  auch  auf  den  Faktor  /  zu  erstrecken,  da  sich  bei 
einer  Änderung  von  O,  also  bei  Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  der  Lamelle, 
auch  deren  Dicke  ^  ändert  Wird  das  Volumen  der  Flüssigkeit  wieder  als  kon- 
stant vorausgesetzt,  so  besteht  die  Beziehung  qdO  +  Odq  —  0  und  somit 

dO  dQ    dO  ^  dq      * 

folglich  ist  die  Oberflächenspannung 

(125)  «=/w -?/'{?)  =  /'(?)  . 

wo /(^)  die  durch  (123)  bezw.  (124)  gegebene  Funktion  der  Lamellendicke  und 
/'  ((>)  deren  Derivierte  ist.  Solange  F  {q)  positiv  ist,  wird  die  Lamelle  (bei  Vernach- 
lässigung der  Schwere)  allerdings  nach  wie  vor  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein, 


^  Eigentlich  der  freien  Energie  (vgl.  p.  1123).  —  2  f.  G.  Domnan,  Ztschr.  f.  physikal. 
Chem.  46.  197.   1903,  wo  der  obige  Ausdruck  auf  anderem  Wege  abgeleitet  wird. 
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wenn  sie  eine  Minimalfläche  bildet  Aber  es  ist  jetzt  noch  ein  anderer  Gleich- 
gewichtsfall möglich  y  nämlich  derjenige,  wobei  die  Bedingung 

dEo^/dO+  (9-|^dO  =  0 

statt  durch  60  ^0  erfüllt  wird  durch 

(126)  /+(?iZ-  =  /(^)=0      , 

d.  h.  also  dadurch y  daß  die  Lamelle  eine  Dicke  besitzt,  fttr  welche  die  Ober- 
flächenspannung null  ist  Gesetzt,  daß  eine  solche  Dicke  ^^  existiert,  so 
würde  demnach  eine  Lamelle  von  dieser  Dicke  bei  jeder  beliebigen  Gestalt 
im  Gleichgewicht  sein  können.  Damit  dieses  Gleichgewicht  aber  stabil  sei,  muß 
noch  die  weitere  Bedingung  erfüllt  sein: 

oder  [da  ^  =  ^(.)  i;  ==  -  ^  ^(.)  .  (^L^^—  {-  ^'W  ist,  wo  C 
das  gegebene  konstante  Volumen  bezeichnet]: 

(127)  ^'W<o    • 

Das  bedeutet,  daß  die  Oberflächenspannung  mit  wachsendem  q  abnimmt, 
also  für  Q  >  Qq  negativ,  fttr  ^  <  ^^  positiv  wäre;  und  in  diesem  Falle  würde 
sich  in  der  Tat  die  Lamelle  nach  jeder  Ausdehnung  wieder  zusammenziehen, 
nach  jeder  Zusammenschiebimg  wieder  ausdehnen,  bis  die  ausgezeichnete  Dicke  Qq 
sich  wieder  überall  beigestellt  hätte.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Existenz  solcher 
stabiler  Lamellen  von  der  Spannung  null  theoretisch  möglich  ist  Aus  der  De- 
finition (125)  von  F{q)  folgt  durch  Einsetzen  des  Ausdrucks  (124)  fttr /(^): 

{ß       oo  00 

0        6  8 

was  sich  durch  partielle  Integration  auf  die  Form  bringen  läßt: 

e  e  e 

(128)  F{q)  ==  nlö^^j^^rdr^  2  a^a^  1^13^^''+  <ft*  j%^^''\      • 

0  00 

Daraus  eingibt  sich  weiter 

(129)  ^'(^)««^K**ite)-2tfitf,t/;i3(ri  + V^2(d     • 
Es  müßte  also  die  Gleichung 

(130)  ^x^^'^i  [r)rdr  -  2  tf ^  <i^j%^  {r)rdr+  (f^*J%[r)  rdr  «  0 

0  ü  0 

eine  reelle  positive  Wurzel  ^q  besitzen,  und  zugleich  fttr  diese  letztere 

(131)  ^i'iJ'iW  -  2tf,  tf,if;ia(^J  +  <T,«a/;,(^o)  <  0 

sein.  DoNNAN  hat  (1.  c.  p.  205  ff".)  die  Möglichkeit  dieser  Bedingungen  unter  der 
Annahme  untersucht,  daß  das  Rraftgesetz  der  Kohäsions-  und  Adhäsionskräfte 
durch  eine  Exponentialfunktion  mit  negativem  Exponenten  gegeben  sei,  also 

(132)  <t>{f)^k't-^\^      , 

77* 
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WO  k  und  l  Konstanten  bezeichnen,  —  eine  Annahme,  welche  den  allgemeinen 
über  die  Funktionen  0,  77;  ij;,  ;j,  -^  gemachten  Voraussetzungen  entspricht  und 
bereits   von   Lord  Rayleigh^  als   die   einfachste  empfohlen  wurde.     Dann  wird 


(133) 


n{r)  =  kle-^l^      ,  af;(r)  =  kk^[re'^l^  +  A^-W^) 


Die  hiermit  gebildeten  Bedingungen  (130)  und  (131)  können  nun  in  der 
Tat  durch  ein  reelles  positives  q  befriedigt  werden,  wenn  die  Konstanten  Aj,  A^, 
Ajj,  die  man  als  Maß  der  Wirkungsweiten  der  Kohäsionskräfte  beider  Flüssig- 
keiten und  ihrer  Adhäsion  ansehen  kann,  voneinander  verschieden  sind. 
Denn  der  Wert  von  F[q)  für  sehr  kleines  q\ 

(134a)  i«p'{^,Ai'ff,*-  2/f„if,tf,ff,  +>f,  VVI 

kann  dann  positiv  sein,  während  zugleich  derjenige  für  sehr  großes  ^: 

(134b)  /-(oo)  =  Z%{k^  A,»tfi»  -  2 ^„  l\^ a,  ff,  +  i,  i,6 a,«} 

negativ  ist.     Dagegen  würde  eine  Verschiedenheit  der  Faktoren  ^j,  >&jg,  i^   bei 
gleichem  k  hierzu  nicht  genügen. 

Somit  ergibt  die  Hypothese  des  Wirkungsgesetzes  (132)  mit  je  nach  der 
Substanz  verschiedenen  Konstanten  A  in  der  Tat  die  Möp;lichkeit,  daß  eine  Flüssig- 
keitslamelle in  einer  zweiten  Flüssigkeit  (nicht  im  Luft-  oder  Dampfraum)  bei 
einer  bestimmten  sehr  kleinen  Dicke  sich  im  stabilen  Gleichgewicht  (mit  ver- 
schwindender Spannung)  befindet  und  bei  größerer  Dicke  negative  Oberflächen- 
spannung besitzt.  Auf  ein  derartiges  Verhalten  führt  nun  Donnan  die  Bildung 
der  kolloidalen  Lösungen  und  Gallerte  zurück.^  Hat  nämlich  eine  unlösliche 
Substanz  (2)  im  kompakten  Zustande  eine  negative  Grenzflächenspannung  gegen 
Wasser,  so  wird  sie  sich  infolge  der  Tendenz  zur  Oberflächenvergrößerung,  soweit 
nicht  ihre  zu  große  Starrheit  oder  Zähigkeit  es  verhindert,  immer  feiner  in  dem 
Wasser  zerteilen;  aber  dieser  mechanische  Zerteilungsprozeß  wird  nicht  bis  zu 
molekularer  Verteilung  (Lösung)  fiihren,  sondern  nur  bis  zu  demjenigen  Grade 
der  Feinheit,  bei  welchem  die  Grenzflächenspannung  null  geworden  ist  Diese 
Zerteilung  wird  wahrscheinlich  mit  einer  Faltung  der  Grenzfläche  beginnen  und' 
zur  Bildung  eines  Netzwerkes  von  Lamellen  (oder  Fäden]  führen,  so  daß  auf 
diese  Weise  eine  „Wabenstruktur"*  resultieren  kann,  wie  sie  von  Bütschli, 
VAN  Bemmelen  und  Quincke  den  „Gallerten"  zugeschrieben  wird.^  Wird  anderer- 
seits die  Kolloidsubstanz  (2)  in  der  Flüssigkeit  (1)  durch  einen  chemischen  Prozeß 
ausgeschieden,  so  werden  ihre  —  etwa  kugelförmigen  —  Teilchen  nur  bis  zu 
einer  bestimmten,  sehr  kleinen  Größe  wachsen  können.  (Wie  diese  kritische 
Größe  für  kugelförmige  Teilchen  zu  berechnen  wäre,  hat  Donnan  1.  c.  p.  209 
angedeutet)  Bei  weiterer  Substanzausscheidung  würden  dann  neue  Kügelchen 
entstehen.  Das  Resultat  wäre  also  die  Bildung  einer  äußerst  feinen  Suspension, 
wie  sie  in  den  „kolloidalen  Lösungen"  nach  der  vorherrschenden  Auffassung  in 
der  Tat  vorliegt 

^  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  30.  292.  1890.  —  ^  F.  G.  Donnan,  1.  c.  p.  210;  in 
qualitativer  Behandlung  auch  schon  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  37.  735.  1901.  —  3  G.  Quincke 
schreibt  solchen  Waben-  und  Schaumstrukturen  (die  jedoch  aus  Lamellen  mit  Oberflächen- 
spannung gebildet  sein  sollen)  eine  sehr  ausgedehnte  Verbreitung  zu.  Er  behandelt  diesen  Gegen- 
stand in  einer  großen  Reihe  neuerer  Arbeiten:  Ann.  d.  Phys.  7.  57.  631.  701.  1902;  9.  i.  793. 
969.  1902:  10.  478.  673;  11.  54.  449.   II 00;  12.  1165.   1903;  13.  65.  217.  1904. 
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Die  Erscheinung  der  Ausfällung  kolloidaler  Lösungen  durch  Erhitzen  oder 
durch  Zusätze  von  gelösten  Salzen  u.  s.  w.  wäre  nach  dieser  Vorstellung  dadurch 
zu  erklären,  daß  durch  jene  Einflüsse  die  Grenzflächenspannung  einen  positiven 
Wert  annimmt  und  auch  noch  bei  Dimensionen  der  Teilchen,  welche  die 
Wirkungsweite  der  Kohäsionskräfte  überschreiten,  positiv  bleibt 

4.   Theorie  von  Van  der  Waals.^ 

Die  Kapillaritätstheorien  von  Laplace  und  Gauss  behandeln  die  kapillaren 
Erscheinungen  als  rein  statische,  und  dementsprechend  werden  bei  Gauss  die 
Gleichgewichtsbedingungen  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ab- 
geleitet. Diese  Theorien  konnten  daher  die  Ihermodynamische  Seite  der  Kapillaritäts- 
erscheinungen nicht  umfassen.  Soll  dies  geschehen,  so  muß  an  Stelle  des  Prinzips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  des  Minimums  der  potentiellen  Energie  ein 
thermodynamisches  Prinzip  als  Ausgangspunkt  zur  Ableitung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen benutzt  werden,  etwa  das  Prinzip,  daß  die  freie  Energie  E  ^  TH 
des  betrachteten  Systems  bei  konstanter  Temperatur  ein  Minimum  sein  muß 
(vgl.  II,  2).  Eine  solche  thermodynamische  Behandlung  der  Kapillarität  hat  zuerst 
GiBBS  in  der  schon  p.  1120  erwähnten  Abhandlung  „On  the  equilibrium  of 
heterogeneous  substances"  gegeben.  Er  geht  dabei  von  der  Vorstellung  aus,  daß 
zwischen  zwei  Flüssigkeiten  (oder  einer  Flüssigkeit  und  ihrem  gesättigten  Dampf) 
eine  Diskontinuitätsfläche  besteht,  daß  aber  zu  beiden  Seiten  derselben  bis 
zu  einem  sehr  kleinen  Abstände  die  Eigenschaften  beider  Medien  verändert  sind, 
so  daß  in  diesen  Grenzschichten  die  Dichte,  die  Energie  und  Entropie  der 
Masseneinheit  andere  Werte  besitzen,  wie  in  den  homogenen  Medien.  Daraus 
folgt  dann,  daß  die  freie  Energie  des  ganzen  Systems  einen  der  Grenzfläche 
proportionalen  Anteil  enthält,  woraus  sich,  wie  in  II,  2  erörtert,  die  Existenz 
einer  Oberflächenspannung  und  somit  die  Kapillaritätsphänomene  ergeben.  Auf  die 
Verhältnisse  in  den  Grenzschichten  selbst  und  ihre  Beziehung  zu  Molekularkräften 
geht  GiBBS  in  keiner  Weise  ein.  Dagegen  entwickelt  er  seine  Theorie  weiter 
für  den  Fall  veränderlicher  Zusammensetzung  der  aneinander  grenzenden  Flüssig- 
keiten.    Eine  Folgerung,  zu  der  er  dabei  gelangt  ist,  wurde  p.  11 89  erwähnt 

An  den  thermodynamischen  Ausgangspunkt  der  Gibbs  sehen  Theorie  wieder 
anknüpfend,  "hat  nun  Van  der  Waals  dieselbe  dahin  abgeändert  und  vervoll- 
ständigt, daß  er  einen  vollständig  kontinuierlichen  Übergang  zwischen  den 
beiden  Medien  annimmt  und  die  Verhältnisse  in  der  Übergangsschicht  selbst 
der  Untersuchung  unterzieht,  wobei  er  sich  freilich  auf  den  Fall  einer  an  ihren 
gesättigten  Dampf  grenzenden  Flüssigkeit  beschränken  muß.  Es  ist  dann 
zunächst  die  Aufgabe  zu  lösen,  das  Gesetz  des  Überganges  (d.  h.  der  Dichte- 
änderung in  der  Übergangsschicht)  abzuleiten,  und  zweitens  daraus  die  Grenz- 
flächenenergie und  Oberflächenspannung  zu  berechnen.  Dabei  setzt  Van  der  Waals 
die  Flächen  gleicher  Dichte  in  der  Übergangsschicht  als  eben  voraus,  was  nach 
dem  p.  121 5,  1217  Gesagten  auch  für  gekrümmte  Grenzflächen  von  nicht  außer- 
gewöhnlich starker  Krümmung  zulässig  ist,  und  vernachlässigt  die  Schwere.  Dann 
ist,  wenn  man  die  Z- Achse  senkrecht  zur  Grenzschicht,  von  der  Flüssigkeit  nach 
dem  Dampfe  hin  gerichtet,  und  den  Nullpunkt  irgendwo  in  die  homogene  Flüssig- 
keit legt,  die  Dichte  tf  (bei  konstanter  Temperatur  und  konstantem  äußeren  Druck) 
lediglich  eine  Funktion  von  z.  In  der  homogenen  Flüssigkeit,  deren  Dichte  ^^ 
sei,    ist    die  spezifische  (d.  h.   auf  die   Masseneinheit  bezogene]   Energie  t^   eine 


'  J.  D.  VAN  DER  Waals,  Thermodynamische  Theorie  der  Kapillarität  unter  Voraussetzung 
stetiger  Dichteänderung.  Verh.  Konink.  Akad.  van  Wetcnsch.  Amsterdam  1,  Nr.  8.  1894;  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  13.  657--725.   1894. 
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Funktion  von  a^  (und  T\  und  zwar,  wenn  man  die  Van  der  WAALSsche  Zustands- 
gieichung {p  +  a (S^){1 1 ö  —  ö)  =  R T  auch  auf  die  Flüssigkeit  anwendet 

(135)  £i  =  C-fl(yi      , 

wo  C  noch  von  der  Temperatur  abhängt.  Dagegen  ist  die  spezifische  Eneigie  1 
an  irgend  einer  Stelle  z  der  Grenzschicht  nicht  allein  von  dem  an  jener  Stelle 
vorhandenen  Wert  von  a  abhängig,  sondern  (wegen  der  endlichen,  wenn  auch 
sehr  kleinen  Wirkimgsweite  der  Kohäsionskraft)  auch  von  der  Verteilung  von  a 
in  der  Nachbarschaft 

Der  Unterschied  zwischen  £  und  s^  muß  gleich  der  halben  Arbeit  sein, 
welche  erforderlich  ist,  um  die  Masseneinheit  aus  der  homogenen  Flüssigkeit  an 
die  Stelle  m  zu  bringen,  also 

(136)  i^e^+^J/{z)dz      , 

0 

wenn  /(z)  die  Kraft  ist,  welche  einen  bei  z  befindlichen  Einheitspunkt  gegen  die 
Flüssigkeit  (1)  hinzieht.  Diese  Kraft  ist,  wenn  t|;(r)  die  durch  (104)  definierte 
Bedeutung  hat  (nämlich  1  /  2  tt  mal  der  Anziehung,  welche  der  mit  Masse  von  der 
Dichte  1  erfüllte  Halbraum  auf  einen  Einheitsmassenpunkt  in  der  Entfernung  r 
von  der  Grenzebene  ausübt),  gegeben  durch: 

(137)  /(^)  =-  27cJ(tf(._,)  -  tf(.  +  r))^t|;W      ; 

0 

denn  die  Anziehung  einer  Schicht  von  der  Dicke  dr  bei  z  ±r  ist  gegeben  durch 

dib 
tf(,  +  y)—      dr.      Als  obere  Integrationsgrenze  kann  hier  00  gesetzt  werden,  weil 

es  einerlei  ist,  wieweit  man  die  Integration  in  die  homogenen  Medien  hinein 
erstreckt.  Das  Integral  geht  durch  partielle  Integration,  da  an  der  unteren 
Grenze   die  Difierenz  der  Dichten,  an  der  oberen  if>  verschwindet,  über  in 


00 


0 

und  hierin  ist,  wie  die  Entwickelung  von  <y(,  _ ,.)  und  <y(,  +  r)  nach  Potenzen  von  r  ergibt, 


dr  dr  \  dz 


^  2!     dz^    ^      ] 


Somit  erhält  man 


da   r  2     d^<s   C        ^  2     d^c   C 

(138) /(^)  =  - 2— J  2«tj;(r)i/r- -  --3-J  2«r2t/;(r)^r- — -^  2« 

00  0 

Der  Integralfaktor  des  ersten  Gliedes  ist  nach  (xo6)  die  Konstante  K'  oder  a 
(vgl.  p.  12 10);  die  übrigen  Integrale  sind  ebenfalls  Konstanten,  die  nur  durch 
das  Anziehungsgesetz  der  Kohäsionskraft  bestimmt  sind  und  mit  c,,  c^  ...  c^ 
bezeichnet  werden  mögen;  dabei  ist  das  Verhältnis  ^„/f„» 2»  sowie  auch  c^fa  von 
der  Größenordnung  des  Quadrats  der  Wirkungsweite.  Es  wird  nun  (da  der 
Punkt  -ff  a=  0  im  homogenen  Medium  (1)  liegen  soll,  wo  alle  Differentialquotienten 
von  tf  verschwinden): 
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(139)  fMä^  =  -  2  {.(.  -  ..)  +  -^    0-  +{^  41^  +  . .  ] 

0 

und  durch  Einsetzen  in  (136): 

(140)  8=c-«a-^^-;,  ^^,-...=*(o)-2(2^-^    . 

wo  s{6)  denjenigen  Wert  bezeichnet,  welchen  die  spezifische  Energie  im  homogenen 
Medium  von  der  Dichte  0  besitzen  würde. 

Bezüglich  der  spezifischen  Entropie  ti  nimmt  Van  der  Waals  an,  daß  sie 
von  der  Inhomogenität  des  Mediums  unabhängig,  also  auch  in  der  Übergangs- 
schicht diejenige  Funktion  von  a  allein  sei,  welche  sich  aus  der  Zustandsgieichung 
berechnen  läßt.  Dann  gilt  für  die  freie  Energie  |  der  Masseneinheit  in  der 
Übergangsschicht 

(141)  i  =  -,-Tn^m-^-.^^^^-^    , 

wo  5W  wieder  die  spezifische  freie  Energie  bei  homogener  Dichte  c  bedeutet, 
welche  nach  der  Gleichung 

(142)  i — /^''(t) — j^''" 

direkt  aus  der  Zustandsgieichung  berechnet  werden  kann  und  speziell  zufolge 
der  Van  der  Waals  sehen  Zustandsgieichung,  die  Van  der  Waals  auch  für 
die   Übergangsschicht  als  gültig  voraussetzt,  gegeben  ist  durch 


(143)  S(<y)  =  -ö<y-y?riog 


(.-') 


Nach  dieser  Vorbereitung  kann  nun  das  Problem,  das  Gesetz  der  Dichte- 
änderung in  der  Übergangsschicht  zu  bestimmen,  mathematisch  formuliert  werden. 
Die  Substanz,  die  man  sich  etwa  in  ein  zylindrisches  Gefäß  vom  Querschnitt  1 
eingeschlossen  denken  mag,  muß  sich  so  verteilen,  daß  die  ganze  freie  Energie 
ein  Minimum  wirtj.     Dies  gibt  die  Bedingung 


(144)  Jöidz  = 


Min. 


wobei  die  Grenzen  der  Integration  in  den  homogenen  Phasen  (Flüssigkeit  und 
Dampf)  liegen  müssen,  sonst  aber  beliebig  angenommen  werden  können.  Es 
muß  also  sein 

(2)  __ 

öCc^dz=^0      , 

(1) 

wobei  die  Variation  unter  der  Nebenbedingung  konstanter  Gesamtmasse  auszu- 
führen ist,  was  durch 

(2) 

S  f<sdz==  0 

(1) 
ausgedrückt  wird.      Diese   Nebenbedingung  kann    man   bekanntermaßen   dadurch 
berücksichtigen,  daß  man  das  mit  einer  Konstante  (i^  multiplizierte  Integral  j  a  dz 
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von  demjenigen  (144)  subtrahiert  und  dann  ohne  weitere  Beschränkung  variiert; 
dies  gibt: 

(2) 

(r45)  V<'|^W-:^(2?rZ.--'*M''^  =  '      • 

(1) 

oder 

(1)  (1) 

Nun   ergibt  sich   durch   wiederholte   partielle   Integration   mit  Rücksicht   auf 
das  Verschwinden  der  sämtlichen  Differentialquotienten  von  tf  an  beiden  Grenzen: 


Somit  haben  jetzt  alle  Elemente  des  Integrals  d<y  als  Faktor,  und  das  Ver- 
schwinden des  Integrals  bei  willkürlichem  Sa  erfordert  die  Gleichung: 

worin  man  zufolge  (142)  auch  schreiben  kann 

(147)  /•(ff)  =  i+^  . 

Diese  Differentialgleichung  unendlich  hoher  Ordnung,  worin  die  rechte  Seite 
als  bekannte  Funktion  von  a  anzusehen  ist,  bestimmt  nun  die  Dichte  in  der 
Obergangsschicht  als  Funktion  von  z. 

Um  sie  zu  lösen,  hat  Van  der  Waals  zwei  verschiedene  Wege  eingeschlagen. 
Erstens  reduziert  er  sie  durch  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  auf  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(148)  ^  ^a^^  =  ^W-f*i      ' 

was  sich  mit  Rücksicht  auf  das  p.  1222  festgestellte  Größenverhältnis  der  Koeffi- 
zienten c^^  dann  rechtfertigen  läßt,  wenn  man  annehmen  darf,  daß  die  Dicke  der 
Übergangsschicht  groß  ist  gegen  die  molekulare  Wirkungsweite.  Zweitens  reduziert 
er  sie  ohne  Vernachlässigungen,  aber  unter  hypothetischer  Annahme  spezieller 
Beziehungen  zwischen  den  konstanten  Koeffizienten  c^^.  Wir  wenden  uns  zunächst 
zu  der  ersteren,  angenäherten  Behandlungs weise.  Gleichung  (148)  ist  von  der 
Form  der  Differentialgleichung  der  geradlinigen  Bewegung  eines  Massenpunktes 
und  könnte  also  nach  bekannter  Methode  integriert  werden,  wenn  man  für  F{6) 
die  aus  der  Zustandsgieichung  mit  Benutzung  von  (143)  zu  berechnende  Funktion 
einsetzt.  Van  der  Waals  führt  indessen  diese  Integration  nicht  aus,  weil  sie 
zur  Berechnung  der  Oberflächenspannung,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  erforderlich 
ist.  Er  beweist  aber,  daß  die  durch  die  Differentialgleichung  (148)  bestimmte 
Dichteverteilung  in  der  Übergangsschicht  einem  stabilen  Gleichgewichtszustand 
entspricht,  was  deshalb  von  Wichtigkeit  ist,  weil  bekanntlich  die  Zustände,  welche 
die  Van  der  Waals  sehe  Gleichung  als  stetig  ineinander  übergehende  Zwischen- 
glieder zwischen  Flüssigkeit  und  gesättigtem  Dampf  von  gleicher  Temperatur 
fordert,  für  sich  allein  zum  Teil  labil  sind;  d.  h.  also,  die  als  homogene  Phasen 
nicht   existenzfähigen  Zwischenzusände   werden   in   der   inhomogenen 
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Übergangsschicht,    wo    sie    den    Übergang    zwischen    den    homogenen 
Phasen  (1)  und  (2)  bilden,  stabil.^ 

Um  nun  die  „Oberflächenspannung**  zu  berechnen,  hat  man  zu  bedenken, 
daß  diese  auch  im  Falle  einer  kontinuierlichen  Übergangsschicht  zu  definieren  ist 
als  der  Arbeits-  (nicht  Energie-) Aufwand,  welcher  zur  Neuerzeugung  der 
Flächeneinheit  der  Oberfläche,  oder  genauer  gesagt  eines  Stückes  der  Grenzschicht 
von  der  Flächenausdehnung  eins,  erforderlich  ist.  Diese  Neuerzeugung  besteht 
jetzt  darin,  daß  die  Grenzschicht  aus  Massen,  die  zuvor  den  homogenen  Phasen  (1) 
oder  (2)  angehörten,  neu  gebildet  wird,  wobei  sie  unter  gleicher  Temperatur 
7'j  ==  T^  und  gleichem  hydrostatischen  Druck  /j  =  /,  verbleiben.  Zur  Überfiihrung 
der  Masseneinheit  bei  konstantem  T  und  /  aus  einem  Zustand  mit  der  spez.  Energie  Sj, 
spez.  Entropie  t^j,  und  dem  spez.  Volum  7;^  in  einen  solchen,  wo  diese  Großen  f, 
Ti,  V  sind,  ist  nur  eine  Wärmezufuhr  notwendig,  wenn  das  „thermodynamische 
Potential"  b  —  T^ri  +  p^v  in  beiden  Zuständen  das  gleiche  ist  (wie  bei  der  Über- 
führung von  Flüssigkeit  in  den  mit  ihr  koexistierenden  gesättigten  Dampf);  oder 
anders  ausgedrückt:  die  Abnahme  der  freien  Energie  e^  —  ^1  »^i  —  («  —  ^1  v)  g?bt 
in  diesem  Falle  nur  die  von  der  Substanz  geleistete  Ausdehnungsarbeit 
p^  {v  —  z/j),  welche  der  zugeführten  Wärmemenge  entnommen  wird.  Ändert  sich 
dagegen  bei  der  Überführung  das  thermodynamische  Potential,  so  zeigt  dies,  daß 
außer  der  Wärme  noch  Arbeit  aufgewendet  werden  muß,  und  zwar  im  Betrage 
{e  —  Zj  iy)  —  (fj  —  T^  i/j)  +p^  {v  —  z/J  pro  Masseneinheit.  Diese  Arbeit,  berechnet 
für  die  ganze  Grenzschicht  von  der  Flächenausdehnung  eins,  gibt  in  unserem  Falle 
die  Oberflächenspannung,  somit  ist  diese  letztere^: 

(2) 
(149)  a  ""/^(^  -  ^1  ^  +  A  ^  -  f*i)^^      ' 

da   £j  —  T'j  ijj  +A^i  ~  ^1  +A/^i    glß^c^   ^^r  Konstanten  fi^   ist,   wie  die  An- 
wendung der  Gleichungen  (146)  und  (147)  auf  die  homogene  Phase  (1)  zeigt. 

Wir  haben  hier  so  gerechnet,  als  ob  die  Grenzschicht  ausschließlich  aus  der 
Phase  (1)  (der  Flüssigkeit)  hervorginge;  das  Resultat  bleibt  aber  dasselbe,  wenn 
sie  teils  aus  (1),  teils  aus  (2)  entsteht,  weil  ja  das  thermodynamische  Potential 
für  beide  homogene  Phasen  den  gleichen  Wert  ftj   besitzt.  —  Es  ist  nun 

«  -  ^1  ^  +  A  ^  -  ."1  =  «  -  ^1  "^  +/^^  -  ^1  +  (A  -/)^ 
oder  mit  Rücksicht  auf  (141),  (147)  und  (148) 

Hierin  ist  noch  p^  —  p  zu  berechnen,  d.  i.  die  Differenz  des  auf  die  ebenen 
Grenzflächen  der  Übergangsschicht  ausgeübten  (Dampf-)Druckes  p^  und  desjenigen 
Druckes  />,  welcher  in  einer  homogenen  Phase  der  Dichte  d  entsprechen  würde. 

Aus  der  Gleichung  (148)  folgt,  wenn  man  in  F{(s)  nach  (142)  |  durch  —  \pdv  ersetzt, 

H  -  ^.  ,.. 


-  ^pdv  Y  l> 


CA    .,     \%U> 


«  G.  Bakker  (Ztschr.  f.  phys.  Chem.  51.  344.  1905)  erklärt  hierdurch  die  unstetijjc  /  / 
Dickenimderung  von  vSeifenlamellen  am  Rande  des  „schwarzen  Fleckes"  (s.  p.  1192),  indem  er 
annimmt,  daß  eine  Lamelle,  sobald  sie  dünner  wird  als  die  doppelte  Überjjangsschicht  und  sie 
somit  keine  Schicht  homogener  Flüssigkeit  mehr  enthält,  ihre  Dicke  unter  Ausschaltung  dtr  jetzt 
instabil  gewordenen  (weil  nämlich  nur  im  Kontakt  mit  der  homogenen  Flüssigkeit  stabilen)  Teile 
der  Übergangsschicht  sprungweise  vermindert.  Aus  den  Beobachtungen  von  Reinold  und 
RÜCKKR  schließt  er  auf  Grund  dieser  Auflassung,  daß  die  Dicke  der  Kapillar  schiebt  (Übergangs- 
schicht) des  Seifenwassers  zwischen  5  und  25  /u^  liegt.  —  2  Diese  Gleichung  stimmt  mit  der 
von  GiBBS  aufgestellten  [1.  c,  Gleichung  (502)]  im  Grunde  überein. 
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und  durch  Dififerentiation 

vdp  ^  c^d 
Integriert  gibt  dies 


F.  POCKBLS, 

KapillaritU. 

Handb.  d. 
Pbys.    a.  Aua. 

dU 

dz>         ' 

dp  =  c,cd^^^        • 

>  =  Con8t.  +  .,{<,^-l(^)'}      . 


wo    die    Integrationskonstante  =/j    sein    muB,    da   der    Klammerausdruck    im 
homogenen  Medium  verschwindet     Also  ist 

(150)  A-/=-'.(»^-^y  } 

und  folglich 

Somit  ergibt  sich  aus  (149): 

(2) 

(1) 
(-')  (2)  (2) 

rida\^      r  äoj^i    r  d^ö  r  d^a 

oder  auch,  da  j(-J   ^.  =,  [^.  _|^  -  j  a_V.  =  0  -  J  a^-^^,     ist, 
(i)  (1)  (1) 

f2) 


(15.')  «  =  '*J(^)'''    • 

0) 

oder 

(2) 

r  d*6 

(1) 

Aus  dem  Ausdruck  (151")  geht  hervor,  daß  nicht  alle  Teile  der  Übergangs- 
schicht zu  dem  positiven  Wert  von  a  beitragen;  denn  in  den  zunächst  an  den 
homogenen  Dampf  grenzenden  Schichten,  die  als  komprimierter  Dampf  bezeichnet 
werden  könnten,  muß  d^ajdz*  positiv  sein,  so  daß  diese  Schichten  negative 
Beiträge  zu  a  geben,  oder  die  kapillare  Oberflächenenergie  vermindern.^ 

Um  nun  die  Berechnung  von  a  auszufahren,  eignet  sich  am  besten  die 
Formel  (iSi*),  welche  man  schreiben  kann 


Cdc 


de 


9% 

imd  welche  also  nicht  die  Kenntnis  von  tf  als  Funktion  von  z^  sondern  nur 
diejenige  von  döjdz  als  Funktion  von  cy  erfordert  Hierfür  erhält  man  durch 
Kombination  der  Gleichungen  (148)  und  (150): 


^'t[-jl]*'=p^-p-^''i^^'')-^)  ' 


^  Dies  ^t  wahrscheinlich  auch  fUr  die  an  der  Oberfläche  flüssiger  und  fester  Körper 
adsorbierten  Gasschichten.  Direkt  durch  die  Erfahrung  erwiesen  ist  es  för  die  Oberfläche  von 
Quecksilber  in  verschiedenen  Gasen  (vgl.  V,  3). 
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und  somit  wird  (mit  Rücksicht  darauf,  daß  de  und  dcjdz  gleiches  Vorzeichen  haben): 

(152)  a^'^^dc^'p;^~ctL,  +  isF[6)^p     , 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  nach  (147)  tf/'(tf)— /«J  ist,  und  wenn 
man  den  aus  der  Van  der  Waals  sehen  Zustandsgieichung  abgeleiteten  Aus- 
druck (143)  für  I  einsetzt: 


(I 


520  «=.  1/2^2 J^cj  1/^,  -<y|iij-«<j»-/?r(ylog[l-^)      . 

Hierin  sind  a,  b,  R  (die  Gaskonstante),  T,  p^  (der  Dampfdruck  für  die 
Temperatur  T)  und  fi|  (das  thermodynamische  Potential  des  Dampfes)  gegebene 
Konstanten.  Denkt  man  sich  die  Integration  ausgeführt,  so  erscheint  also  a 
ausgedrückt  durch  diese  Ronstanten  (bezw.  Temperaturfunktionen)  und  durch 
die  Dichten  <Tj,  a^  der  Flüssigkeit  imd  des  Dampfes,  und  enthält  übrigens  die 
p.  1 222  eingeführte,  vom  Wirkungsgesetz  der  Kohäsionskräfte  abhängige  Ronstante  ^c^ 
als  Faktor.  Bezüglich  der  Größenordnung  von  a  folgt  schon  aus  dem  Aus- 
drucke (152')  ohne  weitere  Ausrechnung,    daß    sie  mit  derjenigen  von  y^j']^ 

00  OD 

vergleichbar   ist;    da  nun  aber  a  =  2«  |  i(;(^^r,   c^  =  2%  {r^'^{i)dr  war,  so  ist 

0  0 

oo 

^ac^  von  derselben  Größenordnung  wie  das  Integral  c^  -=2%  lriif(r)dr,  welches 

0 
nach  (107)  die  LAPLACEsche  Ronstante  H' ^  H j  c^  darstellt.  Es  ergibt  sich 
somit  aus  der  Van  der  WAALSschen  Theorie  der  kontinuierlichen 
Übergangsschicht  für  die  Oberflächenspannung  dieselbe  Größen- 
ordnung, wie  sie  beim  gleichen  Wirkungsgesetz  der  Rohäsionskräfte 
aus  der  auf  die  Annahme  einer  Diskontinuitätsfläche  gegründeten 
LAPLACE-GAüSSschen  Theorie  folgt. 

Spezielle  Folgerungen  zieht  Van  der  Waals  aus  der  Gleichung  (152) 
bezüglich  des  Verhaltens  der  Oberflächenspannung  in  der  Nähe  der  kritischen 
Temperatur.    Führt  man  in  (152)  statt  0  den  reziproken  Wert  des  spezifischen 

Volumens  v  ein  und  ersetzt  F[0)  ~-  pj^  —  \  nach  (142)  durch  —  l  pdv^  so  wird 


oder  auch  mit  Rücksicht  darauf,   daß  fi^  =  |j  -|-  ^^  z;^  =  —  jp  dv  -|-  p^  v^  ist, 
(1 53)  «  =  ^2  ^2 J  jl^    1/ A  {^>  -  ^^)  -  j>  dv      . 

r. 

Drückt  man  nun  /,  z;,  p^ ,  v^  in  Bruchteilen  des  kritischen  Druckes  p^  und 
i  Volumens  v^  aus: 

/^  =  ^A     '  A  =  ^1 A     '  v^vv^     ,  ^1  =  n^k     ' 


kritischen  Volumens  v^^  aus: 


Handb.  d. 
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SO  kann  man  auch  schreiben: 


(153')  ''=]l~lf-Jv'r.-]l  ^,[^-^,)-f^dv       . 

Hierin  kann  man  nun,  wenn  die  Temperatur  nur  wenig  unter  der  kritischen 
liegt,  die  Funktion  unter  dem  Wurzelzeichen  nach  steigenden  Potenzen  von  v^  —  v 
entwickeln.  Es  ergibt  sich,  daß  sich  die  drei  ersten  Glieder  dieser  Entwickelung 
zusammenziehen  lassen  zu  —  ^/^,  {d^njdv\  [v  —  v^^[v^  —  vf.  Hierin  kann  noch 
für  {d^itldv\  der  Wert  ~  9  gesetzt  werden,  der  für  den  kritischen  Punkt  aus 
der  Zustandsgieichung  folgt,  die  in  den  Verhältnisgrößen  jc,  v  und  r  =  Tj  Tj^ 
ausgedrückt  die  Form  annimmt^: 

_        8t  3 

""-    3v-l    "^      * 

Demnach  gilt  in  der  Nähe  der  kritischen  Temperatur: 

•'2 

f   ^  1  /^  ^2 Ä  r  (^ -  ''i)(^2  -  ^)  ^ 

(^54)  «  -  j/ j  -^  j  ^ '^ äv     . 

•'1 

Zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Integrals  kann  der  Nenner  durch  1 
ersetzt  werden;   durch  die  Substitution  v  =  Vj  +  x  geht  es  dann  über  in 


Berücksichtigt  man  endlich  noch  die  Beziehung  ^ 

wo  tfj  die  kritische  Dichte  bezeichnet,  so  folgt 

(154')  «  =  yVyV^'<yfc'K-n)' 

oder  auch  annähernd 

(154")  «  =  iV  Vv^-  ^it  K  -  <^i?     • 

Nach  der  Van  der  Waals  sehen  Theorie  muß  also  die  Oberflächenspannung 
in  der  Nähe  der  kritischen  Temperatur  der  dritten  Potenz  des  Dichteunter- 
schiedes von  Flüssigkeit  und  Dampf  proportional  sein,  während  die  LAPLACESche 
Theorie  Proportionalität  mit  dem  Quadrat  dieses  Dichteunterschiedes  fordert 
(s.  p.  1 2 1 2).  Van  der  Waals  hat  weiter  die  Konsequenzen  verfolgt,  welche  sich 
aus  der  Gleichung  (154)  für  die  Änderung  von  a  mit  der  Temperatur  in  der 
Nähe  der  kritischen  Temperatur  ergeben.  Er  findet,  daß  a  proportional  mit 
(l  —  TjTj^'l*  ist*,  wonach  die  Kurve,  welche  a  als  Funktion  von  T  darstellt,  die 
T'- Achse  im  Punkte  7*=  7]^  berühren  würde,  eine  Folgerung,  die  durch  die  p.  1181 

1  Siehe  dies  Handbuch  3.  656.  —  «  Nämlich  «  =  ^Vc^fTk"^  ß*(l  -  t)*I*,  wo  ß  ein 
Zahlenfaktor  ist,  der  nach  der  Van  der  Waals  sehen  Gleichung  =  2,  nach  einer  modifi- 
zierten Zustandsgieichung  von  Van  Laar  (Ztschr.  f.  phys.  Chera.  11.  721.  1893)  ■"  2}/ 2, 
und  nach  Beobaditungen  von  Mathias  etwa  =  8,5  zu  setzen  wäre. 
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erwähnten  Beobachtungen  von  de  Vries  Bestätigung  findet.^  —  Ferner  leitet 
Van  der  Waals  aus  der  Gleichung  (154)  Beziehungen  ab  zwischen  den  Ober- 
flächenspannungen verschiedener  Körper  in  „übereinstimmenden  Zuständen", 
d.  h.  in  solchen,  wo  x  und  folglich  (nach  dem  „Gesetz  der  übereinstimmenden 
Zustände")*  auch  ä  und  v  für  die  betreffenden  Körper  gleiche  Werte  haben. 
Nach  (154)  ist 


(154a)  «r-    |/-^--9'W        ' 

wo  9  für  alle  Körper  dieselbe  Funktion  von  x  ist  Nun  ist  nach  dem  p.  1222 
unten  Gesagten  rj  =  Är^  wo  f  eine  Größe  ist,  die  mit  der  Wirkungsweite  der 
Kohäsionskraft  vergleichbar  ist.  Macht  man  nun  die  Hypothese,  diese  letztere 
sei  bei  verschiedenen  Körpern  proportional  den  Molekularxadien,  d.  h.  den  Größen 
v^l*M*l*,  wo  M  das  Molekulargewicht  ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
ziehung a  =s  3  pj^Vj^*,  daß  gilt 

(155a)  a  =  /,f^^V.3r/.9i(T) 

oder     (da  /^  «  |  ^  ^kl^^k  ^^) 

(155b)  «=7;«^,-V.Jlf-V.<p^(T) 

oder 

(155  c)  «  =  V''A'''%W    » 

wo  q>^y  ^3,  9)3  ebenfalls  für  alle  dem  Gesetz  der  übereinstimmenden  Zustände 
folgenden  Substanzen  bei  gleichem  x  gleich  sind.  Führt  man  die  Ostwald  sehe 
„molekulare  Oberflächenenergie"  a^  =  a  -  [v  My»*  ein,  so  erhält  man,  da  bei 
übereinstimmenden  Zuständen  die  v  den  Vj^  proportional  sind,  aus  (155  b)  die 
weitere  Formel: 

(156)  «if=^»94W       » 

aus  welcher  folgt 

(ISÖO  -^  =  3;<(r)^-9,;(T)      . 

d.  h.  die  Änderung  der  molekularen  Oberflächenenergie  muß  für  alle 
Körper  die  gleiche  Funktion  der  reduzierten  Temperatur  sein,  also 
in  übereinstimmenden  Zuständen  ebenfalls  übereinstimmen. 

Dieser  Satz  enthält  das  empirische  Gesetz  von  Eöxvös  (s.  p.  1178)  als 
speziellen  Fall  in  sich;  denn  nach  letzterem  soll  daMJdT  sogar  eine  Konstante 
(—   2,23  in  absolutem  C.G.S..Maß)  sein.  — 

Die  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (152)  benutzte  Gleichung 


1/? 


J-^-VA-^fh+S 


kann  auch  als  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  von  z  als  Funktion  von  <r, 
deren  Integration  zwischen  den  Grenzen  a^  und  (S^  die  Dicke  der  Über- 
gangsschicht liefert,  aufgefeißt  werden.  Man  kann  sie  nämlich  unter  Benutzung 
der  p.  1227   ausgeführten  Umrechnung  auf  die  Form  bringen 


^  J.  D.  VAN  DER  Waals,  1.  c.  p.  695.  716.  —  2  Dies  Handbuch  3.  655.  936. 
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(.57)  ''-^J\ 


dv 


v*l*  1/  jTj  (v  —  vj  —  Cndv 


oder  für  Temperaturen  in  der  Nähe  der  kritischen 

,/.  =  2  I /^^  _-^^l^ ^     ; 

y    a    V  /« (v  —  Vj)  (Vj  —  v) 

also  ist  die  Dicke  ^  der  ganzen  Übergangsschicht: 

r.» 

(157')  f  =2r  /   -,-- -         , 

woraus  ersichtlich  ist,  daß  die  Dicke  der  Obergangsschicht  mit  steigender 
Temperatur  wächst  und  bei  Temperaturen,  wo  Vj  und  Vj  nicht  mehr 
sehr  von  1  verschieden  sind,  jedenfalls  groß  gegen  die  Wirkungsweite 
der  Kohäsionskraft  ist  Bei  Annäherung  von  T  an  die  kritische  Temperatur 
selbst  würde  ^  nach  obiger  Formel  sogar  unendlich  groß,  worin  aber  kein 
Widerspruch  hegt,  weü  dann  zugleich  die  Dichten  in  der  Übergangsschicht  von 
denen  der  Flüssigkeit  und  des  Dampfes  unendlich  wenig  verschieden  werden. 
Wie  schon  p.  1224  angedeutet,  hat  Van  der  Waals  noch  eine  zweite 
Behandlungsweise  der  Dififerentialgleichung  angegeben,  wobei  die  Glieder  mit  den 
höheren  Differentialquotienten  nicht  vernachlässigt,  sondern  dadurch  auf  die  niederen 
zurückgeführt  werden,  daß  ein  spezielles  Wirkungsgesetz  für  die  Kohäsions- 
kraft eingeführt  wird.  Dieses  hypothetische  Gesetz  ist  ähnlich  dem  von  Lord 
Rayleigh  vorgeschlagenen  und  von  Donnan  (siehe  oben,  3)  benutzten  Exponential- 
gesetz,  aber  nicht  mit  ihm  identisch.  Van  der  Waals  setzt  nämlich  das  Potential 
der  Kohäsionskraft 

(158)  _  2i(^)  =  _  i  «-1:^  , 

woraus  folgt 

(159)  t|;(r)  =  iA6-WA     . 

Dann  gelten  die  Beziehungen: 

(160)  f2-:tf  «fi-A^A»      ,  f6_.£i.^  ^.52.  u.  s.  w., 
^     ^              2!            4!     2!  6!     4!        4!     2! 

wodurch  die  Differentialgleichung  (146)  übergeht  in: 

Zweimalige  Differentiation  und  Multiplikation  mit  c^j2a  ergibt: 

2  a  ~d^  "^  4  a"^  7^  "^  ■  "  "  2"^  |77  'd^  "^  Tä^  \d'z]  ] 

und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (160)  werden  alle  höheren  Differential- 
quotienten eliminiert  und  es  resultiert: 

s    .    ^  ^^^         Trf^  ^8    \^^     ^^^  d^F  ldiS\^\ 
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oder  auch 

(161") 
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'.Äh^)= 


Diese  Differentialgleichung  integriert  nun  Van  der  Waals,  indem  er  die 
Funktion   F{<s)  —  fij ,    ihrem    aus   der   Zustandsgieichung    folgenden    allgemeinen 

Verlauf  entsprechend,  durch  eine  Sinusfunktion  :  a/{<f^  —  tf,)  sin  2  tc         ^  appro- 


a,-a. 


ximiert;  er  findet  so  nach  einmaliger  Integration: 

^       ^  V  1        «;    \       /  1+ä/cos2« ^ 

woraus  weiter  2  als  Funktion  von  c  zu   berechnen  wäre.     Für  a  ergibt  sich  aus 
(161")  an  Stelle  von  (isi*)  der  Ausdruck 

(2) 

(0 

Die  Folgerungen  über  das  Verhalten  von  a  in  der  Nähe  der  kritischen 
Temperatur  bleiben  dieselben,  wie  sie  aus  der  nach  der  ersten  Methode  ge- 
wonnenen Näherungsformel  abgeleitet  wurden  (p.  1228).  Benutzt  man  noch,  daß 
nach  (160)  jetzt  c^  =  2aX^  ist,  so  gilt  also  nach  (154') 

imd  nach  Einftlhrung  der  p.  1228  erwähnten  Abhängigkeit   der  Differenz  Vj  — v^ 
von  der  reduzierten  Temperatur  t  =T/3^: 

Unter  der  Annahme  |5  «  2  Y2  berechnet  Van  der  Waals  hiemach  aus 
den  Beobachtungen  von  de  Vries  (siehe  p.  1181)  über  die  Oberflächenspannung 
von  Äther  in  der  Nähe  der  kritischen  Temperatur  den  Wert 

X  =  0,174  ft^     , 

wonach  die  Wirkungsweite   der  Kohäsionskraft  von  der  Größenordnung  des  aus 
der  kinetischen  Theorie  abgeleiteten  Molekular  du  rchmessers  wäre. 


5.   Theorie  von  Bakker. 

Auf  Grund  der  Annahme  einer  kontinuierlichen  Übergangsschicht  zwischen 
Flüssigkeit  und  Dampf,  in  welcher  die  Van  der  Waals  sehe  Zustandsgieichung 
gilt,  hat  neuerdings  auch  Bakker  ^  Untersuchungen  zur  Kapillaritätstheorie  durch- 
geführt,   die    sich    in    ihren   Resultaten   mit    denen   der   Van  der  Waals  sehen 


1  G.  Bakker,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  33.  477.  1900;  48.  i.  1904;  öL  344.  1905; 
Adh.  d.  Phys.  17.  471.  1905.  Dazu  auch  H.  HULSHOF,  Ableitung  der  ObcrflächenspannuDg. 
Dissert  Amsterdam  1900;  Ami.  d.  Phys.  4.  165.   1901. 
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Theorie  vielfach  berühren.  Bemerkenswert  erscheint  darin  besonders  eine 
andersartige  Ableitung  der  Oberflächenspannung,  nämlich  aus  einer  Abhängig- 
keit des  Druckes  von  der  Richtung  in  der  Kapillarschicht.  Ist  p^  der 
Druck  senkrecht  zur  Ebene  der  Schichtung  (der  mit  dem  Dampfdruck  p^  über- 
einstimmt), p^  derjenige  parallel  zu  jener  Ebene,   so  ist  die  Oberflächenspannung 


a  =  /(^^  —  p^dz.     Dafür  kann  man  auch  schreiben 

(2) 

(163I  «  =j[S,  - 


(2) 


wo  S^,  S^  die  Spannung  oder  das  Kontraktionsbestreben  infolge  der  Kohäsions- 
kräfte  für  die  Richtungen  senkrecht  und  parallel  zur  Schichtebene  sind,  welche 
man  von  dem  allseitig  gleichen  „thermischen  Druck"  subtrahieren  muß,  um  den 
eigentlichen  Druck  p^  bezw.  p^  zu  erhalten.^  Den  Unterschied  von  S^  und  S^ 
berechnet  nun  Bakker  einmal  allgemein  aus  der  Resultierenden  der  Kohäsions- 
kräfte  auf  eine  Flüssigkeitssäule,  sodann  unter  spezieller  Voraussetzung  des  durch 
die  Formel  (158)  ausgedrückten  Van  der  Waals sehen  Kohäsionspotentials.  Diese 
letztere  Ableitung  möge  wegen  ihrer  interessanten  Analogien  zur  Theorie  des 
elektrischen  Feldes  hier  kurz  angedeutet  werden.  Es  sei  V  das  Potential  der 
gesamten  Kohäsionskräfte  in  irgend  einem  Punkte  der  Obergangsschicht,  also 

(164)  V^--k\c      ^      dv      , 

wo  das  Integral  über  alle  innerhalb  der  Wirkungsweite  von  dem  betrachteten 
Punkte  aus  gelegenen  Volumelemenlc  dv  zu  bilden  ist. 

Bei  ebener  oder  hinreichend  schwach  gekrümmter*  Begrenzung  der  Über- 
gangsschicht  (_L  zur  Z- Achse)  kann  man  mit  Benutzung  der  p.  1209  in  Glei- 
chung (104)  eingeführten  Funktion  i//  auch  schreiben 


OD 

'  SB  —  4  «  I  (T  if;  (2)  (/^r       , 


woraus  für  den  Fall  homogener  Dichte  nach  (106)  folgt ^: 

QO 

oder  auch,  da  für  die  durch  (159)  gegebene  Funktion  1/;    /  if;  </^  =  i  X*  ist, 

0 
/;  =  - 47r(j>fA2      . 

Es  besteht  demnach  zwischen  i,  iL  und  der  Van  der  Waals  sehen  Konstante  a 
die  Beziehung 

2«i  =  ^      • 


1  Für  das  Innere  der  homogenen  Flüssigkeit  werden  5.  und  St  einander  gleich  und  zwar 
gleich  der  früher  als  „Kohäsionsdruck"  bezeichneten  Gröiie  A'.  Die  Differenz:  thermischer 
Druck  —  Kohäsionsdruck  ist  dann  der  hydrostatische  Druck.  —  2  Die  Theorie  beliebig  stark 
gekrümmter  Kapillarschichten  hat  G.  Bakker  ganz  neuerdings  behandelt  (Ann.  d.  Phys.  23. 
532.  1907,  —  3  Der  Wert  Vy  der  aus  der  Gleichung  (105)  für  i?  =  00  folgt,  unterscheidet 
sich  von  dem  obigen,  fiir  das  Medium  von  konstanter  Dichte  a  gebildeten  Wert  um  den 
Faktor  \',,  weil  er  sich  auf  einen  Punkt  in  der  ebenen  Oberfläche  des  Mediums  bezieht 
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Die  Funktion  F  genügt  zufolge  ihrer  Definition  (164)  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

(165)  JV~^  +  4nic 

oder  im  Falle  eines  senkrecht  zur  Z- Achse  geschichteten  Mediums: 

d*V       V 
(165')  -rf?-  =  i*  +  *«^'     • 

im   übrigen  besitzt  sie  dieselben  Stetigkeitseigenschaften,    wie  das  Newton  sehe 

Potential.^     Mit  Hilfe  dieser  Differentialgleichung  beweist  nun  Bakker,  daß  die 

A^-Komponente    der    auf  ein   Volumelement   dv   wirkenden   Resultierenden   der 

dV 

Kohäsionskräfte  X^ —  a  dv  sich  darstellen  läßt  in  der  Form 

dx 


wo  gesetzt  ist 


^l^-(l^)*-(f)'+(4f)"l  . 


i_  ^  ar  ^i_  dv  jaF 

y  4«i    dx    dy       '  '  4n;i    dx    dz       ' 

und  analog  die  anderen  Komponenten.  Dies  bedeutet  nun  (wie  man  sich  durch 
spezielle  Verfügung  über  die  Koordinatenachsen  leicht  überzeugt),  daß  sich  die 
Kraft,  die  infolge  der  Kohäsion  auf  ein  Massenelement  wirkt,  statt 
auf  Fernwirkungen  (nach  dem  Gesetze  von  Van  der  Waals)  auch  zurück- 
führen läßt  auf  einen  SpamnmgizuBtand  des  Mediums,  der  besteht  aus 
einem  Zug  in  der  Richtung  des  Potentialgefälles  von  der  Stärke 

und  einem  solchen  in  allen  dazu  senkrechten  Richtungen: 

dabei  ist  grad  V  der  Absolutwert  des  Potentialgefälles,  also 

In  der  Kapillarschicht,  wo  allein  ein  merkliches  Potentialgefälle  vorhanden 
ist,  ist  dasselbe  senkrecht  zur  Oberfläche  gerichtet;  S^  bedeutet  dort  also  einen 
Zug  senkrecht  zur  Oberfläche  (parallell  Z),  S^  einen  Zug  parallel  zur  Oberfläche, 
und  die  Einsetzung  der  vorstehenden  Werte  in  (163)  ergibt  fttr  die  Oberflächen- 
spannung den  Ausdruck  : 

(2)  (2) 

(1)  (1) 


1  C.  Neumann,  Allgem.  Untersuchangen  über  d.  elektr.  Wirkungen.    Leipzig  1896.  — 
Vgl.  auch  G.  Bakker,  Ztschr.  f.  phys.  Chem,  37.  477.  1900. 

Winxblmann,  Physik.    9.  Aufl.    I.  7^ 
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Diese  Gleichung  entwickelt  Bakkkr  weiter  unter  Benutzung  der  das  hydro- 
statische Gleichgewicht  ausdrückenden  Beziehung 

dz  dz 

wo  0  der  „thermische  Druck"  ist,  d.  i.  nach  der  Van  der  Waals  sehen  Gleichung 
RTliv-^d)  oder  i?r<y/(l  -  ^<y). 

Für  die  Dicke  der  Kapillarschicht  leitet  Bakker  u.  a.  die  Formel  ab 

wo  p   den   Druck  der  homogenen  Phase  in  demjenigen  Punkte  der  Isotherme 
bedeutet,  wo  das  thermod3mamische  Potential  |ea  =  f^j  ist. 

Für  Äther  findet  er  in  der  letzten  Arbeit  unter  Benutzung  der  empirischen 
Formeln  von  Mathias  für  die  Dichten  von  Flüssigkeit  und  Dampf 


a  =  145(1  -  t)'/.  -  119(1  -  r)«^~ 


cm 
und 

,       /   6,014  ,^„\ 

das  ergibt  z.  B.  für  t  =  |(oder  r  =  284^)  f  =  8,57  fifi  ,  für  t  =  0,8  [T  =  375) 
f  =  8,58|ifA,  und  dieselbe  Größenordnung  hält  Bakker  auch  bei  Wasser  für 
wahrscheinlich. 
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Von  den  Gasen. 

Das  Boyle-Mariottesche  Gesetz 
und  die  Abweichungen  von  demselben. 

Von  L.  Graetz. 
(Die  Literatur  ist  bis  Ende  1907  berücksichtigt«) 


L  Das  Boyle-Hariottesche  Oesetz, 

1.  Der  Zusamipenhang  zwischen  dem  Volumen  eines  Gases  mid  dem  Drucke, 
unter  welchem  das  Gas  steht,  ist  zuerst  von  Boyle^  1662,  dann,  vielleicht  un- 
abhängig davon,  von  Mariotte*  1679  gesucht  und  gefunden  worden  imd  drückt 
sich  durch  ein  sehr  einfaches  Gesetz  aus,  das  BoYLE-MARiOTTEsche  Gesetz, 
welches  ursprünglich  nur  für  die  Luft  als  gültig  angesehen  wurde,  welches  aber 
fQr  alle  Gase  und  ungesättigte .  Dämpfe  in  erster  Annäherung  gilt  Mariotte 
brachte  eine  bestimmte  Luftmenge  in  ein  U- förmig  gebogenes,  kalibriertes  Rohr, 
mit  einem  langen  offenen  und  einem  kurzen  geschlossenen  Schenkel.  In  den 
langen  Schenkel  goß  er  Quecksilber.  Sobald  das  Niveau  des  Quecksilbers  in 
beiden  Schenkeln  gleich  hoch  war,  stand  die  abgeschlossene  Luft  imter  dem 
Drucke  einer  Atmosphäre  (760  mm  Quecksilber)  und  nahm  dabei  ein  bestimmtes 
Volumen  v  ein.  Wurde  nun  mehr  Quecksilber  eingefüllt,  der  Druck  also  erhöht, 
so  nahm  das  Volumen  der  Luft  ab,  die  Luft  wurde  komprimiert,  und  sobald  die 
drückende  Quecksilbersäule  eine  Höhe  von  760  mm  erreicht  hatte,  war  das 
Volumen  der  Luft  die  Hälfte  des  ursprünglichen  geworden,  t;/2.  Bei  dem 
doppelten  Drucke  ist  also  das  Volumen  der  Luft  auf  die  Hälfte  reduziert,  ebenso 
bei  dem  dreifachen  auf  ein  Drittel  u.  s.  w.  Daraus  ergibt  sich  das  Mariotte  sehe 
Gesetz: 

Das  Volumen  V  einer  bestimmten  Masse  eines  Gases  ist  dem 
Drucke  /,  unter  welchem  das  Gas  steht,  umgekehrt  proportional, 
oder  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen  einer  bestimmten  Masse 
eines  Gases  ist  konstant: 

/r«const  =  -4'     . 

Gase,  welche  das  Mariotte  sehe  Gesetz  genau  befolgen,  nennt  man  ideale 
Gase.  Alle  wirklichen  Gase  zeigen  mehr  oder  minder  große  Abweichungen  von 
diesem  Gesetz. 

2.  Die  Größe  A'  ist  für  ein  und  dasselbe  Gas  unabhängig  von  Druck  und 
Volumen,  aber  sie  ist  abhängig  von  der  Masse  des  angewendeten  Gases  und  von 

^  R.  BoYLE,  Nova  ezperimenta  physico-mechanica  de  vi  aeris  elastica«  London  1662.  *- 
2  E.  Mariotte,  De  la  nature  de  Tair.    1679. 
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der  Temperatur.  Für  verschiedene  Gase  hat  sie  natürlich  verschiedene  Werte, 
die  aber  in  leicht  angebbarer  Beziehung  stehen.  Ist  m  die  Masse  des  angewen- 
deten Gases,  V  sein  Volumen,  v  das  Volumen  der  Masseneinheit,  so  ist  v  =»  Vjmy 
und  aus 

pV^pmv^  A' 

folgt,  wenn  man  A'  ^  mA  setzt, 

pv  =  A 

Darin  bedeutet  v  also  das  Volumen  der  Masseneinheit. 

Was  die  Abhängigkeit  von  A  von  der  Temperatur  betrifft,  so  hat  Gay-Lussac 
gezeigt,  daB  A  mit  steigender  Temperatur  wächst  und  zwar  pro  Grad  Celsius  um 
a  =  -^^  seines  Wertes,  so  daß  also  -4  =  ^^(1  +  «/)  gesetzt  werden  kann,  wo 
a  =  0,008665  ist,  und  zwar  hat  a  für  ideale  Gase  diesen,  für  wirkliche  Gase 
angenähert  diesen  Wert.     Es  ist  also 

Die  Konstante  A^  bezeichnet  man  als  die  Konstante  des  MARiOTTEschen 
Gesetzes  für  dieses  Gas. 

Führt  man  die»  absoluten  Temperaturen 

r«  278  +  /= yt 

a 

ein,  so  kann  man,  indem  man  A^a  =^  Ä  setzt,  schreiben: 

pv^Rl     , 

worin  R  die  Konstante  des  Mariotte- Gay-Lussac  sehen  Gesetzes  ge- 
nannt wird. 

Für  den  Eispunkt  ist  also 

pv^A^      . 

Sind  also  p  und  p^  zwei  Drucke,  etwa  in  Atmosphären  ausgedrückt,  und 
sind  V  imd  v^  die  entsprechenden  Volumina  der  Massen einheit  eines  Gases,  so 
ist  bei  0® 

Nehmen  wir  also  als  p^  den  Druck  von  1  Atmosphäre  an  und  nehmen  wir 
als  Masse  des  Gases  1  g  an,  so  ist  A^  «=/o*\)»  ^^  ''o  g^^^c^  ^^™  Volumen  von 
1  g  des  Gases  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  bei  0^  C  ist.  Beziehen  wir 
das  spezifische  Gewicht  J  eines  beliebigen  Gases,  wie  gewöhnlich,  auf  Luft  als 
Einheit,  so  ist  das  Volumen,  welches  1  g  desselben  einnimmt,  gleich  1/d  von 
dem  Volumen  eines  Gramm  Luft,  Z^.     Es  ist  also  für  1  g  eines  beliebigen  Gases 

A  -^  V  -i^  =  A 

wo  A^  die  Konstante  des  Mariotte  sehen  Gesetzes  für  Luft  ist. 

Nun  ist  das  Volumen  von  1  g  Luft  bei  0^  und  1  Atm.  Druck  in  Kubik- 
zentimetern ausgedrückt: 

L^  =  773,8  ccm      . 

Femer  ist  der  Druck  einer  Atmosphäre  in  Dynen/cm*  ausgedrückt: 

/.=  76 •18,596. 981  =  1018,66- 10»  ^^^^       , 

also  ist 

«00«.,    ...lig'cm*  ^  ^        7836,6-10^    gcm* 

A,  =  7888,6  •  10^  -5 — j-         und         A  « ~ -^— -  -      . 

'  sec*  "  <J  sec* 
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Nehmen  wir  andererseits,  wie  es  in  der  Technik  noch  üblich  ist,  das  Kilo- 
gramm nicht  als  Masseneinheit,  sondern  als  Gewichtseinheit,  und  nehmen  wir 
dazu  1  m  als  Längeneinheit,  so  ist 

A  =»  760 .  13,596  =  10383  -%     • 

m 

Femer  ist  Z^«  0,7783  m*,  also 

7986  8 
^,=  7986,8  kg»m         und         ^4^  = ^-^kg-m     . 

Die  Konstante  R  des  Mariotte-Gay-Lussac  sehen  Gesetzes  wird  in  diesen 
beiden  Fällen: 

_  7886,6-10^   1^  ^  2871  >  10»  /  g.cm»  \ 

""273  d  ■"  J         (scc^Grad/ 

oder 

_  7986,8  £  _  29,27  /mkg\ 

273~"  S  "      6      iGräd/ 

3.  Da  die  Dichtigkeit  des  Wasserstoffs  (bezogen  auf  Luft)  d  =  0,0695  ist, 
so  sind  die  angegebenen  Konstanten  im  C.G.S.-System  für  Wasserstoff 


^  0,0695 


/g*cm'\ 
\    sec»   / 


und 

i?j=:  4181.10*  f-^^^)       • 

\secGrad/ 

Ist  8'  die  Dichtigkeit  eines  anderen  Gases,  bezogen  auf  Wasserstoff,   so  ist 
A^-^         und         Ä  =  -^      . 

Da  die  Dichtigkeit  eines  Gases,  bezogen  auf  Wasserstoff^  gleich  dem  halben 
Molekulargewicht  ft  bt, 

so  ist  für  ein  beliebiges  Gas  bei  0^. 

2  Ah        2255.10^ 
pv^ = 

und  bei  beliebiger  Temperatur 

2RsT       8262.10*7- 

pV  ==^ s=  

Bezeichnen  wir  daher  das  Volumen  von  1  Grammolekül  (fi  Gramm)  mit  w, 
so  ist  (IV  sst  CD  und  es  wird 

pm^  8262. 10*r 
und  das  gilt  für  alle  Gase. 

Die  Konstante  des  Mariotte sehen  Gesetzes  für  1  Grammolekül  ist  also 

=  2  Ab  =  2255 'lOU^ — ^ 
\  sec 

die  des  Mariotte-Gay-Lussac  sehen  Gesetzes, 


«2i?.-8262.10*(^l^) 
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n.  Die  alteren  Versnche  über  die  Abweichungen  vom 
Mariotteschen  Gtesetz. 

4.  Die  Frage,  ob  das  MARiOTTEsche  Gresetz  streng  gültig  ist,  d.  h.  ob  bei 
allen  Drucken  und  zugehörigen  Volumina  das  Produkt  p  v  konstant  ist,  wurde 
schon  in  der  Mitte  des  1 8.  Jahrhunderts  von  Musschenbroek,  Sulzer,  Robison 
durch  Experimente  zu  beantworten  gesucht,  ohne  daß  eine  Sicherheit  gewonnen 
wurde.  Auch  blieb  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  für  andere  Gase  als  Luft  und 
namentlich  für  (ungesättigte)  Dämpfe  das  Gesetz  ebenfalls  gültig  wäre.  Die  letz- 
tere Frage  wurde  zuerst  von  Oersted  und  Swendtsen*,  dann  von  Despretz* 
verneinend  beantwortet.  Letzterer  fand,  daß  schon  bei  2  Atmosphären  Druck 
bei  Ammoniak,  Schwefelwasserstoff,  Cyangas  das  Volumen  stärker  abnahm,  als  es 
nach  dem  Mariotte  sehen  Gesetz  sollte,  so  daß  also  das  Produkt  /  z^  bei  höheren 
Drucken  kleiner  wurde.  Aber  auch  für  Luft  fand  Despretz,  daß  nur  bis  etwa 
20  Atmosphären  das  Mariotte  sehe  Gesetz  gültig  bleibt,  bei  höheren  Drucken 
nahm  auch  hier  das  Produkt  pv  ab,  die  Luft  nahm  ein  kleineres  Volumen  ein, 
als  sie  nach  dem  Mariotte  sehen  Gesetz  einnehmen  sollte.  Die  nächste  Unter- 
suchung dieser  Frage  wurde  von  Arago  und  Dulong^  im  Verlaufe  einer  im 
Auftrage  der  französischen  Akademie  unternommenen  Arbeit  ausgeführt  Sie  kom- 
primierten die  Luft  ebenso  wie  Mariotte  durch  Quecksilberdruck  in  dem  ge- 
schlossenen Schenkel  einer  U- förmigen  Röhre,  sorgten  aber  für  konstante  Tem- 
peratur, genaue  Kalibrierimg  der  Röhre  imd  sorgfältige  Ablesung.  Ihr  Resultat 
war,  daß  bis  zu  dem  angewendeten  Druck  von  27  Atmosphären  die  Abweichimgen 
von  dem  Mariotte  sehen  Gesetz  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler 
liegen,  so  daß  sie  in  diesen  Grenzen  das  Gesetz  für  streng  gültig  hielten.  N 

Für  andere  Gase  als  Luft  bestimmte  Pouillet*  die  Abweichung  vom 
Mariotte  sehen  Gesetz,  indem  er  das  Gesetz  für  Luft  als  streng  gültig  annahm, 
und  in  demselben  Bade  mehrere  Röhren,  mit  Luft  und  anderen  Gasen  gefüllt, 
zusammen  dem  Drucke  aussetzte.  Seine  Versuche  gehen  bis  zu  100  Atm.  Druck 
Vind  er  fand,  daß  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickoxyd  und  Kohlenoxyd 
dem  Mariotte  sehen  Gesetz  in  derselben  Genauigkeit  folgen,  wie  Luft,  daß  da- 
gegen die  leicht  koerziblen  Gase,  schweflige  Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure, 
Stiekoxydul,  ebenso  Sumpfgas  und  Äthylen  schon  bei  8 — 4  Atm.  merkliche  Ab- 
weichimgen von  dem  Mariotte  sehen  Gesetz  zeigen.  Bezeichnet  man  mit  v  das 
Volumen,  welches  eine  bestimmte  Gasmenge  unter  irgend  einem  Drucke  haben 
sollte,  wenn  es  dem  MARiOTTBschen  Gesetz  folgte,  und  mit  v  das  von 
PoüiLLET  beobachtete  Volumen  für  diesen  Druck,  so  nimmt  der  Quotient  v  \v 
mit  wachsendem  Drucke  fortwährend  ab,  was  anzeigt,  daß  diese  Gase  stärker 
komprimiert  werden,  als  es  dem  Mariotte  sehen  Gesetz  entspricht.  So  ergab 
sich  der  Quotient  v  \v  für 


Druck  in  Atmosphären 

1 

5 

10 

20 

40 

83 

Kohlensäure  .... 
Stickoxydul    .... 

Sumpfgas 

Äthylen 

1,000 
1,000 
1,000 
1,000 

0,989 
0,983 
0,992 
0,986 

0,965 
0,956 
0.981 
0,972 

0.919 
0,896 
0,956 
0,955 

0,739 
0,732 
0,940 
0,919 

0,850 

Für  Luft,  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickoxyd  und  Kohlenoxyd  ergab 


^  H.  Ch.  Oe&sted  und  Swendtsen,  Edinburgh.  Joum.  of  science  4.  224.  1826.  — 
2  B.  Despretz,  Ann.  chim.  phys.  (2)  34.  1827.  —  3  Ezpos6  des  recherches  faites  par  Tordre 
de  TAcadimie  royale  des  sdences  pour  döterminer  les  forces  elastiques  de  la  vapeur  d'eau  ä  de 
hautes  temp^ratures  par  Prony,  Arago,  Girard,  Dulong,  M6m.  de  TAcad.  10.  193.  1831. 
—  ♦es.  M.  PouiLLET,  Elements  de  Phys.  4.  Aufl.  1.  327. 
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sich  natürlich  ans  diesen  Versuchen  nichts  Direktes  über  ihre  Abweichungen  vom 
Mariotte sehen  Gesetz,  außer  das  eine,  daß  diese  Abweichungen  bei  allen  von 
derselben  Größe  sind.  Es  beweist  das  jetzt  die  verhältnismäßige  Ungenauigkeit 
der  PoüiLLET  sehen  Versuche. 

5.  Die  Frage  kam  nun  in  die  Hände  von  Regnaült  und  wurde  von  ihm 
mit  gewohnter  Meisterschaft  und  Exaktheit  behandelt.  Regnaült^  änderte  die 
Mariotte  sehe  Beobachtungsmethode  derartig  ab,  daß  die  Beobachtungsfehler 
nicht,  wie  früher,  einen  um  so  größeren  Einfluß  erhalten  konnten,  je  höhere 
Drucke  man  anwendete.  Auch  er  bediente  sich  eines  U-förmigen  Rohres.  Der 
offene  Schenkel  desselben  war  86  m  lang,  während  der  geschlossene,  von  3  m 
Länge  genau  kubiziert  war  und  zwei  Marken  trug,  welche  ein  bestimmtes  Volumen, 
das  als  1  angenommen  wurde,  und  ein  anderes  halb  so  großes  kennzeichneten. 
Es  wurde  nun  das  Volumen  1  mit  Luft  von  1  Atmosphäre  gefüllt,  und  durch 
Zugießen  von  Quecksilber  die  Luft  auf  das  Volumen  ^/^  komprimiert  Die  dazu 
nötige  Höhe  der  Quecksilbersäule  wurde  gemessen.  Bei  einem  zweiten  Versuch 
wurde  das  ganze  Volumen  1  mit  Luft  von  2  Atmosphären  gefüllt,  durch  Ein- 
pumpen mittels  einer  Druckpumpe,  und  wieder  die  Höhe  der  Quecksilbersäule 
bestimmt,  welche  das  Volumen  auf  die  Hälfte  reduzierte.  Weiter  wurde  ursprüng- 
lich das  Volumen  1  mit  Luft  von  4  Atmosphären  gefallt  u.  s.  w.  Bezeichnet 
man  das  Volumen  1  mit  V^  und  den  zugehörigen  Druck  mit  /J,,  das  Volumen  ^/g 
mit  J^  (in  den  Experimenten  war  V^  nur  nahezu  =  ^/2,  die  Abweichungen 
wurden  gemessen)  und  den  zugehörigen  Druck  mit  P^,  so  müßte,  wenn  das 
Mariotte  sehe  Gesetz  richtig  wäre,  V^P^^V^P^  oder  V^P^jV^P^^^l  sein. 
Falls  aber  die  Gase  bei  höheren  Drucken  stärker  komprimierbar  sind,  als  es 
dieses  Gesetz  verlangt,  so  entspricht  dem  Volumen  ^  ==  J^/2  ein  Druck 
P^<2Pq,  es  wird  also  V^P^<V^P^,  oder  V^P^jV^P^  wird  größer  als  1.  In 
der  Tat  fand  nim  Regnaült,  daß  selbst  bei  Luft  schon  bei  P^  =  2  Atm.  der 
bezeichnete  Quotient  größer  als  1  wurde  und  daß  die  Abweichung  von  dem 
Werte  1  immer  größer  wurde,  je  höher  der  Druck  wurde.  Bezeichnet  P^  den 
Anfangsdruck  (in  mm  Quecksilber)  in  jedem  Versuch,  so  ergeben  sich  bei  Luft 
folgende  Zahlen,  als  Beispiele  aus  dem  großen  von  Regnaült  angegebenen 
Zahlenmaterial: 


Luft 


Pa  -    738,72  1 


/\  =  1476,25 

2112,53 
4209,48 

Pj  =  4127,82  1 


0  -  2112,53  1 


1,001414 
1,002765 
1,002709 


i>,-    8177148  1   ll'Ö^3253 

'J^  I   I  1,003336 

I   I  1,004286 


-Po  =    4219, 
P^  »    8404, 


^1- 


6770,15 
13483,48 


P^  «    6887,- 
/\  =  12725,( 

Pg  =    9336, 
P,  =  18551 


1,41  \ 
,09/ 


0  =  11472,00  1 
,42/ 


P. 

/\  =  20969, 


1,004611 
1,006366 
1,006619 


Obschon  also  die  Abweichungen  vom  MARiOTTEschen  Gesetz  nicht  bedeu- 
tend sind,  sind  sie  doch  sicher  vorhanden  und  es  zeigt  sich,  daß  die  Luft  um 
so  stärker  komprimierbar  ist,  je  höher  der  Druck  wird. 

Ganz  entsprechende  Resultate  ergaben  sich  für  Stickstoff  und  Kohlensäure, 
welche  in  folgenden  Tabellen  enthalten  sind,  wobei  nur  P^  angegeben  ist  /\  ist 
immer  nahezu   =  2  -P^ . 


^  V.  Regnaült,  Mto.  de  l'Institut  2L  329.  1847. 
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Stickstoff 


^0- 

758,96 

1159,26 

2159,86 

8080,22 

4958,92 

KP.  . 

1,001012 

1,001074 

1.001097 

1,001950 

1,002952 

^0- 

5957,96 

7294,47 

8628,54 

9767,42 

10981,42 

VxPx 

1,008271 

1,003770 

1,004768 

1,005147 

1,006456 

Kohlens&ore 


^0 


^1^1 


764,08 
1,007597 


1414,77 
1,012318 


2164,81 
1,018978 


8186,18 
1,028494 


4879,77 
1,045625 


6820,22 
1,066137 


8893,68 
1,084278 


9620,06 
1,099880 


Man  sieht,  daß  Stickstoff  etwas  geringere,  Kohlensäure  sehr  viel  stärkere 
Abweichungen  zeigt  wie  Luft,  aber  in  demselben  Sinne. 

Dagegen  ergaben  sich  bei  Wasserstoff  Abweichungen  in  gerade  entgegen- 
gesetztem Sinne.  Um  das  Volumen  von  Wasserstoff  auf  die  Hälfte  zu  ver- 
mindern, braucht  man  mehr  als  den  doppelten  Druck.  Es  wird  also  der 
Quotient  ^-^o/^i-^i   ^  diesem  Falle  kleiner  als  1,  wie  folgende  Tabelle  zeigt: 


Po 
V,P^ 


2211,18 
0,998584 


3989,47 
0,996961 


Wasserstoff 
5845,18 
0,996121 


7074,96 
0,994697 


.  9147,61 
0,993258 


10861,88 
0,992327 


Die  wirklichen  Gase  entfernen  sich  also  von  dem  idealen  Gaszustand  um 
so  mehr,  imter  je  höherem  Drucke  sie  stehen  und  zwar  Wasserstoff  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  wie  die  anderen  Gase.  Ebenso  wie  für  die  genannten  vier  Gase 
hat  Regkault  noch  die  einschlägigen  Verhältnisse  bei  Sauerstoff,  Kohlenoxyd, 
Stickoxydul  und  Stickoxyd  bis  zu  dem  Drucke  von  8  Atmosphären  bestimmt. 
Er  stellte  seine  Beobachtungen  durch  eine  Interpolationsformel  von  folgender 
Form  dar.     Es  sei 


dann  setzt  er 


^r- 


V, 


m 


=3  1  4.^(«-.  l)  +  ^(w- 1)» 


Die  Drucke  /j  und  P^  sind  in  Metern  Quecksilber  ausgedrückt  und  als 
Einheit  des  Volumens  das  unter  1  m  Druck  bei  0^  angenommen.  Ähnliche 
Interpolationsformeln  sind  von  Jochmann \  Schröder  van  der  Kolk*,  Rankine' 
und  Blaserna  ^  aufgestellt  worden.  Regnault^  hat  noch  weiter  einige  leicht 
koerzible  Gase  im  Bereich  von  2  Atmosphären  untersucht  und  bei  ihnen  starke 
Abweichungen  in  demselben  Sinne  vne  bei  Luft  gefunden.  Es  ergab  sich  in 
diesem  Intervall  für 


1  £.  Jochmann,  Schlömilchs  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  6.  io6.  i86o.  —  2  h.W.  Schröder. 
van  der  Kolk,  Pogg.  Ann.  116.  429.  1862;  126.  333.  1865.  •  ^  W.  J.  M.  Rankine,  PhiL 
Mag.  (4)  2.  527,  1851.  —  ♦  P.  Blaserna,  Pogg.  Ann.  126.  594.  1865.  —  B  V.  Regnault, 
M^m.  de  PAcad.  26.  260.  1847. 
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Name  des  Gases 

Luft 

Stickoxyd       .     .     . 
Kohlenoxyd  .     .     . 
Grubengas      .     .     . 

JxVx 

1,00215 
1,00285 
1,00293 
1,00634 

Name  des  Gases 

Stickoxydul  .     .     . 
Kohlensäure      .     . 
Chlorwasserstoff     . 
Schwefelwasserstoff 

P.V, 
PxV, 

1,00651 
1,00722 
1,00925 
1,01083 

1 

Name  des  Gases 

Ammoniak .     .     . 
Schweflige  Säure . 
Cyan 

P,V. 
PxV. 

1,01881 
1,02088 
1,02353 

Diese  Zahlen  gelten  für  eine  Temperatur  von  7,9^. 

m.  Die  Abweichnngeii  vom  Mariott  eschen  Gesetz  in  großen 

Druckintervallen« 

6.  Eine  wesentlich  neue  Tatsache  auf  diesem  Gebiet  wurde  zuerst  von 
Natterer  ^  gefunden.  Wenn  man  aus  den  bisherigen  Versuchen  vermuten  konnte, 
daß  die  Luft  und  die  ihr  ähnlichen  Gase  um  so  stärkere  Abweichungen  von 
dem  Mariotte sehen  Gesetz,  immer  in  demselben  Sinne  der  stärkeren  Kom- 
pressibilität zeigen  würden,  je  höher  die  Drucke  steigen,  so  zeigte  Natterer 
zuerst,  daß  im  Gegenteil  bei  hohen  Drucken  eine  Abnahme  der  Kompressibilität 
stattfinde,  daß  bei  hohen  Drucken  die  Luft  und  die  anderen  Gase  dasselbe  Ver- 
halten zeigen,  wie  Wasserstoff.  In  Regnaults  Bezeichnungsweise  heißt  dies: 
Der  Quotient  ^o^ol^i^i  ^^  zuerst  größer  als  1  und  wächst  mit  wachsendem  P. 
Dieses  Wachsen  wird  aber  allmählich  geringer,  die  Quotienten  fallen  wieder  imd 
werden  schließlich  sogar  ganz  erheblich  kleiner  als  1.  Natterbr  hat  dieses 
Verhalten  zuerst  gefunden,  indem  er  versuchte,  durch  hohen  Druck  Luft,  Stick- 
stoff, Sauerstoff  u.  s.  w.  flüssig  zu  machen.  Es  gelang  ihm  dies  nicht,  obwohl  er 
bis  zu  über  8000  Atmosphären  ging.  Bei  diesen  Versuchen  zeigte  es  sich,  daß 
die  Gase  bei  hohen  Drucken  viel  weniger  komprimierbar  seien,  als  es  das 
Mariotte  sehe  Gesetz  verlangt  Wenn  man  durch  1  Atmosphäre  in  einen  be- 
stimmten Raum  das  Volumen  1  der  folgenden  Gase  drücken  kann,  so  wird  man 
durch  den  Druck  von  8600  Atmosphären  nicht,  wie  es  das  MARiOTTEsche  Gesetz 
verlangt,  8600  Volumina  hineindrücken  können,  sondern 


für  Stickstoff  nur  . 

.     710  Vol. 

Leuchtgas     nur    . 

.     860  Vol 

Kohlenozyd     „     . 

.     780    „ 

Wasserstoff     „      . 

.  1040     „ 

Luft                  „     . 

.     800    „ 

In  der  folgenden  Arbeit  gab  Natterer  quantitative  Resultate.  Er  pumpte 
die  Gase  in  die  eiserne  Flasche  seines  Kompressionsapparats  und  maß  den  Druck, 
indem  er  vermittelst  eines  Hebels  ein  Ventü  an  der  Flasche  durch  Gewichte  ge- 
schlossen hielt.  Die  Gewichte  gaben  den  Druck.  Nach  Füllung  der  Flasche 
bis  zum  Maximaldruck  ließ  er  durch  eine  Rohrleitung  langsam  >Gas  austreten  in 
eine  mit  Wasser  gefüllte  Glocke,  deren  Volumen  zehnmal  so  groß  war,  wie  das 
der  Flasche.  Wenn  das  Mariotte  sehe  Gesetz  richtig  wäre,  so  würde  das  Aus- 
treten von  10  Volumina  unter  1  Atmosphäre  in  der  Flasche  eine  Druckabnahme 
von  10  Atmosphären  bewirken.  Tatsächlich  nahm  aber  der  Druck  in  der  Flasche 
sehr  viel  stärker  ab,  wodurch  angezeigt  wird,  daß  die  Gasmenge,  die  10  Volumen 
unter  1  Atmosphäre  einnimmt,  bei  diesem  hohen  Drucke  viel  mehr  als  10  Atm. 
braucht,  um  das  Volumen  1  einzunehmen,  daß  also  der  Druck  rascher  wächst,  als 
das  Volumen  abnimmt,  d.  h.,  daß  eine  Abweichung  vorhanden  ist,  wie  sie 
Regnault  für  den  Wasserstoff  konstatiert  hat.  Die  Abweichungen  sind  äußerst 
beträchtlich.  Bezeichnet  man  mit  P^  den  Anfangsdruck  von  78  Atmosphären  (bei 
anderen  Gasen  von  76  oder  77  Atmosphären)  —  die  geringen  Abweichxmgen  bei 


^  J.  O.  Natterer,  Wien.  Ber.  6.  351.  1850;  6.  557.  1850;  12.  199.  1854. 
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noch  niedrigeren  Drucken  können  durch  diese  Methode  nicht  gemessen  werden  — 
und  mit  V^  das  bei  Pq  vorhandene  Volumen  des  Gases,  so  ergaben  sich  ent- 
sprechend den  Regnault  sehen  Bezeichnungen,  nach  denen  P  ein  höherer  Druck 
und  V  das  zugehörige  Volumen  ist,  aus  Natterers  Beobachtungen  für  P^V^/PV 
folgende  Zahlen: 


Wasserstoff 


p 

^0^0 

P 

PoK 

P 

PoV,. 

P 

P.Vo 

P 

PoVo 

P 

P.V, 

Atm. 

1,000 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

78* 

505 

0,788 

1015 

0,619 

1508 

0,516 

1995 

0,450 

2423 

0,400 

100 

0,980 

608 

0,768 

1104 

0,596 

1623 

0,497 

2098 

0,437 

2505 

0,390 

209 

0,899 

706 

0,719 

1194 

0,576 

1701 

0,486 

2154 

0,431 

2594 

0,881 

SOO 

0,860 

799 

0,688 

1292 

0,556 

1821 

0,471 

2213 

0,424 

2689 

0,372 

408 

0,828 

903 

0,651 

1898 

0,535 

1904 

0,461 

2347 

0,408 

2790 

0,861 

Stickstoff 


p 

P.Vo 
PV 

P 
Atm. 

P.V^ 
PV 

P 

Atm. 

PV 

P 

Atm. 

P.Vo 
PV 

P 
Atm. 

Po^o 

P 
Atm. 

p.y. 

Atm. 

PV 

PV 

75 

1,000 

515 

0,747 

1035 

0,507 

;  1546 

0,885 

2046 

0,315 

2654 

0,262 

96 

0,989 

600 

0,690 

1159 

0,470 

'  1640 

0,369 

2156 

0,304 

2790 

0,253 

206 

0,946 

695 

0,640 

1228 

0,452 

1  1738 

0,354 

2272 

0,293 

306 

0,900 

801 

0,593 

1300 

0,435 

1888 

0,340 

2394 

0,282 

403 

0,831 

928 

0,544 

1458 

0,401 

1940 

0,322 

2522 

0,272  1 

Atmosphärische  Luft 


p 

PoK 

P 

P,Vo 

P 

^0^0 

P 

Po^\ 

P 

^0^0 

1      P 

p.K 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

■  Atm. 
941 

PV 

Atm. 
1413 

PV 
0,422 

Atm. 
1943 

PV 

\  Atm. 

1 

PV 

76 

1,000 

504 

0,785 

0,548 

0,337 

1  2531 

0,279 

107 

0,991 

610 

0,715 

1047 

0,512 

1570 

0,392 

2051 

0,324 

2659 

0,269 

206 

0,951 

713 

0,653 

1101 

0,496 

,  1656 

0,378 

2165 

0,312 

2790 

0,260 

300 

0,920 

796 

0,610 

1212 

0,466 

1747 

0,364 

2283 

0,300 

401 

0,863 

843 

0,588 

1340 

0,437 

1843 

0,350 

2405 

1 

0,289 

Kohlenoxyd 


p 

Po^o 

P 

PoV. 

P 

Po^o 

P 

P,V. 

P 

Po^o 

Atm. 

PV 

Atm. 

PV 

Atm. 
1264 

PV 

Atm. 
1867 

PV 

Atm. 

PV 

77 

1,000 

629 

0,727 

0,464 

0,352 

2627 

0,273 

138 

0,993 

732 

0,665 

1338 

0,446 

1974 

0,338 

2790 

0,261 

204 

0,965 

814 

0,623 

1416 

0,428 

2088 

0,324 

307 

0,935 

911 

0,578 

1584 

0,396 

2209 

0,311 

408 

0,900 

1016 

0,538 

,  1674 

0,380 

2389 

0,298  1 

515 

0,810 

1133 

0,500 

'  1767 

0,366 

2477 

0,285 

Sauerstoff 

P 
Atm. 

Po^o 
PV 

i      ^ 
I  Atm. 

Po^o 
PV 

.     P     \    P.V,' 
;  Atm.  i     PV 

P 
Atm. 

P.V. 
PV 

1     P 
Atm. 

77 
188 
210 


PV 


1,000 

310 

0,994 

407 

0,986 

517 

0,958 
0,926 
0,864 


614 
700 
800 


0,793 
0,739 
0,684 


923 
1010 
1106 


0,625 
0,590 
0,558 


1218 
1354 


0,523 
0,485 
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£s  nimmt  also  bei  allen  untersuchten  Gasen  das  Produkt  P  V  bei  diesen 
enormen  Drucken  äußerst  stark  zu,  die  Gase  verhalten  sich  mithin  bei  hohen 
Drucken  alle  gleich  imd  zwar  so,  wie  sich  Wasserstoff  schon  von  Anfang  an 
verhält. 

7.  Dieselbe  Erscheinung  wurde  1870  von  Cailletet^  in  genauerer  Weise 
festgestellt.  Er  brachte  die  Gase  in  eine  Kapillare,  welche  innen  vergoldet  war 
und  in  welche  von  unten  Quecksilber  hineingepreßt  wurde.  Durch  ein  Desgoffe- 
sches  Manometer  wurde  der  Druck  gemessen.  Der  Stand  des  Quecksilbers  in 
der  Kapillare,  also  das  Volumen  des  Gases,  wurde  durch  die  Ablösung  des 
Goldes  erkannt  So  fand  Cailletet  bei  15°  C  fttr  Wasserstoff  und  Luft  folgende 
Resultate,  die  er  in  der  Bezeichnungsweise  von  Regkault  darstellte. 


Wasserstoff 

Luft 

■ 

Wasserstoff 

Luft 

Druck 

Druck 

P 

P,V^ 

P.V, 

P 

^•^0 

P.V, 

PV 

PV 

PV 

PV 

60  Atm. 

0,9810 

1,0181 

850  Atm. 

0,8587 

0,9047 

80      „ 

— 

1,0118 

400      „ 

0,8347 

0,8672 

90      „ 

— 

1,0106 

450      „ 

0,8136 

0,8265 

100      „ 

0,9562 

1,0098 

500      „ 

0,7893 

0,7927 

150      „ 

0,9372 

1,0047 

550      „ 

0.7701 

0,7502 

200      „ 

0,9158 

0,9990      II  605      „ 

0,7580 

0.7215 

250      „ 

0,9001 

.0,9792 

660      „ 

— 

0,6895 

300      „ 

0,8781 

0,9465      1 

705      „ 

— 

0,6660 

Hierbei  wurde  also  zum  erstenmal  bei  Luft  gezeigt,  daß  der  Quotient  P^Vq/PV 
bei  gewissem  Drucke  ein  Maximum,  also  -PF  Minimum  hat.  Bei  seinen  späteren 
Untersuchungen^  bediente  sich  Cailletet  zur  Druckmessung  direkt  eines  Queck- 
silbermanometers von  250  m  Länge  und  8  mm  innerem  Durchmesser  und  arbeitete 
in  einem  Schacht  bei  Buttes-aux-Cailles  von  560  m  Tiefe,  der  mit  stagnierendem 
Wasser  gefüllt  war.  Die  Röhre  mit  dem  zu  untersuchenden  Gase,  das  Piezo- 
meter,  war  wieder  innen  vergoldet,  und  das  hineinsteigende  Quecksilber  löste 
das  Gold  auf,  so  daß  man  nach  dem  Versuc^h  das  Volumen  des  komprimierten 
Gases  bestimmen  konnte.  Cailletet  experimentierte  mit  Stickstoff  und  fand 
folgende  Werte  für  die  Drucke  P  (in  Metern  Quecksilber),  und  die  entsprechenden 
Volumina  V  (in  willkürlichem  Maße)  bei  den  Temperaturen  15 — 17^  Aus  diesen 
Zahlen  ist  das  Produkt  PV  berechnet 


Druck  P 

Volumen  V 

PV 

Druck  P 

Volumen  V 

PV 

iu  m  Hg 

IQ  m  Hg 

89,859 

207,93 

8184 

99,188 

86,06 

8536 

44,264 

184,20 

8158 

109,119 

77,70 

8484 

49,271 

162,82 

8022 

114,119 

76,69 

8751 

49,566 

161,85 

8022 

124,122 

71,86 

8857 

59,462 

132,86 

7900 

144,241 

62,16 

8966 

64,366 

128,58 

7951 

149,205 

59,70 

8907 

69,867 

115,50 

8011 

154,224 

58,18 

8973 

74,330 

108,86 

8091 

164,145 

54,97 

9023 

79,284 

103,00 

8162 

174,100 

52,79 

9191 

84,888 

97,97 

8267 

181,985 

51,27 

9330 

89,231 

93,28 

8323       1 

Das  Produkt  PV  zeigt  also  ein  Minimum  bei  etwa  60  m  Quecksilber.  Bei 
diesem  Drucke  ist  also  das  Volumen  V  relativ  am  kleinsten,  ist  das  Gas  relativ 
am  meisten  komprimiert,  bei  höheren  und  niederen  Drucken  ist  die  Kompressi- 


t  L.  Cailletet,  C.  R.  70.  1131.  1870.  -—  ^  L.  Cailletet,  C.  R.  88.  61.  1879. 


1244 


L.  Gbaetz,  Das  BoTLE-MARiOTTEsche  Gesetz. 


Huidb.  d. 
Pby«.    a.  Aufl. 


bilität   geringer.      Dadurch    sind  die   Resultate  Regnaults    und   Natterers   in 
Einklang  gebracht     Dieses  Resultat  von  C ailletet  wurde  auch  von  Amagat  ^  bei 

Stickstofif  gefunden,  indem  er  dieses  Gas 
als  Grundlage  für  spätere  Untersuchungen 
sorgfältigen  Messungen  unterwarf. 

8.  Die  ausführlichsten  und  sorg- 
fältigsten Versuche  über  die  Zusammen- 
drückung der  Gase  rühren  von  Amagat 
her,  der  von  1878  an  viele  Jahre  hin- 
durch diese  Untersuchungen  fortsetzte.* 
Im  Jahre  1893  gab  er  eine  Zusammen- 
stellung derjenigen  Beobachtungen',  bei 
denen  er  bis  zu  Drucken  von  3000  Atm. 
und  Temperaturen  von  nahezu  800® 
fortschritt. 

Bei  den  ersten  Versuchen  diente  als 
Manometer  ein  offenes  Stahlrohr  von 
840  m,  das  aus  Sektionen  von  je  25  m 
Länge  bestand,  und  zuerst  in  Lyon  an 
einem  Abhang,  später  aber  in  einem 
Schacht  einer  Kohlengrube  bei  St  Etienne 
aufgestellt  wurde.  Die  Versuchsanordnung 
ist  in  Figur  419  skizziert  Durch  eine 
Glyzerinpimipe  wurde  das  Quecksilber 
im  Versuchsrohr  P\  dessen  oberer  Teil 
von  einem  Heizmantel  umgeben  war  und 
zugleich  in  das  offene  Manometer  CC 
getrieben.  Als  Normalsubstanz  wurde 
atmosphärischer  (also  argonhaltiger)  Stick- 
stoff genommen.  Die  Resultate  über 
Figur  419.  ^2»    für     Stickstoff,    auf    die    sich    viele 

andere  Beobachtungen  beziehen,  sind  von 
Travers*  in  folgender  Tabelle,  zugleich  mit  denen  von  Regnault,  zusammen- 
gefaßt worden.     Sie  beziehen  sich  auf  15*^  C. 


P  (m  Hg) 


0,76 

5 
10 
20 
30 
40 
50 
60 


Stickstoff 


pv            1 

i>(mHg) 

pv            1 

p{mng) 

pv 

1,0000 

70 

0,9927    ; 

150 

1,0480 

0,9981 

80 

0,9958 

160 

1,0566 

0,9963 

90 

0,9993 

170 

1,0655 

0,9930 

100 

1,0066 

180 

1,0752 

0,9908 

110 

1,0148 

190 

1.0860 

0,9896 

120 

1,0233 

200 

1,0970 

0,9897 

130 

1,0314 

210 

1,1085 

0,9908 

140 

1,0397 

220 

1,1207 

Der  Stickstoff  zeigt  also  bei  etwa  45  m  Quecksilber  (69,2  Atm.)  das  Minimum 
von  pv. 


1  E.  H.  Amagat,  C.  R.  87.  432.  1878;  88.  336.  1879.  —  *  E.  H.  Amagat,  C.  R. 
87.  432.  1878;  88.  336.  I879;  Ann.  chim.  phys.  19.  345.  1880;  22.  353.  1881;  28.  456. 
464.  1883.  —  3  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (6)  20.  68.  1893.  —  *  M.  W.  Travers, 
Experimentelle  Untersuchung  von  Gasen    1905.  p.  173.     (Fig.  419  ist  aus  diesem  Werke  ent- 
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Später  verglich  Amagat^  eine  Reihe  anderer  Gase,  Sauerstoft  Luft,  Kohlen- 
oxyd, Sumpfgas  und  Äthylen  nach  der  Pouillet  sehen  Methode  mit  Stickstoff. 
Die  zu  vergleichenden  Gase  wurden  in  zwei  Manometer  aus  Kristallglas  ein- 
geschlossen und  empfingen  den  Druck  gemeinschaftlich  durch  eine  Schraube. 

Die  Röhren  konnten  einen  Druck  bis  zu  500  Atm.  aushalten.  Die  Tempe- 
raturen blieben  zwischen  18  imd  22^.  £s  ergab  sich  für  alle  Gase  ein  Minimum 
von  pv^  und  zwar  lag  dieses  Minimum,  welches  sich  aber  bei  verschiedenen 
Temperaturen  wesentlich  verschiebt,  bei  folgenden  Drucken: 


Stickstoff 
Sauerstoff 
Luft   .     . 


45  m  Quecksilber 
100  „ 
65  „  „ 


Kohlenoxyd 
Sumpfgas  . 
Äthylen  .     . 


50  m  Quecksilber 
120  „ 
65  I,  „ 


Bei  Äthylen  schwankt  das  Verhältnis  p^v^lpv  zwischen  2,218  und  0,837 
so  daß  Äthylen  dreimal  stärker  oder  weniger  stark  komprimierbar  ist,  als  es  nach 
dem  Mariotte  sehen  Gesetz  sein  sollte. 

9.  Die  Frage,  wie  sich  die  Abweichungen  der  Gase  vom  Mariotte  sehen 
Gesetz  bei  verschiedenen  Temperaturen  verhalten,  ist  ebenfalls  zuerst  von 
Amagat  in  einigen  Arbeiten  studiert  worden.  Seine  ersten  Versuche'  bezogen 
sich  auf  schweflige  Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure  und  Luft  und  ergaben  im 
Intervall  von  1 — 8  Atm.  folgende  Werte  für  p^v^jpv  bei  verschiedenen  Tem- 
peraturen, aber  nahezu  gleichem  Anfangsdruck  p^'. 


A 

»'• 

pv 

niedere  Temp. 

höhere  Temp. 

Schweflige  Säure,  1.  Versuch     .     . 

15,8  <»  1,0188 

98,4  •  1,0057 

»               »)       2.        „           .     • 

15,5     1,0182 

97,8     1,0051 

Ammoniak,  1.  Versuch     .... 

7,7     1,0125 

98,0     1,0048 

t>            «•        1»           .... 

6,1     1,0129 

98,4     1,0051 

Kohlensäure,  1.  Versuch  .... 

8,5     1,0061 

98,1     1,0026 

„             2.        „         .... 

9,0     1,0064 

98,4     1,0021 

Luft,  1.  Versuch 

7,2     1,0010 

98,8     1,0001 

— 

97,5     0,9998 

Es  geht  aus  diesen  Zahlen  hervor,  daß  die  Abweichungen  vom  Mariotte- 
schen  Gesetz  um  so  geringer  werden,  je  höher  die  Temperatur  ist  Später  unter- 
suchte Amagat*  direkt  nach  der  REGNAULTschen  Methode  die  Abweichungen 
bei  Luft  und  Wasserstoff  bis  320®  im  Intervall  von  1 — 2  Atm.  und  fand,  was 
durch  alle  folgenden  Versuche  bestätigt  wird,  daß  alle  Gase  sich  mit  steigender 
Temperatur  dem  idealen  Gaszustand  nähern.  Es  hat  also  eine  Erhöhung  der 
Temperatur  nicht  denselben  Effekt  wie  eine  Erhöhung  des  Druckes;  letztere  bringt 
Abweichungen  hervor,  wie  sie  beim  Wasserstoff  von  Anfang  an  existieren,  crstere 
macht  alle  Abweichungen  verschwinden. 

Dasselbe  Resultat  fand  auch  Winkelmann^  für  Äthylen,  welches  er  im 
Intervall  von  1 — 3  Atm.  bei  Temperaturen  von  0  und  100®  untersuchte  und 
wobei  er,  um  mit  kleinen  Apparaten  genau  arbeiten  zu  können,  die  Volumen- 
änderung durch  eine  Bestimmung  des  Gewichts  von  ausgeflossenem  Quecksilber 
scharf  meßbar  machte.  Das  Nähere  über  seine  Methode  übergehend,  sind  im 
folgenden  seine  Resultate  angegeben.     Es  ergab  sich  für: 


*  E.  H.  Amagat,  CR.  89.  437.  1879.  —  2  e.  H,  Amagat,  C.  R.  68.  1170.  1869; 
71.  67.  1870;  73.  143.  1872.  —  3  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim,  phys.  (4)  28.  274.  1873.  — 
♦  A.  Wimkelmann,  Wikd.  Ann.  6.  92.  1878. 
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Äthylen  bei  0^ 

Äthylen  bei  ca.  100® 

P 

pv 

i    ^ 

pv 

Temperatur 

781,94    \ 
1406,97 

748,70    1 
1424,2      1 

714,29    \ 
1481,61    1 

714,29    1 
2067,82    ) 

714,29    \ 
2067,95    1 

724,23    l 
2078,45    ) 

1,00545 

1,00588 

1,00589 

1,0139 

1,00965 

1,01026 

740,65    1 
1451,82    J 

746,65    \ 
1451,79    / 

783,52    \ 
1456,69    J 

746,65    1 
2088,98    J 

746,65    \ 
2084,40    J 

788,52    \ 
1     2078,02    ) 

1,00265 
1,00281 
1,00285 
1,00881 
1,00878 
1,00428 

99,5370 

99,537 

99,181 

99,587 

99,587 

99,181 

In  allen  Fällen  weicht  also  bei  höherer  Temperatur  das  Äthylen  weniger 
vom  Mariotte  sehen  Gesetz  ab  als  bei  niedriger. 

10.  Eine  Reihe  weiterer  Versuche  über  die  Zusammendrückbarkeit  von 
Gasen  bei  verschiedenen  Temperaturen  hat  Roth^  publiziert.  Er  füllte  eine 
Röhre  mit  Stickstoff,  eine  andere  mit  dem  zu  untersuchenden  Gase,  setzte  beide 
demselben  Drucke  aus  imd  maß  die  Volumina.  Das  reziproke  Volumen  des 
Stickstoffs  diente  ihm  direkt  als  Maß  für  den  Druck,  da  Stickstoff  verhältnismäßig 
geringe  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  zeigt.  Es  ergaben  sich  für 
die  untersuchten  Gase  starke  Abweichungen  vom  MARiOTTESchen  Gesetz,  die  aber 
durchweg  bei  höheren  Temperaturen  geringer  wurden.  Aus  den  von  Roth  auf- 
gezeichneten Interpolationstabellen  ergaben  sich  folgende  Werte  von  p^v^\pv  für 
die  einzelnen  Gase  bei  verschiedenen  Temperaturen. 


I.   Kohlensäure. 
Temperatur  /  =      18,5  49,5 

A-20Atm.1 
/=60     „      J        ' 

2.   Schweflige  Säure. 

Temperatur  /  =  0  58,0  99,6 

p^  «  10  Atm.  I 

/  =  14     „      j 

A=28     „      \ 
/  =  40     „      J 

3.    Äthylen. 
Temperatur  /  =      18,0  50,2 

A.  =  25  Atm.  1 

^t>  l       1,2222 


99,8  188,80 

1,1795       1,0822       1,0274 


1,5184 


1,0508 
1,3480 


183,2  <> 


1,0912 


/  =  50 


1,1146 


99,6         188,2  0 
1,0878       1,0451 


4.    Ammoniak. 
Temperatur  /  =         99,6 
pQ  =  20  Atm. 
/  =  60 


^tm.  1 
,»      J 


1,5880 


188,0» 
1,1207 


'  F.  Roth,  Wied.  Ann.  11.   I.   1880. 
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Im  übrigen  zeigen  die  von  Roth  untersuchten  Gase  bis  zu  den  angewen- 
deten Drucken  (im  Maximum  160  Atm.)  «nicht  das  von  Cailletet  beobachtete 
Minimum  von  pv.  Im  Gegenteil  nehmen  die  Werte  von  pv  regelmäßig  ab. 
Es  ergaben  sich  z.  B.  für  Kohlensäure  bei  188,2®  folgende  zusammengehörige 
Werte  von  /  und  pv\ 


Kohlens&ure  bei  188,2° 


p  (Atm.) 

pv 

1  p  (Atm.) 

pv 
9761 

l^(Atm.) 

pv 

18,06 

9939 

1  20,64 

45,81 

9841 

14,23 

9984 

23,12 

9738 

68,59 

9136 

15,55 

9893 

26.73 

9658 

<   87,94 

8741 

17,07 

9849 

82.09 

9558 

;  106,33 

8727 

18,73 

9815 

38,14 

9504 

1  130,55 

8400 

II.  Dieser  scheinbare  Widerspruch  wurde  jedoch  durch  eine  weitere  Unter- 
suchung vouAmagat^  aufgeklärt,  in  welcher  die  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen 
Gesetz  bei  verschiedenen  Temperaturen  zwischen  0  und  100**  aber  bis  zu  Drucken 
von  820  m  Quecksilber  gemessen  wurden.  Und  zwar  wurden  dabei  die  Gase: 
Stickstoff,  Wasserstoff,  Sumpfgas,  Äthylen  und  Kohlensäure  untersucht.  Der 
Apparat  war  ähnlich  eingerichtet  wie  derjenige,  welcher  zu  seinen  oben  erwähnten 
Versuchen  mit  höheren  Drucken  gedient  hatte,  die  Drucke  wurden  mit  Stickstoflf- 
manometem  gemessen.  In  ausführlichen  Tabellen  und  in  Kurven  wurde  der 
Gang  des  Produkts  pv  mit  wachsendem  Drucke  und  zwar  bei  5 — 10  ver- 
schiedenen Temperaturen  dargestellt    Einige  Zahlen  dieser  Tabellen  sind  folgende. 

Stickstoff. 


p 

17,70 

30,1« 

50,4« 

75,5* 

100,1 0 

30  m 

2745 

2875 

3080 

3380 

8575 

60 

2740 

2875 

3100 

3360 

8610 

100 

2790 

2980 

3170 

3445 

8695 

200 

3075 

3220 

3465 

3750 

4020 

820 

8525 

3675 

8915 

4210 

4475 

Wasserstoff. 


p 

17,70   1   40,4« 

60,4«      81,1 0 

100,1° 

30  m 
100 
200 
820 

2830 
2985 
3240 
3550 

3045 
8200 
3465 
3780 

3235 
8400 
3685 
3890 

8430 
3620 
3870 
4200 

8610 
8780 
4055 
4385 

Sumpfgas. 


14,7« 


29,50 


40,60 


40  m 
100 
140 
230 


2515 
2275 
2260 
2560 


2685 
2480 
2480 
2730 


2830 
2640 
2655 
2880 


60,10 

79,80 

3060 
2935 
2940 
3150 

3290 
8180 
3190 
3385 

100,10 

3505 
3435 
3460 
3650 


1  E.  H.  Ämagat,  Ann.  chim.  phys.  (5)  22.  353.  1881. 
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p 

1  16,30 

20,30 

30,10 

40,00 

50,00 

60,00 

70,00 

79.90 

89,90 

100,00 

80  m 

1950 

2055 

2220 

2410 

2580 

2715 

2865 

2970 

8090 

3225 

70 

880 

945 

1110 

1340 

1675 

1920 

2150 

2365 

2560 

2740 

100 

1150 

1200 

1275 

1880 

1535 

1690 

1895 

2105 

2335 

2515 

180 

1415 

1455 

1525 

1620 

1725 

1840 

2000 

2150 

2820 

2480 

200 

2030 

2065 

2115 

2200 

2290 

2390 

2490 

2600 

2715 

2835 

820 

! 

8035 

8065 

3125 

8200 

3285 

3875 

8470 

3545 

8625 

3710 

Kohlensäure. 


p 

18,20 

35,10 

40,20 

50,00 

60,00 

70,00 

80,00 

90,20 

1000 

30  m 

flüssig 

2360 

2460 

2590 

2780 

2870 

2995 

3120 

3225 

70 

)) 

725 

950 

1530 

1890 

2155 

2880 

2570 

2750 

100 

760 

870 

920 

1065 

1815 

1630 

1940 

2200 

2425 

180 

955 

1060 

1115 

1190 

1315 

1505 

1735 

1980 

2190 

170 

1210 

1310 

1860 

1430 

1520 

1645 

1780 

1975 

2135 

200 

1405 

1500 

1550 

1615 

1705 

1810 

1930 

2075 

2215 

320    ; 

2135 

2240 

2280 

2360 

2440 

2525 

2620 

2725 

2880 

Aus  der  Diskussion  dieser  Zahlen  findet  Amagat,  daß  diese  Gase  zwei  ver- 
schiedenen Typen  und  einem  Zwischentypus  angehören.  Den  einen  Typus  bildet 
der  Wasserstoff,  bei  welchem  der  Wert  von  pv  beständig  und  fast  geradlinig 
mit  p  wächst  bei  allen  Temperaturen.  Den  entgegengesetzten  Typus  bilden 
Äthylen  und  Kohlensäure.  Bei  diesen  nimmt  pv  zuerst  rasch  ab,  um  ein 
Minimum  zu  erreichen,  welches  bei  verschiedenen  Temperaturen  an  ver- 
schiedenen Stellen  liegt,  und  dann  weiter  zu  steigen.  Dieses  Minimum  rückt 
bei  höheren  Temperaturen  zu  höheren  Drucken  vor,  wird  aber  dabei  immer 
weniger  scharf.  Folgende  Tabelle  gibt  die  Lage  des  Minimums  von  pv  Sxct 
Äthylen  und  Kohlensäure  bei  verschiedenen  Temperaturen: 


Äthylen. 

Temperatur  16,8 

20,8 

80,1 

40,0   50,0   60,0 

70,0 

79,9 

89,9   1000 

Druck      55 

60 

79 

80    88    95 
Kohlensäure. 

100 

105 

115   120  m 

Temperatur 

35,1 

40,2 

50,0   60,00   70,0 

80,00 

90,2 

100,00 

Druck 

70 

80 

98    115    130 

140 

150 

160  m 

Die  dem  Zwischentypus  angehörenden  Gase,  Sumpfgas  und  Stickstoff,  zeigen 
durch  den  Verlauf  der  Werte  von  pv  an,  daß  sie  bei  genügend  niedrigen 
Temperaturen  ebensolche  tiefe  Minima  aufweisen  werden,  wie  Äthylen  und  Kohlen- 
säure. Das  Endergebnis  dieser  sorgfaltigen  Versuche  ist  wieder,  daß  in  jedem 
Falle  die  Abweichungen  vom  MARiOTTESchen  Gesetz  —  nach  der  einen  oder 
anderen  Richtung  hin  —  um  so  geringer  werden,  je  höher  die  Temperatur  steigt 

12.  Die  verschiedenen  Gase  zeigen  also,  wenn  man  große  Intervalle  des 
Druckes  und  der  Temperatur  ins  Auge  faßt,  durchaus  das  gleiche  Verhalten. 
Dabei  ist  aber  zu  beachten,  daß  imter  Umständen  bei  hohen  Drucken  und 
innerhalb  bestimmter  Temperaturintervalle  die  Gase  gar  nicht  gasförmig  bleiben, 
sondern  zu  Flüssigkeiten  sich  kondensieren.  Und  zwar  tritt  das  unter  allen 
Umständen  ein,  wenn  die  Temperatur,  bei  der  die  Gase  untersucht  werden, 
unterhalb  ihrer  kritischen  Temperatur  liegen  und  wenn  dabei  der  Druck 
hoch   genug   getrieben    wird.     Eine   vollständige    Untersuchung    der    Zusammen- 
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drückbarkeit  von  Gasen  muß  also  auch  die  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssig- 
keiten mit  umfassen. 

13.  Solche  vollständige  Untersuchungen  fttr  eine  Reihe  von  Substanzen  in 
sehr  großem  Druck-  und  Temperaturintervall  hat  Amagat^  ausgeführt.  Um 
dabei  zu  weit  höheren  Drucken  überzugehen,  war  die  Hauptau%abe,  einen 
passenden  und  genauen  Apparat  zur  Messung  der  Drucke  zu  konstruieren.  Auagat 
wendete  dafür  das  Manometer  an,  welches  als  DESGOFFEsches  Manometer 
bekannt  ist,  welches  aber  erst  durch  ihn  zu  einem  genauen  Meßinstrument  ein- 
gerichtet wurde  (Manomitre  a  pistons  libres).  Dasselbe  ist  bekanntlich  nach  dem 
Prinzip  einer  hydraulischen  Presse  eingerichtet,  nur  daß  umgekehrt  durch  dieselbe 
der  Druck  nicht  erhöht,  sondern  erniedrigt  wird.  Der  zu  messende  hohe  Druck 
wirkt  auf  einen  Zylinder  von  kleiner  Fläche  und  überträgt  sich  auf  einen  Zylinder 
von  großer  Fläche,  durch  welchen  Quecksilber  in  eine  Röhre  getrieben  wird. 
Der  Druck  reduziert  sich  durch  das  Manometer  im  Verhältnis  der  Querschnitte.* 
Für  die  hohen  Drucke  konnte  nicht  mehr  ein  Piezometerrohr  aus  Glas  benutzt 
werden,  welches  nur  einseitigen  Druck  erhielt,  sondern  es  mußte  außen  und 
innen  unter  gleichem  Drucke  stehen.  Um  die  Volumina  abzulesen,  wurden 
elektrische  Kontakte  im  Piezometerrohr  angebracht.  Amagat  dehnte  diese  Ver- 
suche auf  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickstoff,  Luft,  Kohlensäure,  Äthylen  aus  und 
zwar  bei  verschiedenen  Temperaturen  zwischen  0  und  258®. 

14.  Die  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  lassen  sich  am  besten 
und  charakteristischsten  darstellen,  wenn  man  den  Wert  von  p  v  selbst  als  Funktion 
des  Druckes  bei  jeder  Temperatur  ausdrückt.  Nimmt  man  als  Druckeinheit 
1  Atm.  imd  als  Volumeneinheit  dasjenige  Volumen,  welches  1  g  der  Substanz  bei 
0®  und  1  Atm.  Druck  hat,  so  wäre  bei  Gültigkeit  des  MARiOTTEschen  Gesetzes 
für  0  ®  / «?  =  1  und  zwar  für  jeden  Druck,  Bei  irgend  einer  höheren  Temperatur  / 
wäre  /z^  =  (!+«/).  Stellt  man  also  Kiurven  dar,  welche  als  Abszissen  die 
Drucke  p  und  als  Ordinaten  die  Werte  von  p  v  haben,  so  würden  bei  Gültigkeit 
des  Mariotte  sehen  Gesetzes  diese  gerade  Linien  ergel^en  müssen,  welche  der 
Abszissenachse  parallel  sind. 

Solche  Diagramme  hat  nun  Amagat  nach  seinen  Versuchen  gezeichnet  und 
in  Figur  420  und  421  sind  die  für  die  Kohlensaure  erhaltenen  dargestellt. 
Figur  420  stellt  pv  als  Funktion  von  p  bis  zu  1000  Atm.  dar  und  zwar  für 
verschiedene  Temperaturen  zwischen  0  und  258^.  Man  sieht,  daß  pv  erst  ab- 
nimmt, bis  zu  einem  Minimum  und  dann  stark  ansteigt  Man  sieht  weiter,  daß 
die  Minima  bei  höheren  Temperaturen  zu  größeren  Drucken  steigen  und  immer 
flacher  werden.  Auch  bei  der  höchsten  Temperatur  ist  die  erhaltene  Kurve 
nicht  eine  der  Abszissenachse  parallele  Gerade,  aber  sie  nähert  sich  ihr  erheb- 
lich. Übrigens  wendet  sich  die  Kurve,  die  die  Minima  verbindet,  bei  der  hohen 
Temperatur  wieder  rückwärts  zu  niedrigeren  Drucken  hin. 

Die  Figur  421  stellt  den  Anfang  der  Kurven  in  vergrößertem  Maßstab  dar. 
Da  nämlich  die  kritische  Temperatur  der  Kohlensäure  bei  81,1®  liegt,  so  wird 
für  Temperaturen  zwischen  0  und  31,1®  bei  gewissen  Drucken  die  Kohlensäure 
flüssig,  ihr  Volumen  nimmt  bei  einem  solchen  Drucke  rasch  ab  vom  Volumen 
des  gasförmigen  bis  zum  Volumen  des  flüssigen  Zustands,  ebenso  auch  der  Wert 
von  pv  und  deshalb  haben  diese  Kurven,  wie  man  aus  Figur  421  sieht,  Stücke, 
welche  der  Ordinatenachse  parallel  sind.  Nur  die  Teile  der  Figur  bis  zu  diesen 
geradlinigen  Stücken  stellen  das  Verhalten  der  gasförmigen  Substanz  dar.  Die 
punktierten  Teile  dieser  Kurven  sind  von  Amagat  in  früheren  Untersuchungen 
gefunden  worden.     Alle  gezeichneten  Kurven  sind  Isothermen. 


^  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (6)  29.  68.  1893.  —  *  L.  Wagner,  Drude  s  Ann. 
16.  906.  1904. 
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15.  Da  man  zweckmäßig  eine  Substanz  unterhalb  des  kritischen  Punktes  als 
einen  Dampf  bezeichnet,  oberhalb  derselben  als  ein  Gas,  das  Verhalten  der 
Dämpfe  aber  im  III.  Bd.  dieses  Handbuchs  behandelt  ist,  so  sollen  hier  im 
wesentlichen   nur    diejenigen    Beobachtimgen    erörtert   werden,    welche   sich    auf 


Figur  420. 

wirkliche  Gase  beziehen,  d.  h.  bei  jeder  Substanz  auf  Temperaturen,  welche 
oberhalb  der  kritischen  Temperatur  liegen.  Die  Beobachtungen  über  ungesättigte 
Dämpfe,  also  bei  Temperaturen  unterhalb  der  kritischen,  sind  in  Bd.  III,  p.  1 1  I4flf. 
zusammengestellt.  Vollständig  läßt  sich  allerdings  diese  Trennung  nicht  überall 
durchführen,  und  insbesondere  bei  der  Kohlensäure  und  bei  Äthylen  sind  in 
den  untenstehenden  Tabellen  die  vollständigen  Beobachtimgen  von  Amagat 
angeführt. 
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i6.  Wroblewski^  war  der  erste,  der  die  Isothermen  einer  Substanz  bei 
sehr  niedrigen  Temperaturen  bestimmte.  Er  untersuchte,  um  die  Bedingungen 
für  die  Verflüssigung  des  Wasserstoffs  kennen  zu  lernen,  die  Isothermen  desselben 
bei   99,140    QO  -  108,65  <>  und   -  182,45  <>.     Die  beiden  letzten  Temperaturen 


sind  die  normalen  Siedetemperaturen  des  Äthylens  und  des  Sauerstoffs.  Die 
Drucke  variierten  bei  den  tiefen  Temperaturen  zwischen  16  und  70  Atm.,  bei 
den  anderen  zwischen  1  imd  70  Atm.  Wroblewski  stellte  seine  Versuche  durch 
folgende  Formeln  dar: 


<  S.  V.  Wroblewski,  Wien.  Ber.  97.  (IIa)  1321.  1888. 
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Temperatur 

+    99,14«  /»=  1,861299    +0,001860051   /- 0,000004099268  /« 

0  /  V  »  0,997898    +  0,001808924  p  -  0,000004257472  /' 

-  108,55  pv^  0,6187044  +  0,00087512     p  -  0,0000026916       /« 

-  182,45  /  V  -  0,8822789  +  0,0002599817^  -  0,0000008091856 /• 

17.  WiTKOWSKi^  hat  nach  der  Methode  des  konstanten  Volumens  (siehe 
p.  1258)  für  Luft  bis  zur  Temperatur  —145*^0  den  Ausdehnungskoeffizienten 
gemessen  und  daraus  die  Werte  von  /  v  für  Luft  bestimmt,  indemer  die  Werte 
von  pv  für  16^  von  Amagat  zugrunde  legt  Das  Minimum  von  pv  ergab  sich 
für  folgende  Temperaturen  bei  den  angegebenen  Drucken: 


t 

Minimum 
von  ^v  bei 

t 

Minimum 
von  p  V  bei 

+  100« 
+  16 
0 
-  85 

/  <  10  Atm. 
/-  79 
95 
115 

-  78,5  • 

-  108,5 

-  180 

-  185 

p  =s  128  Atm. 

106 

66 

57 

Vor  kurzem  hat  P.  Koch*  nach  derselben  Methode  ebenfalls  für  trockene, 
kohlensäurefeie  Luft  pv  bei  0^  und  bei  —79®  gemessen.  Seine  Zahlen,  die 
mit  denen  von  Amagat  imd  Witkowski  ziemlich  gut  übereinstimmen,  sind  in 
den  untenstehenden  Tabellen  enthalten. 

18.  Kamerlingh  Onnes  imd  einige  Mitarbeiter  haben  für  eine  Reihe  von 
Gasen  und  Gasmischungen  möglichst  genaue  Isothermen  bestimmt  Als  Apparat 
zur  Messung  der  Drucke  diente  dazu  gewöhnlich  ein  offenes  Manometer  von 
reduzierter  Höhe,  das  von  Kamerlingh  Onnes'  konstruiert  wurde.  Dasselbe 
besteht  aus  einer  Anzahl  von  15  Partialmanometem  von  je  8,14  m  Länge,  die 
hintereinander  geschaltet  werden.  Die  Übertragung  des  Druckes  von  dem  oberen 
Gefäß  des  einen  zu  dem  unteren  des  nächsten  geschieht  durch  komprimiertes 
Gas,  welches  in  die  Verbindungsröhren  zwischen  je  zwei  Manometer  eingelassen 
wird.  Für  die  Untersuchungen  selbst  konstruierten  Kamerlingh  Onnes  und 
Hyndman*  Piezometer  von  variablem  Volumen.  Mit  diesem  bestimmten  sie* 
die  Isothermen  des  Sauerstoffs  bei  0,  15,6  und  20,0^  zwischen  20  und  CO  Atm., 
femer  bestimmten  sie*  einige  Punkte  der  Isothermen  von  Wasserstoff  bei  0  und  20®, 
für  welchen  schon  vorher  Schalkwijk^  die  Isotherme  von  20®  möglichst  genau 
gemessen  hatte.  Dann  maßen  Kamerlingh  Onnes  und  Braak^  die  Isothermen 
des  Wasserstoffs  zwischen  —  104®  und  —  217®.  Sie  fanden  bei  diesen  tiefen 
Temperaturen  Minima  von  /»bei  folgenden  Drucken  und  Temperaturen: 


182.81  <*  83,36 
195,27  47.69 
204,70  52,10 

212.82  58,68 
217,41  51,57 

Die  Minima  sind  übrigens  wenig  scharf. 


Druck  p  in  Atmosphären 
für  Minimum  von  p  v 


1  A.  W.  Witkowski,  Bull,  de  TAcad.  de  Cracovie.  Mai  1891.  p.  181;  Bull.  Cracovie 
Mars  1899;  Phil.  Mag.  (5)  41.  288.  t8q6;  42.  i.  1896.  —  2  P.Koch,  Abb.  der  Münchn. 
Akad.  d.  Wiss.  23.  (2)  479.  1907.  —  ^  h.  Kamerlingh  Onnes,  Communications  Leyden. 
No.  44.  1898.  —  J.  C.  ScHALKW^jK,  ibid.  No.  67.  1900.  —  ♦  H.  Kamerlingh  Onnes  und 
H.  H.  Francis  Htndman,  Communications  Leyden.  No.  69.  1901.  —  5  h.  Kamerlingh  Onnes 
u.  H.  H.  F.  Hyndman,  Communications  Leyden.  No.  78.  1900.  —  ®  H  Kamerlingh  Onnes 
u.  H.  H.  F.  Hyndman,  ibid.  1900.  —  ^  J.  C.  Schalkwijk,  Communications  Leyden.  No.  70.  V. 
1901.  —  8  H.  Kamerlingh  Onnes  u.  C.  Braak,  Communications  Leyden.  No.  97  u.  99.  1907. 
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19.  Das  Verhalten  der  Edelgase  Ai^gon,  Helium,  Krypton,  Neon,  Xenon 
in  bezug  auf  das  MARiOTTEsche  Gesetz  wurde  von  Ramsay  und  Travers^ 
untersucht  Die  Versuche  erstreckten  sich  auf  zwei  Temperaturen  und  gingen 
bis  gegen  100  Atm.    Die  Resultate  sind  in  den  untenstehenden  Tabellen  enthalten.* 


IV.  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  bei  Drucken 
unterhalb  1  Atmosphäre. 

20.  Die  Frage,  wie  sich  die  Luft  und  die  ihr  ähnlichen  Gase  bei  Drucken 
unter  1  Atm.  verhalten,  ob  sie  da  das  Mariotte  sehe  Gesetz  genau  erfüllen,  oder 
ob  sie  auch  da  Abweichungen  zeigen  und  in  welchem  Sinne,  ist  besonders  schwierig 
zu  beantworten.  Es  liegen  eine  Anzahl  Arbeiten  über  sie  vor,  welche  zu  sehr 
verschiedenen  Resultaten  führten.  Siljeström'  fand  1874,  daß  bei  niederen 
Drucken  die  Luft  dieselben  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  zeigt,  wie 
sie  Regnault  bei  höheren  Drucken  gefunden  hat,  d.  h.  bei  wachsenden 
Drucken  nimmt  PV  ab.  Dagegen  fanden  Mendei-ejeff  und  Kirpitschoff*, 
daß  umgekehrt  mit  wachsendem  Drucke  (unterhalb  1  Atm.)  PV  größer  wird. 
Die  Abweichungen  sind  nach  Mendelejeff  nicht  unbeträchtlich.  Es  ergaben 
sich  z.  B.  folgende  Zahlen  für  Luft,  wobei  in  der  Berechnung  von  P  V  der  Wert 
für  646,19  mm  gleich  1  ist. 


Druck 

Volumen 

PV 

]        Druck              Volumen 

PV 

646,185 
486,285 
207,403 
155,645 

1027,29 
1864,78 
8195,89 
4258,84 

1,00000 
0,99960 
0,99867 
0,99856 

104,805 
51,628 
16,895 
14,554 

6815,75 
12769,20 
89320,71 
44034,87 

0,99730 
0,99306 
0,97114 
0,96551 

Die  Kritik,  die  Mendelejeff  an  Siljeströms  Versuchen  vorgenommen  hat, 
läßt  dessen  Angaben  unsicher  erscheinen.  Aber  auch  Mendelejeff s  Versuche 
sind  von  Amagat  scharfer  Kritik  unterworfen  worden. 

21.  Amagat ^  der  beste  Kenner  dieses  Gebiets,  hat  diese  Frage  in  zwei 
Arbeiten  zu  beantworten  gesucht  Er  kommt  auf  Grund  sehr  umsichtiger  und 
sorgfältiger  Kritik  zu  dem  Schluß,  daß  mit  den  angewendeten  Methoden  ein 
sicheres  Urteil  darüber,  in  welchem  Sinne  die  Abweichungen  vom  MARiOTTEschen 
Gesetz  stattfinden,  nicht  zu  finden  ist.  Die  Abweichungen  nach  der  einen 
und  anderen  Seite  hin  folgen  entweder  promiscue  durcheinander,  oder  sie  sind, 
wenn  sie  auch  immer  nach  derselben  Seite  gehen,  von  der  Ordnung  der  Beob- 
achtungsfehler. So  bekam  er  für  Luft  bei  Anfangsdrucken  P,  die  von  12,206  mm 
bis  0,295  mm  abnahmen  und  höheren  Enddrucken -P'  folgende  Reihe  für -PF/P' F': 

0,9986     1,0020    0,9992     1,0013     1,0015     1,0021     1,0025     1,0010     1,0048     1,0027    1,0019; 
0,9999     1,0015     1,0013     1,0015     1,0050    0,9986     1,0030     1,0150     1,0143     1,0042; 
1,0137     1,0030     1,0075    0,9999     1,0160     1,0100     1,0045    0,9680. 

Entsprechend  schwankende  Werte  fand  er  für  Kohlensäure  und  Wasserstoflf, 


^  W.  Ramsay  u.  M.  W.  Travers,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  38.  675.  1901.  —  2  Weitere 
Literatur:  A.  LZDUC,  Ann.  chim.  phys.  (7)  16.  5.  1898,  hat  eine  Reihe  von  Gasen  zwischen 
1  und  2  Alm.  genau  untersucht.  —  Versuche  über  die  Kompressibilität  von  Gasmischungen 
stellten  an:  U.  Lala,  C.  R.  111.  819.  1890;  112.  426.  1891.  —  D.  Berthelot,  Journ.  de 
phys.  (3)  8.  263.  521.  1899.  —  P.  Sacerdote,  ibid.  (3)  8.  319.  1899.  —  D.  Berthklot  u. 
P.  Sacerdote,  C.  R.  128.  820.  1899.  —  ^  j.  a.  Siljeström,  Pogg.  Ann.  161.  451.  1874; 
Chem.  Ber.  8.  576.  1875.  —  ♦  D.  Mendelejeff  u.  M.  Kirpitschoff  ,  Bull,  de  TAcad^mie  de 
St.  Petersbourg  9.  466.  1874;  Chem.  Ber.  7.  1339.  1874;  8*  744*  1^75;  Ann.  chim.  phys. 
(5)  2.  427.  1874.  —  D.  Mendelejeff  u..  Hemiltan,  Ann.  chim.  phys.  (5)  9.  iii.  1876.  — 
6  E.  H.  AiiAGAT,  Ann.  chim.  phys.  (5)  8.  1876;  (5)  28.  480.   1883. 
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SO  daß  auch  für  diese  das  MARioiTEsche  Gesetz  unterhalb  1  Atm.  innerhalb  der 
Beobachtungsfehler  gültig  ist 

22.  Die  Frage  wurde  dann  von  Fr.  Fuchs*  wieder  aufgenommen.  Nach 
seinen  Beobachtungen  war  nur  fQr  Wasserstoff  die  Abweichung  vom  Mariotte  sehen 
Gesetz  so  gering,  daß  es  nicht  gelang,  ihren  Sinn  festzustellen.  Für  Luft,  Kohlen- 
säure und  schweflige  Säure  dagegen  ergaben  sich  folgende  Werte  von  P  V  bei 
verschiedenen  Drucken: 


Druck  in 

PV 

mm 

Luft 

Kohlensäure 

Schweflige  Säure 

1000    1 

10000 

10000 

10000 

900 

10000,4 

10011 

10033.6 

800 

10000,8 

10022,4 

10067 

700 

10001 

10088 

lOlOO 

600 

10000 

10042,4 

10188 

500 

9998,8 

10052 

10166,4 

400 

9996 

10057 

10198 

800 

9991 

10061 

10225 

250 

9988 

10063 

10251 

Mit  wachsendem  Drucke  wird  also  der  Wert  von  pv  bei  Luft  größer,  bei 
Kohlensäure  und  schwefliger  Säure  kleiner.  Die  beiden  letzteren  Gase  sind  also 
unterhalb  1  Atm.  stärker  komprimierbar,  als  es  dem  MARiOTTEschen  Gesetz 
entspricht. 

Was  die  Luft  betrifft,  so  sieht  man,  daß  die  Abweichimgen  von  pv  \m 
Maximum  1,2  ^j^^  betragen.  Nach  der  Kritik  von  Amagat  liegen  solche  Ab- 
weichimgen  bei  derartigen  Messungen  durchaus  innerhalb  der  Beobachtungs- 
fehler, die  Messung  der  Drucke  erlaubt  im  allgemeinen  nicht,  eine  solche  Genauig* 
keit  zu  erreichen. 

Die  Versuche  von  Krajewitsch ',  die  bei  noch  niedrigeren  Drucken  qualitativ 
dasselbe  Resultat  wie  die  von  Mendelejeff  ergeben,  unterliegen  derselben  Kritik. 

Dagegen  hat  Van  derVeen^  bei  Berücksichtigung  aller  Korrektionen  keine  Ab- 
weichungen vom  Mariotte  sehen  Gesetz  konstatieren  können,  also  das  Amagat  sehe 
Resultat  bestätigt 

23.  Große  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  bei  niedrigen  Drucken 
hat  Bohr*  bei  Sauerstoflf  gefunden  und  zwar  bei  Drucken,  die  zwischen  15  mm 
und  0,1  mm  lagen.  Statt  des  Gesetzes  pv=  c  ergab  sich  vielmehr  aus  den 
Beobachtungen  ein  Gesetz 

(/  +  a)»  =  ^      , 

worin  a  eine  Konstante  ist  Was  aber  noch  merkwürdiger  war,  als  die  starke 
Abweichung  vom  Mariotte  sehen  Gesetz,  war  die  Beobachtung,  daß  die  Konstante  a 
bei  Drucken  oberhalb  0,70  mm  einen  anderen  Wert  hatte,  als  bei  Drucken  unter- 
halb 0,70  mm.     Es  war  nämlich 

für    p  >  0,70  mm  :    {p  +  0,109)  v^c      , 

für    /  <  0,70  mm :    (/  +  0,570)  v  =  c      . 

Der  Druck  erleidet  also  bei  0,70  mm  einen  Sprung,  einen  Sprung,  den 
Bohr  auf  eine  Zustandsveränderung  des  Sauerstoffs  schiebt.  Sinkt  der  Druck 
unterhalb  0,70  mm,  so  erleidet  der  Sauerstoff  eine  Zustandsveränderung,  er  kann 
durch  Erhöhung  des  Druckes  bis  über  0,70  mm  wieder  in  die  ursprüngliche 
Zustandsform  übergeführt  werden. 


1  Fr.  Fuchs,  Wied.  Ann.  36.  430.  1888.  Jahresbericht  der  Realschule  zu  Kempten 
1886/87.  ~  2  K.  Krajewitsch,  Joum.  russ.  phys. -ehem.  Ges.  14.  60.  1884;  Beibl.  9.  315. 
1885.  —  3  E.  VAN  DER  Veen,  Arch.  Teyler  (2)  3.  589.  1891;  Beibl.  17.  i8.  1893.  — 
*  C.  Bohr,  Wied.  Ann.  27.  459.  1886. 
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Der  Verlauf  der  Beobachtungen  ist  durch  die  Kurven  Figur  422  dargestellt, 
deren  Ordinaten  die  Werte  von  p  v  darstellen,  während  die  Abszissen  die  Drucke 
angeben,  in  dem  Maßstab,  daß  20  mm  der  Abszisse  dem  Druck  /  «=  1  mm  ent- 
sprechen. Der  Sprung  von  pv  bei  /  =  0,7  mm  zeigt  sich  deutlich  bei  allen 
Beobachtungsreihen.  Die  von  Bohr  angewendete  Methode  bestand  darin,  daß 
er  ein  Differentialmanometer  mit  auf  beiden  Seiten  geschlossenen  Schenkeln  an- 
wendete. In  dem  einen  Schenkel  war  etwas  Sauerstoff  enthalten,  dessen  Volumen 
und  Druck  man  durch  die  Änderung  des  Niveaus  in  der  Wanne  ändern  konnte. 


Figur  432. 

24.  Die  Bohr  sehe  Beobachtung  der  Anomalie  des  Sauerstoffs  wurde  von  anderen 
Beobachtern  zum  Teil  bestätigt,  so  zunächst  von  Baly  und  Ramsay^,  dann  von 
Campetti*  (bei  dessen  Beobachtungen  aber  der  Sprung  von  pv  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  hat,  wie  bei  Bohr),  und  endlich  von  Battelli.'  Auch  bei 
anderen  Beobachtungen,  nämlich  bei  Radiometerversuchen  von  Crookes^  und 
bei  Versuchen  über  den  Hittorf  sehen  Dunkelraum  von  Ebert*  zeigt  der  Sauer- 
stoff bei  ungefähr  diesem  Drucke  eine  Anomalie. 

Was  die  Bohr  sehen  Abweichungen  des  Sauerstoffe  vom  Mariotte  sehen 
Gesetz  betrifft  (nicht  den  Sprung),  also  das  Resultat,  daß  die  Versuche  sieh  nicht 
durch  pv  =i  €,  sondern  durch  [p  +  ct^v  ^  c  darstellen  lassen,  so  ist  gegen  diese 
der  Einwand  von  Amagat  auch  zu  erheben.  Durch  Beobachtungsfehler  von 
0,1  mm  im  Druck  lassen  sich  diese  scheinbaren  Abweichungen  erklären.  Der 
Sprung  aber  ist  dadurch  nicht  erklärlich.  Was  den  Sprung  selbst  betrifft,  so 
wird  er  zwar  durch  die  gleich  zu  besprechenden  Versuche  von  Rayleigh  nicht 
bestätigt  und  auch  Thiesen®  hat  ihn  bei  sorgfältigen  Versuchen  nicht  gefunden, 


^  E.  C.  C.  Baly  u.  W.  Ramsay,  Phil.  Mag.  (5)  38.  323.  1894.  —  2  a.  Campetti,  Atti 
di  Torino  31.  52.  1893.  —  *  a.  Battelli,  Nuov.  Cim.  (5)  1.  5.  81.  1901.  —  *  W.  Crookes, 
Phil.  Trans.  172.  410.  1882.  —  6  H.  Ebert,  Verh.  phys.  Ges.  2.  104,  1900.  —  •  M.  Thiesen, 
Druden  Ann.  6.  280.  1901. 
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Figur  423. 


immerhin  aber  hat  sich  bei  diesen  Versuchen  doch  ein  etwas  unregelmäßiges 
Verhalten  des  Sauerstoffs  bei  niedrigen  Drucken  gezeigt,  so  daß  man  nur  be- 
haupten kann,  daß  diese  Anomalie  nicht  derart  ist,  daß  sie  stets  und  unter 
bekannten  Bedingungen  in  bestimmter  Größe  auftritt 

25.  Die  Frage  nach  dem  Verhalten  der  Gase  gegenüber  dem  MARiOTTEschen 
Gesetz  bei  geringen  Drucken  wurde  von  Rayleigh  in  zwei  Arbeiten  behandelt. 
In  der  ersten  benutzte  er  Drucke  zwischen  1,5  und  0,02  mm,  in  der  zweiten 
solche  von  150 — 75  mm  und  kam  bei  beiden  Druckintervallen  zu  dem  Schluß, 

daß  eine  Abweichung  vom  Mariotte  sehen  Gesetz 
für  die  Gase,  Stickstoff,  Wasserstoff,  Sauerstofi* 
Luft  und  Argon  nicht  zu  konstatieren  ist 

Um  das  Verhalten  bei  den  sehr  geringen 
Drucken  von  1,6  mm  bis  0,01  mm  untersuchen 
zu  können,  konstruierte  er^  ein  Manometer,  mit 
welchem  er  auf  sehr  ingeniöse  Weise  kleine 
Drucke  bis  zu  ^/jooo  ™^^  Quecksilber  messen 
konnte.  Das  Prinzip  des  Manometers  ist  durch 
Figur  423  gegeben.  In  zwei  Kugeln  B  und  B\ 
die  durch  ein  Y-förmiges  Rohr  A  verbunden  sind, 
sind  zwei  Glasspitzen  eingeschmolzen,  welche  oben 
in  die  Enden  L  tmd  L'  auslaufen  und  dort  ein 
Tischchen  M  tragen.  Die  Kugeln  werden  durch 
die  Röhren  C  und  C  mit  den  beiden  Gefäßen 
verbunden,  deren  Druckdifferenz  gemessen  werden 
soll.  Es  ist  die  Aufgabe,  bei  irgend  einer  Druck- 
differenz durch  Neigen  des  ganzen  Manometers  immer  zu  bewirken,  daß  die 
beiden  Spitzen  gleichzeitig  die  Quecksilbemiveaus  berühren.  Durch  Messung  des 
Neigungswinkels  wird  dann  die  Druckdifferenz  bestimmt  Die  Neigung  wird  durch 
einen  an  M  befestigten  Spiegel  gemessen. 

Die  Versuche  ergaben,  daß  die  Gase  innerhalb  der  Grenzen  1,5  und  0,02  mm 
dem  Mariotte  sehen  Gesetz  so  genau  folgten,  daß  der  Unterschied  weniger  als 
^f 2^1 00  betrug.     Sauerstoff  zeigte  keine  Anomalie. 

Da  diese  Drucke  so  weit  von  dem  Atmosphärendruck  abweichen,  so  ver- 
suchte Rayleigh^  in  einer  zweiten  Arbeit  das  Gesetz  auch  bei  zwischenliegenden 
Drucken  zu  prüfen  und  zwar  zwischen  75  und  150  mm.  Zu  den  Messungen 
benutzte  er  zwei  Manometer,  von  denen  jedes  den  Druck  von  75  mm  mit  großer 
Genauigkeit  einzustellen  gestattete,  indem  das  Quecksilber  in  zwei  übereinander 
stehenden  Kammern  auf  je  eine  Spitze  eingestellt  wurde,  deren  Niveauunterschied 
gerade  75  mm  betrug.  Wendete  man  die  beiden  Manometer  gleichzeitig  „neben- 
einander" an,  so  war,  wenn  in  jedem  das  Quecksilber  die  Spitze  berührte,  der 
Druck  ca.  75  mm.  Dann  wurden  die  beiden  Manometer  „hintereinander"  ge- 
schaltet, indem  die  untere  Kammer  des  einen  mit  der  oberen  des  anderen  ver- 
bunden wurde.  Wur^e  wieder  der  Druck  so  reguliert,  daß  das  Quecksilber  die 
Spitzen  berührte,  so  war  der  Druck  die  Summe  der  Einzeldrucke,  also  ca.  150  mm. 
Die  Druckmessungen  waren  so  genau,  daß  aus  diesen  Beobachtungen  sich  ergab, 
daß  für  Luft,  Wasserstoff^  Sauerstoff  und  Argon  die  Abweichungen  vom  MARiOTTE- 
schen Gesetz  innerhalb  dieser  Druckgrenzen  weniger  als  0,2^ J^q  betrugen.  Für 
Stickoxyd  waren  die  Abweichungen  größer  (0,6  ^/j^^).  Diese  Versuche  geben  also 
in  den  angewendeten  Druckgrenzen  der  Amagat  sehen  Kritik  Recht.  Man  kann 
daher  heute  sagen,  daß  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  bei  diesen 
Gasen  unterhalb  einer  Atmosphäre  nicht  zu  konstatieren  sind. 


^  Lord  Rayleigh,  PhiL  Trans.  A.  196.  205.  1901.  —  2  i^rd  Ratleigh,  ibid.  198, 
467.   1902. 
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V.  BeBttltate. 

26.  Im  folgenden  sind  die  Resultate,  die  Amagat  u.  a.  über  die  Abweichung 
der  Gase  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  erhalten  haben,  zusammengestellt. 

Diese  Resultate  beziehen  sich  auf  folgende  Gase: 

A.  Luft. 

B.  Sauerstoff. 

C.  Stickstoff. 

D.  Wasserstoff. 

E.  Kohlensäure. 

F.  Äthylen. 

G.  Edelgase  (Helium,  Neon,  Argon,  Xenon,  Krypton). 

Für  eine  Reihe  von  ungesättigten  Dämpfen  sind  die  entsprechenden  Beob- 
achtungen in  Bd.  III,  p.  II 14  ff.  dieses  Handbuchs  zusammengestellt. 

In  den  meisten  Beobachtungen  ist  p  v  als  Fimktion  von  p  dargestellt.  Bei 
Amagat  und  Kamerlingh  Onnes  ist  immer  für  0®  C  und  1  Atm.  pv^\ 
angenommen. 

A.   Luft. 

27.  Amagat^  hat  für  Luft  die  Isothermen  bei  0,0^;  15,70®;  99,40**;  200,4 <* 
in  dem  Druckintervall  von  1 — 1000  Atm.  bestimmt.  In  der  folgenden  Tabelle 
sind  die  Produkte  pv  imd  v  selbst  angegeben,  wobei  als  Einheit  des  Volumens 
dasjenige  gilt,  welches  1  g  Luft  bei  0®  und  1  Atm.  einnimmt. 

Werte  von  pv  und  v. 


' 

0,0«       1 

15,70«      1 

99.40  0 

200,4« 

p    '1 

Atm.  .   -^^ 

^        ! 

pv 

_  __ 

V 

pv 

V 

pv 

V 

1 

1,0000 

1,000000  1 



- 



___ 



100  i 

0,9780 

0,009730  ' 

1,0460 

0,010460 

1,4030 

0,014030 

— 

— 

150  , 

0,9840 

0,006560  1 

1,0580 

0,007053 

1,4310 

0,009540 

1,8480 

0,001229 

200  ' 

1,0100 

0,005050  1 

1,0855 

0,005427 

1,4670 

0,007335 

1,8860 

0,009430 

250 

1,0490 

0,004196 

1,1260 

0,004504 

1,5110 

0,006044 

1,9340 

0,007786 

300  1 

1,0975 

0,003658 

1,1740 

0,003913 

1,5585 

0,005194 

1,9865 

0,006622 

350  1 

1,1540 

0,003297 

1,2250 

0,003500 

1,6085 

0,004596 

2,0410 

0,005881 

400  ' 

1,2145 

0,008036 

1,2835 

0,003209 

1,6625 

0,004156 

2,0960 

0,005240 

450 

1,2765 

0,002837 

1,3460 

0,002991 

1,7200 

0,003822 

2,1530 

0,004785 

500 

1,3400 

0,002680 

1,4110 

0,002822 

1,7815 

0,008563 

2,2110 

0,004422 

550 

1,4040 

0,002553 

1,4740 

0,002680 

1,8440 

0,003353 

2,2700 

0,004127 

600 

1,4700 

0,002450 

1,5375 

0,002563 

1,9060 

0,003177 

2,33(»0 

0,003883 

650 

1,5365 

0,002363 

1,6015 

0,002464 

1,9670 

0,003026 

2,3900 

0,003677 

700 

1,6020 

0,002288 

1,6670 

0,002381 

2,0300 

0,002900 

2,4515 

0,003502 

750 

1,6690 

0,002225 

1,7340 

0,002312 

2,0930 

0,002790 

2,5130 

0,003851 

800 

1,7345 

0,002168 

1,8000 

0,002250  1 

2,1555 

0,002694 

2,5750 

0,008219 

850 

1,7990 

0,002116 

1,8655 

0,002194 

2,2180 

0,002609 

,  2,6370 

0,003102 

900 

1,8640 

0,002071 

1,9300 

0,002144 

2,2830 

0,002537 

!  2,7000 

0,003000 

950 

1,9280 

0,002030 

1,9960 

0,002101 

2,3490 

0,002473 

1  2,7640 

0,002903 

1000 

1,9920 

0,001992 

1 

2,0600 

0,002060 

2,4150 

0,002415 

'  2,8280 

0,002828 

28.  Außerdem  hat  Amagat  noch  (1.  c.  p.  34)  für  die  drei  Temperaturen  0*^, 
15,7*^,  45,10®  die  Isothermen  der  Luft  bis  zu  dem  enormen  Drucke  von 
3000  Atm.  beobachtet.     Für  die  Temperatur  0®  ist  in  folgender  Tabelle  sowohl 


1  £.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (6)  29.  40.  1893. 
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pv  wie  V  selbst,  für  die  beiden  anderen  Temperaturen  bloß  v  (in  den  oben  be- 
zeichneten Einheiten)  angegeben.  Zwischen  den  Zahlen  der  obigen  und  der  fol- 
genden Tabelle  sind  kleine  Dififerenzen  vorhanden. 


Werte  von  pv  und  v. 


p 

C 

• 

15,7  • 

45,10» 

Atm. 

pv 

V 

V 

V 

1 

1,0000 

1,00000 

~~ 

__ 

100 

0,9730 

0.0097800 

— 

200 

1,0100 

0,0050800 

— 

— 

800 

1,0975 

0,0036580 

— 

— 

400 

1,2145 

0,0030860 

— 

— 

500 

1,3400 

0,0026800 

— 

— 

600 

1,4700 

0,0024500 

— 

— 

700 

1,6037 

0,0022910 

0,0028840 

0,00 

800 

1,7368 

0,0021710 

0,0022515 

0,0023875 

900 

1,8675 

0,0020750 

0,0021470 

0,0022710 

1000 

1,9990 

0,0019990 

0,0020615 

0,0021765 

1100 

2,1329 

0,0019890 

0,0019920 

0,0020970 

1200 

2,2596 

0,0018880 

0,0019330 

0,0020800 

1800 

2,3842 

0,0018840 

0,0018800 

0,0019700 

1400 

2.5081 

0,0017915 

0,0018340 

0,0019170 

1500 

2,6310 

0,0017540 

0,0017935 

0,0018715 

1600 

2,7528 

0,0017205 

0,0017570 

0,0018325 

1700 

2,87885 

0,0016905 

0,0017250 

0,0017965 

1800 

2,9916 

0.0016620 

0,0016950 

0,0017625 

1900 

8,1108 

0,0016370 

0,0016680 

0,0017380 

2000 

3,2260 

0,0016130 

0,0016430 

0,0017050 

2100 

3,84005 

0,0015905 

0,0016290 

0,0016785 

2200 

3,4540 

0,0015700 

0.0015980 

0,0016640 

2300 

8,56615 

0,0015505 

0,0015780 

0,0016325 

2400 

3,6804 

0,0015885 

0,0015595 

0,0016120 

2500 

8,79125 

0,0015165 

0,0015420 

0,0015935 

2600 

3,9000 

0,0015000 

0,0015250 

0,0015755 

2700 

4,00815 

0,0014845 

0,0015100 

0,0015575 

2800 

4,1146 

0,0014695 

0,0014950 

0,0015410 

2900 

4,2195 

0.0014550 

0,0014805 

0.0015250 

8000 

4,3230 

0,0014410 

0,0014660 

0,0015095 

29.  WiTKOWSKi^  hat  für  Luft  bis  zur  tiefen  Temperatur  —  145®  den  Aus- 
dehnungskoeffizienten bei  konstantem  Drucke  gemessen. 

Wenn  man  den  Ausdehnungskoeffizienten  für  alle  Drucke  und  Temperaturen 
kennt,  und  wenn  man  die  Kompressibilität  für  eine  Temperatur  bei  allen  Drucken 
kennt,  so  kann  man  daraus  die  Kompressibilität  für  alle  Drucke  und  Tempera- 
turen ohne  Hypothesen  berechnen.  Die  Methode  der  Untersuchung  von  Wrr- 
KOWSKI  bestand  darin,  daß  er  nicht  für  eine  bestimmte  Menge  Gas  das  Volumen 
bei  verschiedenen  Drucken  imd  Temperaturen  maß,  sondern  umgekehrt  für  ein 
bestimmtes  Volumen  die  bei  verschiedenen  Drucken  und  Temperaturen  in  diesem 
enthaltene  Menge  Gas  bestimmte  (Methode  des  konstanten  Volumens,  oder 
volumetrische  Methode,  im  Gegensatz  zu  der  meistens  gebrauchten  manometrischen 
Methode). 

Seine  Resultate  für  p v  sind  folgende  {pv  "^X  für  /  ==  0**  und  1  Atm.), 
wobei  die  Werte  von  Amagat  für  /  =  16®  zugrunde  gelegt  sind: 


1  A.  W.  WiTKOWsri,  Extrait  du  BulL  de  l'Acad.  de  Crac. 
176;  Phil.  Mag.  (5)  41.  288.  1896;  42.  i.  1896. 


Mai  1891.  p.  181;  Beibl.  16. 
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p 

1  /v  für 

pv  ^x 

Atm. 

1  t  -  100« 
1,3670 

t^O* 

1 

1,0000 

10 

1  1,8678 

0,9951 

20 

1,3691 

0,9897 

HO 

1,3704 

0,9842 

40 

1,8725 

0,9793 

50 

1  1,3754 

0,9754 

60 

1,8784 

0,9723 

70 

,  1,3821 

0,9701 

80 

1  1,3866 

0,9688 

»0 

1,3908 

0,9681 

100 

1,3951 

0,9681 

110 

1,4004 

0,9690 

120 

1  1,4065 

0,9710 

130 

1   — 

0,9738 

pv  far 

pv  f^ 

pv   für 

pv   für 

pv  für 

/--35« 

^--78,5« 

t  -  -  103,5« 

*--  180« 

^■-.  140« 

0,8716 

0,7119 

0,6202 

0,5229 

0,4862 



0,6778 

0,5697 

0,4410 

0,3808 

— 

0,6599 

0,5417 

0,3936 

0,8063 

— 

0,6428 

0,5125 

0,3329 

0,1128 

0.8288 

0,6252 

0,4839 

0,2544 

— 

0,8219 

0,6089 

0,4567 

0,2013 

— 

0,8158 

0,5987 

0,4318 

0,1989 

— 

0,8105 

0,5796 

0,4108 

0,2043 

— 

0,8058 

0.5680 

0,8948 

— 

— 

0,8023 

0,5600 

0,8881 

— 

— 

0,8006 

0,5544 

0,3877 

— 

— 

0,8006 

0,5520 

0,3914 

— 

— 

— 

0,5528 

0,3981 

— 

— 

30.   P.  Koch  *  hat  in  derselben  Weise  folgende  Werte  von  p  v  gefunden  für 
Luft,  die  frei  von  Kohlensäure  und  Wasserdampf  war: 


p 

pv 

pv 

P 

pv 

pv 

Atm. 

für  <  =  0« 

für  t  =-79,1« 

Atm. 

für  *  -  0* 

für  f  =-79,1« 

1 

1,0000 

0,7097 

125 

0,9685 

0,5495 

25 

0,9821 

0,6628 

150 

0,9762 

0,5540 

50 

0,9732 

0,6199 

175  1 

0,9875 

0,5715 

75 

0,9682 

0,5820 

200 

1,0016 

0,5960 

100 

0,9656 

0,5572 

31.  Für  niedrige  Drucke  hat  Travers'  aus  alteren  Versuchen  von  Amagat® 
und  den  Versuchen  von  Regnaült  folgende  Tabelle  berechnet,  die  sich  auf 
15<>  C  bezieht: 


p 

pv 

P 

pv 

m  Hg 

m  Hg 

0,76 

1,0000 

40 

0,9824 

5 

0,9977 

50 

0,9808 

10 

0,9951 

60 

0,9803 

20 

0,9901 

70 

0,9809 

30 

0,9855 

1 

B.   Sanerstoff. 

32.  Amagat*  hat  für  Sauerstoff  die  Isothermen  bei  0^  15,65^  99,50^  199,5^ 
zwischen  den  Drucken  1  Atm.  und  1000  Atm.  bestimmt.  Im  folgenden  sind  die 
Werte  von  pv  und  v  angegeben.  Dabei  ist  die  Einheit  des  Druckes  1  Atm., 
die  Einheit  des  Volumens  ist  dasjenige,  welches  1  g  Sauerstoff  bei  0®  und  1  Atm. 
Druck  einnimmt,  so  daß  /  v  =  1  ist  für  /  =■  0  und  /  =  1  Atm. 


^  P.  Koch,  Abh.  d.  Münch.  Akad.  d.  Wiss.  23.  (2)  473.  1907.  —  2  m.  W.  Travkrs, 
Experimentelle  Untersuchung  von  Gasen,  p.  174.  —  *  E.  H.  Amagat,  C.  R.  99.  1153.  1884. 
—  ^  £.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (2)  29.  37.  1893. 
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p 

1      0,0  ö 

15,65« 

99,50  0 

199,5» 

Atm. 

pv 

V 

pv 

V 

pv 

" 

pv 

V 

1 

1,0000 

1,000000 







_ 





100 

0,9266 

0,009265 

1,0045 

0,014005 

1,3750 

0,013750 

— 

— 

150 

0,9185 

0,006090 

0,9920 

0,006618 

1,3820 

0,009218 

1,8000 

0,012000 

200 

0,9140 

0,004570 

0,9945 

0,004972 

1,4000 

0,007000 

1,8190 

0,009095 

250 

0,9315 

0,003726 

1,0143 

0,004054 

1,4240 

0,005696 

1,8500 

0,007400 

300 

0,9624 

0,003208 

1,0420 

0,003473 

1,4580 

0,004848 

1.8850 

0,006288 

850 

1,0040 

0,002869 

1,0800 

0,003086 

1,4900 

0,004257 

1,9220 

0,005491 

400 

1,0515 

0,002629 

1,1250 

0,002812 

1,5320 

0,003830 

1,9610 

0,004902 

450 

1,1025 

0,002450 

1,1750 

0,002611 

1,5560 

0,008502 

2,0040 

0,004458 

500 

1,1560 

0,002312 

1,2270 

0,002454 

1,6220 

0,008244 

2,0500 

0,004100 

550 

1,2120 

0,002204 

1,2815 

0,002380 

1,6690 

0,003035 

2,0950 

0,00880d 

600 

1,2690 

0,002115 

1,3370 

0,002228 

1,7200 

0,002867 

2,1470 

0.008570 

650 

1,3275 

0,002042 

1,3940 

0,002144 

1,7725 

0,002727 

2,1910 

0,003371 

700 

1,3855 

0,001979 

1,4515 

0,002072 

1,8270 

0,002610 

2,2415 

0,003202 

750 

1,4440 

0,001925 

1,5080 

0,002012 

1,8810 

0,002508 

2,2920 

0,008056 

800 

1,5030 

0,001879 

1,5660 

0,001957 

1,9340 

0,002417 

2,8430 

0,002929 

850 

1,5614 

0,001841  1 

1,6240 

0,001911 

1,9875 

0,002888 

2,8950 

0,002812 

900 

1,6200 

0,001800  1 

1,6820 

0,001869 

2,0415 

0,002268 

2,4465 

0,002718 

950 

1,6780 

0,001766  ! 

1,7400 

0,001881 

2,0960 

0,002206 

2,4980 

0,002629 

1000 

1,7855 

0,001735  1 

1,7980 

0,001758 

2,1510 

0,002151 

— 

—  • 

33.  Außerdem  hat  Amagat  noch  (1.  c.  p.  32)  für  die  beiden  Temperaturen 
0^  und  15,6®  die  Werte  von  »  bestimmt  in  dem  enormen  Intervall  von  1  Atm. 
bis  3000  Atm.  Für  die  Temperatur  0**  ist  im  folgenden  das  Produkt  pv  und  v 
selbst  (in  den  oben  angegebenen  Einheiten),  für  die  Temperatur  15,6®  bloß  v 
angeführt 

Werte  von  pv  und  v. 


p 

,  P^ 

0'> 

•  15,6« 

P 
Atm. 

1         00 

!    15,6« 

Atm. 

V 

V 

pv 

V 

V 

1 

1  1,0000 

1,0000000 



1600 

2,3960 

0,0014975 

0,0015400 

100 

'  0,9265 

0,0092650 

— 

1700 

2,5024 

0,0014720 

0,0015135 

200 

;  0,9140 

0,0045700 

— 

1800 

2,6078 

0,0014485 

0,0014885 

300 

0,9625 

0,0082080 

— 

1900 

2,7103 

0,0014270 

0,0014650 

400 

1,0515 

0,0026200 

!       

2000 

2,8ino 

0,0014080 

0,0014440 

500 

1,1570 

0,0028140 

— 

2100 

2,9190 

0,0018900 

0,0014240 

600 

1,2702 

0,0021170 

0,0022280 

2200 

2,0217 

0,0013735 

0,0014060 

700 

1,8867 

0,0019510 

0,0020750 

2300 

3,1234 

0,0013580 

0,0018900 

800 

1,5040 

0,0018800 

0,0019590 

2400 

3,2244 

0,0018435 

0,0018740 

900 

1,6200 

0,0018000 

0,0018710 

2500 

3,32375 

0,0013295 

0,0018600 

1000 

1,7360 

0,0017860 

0,0018000 

2600 

8,4229 

0,0013165 

0,0018460 

1100 

1,8502 

0,0016820 

0,0017400 

2700 

8,5208 

0,0013040 

:  0,0013220 

1200 

,  1,9620 

0,0016850 

0.0016890 

2800 

3,6176 

0,0012920 

0,0013195 

1300 

i  2,0722 

0,0015940 

,  0,0016450 

2900 

8,7120 

0,0012800 

0  0013070 

1400 

,  2,1798 

0,0015570 

0,0016050 

8000 

— 

— 

0,0012910 

1500 

2,2890 

0,0015260 

,  0.0015710 

34.  Kamerlingh  Onnes  und  Hyndman^  bestimmten  Werte  von  /»(»==  1 
für  0®  und  /=!  Atm.),  wobei  sie  eine  Genauigkeit  von  l7oo  ^"  erreichen 
suchten.     Folgendes  sind  die  Resultate  für  einige  Temperaturen: 


1   H.  Kamerlingh  Onnes 
Nr.  78.   1902. 


u.    H.   H.  Francis  Hyndman,    Commanications   Leyden. 


Band  I. 
Allgem.  Physik. 


Sticksto£f. 


I26I 


f  =0« 

15,6» 

20,0° 

p 

Atm. 

pv 

P 
Atm; 

pv 

1,0303 
1,0286 
1,0266 
1,0244 
1,0224 

P 
Atm. 

pv 

22,401 

27,746 

84,498 

38,144 

43,686 

48,(^9/ 

55,017 

60,801 

66,787 

0,9762 
0,9731 
0,9672 
0,9656 
0,9623 
0,9584 
0,9538 
0,9508 
0,9477 

86,208 
38,635 
42,910 
47,683 
51,464 

28,713 
29,901 

45,911 
48,165 
50,882 
54,142 
56,927 
65,896 

1,0549 
1,0519 

1,0481 
1,0419 
1,0410 
1,0402 
1,0895 
1,0862 

U<is   >,o\ 


über  die  angebliche  Anomalie  des  Sauerstoffs  bei  niederen  Drucken  s.  oben 
Nr.  23  und  24. 

C.   Stickstoff. 

35.  Amagat^  hat  die  Isothermen  des  Stickstofis  zwischen  1  und  1000  Atm. 
bei  den  vier  Temperaturen  0^  16,03®,  99,45®,  199,50®  bestimmt.  In  derfolgenden 
Tabelle  sind  die  Produkte  pv  und  v  selbst  angegeben,  wobei  als  Einheit  des 
Volumens  dasjenige  gilt,  welches  lg  Stickstoff  bei  0®  und  1  Atm.  Druck  einnimmt 


Werte  von/»  und 


p 

00 

16,03^ 

95,45  <> 

109,50« 

Atm. 

pv 

V 

pv 

V 

pv 

V 

pv 

V 

1 

1,0000 

1,000000 









_^ 

100 

0,9910 

0,009910 

1,0620 

0,010620 

— 

— 

— 

— 

150 

1,0085 

0,006728 

1,0815 

0,007210 

1,4500 

0,009666 

1,8620 

0,001241 

200 

1.0890 

0,005195 

1,1145 

0,001572 

1,4890 

0,007445 

1,9065 

0,009582 

250 

1,0125 

0,004380 

1,1575 

0,004630 

1,5376 

0,006150 

1,9585 

0,007834 

300 

1,1360 

0,003786 

1,2105 

0,004035 

1,5905 

0,005801 

2,0145 

0,006715 

850 

1,1950 

0.003414 

1,2675 

0,008621 

1,6465 

0,004708 

2,0780 

0,005923 

400 

1,2570 

0.008142 

1,3290 

0,008822 

1,7060 

0,004265 

2,1825 

0,005880 

450 

i  1,8230 

0,002940 

1,8946 

0,003098 

1,7665 

0,008924 

2,1940 

0,004875 

500 

1,3900 

0,002780 

1,4590 

9,002918 

1,9275 

0,008655 

2,2570 

0,004514 

550 

1,4585 

0,002652 

1,5265 

0,002775 

1,8960 

0.003436 

2,8200 

0,004218 

600 

1,5260 

0,002548 

1,5945 

0,002657 

1,9545 

0,008258 

2,8840 

0,008978 

650 

1,5935 

0,002452 

1,6615 

0,002556 

2,0200 

0.003108 

2,4485 

0,008613 

700 

1,6615 

0,002874 

1,7290 

0,002470 

2,0865 

0,002980 

2,5125 

0,008589 

750 

1,7800 

0,002307 

1,7975 

0,002397 

2,1535 

0,002871 

2,5765 

0,008435 

800 

1,7980 

0,002247 

1,8655 

0,002332 

2,2200 

0,002775 

2,6400 

0,003300 

850 

1,8660 

0,002195 

1,9330 

0,002274 

2,2865 

0,002690 

2J060 

0,003184 

900 

1,9840 

0,002149 

2,0015 

0,002224 

2,3540 

0,002616 

2,7715 

0,003079 

950 

2,0015 

0,002107 

2,0690 

0,002178 

2,4280 

0,002550 

2,8880 

0,002987 

1000 

2,0685 

0,002068 

2,1860 

0,002136 

— 

1 

— 

— 

36.  Außerdem  hat  Amagat  noch  (1.  c.  p.  34)  für  die  drei  Temperaturen  0®, 
16,0®,  43,6®,  die  Isothermen  des  Stickstoffe  bis  zu  dem  enormen  Druck  von 
3000  Atm.  beobachtet.  Die  Beobachtungen  sind  in  der  folgenden  Tabelle  ent- 
halten, wobei  für  die  Temperatur  0®  sowohl  das  Produkt /t;  wie  v  allein,  für 
die  beiden  anderen  Temperaturen  bloß  v  (in  den  oben  bezeichneten  Einheiten) 
angegeben  ist. 


1  £.  H.  Amagat,  Ann  chim.  phys.  (6)  29.  39.  1893. 
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p 

C 

0 

16,0  <> 

43,6» 

Atm. 

pv 

V 

V 

V 

1 

1,0000 

1.000000 





100 

0,9910 

0,0099100 

— 

— 

200 

1,0390 

0,0051950 

— 

— 

300 

1,1860 

0,0037860 

— 

1     

400 

1,2570 

0,0031420 

— 

500 

1,8900 

0,0027800 

— 

— 

600 

1,5260 

0,0025430 

— 

— 

700 

1,6625 

0,002375 

— 

1 

800 

1,8016 

0,0022520 

0,0023310 

900 

1,9368 

0,0021520 

,  0,0022240 

0,0023540 

1000 

2,0700 

0,0020700 

1  0,0021340 

0,0022420 

1100 

2,20385 

0,0020035 

0,0020620 

0,0021620 

1200 

2,3352 

0,0019460 

0,0020000 

0,0020950 

1800 

2,46545 

0,0018965 

0,0019450 

0,0020350 

1400 

2,5942 

0,0018530 

0,0018970 

,  0,0019820 

1500 

2,72025 

0,0018135 

0,0018540 

0,0019330 

1600 

2,8456 

0,0017785 

0,0018180 

0,0018915 

1700 

2,9665 

0,0017450 

0,0017840 

0,0018535 

1800 

3,0861 

0,0017145 

0,0017520 

0,0018175 

1900 

8,20815 

0,0016885 

0,0017245 

0,0017875 

2000 

3,3270 

0,0016635 

0,0016900 

0,0017585 

2100 

3,4461 

0,0016410 

0,0016750 

0,0017315 

2200 

3,5640 

0,0016200 

0,0016530 

0,0017070 

2300 

3,6823 

0,0016010 

0,0016320 

0,0016835 

2400 

3,8004 

0,0015835 

0,0016135 

0,0016635 

2500 

3,9200 

0,0015680 

0,0015960 

0,0016440 

2600 

4,0378 

0,0015530 

0,0015790 

0.0016260 

2700 

4,1553 

0,0015390 

,  0,0015640 

0,0016080 

2800 

4,2700 

0,0015250 

0,0015495 

0,0015920 

2900  . 

4,3558 

0,0015020 

0,0015360 

0,0015770 

'  3000  1 

4,4970* 

0,0014990 

1  0,0015225 

0,0015630 

37.  Für  Drucke  unterhalb  100  Atm.,  die  in  den  obigen  Tabellen  nicht 
berücksichtigt  sind,  hat  Amagat  früher  Versuche  angestellt  ^  Aus  diesen  hat  Travers  * 
folgende  Tabelle  berechnet,  die  sich  auf  16**  bezieht  und  bis  zu  220  m  Druck  geht. 


p 

m  Hg 

pv 

1    P 

m  Hg 

P^ 

!    p 

'  m  Hg 

pv 

P 
mHg 

pv 

0,76 

1,0000 

60 

0,9908 

120 

1,0233 

1   180 

1,0752 

10 

0.9963 

70 

0,9927 

130 

1,0314 

190 

1,0860 

20 

0,9930 

80 

0,9958 

140 

1,0397 

200 

1,0970 

30 

0,9908 

90 

0,9993 

150 

1,0480 

210 

1.1085 

40 

0,9896 

100 

1,0066 

160 

1,0566 

220 

1.1207 

50 

0,9897 

110 

1,0148 

170 

1,0655 

Über  einige  Messungen  bei  Stickstoff  unterhalb  der  kritischen  Temperatur 
s.  Handbuch  Bd.  III,  p.  11 19. 

D.   Wasserstoff. 

38.  Amagat'  hat  die  Isothermen  des  Wasserstoffs  für  die  Temperaturen  0^, 
15,50®,  99,25^  200,25®  in  dem  Druckintervall  von  1—1000  Atm.  untersucht 
Im  folgenden  sind  die  Werte  von  p  v  und  v  angegeben,  wobei  als  Einheit  des 
Volumens  dasjenige  angenommen  ist,  welches  1  g  Wasserstoff  bei  0  ®  und  1  Atm. 
einnimmt. 


1  E.  H.  Amagat,  Ann  chim.  phys.  19.  345.  1880.  —  2  m.  W.  Travers.  Experimental- 
untersuchung  der  Gase,  p.  173.  iqo5.  —  3  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (6)  29.  38.  1893. 
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Werte 

von  pv 

und  V. 

p 

1      0.00 

1     15,50« 

1     99,20« 

200,25« 

Atm. 

1  P'^ 

V 

1  pv 

V 

1  pv 

V 

pv 

V 

1 

1,0000 

1,000000 







^ 

__ 

_^ 

100 

1,0690 

0,010690 

1,1290 

5.011290 

— 

— 

— 

— 

150 

1,1030 

0,007853 

1,1630 

0.007758 

1,4770 

0,009846 

1,8480 

0,012820 

200 

1,1880 

0,005690 

1,1980 

0,005990 

'  1,5185 

0,007567 

1,8840 

0,009420 

250 

1,1780 

0,004692 

1,2350 

0,004940 

1,5500 

0,006200 

1,9200 

0,007680 

800 

1  1,2090 

0,004030 

1,2685 

0,004228 

1,5860 

0,005286 

1,9560 

0,006520 

850 

1,2460 

0,003560 

1,8050 

0,008728 

1  1.6225 

0,004636 

1,9980 

0,005694 

400 

1  1,2880 

0,003207 

1,8410 

0,008352 

1,6590 

0,004147 

2,0300 

0,005075 

450 

1  1,8200 

0,002983 

1,8780 

0,008062 

'  1,6950 

0,003766 

2,0670 

0,004598 

500 

1,3565 

0.002713 

1,4150 

0,002880 

1  1,7810 

0,008462 

2,1040 

0,004210 

550 

1,8985 

0,002588 

1,4520 

0,002640 

1  1,7675 

0,008214 

2,1400 

0,003891 

«00 

1,4315 

0,002386 

1,4890 

0,002482 

1  1,8040 

0,008006 

2,1762 

0,008627 

650 

1  1,4685 

0,002259 

1,5260 

0,002347 

1,8400 

0,002831 

2,2120 

0,003463 

700 

1  1,5045 

0,002149 

1,5620 

0,002231 

1,8760 

0,002680 

2,2480 

0,008211 

750 

1,5400 

0,002053 

1,5985 

0,002131 

1  1,9130 

0,002651 

2,2840 

0,008045 

800 

1,5775 

0,001972 

1,6840 

0,002042 

1,9490 

0,002486 

2,3200 

0,002900 

850 

1,6140 

0,001879 

1,6690 

0,001964 

1,9860 

0,002886 

2,8560 

0,002772 

900 

1,6490 

0,001882 

1,7060 

0,001896 

2,0210 

0,002244 

2,8915 

0,002657 

950 

1,6850 

0.001774 

1,7410 

0,001832 

1  2,0660 

0,002174 

1   

— 

1000 

1,7200 

0,001720 

1,7760 

0,001776 

2,0930 

0,002098 

— 

— 

39.  Außerdem  hatAMAGAX  noch  für  die  drei  Temperaturen  0*^,  15,4^  und  47,8*^ 
die  Isothermen  bis  zu  dem  enormen  Druck  von  8000  Atm.  verfolgt  Für  die 
Temperatur  0®  ist  in  folgender  Tabelle  sowohl  pv  wie  v  selbst  ang^eben,  für 
die  beiden  anderen  Temperaturen  nur  v  (in  den  bezeichneten  Einheiten). 

Werte  vo\^  pv  und  v. 


p 

C 

>« 

15,4« 

47,8« 

Atm. 

pv 

V 

V 

V 

1 

1,0000 

1,0000000 

__ 

__ 

100 

1,0690 

0,0106900 

— 

— 

200 

1,1380 

0,0056900 

— 

— 

800 

1,2090 

0,0040300 

— 

— 

400 

1,2880 

0,0082000 

— 

— 

500 

1,3565 

0,0027180 

— 

— 

600 

1,4822 

0,0023870 

— 

— 

700 

1,5050 

0,0021500 

0,0022340 

— 

800 

1,5760 

0,0019700 

0,0020460 

— 

900 

1,6515 

0,0018350 

0,0018950 

— 

1000 

1,7260 

0,0017260 

0,0017780 

0,0018980 

1100 

1,8007 

0,0016870 

0,0006850 

0,0017850 

1200 

1,8690 

0,0015576 

0,0016040 

0,0016945 

1300 

1,9388 

0,0014910 

0,0015830 

0,0016176 

1400 

2,0048 

0,0014820 

0,0014720 

0,0016610 

1500 

2,0700 

0,0013800 

0,0014180 

0,0014980 

1600 

2,1852 

0,0013345 

0.0018700 

0,0014420 

1700 

2,20065 

0,0012945 

0,0018260 

0,0013960 

1800 

2,2644 

0,0012580 

0,0012880 

0,0013640 

1900 

2,8275 

0,0012250 

0,0012545 

0,0013160 

2000 

2,3890 

0,0011945 

0,0012225 

0,0012805 

2100 

2.44966 

0,0011666 

0,0011940 

0,0012490 

2200 

2,5102 

0,0011410 

0,0011686 

0,0012200 

2800 

2,5714 

0,0011180 

0,0011445 

0,0011945 

2400 

2,6840 

0,0010975 

0,0011226 

0,0011705 

2500 

2,6950 

0,0010780 

0,0011010 

0,0011480 

2600 

2,7547 

0,0010595 

0,0010825 

0,0011265 

2700 

2,8184 

0,0010420 

1  0,0010630 

0,0011070 

2800 

2,8686 

0,0010245 

'  0,0010450 

0,0010850 

2900 

— 

— 

0,0010280 

0,0010710 

3000 

— 

— 

0,0010125 

— 

1204  L.  Graetz,  Das  BoYLE-MARioxTEsche  Gesetz.  Ph^^i!*Aafl. 

40.  Wroblewski*  hat  als  letzte  Arbeit  vor  seinem  Tode  eine  Unter- 
suchung über  die  Abweichungen  vom  Mariotte  sehen  Gesetz  beim  Wasserstoff, 
namentlich  bei  niedrigen  Temperaturen,  bis  zu  —182®  ausgeführt,  weil  er  hoffte, 
dadurch  genaueren  Aufschluß  über  die  Bedingungen  zu  erhalten,  unter  denen 
der  Wasserstoff"  flüssig  gemacht  werden  kann. 

Seine  Versuche  sind  angestellt  bei 

+    99,14®  unter  den  Drucken  von    1  bis  70  Atm. 
-4-0®  1         70 

-  103,55®  (sied.  Äthylen)  „      1    „   70    „ 

—  182,45?  (sied.  Sauerstoff^  „    16    „   70     „ 

Für  jede  Isotherme  hat  er  zunächst  das  Volumen  v  des  Wasserstoffis  (be- 
zogen auf  dasjenige  von  0®  und  1  Atm.  als  Einheit)  multipliziert  mit  /  als 
quadratische  Funktion  von  p  dargestellt     So  ergab  sich: 

I.  Bei         99,14®  C  «;/=:  1,361299    +0,001360051  /- 0,000004099268  />« 
II.     „  0®  ?;/>  =  0,997893    +0.001308924  /- 0,000004258472  />* 

III.  „    -103,55®       »/  =  0,6187044 +  0,00087512     /- 0,0000026916       p^ 

IV.  „    -182,45®       »/  =  0,3322789 -f0,0002599317/>- 0,0000003091856/^ 

Die  Gesamtheit  dieser  Beobachtimgen  ließ  sich  durch  die  von  Sarrau  ver- 
besserte VAN  DER  WAALSsche  Formel  darstellen: 

_     RT         Kb-t 

worin  R  =  ^,  d  =  0,00111665,  K  =  0,00051017,  «  =  1,008892  ist. 
Die  kritischen  Konstanten  sind  dann  aus  den  Formeln  zu  berechnen 

iS    RO      '  Sd      '         V       00      , 

Durch  Einsetzen  der  obigen  Zahlen  erhält  man  die  Werte: 

kritische  Temperatur  0  =  —  240,4® 

kritischer  Druck  «  =         1 3,3  Atm. 

kritisches  Volumen  9  =  0,00335 

Daraus  die  kritische  Dichte  8  =  0,027. 

Es  ist  höchst  interessant,  wie  nahe  diese  voraus  berechneten  kritischen  Daten 
mit  den  von  Olszewski*  schließlich  (mehr  als  20  Jahre  später)  experimentell 
bestimmten  Werten 

O  =  —  240,8     ,         n  zwischen  13,4  und  15  Atm. 

übereinstimmen.     Doch    soll    das  angeblich'   auf  sich  kompensierenden  Fehlem 
beruhen. 

41.  Sehr  genaue  Isothermen  des  Wasserstoffs  hat  Schalkwijk*  im  Labo- 
ratorium vom  Kamerlingh  Onnes  gemessen. 

Er  drückte  seine  Beobachtungen,  welche  das  Druckintervall  von  1  bis  60  Atm. 
umfaßten,  bei  20®  aus  durch  die  Formel: 


1  S.  V.  Wroblewsri,  Wien.  Ber.  97,  1325.  1883.  —  2  k.  Olszewski,  Drude s  Ann. 
17.  986.  1905.  —  3  K.  Olszewski,  ibid.  —  ♦  S.  J.  C.  Schalk wijk,  Communications  Leyden. 
No.  70.  1902;  Beibl.  26.  259.  1902. 
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wo  2/ das  spezifische  Volumen  des  Wasserstoffs  bei  0®  760  mm  Druck  unter  45° 
ist.     Die  Isotherme  weicht  sehr  wenig  von  einer  Graden  ab. 

Ebenso    bestimmten    Kamerlingh    Onnes    und    Hyndman^    für    reinsten 
Wasserstoff  folgende  Werte  von  p  v,  die  auf  1  °/^^  genau  sein  sollen. 


i*»  0^ 


p  (Atm.) 


44,996 
49,376 
58,249 


pv 


20  ö 


p  (Atm.) 


p  V 


1,0293 
1,0316 
1,0346 


47,837 

1,1040 

52,222 

1,1067 

56,447 

1,1095 

Später  haben  Kamerlingh  Onnes  und  Braak*  die  Isothermen  reinen 
Wasserstoffs  auch  bei  sehr  niedrigen  Temperaturen,  nämlich  zwischen  —  108° 
und  —  217°  C  mit  großer  Genauigkeit  bestimmt.  Ein  Teil  ihrer  Resultate  ist  in 
folgenden  Zahlen  enthalten  [pv  ^1  für  0°  C  und  1  Atm.) 


/  =  - 

103,57«   ; 

-  189,880 

p 

Atm. 

P^ 

P 
Atm. 

pv 

0,896 
28,42;<  3 
38,154 
48,682 
58,317 

0,62082  1 
0,63208  1 
0,63648  i 
0,64143  1 
0,64628 

(0,727 
25,432 
33,774 
41,273 

48,558 

0,50307) 
0,49452 
0,49697 
0,49967 
0,50232 

-  182,810 


p  V 

0,33051 
0,32722 
0,32845 


t  =-  195,270 


P 
Atm. 

0,413 
40,599 
45,484 
49,998 


p  V 


0.28486 
0,27367 
0,27337 
0,27343 


0,363 
35,487 
38,640 
42,438 
61,917 


0,25031 
0,23189 
0,23097 
0,2Sf010 
0,23009 


0.820 
30,689 
33,200 
35,566 
51,632 
61,43^ 


0,22056 
0,19480 
0,19339 
0,19210 
0,18767 
0,18863 


0,295 
46,4to' 
52,898 
58.971 


0,20375 
0.16381 
0,16336 
0,164^2 
2 


<yC  C'.»/ 


E.   Kohlenfläure. 

42.  Amagat*  hat  in  sorgfältigster  Weise  die  Isothermen  der  Kohlensäure  in 
den  Grenzen  der  Temperatur  0°  und  258°  und  in  dem  Druckintervall  von  1  Atm. 
bis  1000  Atm.  untersucht.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Werte  von  pv  für 
alle  untersuchten  Temperaturen  und  Drucke  angegeben.  Dabei  ist  als  Einheit 
des  Druckes  1  Atm.  genommen  und  als  Einheit  des  Volumens  dasjenige,  welches 
1  g  gasförmige  Kohlensäure  bei  0°  und  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  einnimmt. 
Es  ist  also  />t;=lfür/=0°  und  /  =  1.  Nur  oberhalb  der  Temperatur  81°  ge- 
hören die  Zahlen  in  unser  eigentliches  Gebiet.  Indes  sieht  man  aus  dem  Verlauf 
der  Zahlen  und  Kurven,  daß  es  unnatürlich  ist,  hier  eine  scharfe  Trennung  zu 
machen. 


'  H.  Kamerlingh  Onnes  u.  H.  H.  Francis  Hyndman,  Communications  Leyden.  Nr.  78. 
1902.  —  2  h.  Kamerlingh  Onnes  u.  C.  Braak,  Commimicaiions  Leyden.  Nr.  97  u.  99. 
190;.  —  3  E.  H.  Amagat,  Ajin.  chim.  phys.  (6)  29.  52.   1893. 
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Im  Intervall  von  1  bis  50  Atm.  sind  in  dieser  Tabelle  keine  Zahlen  ent- 
halten. Die  Ergänzungen  für  diese  Fälle  sind  in  der  Tabelle  auf  p.  1267  gegeben, 
welche  im  übrigen  ganz  so  eingerichtet  ist,  wie  die  erste. 

Über  die  rechnerische  Verwertung  der  Zahlen  von  Amagat  hat  Mollier 
ausführliche  Arbeiten  und  Tabellen  publiziert«^  Auch  sonst  sind  diese  Beobach- 
tungen vielfach  zur  Prüfung  von  Zustandsgieichungen  benutzt  worden. 

43.  Messungen  der  Kompressibilität  von  Kohlensäure  bei  niedrigen  Drucken 
sind  ausgeführt  von  Amagat*,  Fuchs*,  Leduc*,  Chappuis^  Keesom.*  Letzterer 
hat  auch  eine  Reihe  von  Isothermen  bestimmt.  Er  gibt  die  Werte  von  pv  für 
jede  Temperatur  in  ihrer  Abhängigkeit  von  py  stellt  aber  auch  eine  Tabelle  auf, 
in  der  sie  als  Funktion  von  \\v  erscheinen.  Ein  Auszug  aus  letzterer  Tabelle 
ist  in  folgendem  angefahrt: 


1 

<  =  25,55"  1 

p  V   für  Kohlensäure 

48,10° 

V 

34,02« 

1    41,95« 

57,75»^ 

80 

___ 



^ 

-- 

0,85ö3 

100  ' 

i 

0,6855 

0,6538 

0,6fi97 

0,7349 

0,7903 

120 

—     1 

0,5653 

0,5844 

0,6335 

0,6712 

0,7285 

140  1 

— 

0,5037 

0,5240 

;   0,5746 

0,6135 

0,6743 

160 

— 

0,4499 

0,4708 

0.5237 

0,5640   ' 

0,6273 

180 

— 

0,4089 

0,4254 

1   0,4796 

0,5212  ; 

0,5864 

200  ' 

— 

0,3646 

0,3863 

0,4416 

0,4847   1 

0,5521 

220 

— 

0,3314 

0,3494 

0,4094 

0,4536 

0,5226 

240 

— 

0,3041 

03226 

0,3819 

0,4264 

0,4991 

260 

— 

0,2806 

0,3021 

0,3597 

0,4048 

0,4812 

280 

— 

0,261 ! 

0,2825 

0,3423 

0,3872 

0,4692 

300 

—     J 

0,2448 

0,2677 

0,3302 

0,3763   i 

— 

320 

—     1 

0,2333 

0,2590 

0,3245 

0,3737 

— 

340 

— 

0,2273 

0,2554 

0,8255 

0,3817 

— 

360 

0,1806 

0,2305 

0,2588 

0,3362 

1 

— 

880  i 

0,1886   1 

0,2427 

0,2742 

♦  — 

— 

400 

0,2084 

0,2690 

0,3031 

— 

— 

420 

0,2442 

0,3199 

— 

— 

— 

440 

0,8118 

— 

— 

— 

— 

F.   Äthylen. 

44.  Amagat^  hat  die  Isnthermen  des  Äthylens  zwischen  den  Temperaturen 
0®  bis  198,5^  und  den  Drucken  1  Atm.  bis  1000  Atm.  bestimmt.  Als  Ein- 
heit des  Druckes  ist  1  Atm.,  als  Einheit  des  Volumens  dasjenige  angenommen, 
welches  lg  Äthylen  bei  1  Atm.  Druck  und  0^  erfüllt,  so  daß  pv  ^\  ist  für 
/>  =  1  Atm.  und  /  =  C^. 

45.  Da  in  dem  Druckintervall  von  1  bis  50  Atm.  in  nebenstehender  Tabelle 
keine  Zahlen  angegeben  sind  und  da  in  der  Nähe  der  kritischen  Temperatur 
(y,2  ^)  das  Produkt  p  v  sich  eigentümlich  verhält,  so  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
(p.  1270)  Ergänzungen  gegeben,  die  im  übrigen  sich  der  ersten  Tabelle  voll- 
kommen anschließt. 


1  R.  Mollier,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  17.  751.  1895;  Ztschr.  f.  ges.  Kälteindustrie  3. 
7.  1896.  —  2  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (4;  29.  246.  1873.  —  3  F.  FucHS,  WiED. 
Ann.  36.  430.  1888.  —  *  A.  Leduc,  Recherches  sur  les  gaz,  p.  86;  Ann.  chim.  phys.  (7) 
15.  5.  1898.  —  B  P.  Chappul*«,  Trav.  Bureau  intern.  13.  1903.  —  6  W.  H.  Keesom,  Comm. 
Leyden.  Nr.  88.  1903.  —  ^  E.  H.  Amagat,  Ann.  chim.  phys.  (6)  29.  46.  1893. 
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Qt.  Edelgase. 

46.  Die  Edelgase  Argon,  Helium,  Krypton,  Neon,  Xenon  wurden  von 
Ramsay  und  Travers  ^  in  einer  ausgezeichneten  Arbeit  auf  ihr  Verhalten  gegen- 
über dem  Mariotte-Gay-Lussac sehen  Gesetz  untersucht 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Resultate  in  tibersichtlicher  Weise  geordnet. 
Die  Drucke  p  sind  in  Metern  gemessen.  Von  jedem  Gase  wurden  so  viel  Gramm 
genommen,  als  das  Molekulargewicht  (das  am  Kopfe  jeder  Tabelle  angegeben  ist) 
beträgt  und  die  Volumina  00  eines  Grammmoleküls  wurden  in  Kubikzentimetern 
gemessen.  Die  Tabellen  enthalten  aber  nicht  m  selbst,  sondern  p  cd,  aus  dem  das 
Verhalten  der  Gase  am  einfachsten  sich  ergibt.  Zur  Prüfung  der  angewendeten 
Methode  wurde  Stickstoff  gemessen  und  ergab  Werte,  die  mit  denen  von  Amagat 
vortrefflich  tibereinstimmten. 


Helium  (4  g) 

1   Neon  (20  g) 

Argon  (39,9  g) 

Krypton  (81,54  g) 

Xenon  (164  g) 

Temp. 

11,2« 

Temp.  11,2» 

Temp.  11,2« 

Temp.  11,2  ö 

Temp.  11,20 

p{m) 

P(a 
17426 

p  (m)    \     pto 

^  (m)    Po 
22,945   17771 

19,669 

P<a 
17166 

/  (m)    p<a 

2t,120 

— 

_ 

19,492  j  15042 

30,918 

17460 

29,870 

17638 

30,985   17588 

29,859 

16528 

,  25,018 

14022 

40,377 

17452 

41,822 

17609 

40,358   17274 

40,828 

15895 

80,923 

12894 

52,557 

17466 

53,868 

17652 

52,505   17038 

52,792 

14990 

35,125 

11917 

66,119 

17647 

64,407 

17739 

66,021   16858 

66,420 

14264 

1  40,430 

9420 

17,012 

17859 

71,458 

1777t  1 

76,852  j  16889 

77,822 

13924 

i 

Temp. 

237,3« 

Temp.  237,3*» 

Temp.  237,8  • 

Temp.  287,80 

Temp.  287,8« 





38,810 

31304  , 

82,844 

32460 

38,707 

31924 

'  40,681 

80114 

40,956 

30950 

41,530 

31193  1 

44,450 

32233 

49,448 

81680 

,  52,915 

29656 

58,206 

30790 

54,157 

81136  : 

58,927 

82103 

60,229 

81521 

'  58,927 

29813 

66,929 

30892 

64,582 

81190  1 

64,482 

32222 

68,044 

81478 

66,997 

29223 

77,884 

81285 

71,840 

81124  ; 

71,542   32203  | 

79,108 

81880 

77,935 

29288 

1 

77,954 

82174  1 

■ 

VI.   Theoretische  Darstellung  der  Abweichungen 
vom  Mariotteschen  Gesetz. 

47.  Da  die  Gleichung  ^z^  =  const  nur  für  geringe  Druckintervalle  gilt,  so  ist  es 
die  Aufgabe  der  Theorie,  unter  Benutzung  der  durch  die  Beobachtungen  gegebenen 
Anhaltspunkte,  eine  erweiterte  Formel  zu  finden,  welche  den  Zusammenhang 
zwischen  Druck  und  Volumen  bei  Gasen  darstellt.  Wenn  das  nicht  ausreichend 
—  für  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen  —  gelingt,  kann  man  versuchen,  die 
Abweichungen  in  ihrer  Abhängigkeit  von  /  oder  v  durch  Reihen  darzustellen. 

48.  Die  Abweichungen  der  Gase  (und  imgesättigten  Dämpfe)  vom  Mariotte- 
Gay-Lüssac  sehen  Gesetz  wurden  von  van  der  Waals*  auf  zwei  Ursachen 
zurückgeführt.  Die  erste  beruht  darauf,  daß  bei  der  Zusammendrückung  eines 
Gases  nicht  der  ganze  Raum,  den  das  Gas  einnimmt,  verkleinert  werden  kann, 
sondern  nur  der  Raum,  welcher  übrig  bleibt,  wenn  man  das  Volumen  der  vor- 
handenen Moleküle,  bezw.  eine  davon  abhängige  Größe  abzieht.  Statt  v  in  der 
Mariotte  sehen  Formel  ist  also  zu  setzen  v  —  b^  wo  b  nach  van  der  Waals 
das  vierfache  Volumen  aller  Moleküle  bedeutet.    Die  zweite  Ursache  beruht  darauf. 


^  W.  Ramsay  u.  M.  W.  Travers,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  38.  675.  1901.  —  ^  J.  D. 
VAN  DER  Waals,  Kontinuität  1872,  deutsch  von  F.  Roth.  Leipzig  1881.  2.  Aufl.  Frühere 
Versuche  für  eine  theoretische  Erweitung  des  Mariotte  sehen  Gesetzes  sind  angestellt  worden 
von :  Th.  Reye,  Pogg.  Ann.  116. 424. 1862  (s.  H.  W.  Schröder  von  der  Kolk,  Pogg.  Ann.  116. 
429.  1862;  126.  333.  1865).  —  A.  DuPRt,  Ann.  chim.  phys.  (4)  1.  168.  1864.  —  E.  Budde, 
KoLBEs  Journ.  9.  39.  1874.  —  G«  -A..  Hirn,  Theorie  m^canique  de  la  chaleur  2.  215.  1864. 
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daß  zur  Volumen  Verkleinerung  nicht  bloß  der  äußere  Druck/  wirksam  ist,  sondern 
auch  noch  ein  von  den  inneren  Anziehungskräften  zwischen  den  Molekülen  her- 
rührender Druck,  der  sogenannte  Kohäsionsdruck,  den  van  der  Waals  als  dem 
Volumen  des  Gases  umgekehrt  quadratisch  proportional  setzt.  Daher  lautet  die 
Formel  von  van  der  Waals 

Dabei  nimmt  van  der  Waals -für  seine  Berechnungen  stets  an,  daß  das 
Volumen  in  Teilen  des  Anfangsvolumens,  d.  h.  des  Volumens  beim  Drucke 
/>=  1  Atm.  und  bei  der  Temperatur  7'=  273®  gemessen  wird.    Es  ist  dann  also 

(1  +  a)(i  -^)  =  273/?     , 

woraus  sich  R  berechnet.  Für  verschiedene  Gase  ist  R  umgekehrt  proportional 
dem  Molekulaigewicht.  Diese  Formel  wurde  von  van  der  Waals  zunächst  auf 
Kohlensäure  angewendet,  dann  auch  auf  Äthylen  und  Stickoxydul  und  gab  in 
den  damals  bekannten  Grenzen  der  Temperaturen  und  Drucke  sehr  gut  über- 
einstimmende Werte.  Auch  Roth^  wendete  die  van  der  Waals  sehe  Formel 
auf  seine  Messungen  an  und  fand  nur,  daß  das  b  etwas  variabel  ist,  was  schon 
VAN  DER  Waals  selbst  als  möglich  hingestellt  hatte.* 

49.  So  ausgezeichnet  die  van  der  Waals  sehe  Formel  den  allgemeinen 
Verlauf  der  Isothermen  angibt  und  insbesondere  (||is  Vorhandensein  des  kritischen 
Zustands  der  Dämpfe  darstellt,  so  zeigt  es  sich  doch,  daß  sie  eine  genauere 
numerische  Darstellung  von  Versuchsresultaten  nicht  erlaubt.  Mit  konstanten 
Werten  von  a  und  b  lassen  sich  einigermaßen  ausgedehnte  Versuchsreihen  nicht 
darstellen.  Daß  die  Größe  b,  auch  rein  theoretisch  genommen,  nicht  ganz  konstant 
ist,  hat  van  der  Waals  selbst  schon  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  betont. 
Aber  die  Art  und  Weise,  wie  b  vom  Volumen  und  eventuell  von  der  Temperatur 
abhängt,  war  zunächst  nicht  zu  ermitteln. 

Die  größere  Genauigkeit  der  Messungen  und  die  weitere  Ausdehnung  des 
Intervalls  von  Drucken  und  Temperaturen,  in  denen  Beobachtungen  vorliegen, 
zeigten,  daß  die  van  der  Waals  sehe  Formel  eben  nur  den  qualitativen,  nicht 
den  quantitativen  Verlauf  der  Erscheinungen  gibt. 

50.  Daß  aber  der  allgemeine  Gang  der  Erscheinungen  durch  die  van  der 
Waals  sehe  Formel  überraschend  gut  dargestellt  wird,  ergibt  sieh  aus  einer  Reihe 
von  auffallenden,  mit  der  Erfahrung  übereinstimmenden  Folgerungen. 

Dazu  gehört  zunächst  und  vor  allen  Dingen  die  Existenz  eines  kritischen 
Zustandes  der  Gase,  welcher  sich  aus  der  Formel  ergibt  und  dessen  Bestimmungs- 
stücke berechnet  werden  können,  wenn  a,  b  und  R  bekannt  sind.  Numerisch 
allerdings  weichen  die  berechneten  kritischen  Bestimmungsstücke  (Temperatur, 
Druck,  Volumen)  stark  von  den  beobachteten  ab,  wenn  man  nicht  umgekehrt  die 
Konstanten  a  und  b  erst  aus  den  kritischen  Bestimmungsstücken  berechnet. 

51.  Zweitens  ergibt  sich  aus  der  van  der  Waals  sehen  Formel  die  Existenz 
eines  Minimums  von  pv  bei  allen  Temperaturen. 

Aus  der  Gleichung 

folgt  nämlich 

'  F.  Roth,  Wied.  Ann.  11.  28.  1880.  —  2  in  bezug  auf  die  numerische  Berechnung 
von  a  und  b  aus  den  kritischen  Konstanten  siehe  Ph.  A.  Guye  und  L.  Friedrich,  Arch. 
de  Gen^ve  (4)  9.  505.  1900;  13.  559.  1902.  Einfachere  Berechnunpsweisen  sind  von 
E.  HÄNTZSCHEL,  Drudes  Ann.  16.  565.  1905  und  J.  P.  Kuenen,  ibid.  17.  189.  1905,  an- 
gegeben. 
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pv^RT . 

V  —  0        V 

Das  Minimum  von  pv  bei  Veränderung  von  v  wird  erhalten  durch 

dv   -^    ' 

also 

RT        V  a_  ah  — 

Für  diesen  Wert  von  v  und  den  zugehörigen  Druck  ist  p  v  ein  Mininum. 
Allgemein  ergibt  sich 

i^A^  ^RT —  ^- 

Die  Größe  d[pv)jdv  ist   >0  wenn 

a_         RTb 

ist  oder  wenn 


RT< 


K'-^r 


ist  In  diesem  Falle  nimmt  p  v  mit  wachsendem  z;,  also  abnehmendem  Drucke  zu, 
mit  wachsendem  Drucke  nimmt  es  also  ab.  Das  ist  der  Fall  bei  allen  Gasen  in 
gewöhnlicher  Temperatur  außer  dem  Wasserstoff.  Für  eine  bestimmte  Temperatur 
wird  bei  wachsendem  Volumen 

Dann  ist  das  Minimum  von  pv  erreicht. 
Ist  dagegen 


->T('-^r  • 


so  ist  d[pv)\dv  <  0,  bei  abnehmendem  Volumen,  also  wachsendem  Druck  nimmt 
pv  zu.     Das  ist  der  Fall  bei  Wasserstoff. 

Da  bei  Wasserstoff  in  gewöhnlicher  Temperatur 

ist,  so  muß  man  zu  tiefen  Temperaturen  übergehen,  um 

zu  machen.     Die  Minima  zeigen  sich  also   bei  Wasserstoff  erst  bei  tiefen  Tem- 
peraturen. 

52.  Nach  den  Versuchen  von  Amagat  zeigt  die  Kurve,  welche  die  Minima 
bei  verschiedenen  Temperaturen  verbindet,  eine  parabolische  Gestalt  Wir  er- 
halten die  Gleichung  dieser  Kurve,  indem  wir  T  aus  den  beiden  Gleichungen 
eliminieren 
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Die  Elimination  ergibt 


2a        a    1 


Für  einen  bestimmten  Druck,  also  ein  bestimmtes  Volumen,  hat  dieses 
Minimum  nach  den  AMAGATschen  Kurven  einen  größten  Wert  Die  eben  er- 
haltene Gleichung  läßt  sich  schreiben 


16 


und  ergibt  diesen  Punkt  für  v  ^  4  d,  p  = 


a 


53.  VAN  DER  Waals  hat  seine  Formel  zuerst  an  Regnaults  Resultaten 
geprüft.  Da  Regnault  seine  Zahlen  durch  eine  Formel  mit  zwei  Konstanten  A 
und  B  darstellte,  die  umgeformt  sich  schreiben  läßt 


/z;  =  (l  +^  +  ^- 


A-\^2B 


und  da  andererseits  die  van  der  Waals  sehe  Formel  sich  schreiben  läßt 


pv^{l  +  a){\^b)[l  +  at)^ 


ab 


wobei  für  bp  gesetzt  werden  kann  bjv,  so  stimmen  diese  Formeln  überein,  die 
Regnault  sehen  Beobachtungen  werden  also  durch  die  Formel  von  van  der 
Waals  direkt  daigestcUt  und  die  Konstanten  a  und  b  lassen  sich  aus  Regnaults 
A  und  B  berechnen. 

54.  Auch  die  ersten  Versuche  von  Amagat  über  Luft  in  kleineren  Druck- 
intervallen stellte  VAN  DER  Waals  mit  seiner  Formel  dar.  Die  Übereinstimmung 
ist  aus  folgenden  Tabellen  zu  ersehen: 


Luft 


Druck  p    ' 

pv  beobachtet 

p  V  berechn.  von 

Druck  p 

pv  beoba< 

(in  m  Hg) 

von  Amagat 

VAN  DER  Waals 

(in  m  Hg)    1 

von  Ama 

1            1 

1000 

1000 

64,00 



9,«4 

994 

— 

68,55 

979 

19,77       1 

998 

— 

72,16 

— 

24,07       1 

— 

984 

78,67 

984 

29,53       i 

984 

— 

84,22 

— 

34,90       1 

— 

982 

89,03 

989 

39,25 

981 

— 

99,8f. 

998 

45,24 

— 

978 

101,47 

— 

48,86 

977 

— 

111,09 

1009 

55,50 

— 

977 

133,89 

— 

58,64       1 

977 

— 

p  V  berechn.  von 
van  der  Waals 


977 
978 
980 

990 
1009 


55.  Auch  bei  Äthylen  fand  Baynes^  mittels  der  van  der  Waals  sehen 
Formel  vorzügliche  Übereinstimmung  mit  Amagat  s  Beobachtungen  und  ins- 
besondere das  Minimum  von  pv.  Die  Zahlenwerte  ergeben  sich,  wenn  p  in 
Atmosphären  ausgedrückt  ist,  so,  daß  die  van  der  Waals  sehe  Formel  lautet 


0,0037 


/  = 


^') 


0,00786 


V  -  0,0024 


1  C.  R.  E.  Bavnes,  Nature  23.  186.  1880. 
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Die  Zusammenstellung  von  Beobachtung  und   Berechnung  ist  in   folgenden 
Tabellen  enthalten: 


Äthyl 

en 

Druck  p 

pv 

beobachtet 

pv 

berechnet 

Druck  p 

pv 
vor 

beobachtet 

pv 

berechnet 

(in  Atm.) 

VOE 

Amagat 

von 

Baynes 

(in  Atm.) 

i  Amagat 

vor 

i  Baynes 

31,58 

914 

895 

133,26 

' 

520 

520 

45,80 

781 

782 

176,01 

643 

642 

59.38 

522^ 

624 

238,58 

1 

807 

805 

72,86 

416 

887 

282,21 

1 

941 

940 

84.16 

399 

392 

239,14 

i 

1067 

1067 

94,53 

418 

418 

398,71 

1248 

1254 

110,47 

454 

456 

1 

56.  Für  die  Abhängigkeit  des  Druckes  (bei  konstantem  Volumen)  von  der 
Temperatur  ergibt  sich  aus  der  Formel  van  der  Waals 

da  V  als  konstant  anzusehen  ist 

p^yT-6     , 

worin  7  =  i?/d  — v,  d  ^  ajv^  ist,  so  daß  p  eine  lineare  Funktion  von  T 
ist.    Nach  Clausius-Sarrau  (s.  unten  Nr.  59)  wäre  dagegen 

p^yT-ÖB-^     . 

Nun  haben  Ramsay  und  Young  bei  ihren  ausgedehnten  Messungen  über 
Äther,  Methylalkohol,  Äthylalkohol,  Essigsäure^  u.  s.  w.  immer  die  lineare  Formel 
p  =  yT—  ö  bestätigt  gefunden.  (Dagegen  fand  Young ^  bei  einer  ausführlichen 
Untersuchung  des  Isopentans,  daß  y  und  d  nicht  durchweg  konstant  seien.) 
Fitzgerald*  hat  dazu  die  Bemerkung  gemacht,  daß  aus  p  =  yT^  ö  folgt,  daß 
die  spezifische  Wärme  c^  bei  konstantem  Volumen  nur  eine  Funktion  der  Tem- 
peratur, nicht  des  Volumens  ist,  und  daß  für  die  Dämpfe  sich  die  Energie  und 
die  Entropie  in  den  Formen  darstellen  lassen  müssen: 

Obwohl  aber  Ramsay  und  Young  fanden,  daß  bei  konstantem  Volumen 

ist,  behaupten  sie  jedoch  ausdrücklich,  daß  y  und  d  nicht  in  so  einfacher  Weise 
vom  Volumen  abhängen,  wie  es  die  van  der  WAALSsche  Formel  verlangt, 
dieser  wäre  nämlich: 

R 

y  = 


Nach 


v-^ö 


'=^ 


57.  Man  hat  sich  vielfach  bemüht,  unter  Festhaltung  des  van  der  Waals- 
schen  Gedankens  vom  Kohäsionsdrucke  und  vom  Zwischenvolumen,  die  Formel 
von  van  der  Waals  zu  ändern,  teils  rein  empirisch  tastend,  um  vorliegende 
Versuchsresultate  möglichst  genau  darzustellen,  teils  theoretisch,  indem  man  die 
Grundlagen,  die  kinetische  Gastheorie  und  insbesondere  den  Virialsatz  schärfer 
auf  die  betreffenden  Vorgänge  anwendete. 

58.  Die  rein  empirischen  Versuche,  die  van  der  Waals  sehe  Formel  zu 
ergänzen   und   zu  verbessern,   sind  zahlreich.     Schon  die  ausführlichen  Versuche 


^  Wohl  ein  Druckfehler  bei  Amagat,  wie  Baynes  zeigt.  —  2  w.  Ramsay  u.  S.  Young, 
Phil.  Mag.  (5)  28.  435.  1887;  24.  196.  1887  d.  s.  w.  —  3  s.  Young,  Ztschr.  f.  phys.  Chem. 
29.  193.  1899.  —  4  G.  F.  Fitzgerald,  Proc.  Roy.  Soc.  42.  50.  1887. 
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von  Andrews  über  die  Kohlensäure  vom  Jahre  1876  ließen  sich  nicht  mehr 
direkt  mittels  der  van  der  Waals sehen  Formel  darstellen,  wenn  die  Größe  a 
als  eine  Konstante,  die  nicht  von  der  Temperatur  unabhängig  wäre,  angenommen 
würde,  und  Clausius  ^  machte  es  wahrscheinlich,  daß  a  eine  Temperaturfunktion 
sei.  Zunächst  setzte  er  versuchsweise  a  ^  KjT  füx  Kohlensäure,  mußte  aber 
dann*  eine  allgemeinere  Form  a  —  AT~''  —  B  einführen,  worin  n  und  B  neue 
Konstanten  sind.  Weiter  aber  führte  er  in  dem  Druckgliede  a\v^  statt  der 
Größe  V  allein  die  Größe  «>  +  jS  ein,  so  daß  die  Clausius  sehe  Formel  lautet 


h'-^^ji"-*)-«^ 


eine  Formel,  welche  also  nur  als  eine  Interpolationsformel  mit  fünf  Konstanten, 
ohne  spezielle  theoretische  Begründung  anzusehen  ist. 

59.  Sarrau^  wendete  zuerst  die  CLAUSiussche  Form 

_    RT  _   A^r-^ 

^  ""  v-^  b        {v  +  ^f 

an,  um  die  Beobachtungen  von  Amagat  über  Wasserstoff,  Stickstoff,  Sauerstoff, 
Sumpfgas,  Kohlensäure,  Äthylen  zu  berechnen,  fand  aber,  daß  die  ursprüngliche 
VAN  DER  Waals  sehe  Formel  die  Beobachtungen  an-  Kohlensäure  besser  wieder- 
gibt, und  wendete  endlich*  eine  etwas  modifizierte  Formel  an: 

für  welche  er  aus  den  Versuchen  von  Amagat  über  Kohlensäure  die  Konstanten 
berechnete.  Wird  als  Druckeinheit  1  Atm.  genommen,  als  Volumeneinheit  das- 
jenige bei  0^  und  1  Atm.,  und  setzt  man  i?  =  1/273,  so  sind  die  Konstanten 

b  =  0,000846     ,         /3  =  0,001004     , 

k  =  0,016253     ,  €  =  1,00276       . 

Ebenso  berechnete  er  später^  die  Konstanten  für  Stickstoff  zu  ^  =  1/273, 
ß  =  0,001276,  log  ^=  7,65220  -  10,  log  (log  £)=  7,14327  -  10,  woraus  sich  der 
kritische  Druck  zu  82,91   Atm.,  die  kritische  Temperatur  zu   —  142®  ergibt. 

60.  van  Laar®  machte  ebenfalls,  wie  Sarrau,  in  der  Formel 

RT   _    f[T) 

die  Annahme  /(7')  =  xy— ^,  wo  x  und  y  Konstanten  sind,  während  Stark- 
weather^  komplizierter 

_    RT    _  A 

setzte  und  dadurch  Anschluß  an  die  Beobachtungen  suchte. 

Später  untersuchte  und  diskutierte  van  Laar®  im  Anschluß  an  Dietericis 
Formel  (s.  unten  Nr.  61)  noch  andere  Formen  der  Zustandsgieichung  z.  B. 

V         i 


'  R.  Clausius,  Wied.  Ann.  9.  337.  1880.  Siehe  über  die  CLAUSiussche  Formel 
E  RiECKE,  ibid.  64.  739-  1895.  —  *  R-  Clausius,  Wied.  Ann.  14.  279.  188 1.  —  3  Sarrau, 
C.  R.  94.  639.  718.  845.  1882.  —  *  Sarrau,  CR.  101.  941.  1145.  ^^85.  —  B  Sarrau, 
C.  R.  110.  880.  i8qo.  —  8  J.  J.  van  Laar,  Ztschr.  f.  phys  Chexn.  11.  433.  1893.  — * 
7  G.  W.  Starkwe ÄTHER,  Am.  Journ.  of  Science  (4)  7.  129.  1897.  —  ^  J.  J.  van  Laar, 
Mus.  Teyler  (2)  7.    1901;  Beibl.  26.  506.   1901. 
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GöBEL^  bringt  die  Zustand sgleichung  in  die  Form 
RT^ a 

und  berechnet  die  Konstanten  für  Kohlensäure,   Äthylen,   Stickoxydul,   Stickstoff, 
Sauerstofif  und  Luft. 

61.   DiETERici*  stellte  die  beiden  abweichenden  Formeln  auf 


[p  +  ir]{v-b)  =  RT 


und 

c 
p[v-b)^RTe    *2»r     ^ 

welche  wenigstens  das  Verhältnis  der  kritischen  Dichte  zur  normalen  =3,7 
geben,  wie  es  die  Beobachtungen  verlangen.  Die  Formeln  sind  als  rein  empirische 
anzusehen. 

62.  Eine  rechnerische  Untersuchung  der  Resultate  von  Young  an  Isopentan 
(s.  Band  III,  p.  11 32 f.)  führte  Rose-Innes^  zu  dem  Schlüsse,  daß  alle  bis  jetzt 
vorgeschlagenen  Zustandsgieichungen  versagen.     Er  stellt  die  Formel  auf 

/  =  — —   1  + 


,  +  ,_4i    (^  +  ^) 

worin  i?,  e,  k,  g,  l  Konstanten  sind. 

Diese  Formel  erweist  sich  auch  für  Äther*  und  filr  normales  Pentan*  gültig. 

63.  Die  VAN  DER  WAALSsche  Formel  ist  vielfach  auch  theoretisch  ergänzt 
worden,  ohne  daB  man  aber  dadurch  zu  einfachen  Resultaten  gelangte. 

So  hat  Kamerungh  Onnes®  das  b  in  der  van  der  Waals  sehen  Formel 
als  variabel  angenommen.  Wenn  m  das  Volumen  aller  Moleküle  in  der  Volumen - 
einheit,  r  eine  Zahl,  %  eine  für  alle  Körper  gleiche  Funktion  ist,  dann  lautet 
seine  allgemeine  Formel 

64.  Eine  Analyse  des  kinetischen  Problems  führte  Violi'  auf  die  Form 

worin  a,  b  vom  Molekulargewicht  \k  und  von  der  Anzahl  der  Atome  im  Molekül 
abhängen. 

65.  Ausführliche  Untersuchungen  über  die  Zustandsgieichung  aus  der  kine- 
tischen Gastheorie  stellte  Tait®  an.     Er  kam  auf  die  Form 

p{v-^  =  RT--^--^■      ^ 


V  —  y        V  —  a 

'  J.  B.  GöBEL,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  47.  471.  1904.  —  2  c.  DiETERICI,  Wjed.  Ann. 
69.  685.  T899.  —  3  j.  RosE-iNNES,  Phil.  Mag.  (5)  44.  76.  1897.  —  ♦  J.  Rose-Innes, 
ibid.  (5)  45.  102.  1898.  —  B  J.  RosE-iNNES  und  S.  Young,  ibid.  (5)  47.  353.  1899.  — 
6  H.  Kamerungh  Onnes,  Versl.  Kon.  Ak.  Wet.  Amsterdam  1881;  Beibl.  6.  718;  Arch. 
N6erl.  30.  lOi.  1896.  —  7  a.  Violi,  Rend.  Acc.  Lincei  4.  285.  316.  462.  513.  1888.  — 
8  P.  G.  Tait,  Proc.  Edinb.  Soc.  16.  65.   1889. 
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und  bestätigte  sie  auch  an  den  Messungen  von  Andrews.    Später  stellte  er^  für 
Äther  die  Gleichung  auf: 

^  =  27.2(1     (-^'^)' 


7^{V-  1,5)^ 

Eine  Diskussion  über  die  Formel  von  van  der  Waals  gegenüber  der  von 
Tait  fand  zwischen  Rayleigh,  Korteweg  und  Tatt  statt.* 

66.  Für  schwach  komprimierte  Gase  leitet  Reinganum'  aus  dem  Virialsatze 
eine  Zustandsgieichung  her: 

z>*  \v  v^   I 

in  welcher  a[T)  eine  unter  gewissen  Hypothesen  angebbare  Funktion  von  T  ist. 
Er  prüft  diese  Formel  an  den  Beobachtungen  von  Young  Über  Isopentan. 

67.  BoLTZMANN    uud   Mache*    ersetzen   die  van  der  Waals  sehe  Formel 
durch  folgende: 


(^^+f)hj*)=^^hy* 


Sie  prüfen  die  Formel  an  den  Beobachtungen  von  Amagat  über  Kohlen- 
säure bis  zu  1000  Atm.  Druck  und  /  =  258.  Die  Abweichungen  erreichen 
manchmal  20^/^,  doch  ist  im  ganzen  der  Anschluß  der  Formel  an  die  Beob- 
achtungen recht  gut,  besser  wie  bei  der  einfachen  van  der  Waals  sehen  Formel. 

68.  Über  die  Abhängigkeit  des  b  vom  Volumen  haben  die  theoretischen 
Untersuchungen  von  Boltzmann,  van  der  Waals,  Jäger  u.  s.  w.  ergeben,  daß 
die  VAN  der  Waals  sehe  Formel  sich  erweitert  so  schreiben  läßt: 


oder 


a\        RT  L        b  b^  b^  \ 

,=   ,|l_y^_+y,_+...j  . 


VAN  Laar^  findet  nach  Andeutungen  von  van  der  Waals  y^  «  17/32, 
72  =  0,0958 . 

G.  Jäger®  und  ebenso  Boltzmann^  finden  aj  =  |^,  Boltzmann  findet 
«2  =  1283/8960  +  |i3,  wo  |3  =  0,0958  ist. 

69.  M.  Thiesen®  probiert  verschiedene  Annahmen,  welche  man  einer  Ableitung 
der  Zustandsgieichung  zugrunde  legen  kann,  und  findet  sie  alle  nicht  brauchbar. 

70.  Für  den  Kohäsionsdruck  leitet  Tumlirz®  statt  des  Ausdrucks  a/v^  den 
langsamer  mit  dem  Volumen  sich  ändernden  Ausdruck 

ab,    in    welchem    b    die    zweite    van  der  Waals  sehe    Konstante   ist   und    prüft 
diesen  Ausdruck  an  den  Beobachtungen  Battellis  über  Schwefelkohlenstoflf. 


1  P.  G.  Tait,  Proc.  Edinb.  Soc.  18.  265.  1891.  —  2  s.  Nature  46.  80.  152.  199.  1891. 
—  3  m.  Reinganum,  Drudes  Ann.  6.  533.  1901.  —  ♦  L.  Boltzmann  und  H.  Mache, 
WiED.  Ann.  68.  350.  1899.  —  *  J.  J.  van  Laar,  Zittingsversl.  Kon.  Ak.  Wet.  Amster- 
dam 1898/99.  p.  358.  —  8  G.JÄGER,  Wien.  Ber.  105.  15.  1896.  —  ^  L.  Boltzmann, 
Zittingsversl.  Kon.  Ak.  Wet.  Amsterdam  1898/99.  p.  477;  Arch.  N6erl.  (2)  5.  76.  1900.  Siehe 
auch  Ph.  Kohnstamm,  Versl.  Ak.  Vet.  12.  940.  968.  1904.  Ferner  J.  D.  van  der  Waals, 
ibid.  1900/01.  p.  586.  614.  701;  Arch.  N6erl.  (2)  6,  47.  1901;  Beibl.  26.  564.  1902;  Boltz- 
mann-Festschrift  p.  305.  1904.  J.  J.  VAN  Laar,  Versl.  Kon.  Ak,  Wet.  Amsterdam  IL  713. 
1903;  Beibl.  28.  58.  1904.  —  8  m.  Thiesen,  Wied.  Ann.  63.  329.  1897.  —  ^  o.  Tumlirz, 
Wien.  Ber.  3.  (2a)  524.    1902. 
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71.  SuTHERLAND^  kam  durch  theoretische  Untersuchung  der  Molekular- 
kräfte auf  die  Form: 

Ähnlich  findet  Natanson*  aus  molekulartheoretischen  Betrachtungen 

wo  d  aber  eine  andere  Bedeutung  hat,  als  bei  van  der  Waals  und  positiv  oder 
negativ  sein  kann. 

72.  Durch  Zuhilfenahme  der  Resultate  des  Joule-Kelvin  sehen  Versuchs 
(Band  III,  p.  628)  wurde  ebenfalls  die  van  der  Waals  sehe  Formel  abgeändert. 
So  zeigte  Schiller',  daß,  um  die  Joule-Kelvin  sehen  Versuche  in  ihrer  Ver- 
vollständigung durch  Natanson  darzustellen,  die  CLAUSiussche  Gleichung  die 
Form  bekommen  müßte: 


h>Vw)'»--"-^  • 


in  welcher  A,  f*,  /3,  y,  R  Konstanten  sind. 

Die  aus  dem  Joule -Kelvin  sehen  Versuch  abgeleitete  Zustandsgieichung 
(s.  Band  III,  p.  628) 

RT        ß 

wird  von  Callendar*  erweitert  in 

_  RT         c 

wo  c  eine  Konstante  ist,  und  n  für  ein  w-atomiges  Gas  den  Wert  hat  «  =  »1  +  J-, 
z.  B.  für  Wasserdampf  n  =  3,5.  Der  Verfasser  wendet  seine  Formel  auf  Wasser- 
dampf an. 

73.  In  emer  Reihe  von  Arbeiten  hat  Antoine^  eine  ganz  andere  Form 
der  Zustandsgieichung  auf  Kohlensäure  und  Stickstoff  angewendet,  nämlich 

worin  aber  ß  und  D  noch  vom  Drucke  abhängig  sind.     Für  Stickstoff  ergab  sich 
ß  =  278,6  -  |7     ,  Z>  =  2,880  +  0,001 91 /U     . 

Diese  Darstellungen  haben  natürlich  keinerlei  Bedeutung. 

74.  Da  keine  von  allen  aufgestellten  Formeln  genügende  Begründung  oder 
genügende  umfassende  Gültigkeit  hat,  so  hat  man  auch  versucht,  unter  gewisser 
Festhaltung  der  van  der  Waals  sehen  Formel,  die  gute  Darstellung  der  Beob- 
achtungen dadurch  zu  gewinnen,  daß  man  Reihenentwickelungen  anwendete. 

So  setzte  Amagat*  allgemein: 

welche  Formel  natürlich  die  von  van  der  Waals  als  speziellen  Fall  enthält. 

^  W.  SuTHERLAND,  Phil.  Mag.  (5)  36.  iii.  1893.  —  2  l.  Natanson,  Arch.  sc.  phys. 
nat  (3)28,  112.  1892.  —  ^  N.  Schiller,  Wied.  Ann.  40.  149.  1890.  —  ♦  H.  L.  Callendar, 
Proc.  Roy.  Soc.  67.  266.  1900.  —  B  Ch.  Antoine,  C.  R.  108.  896.  1889;  110.  131.  335. 
1890.  —  •  E.  H.  Amagat,  C.  R.  94.  847.  1882. 
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und  bestätigte  sie  auch  an  den  Messungen  von  Andrews.    Später  steUte  er^  f.- 
Äther  die  Gleichung  auf: 

/  [v  -  3,5)8 


1,5) 

Eine  Diskussion  über  die  Formel  von  van  der  Waals  gegenüber  der  vgl 
Tait  fand  zwischen  Rayleigh,  Korteweg  und  Tait  statt.* 

6ö.  Für  schwach  komprimierte  Gase  leitet  Reinganum^  aus  dem  Virialsa.:« 
eine  Zustandsgieichung  her: 


in  welcher  a{T)  eine  unter  gewissen  Hypothesen  angebbare  Funktion  von  T  isi 
Er  prüft  diese  Formel  an  den  Beobachtungen  von  YouNG  über  Isopentan. 

67  BoLTZMANN    und   Mache*    ersetzen   die  van   der  Waals  sehe  Forme. 
durch  folgende: 

saure^L*''*"^'',.'!!^  ^°™'''  ^  ^^'^  Beobachtungen  von  Amagat  über  Kohl»- 
^an:h.'a,o;o/«Vh'"\''™'^'  und  .=  258."  Die  Abweichungen  err.c^; 
achtungen  recht'"«.1    k    "'   "°  ^'^°   ^«'  Anschluß  der  Formel   an   d.e  Beo 

68  Ober   rS'll^r.r.  "^^  ^^'  ^^^"^^^^  ^an  der  Waai^ sehen  For. 
l-nter^uchung^n  von  Bo.^^'''"  ^"^   '   ^""^   Volumen  haben  die  theoreU>c.e^ 
*ii-  VAN  DE^  wI°L?cht  F  ^''•.  ^^"^  °^  Waai^,  jager  u.  s.  w.  ergeben,  d. 

«AAi^sche  Formel  sich  erweitert  so  schreiben  laßt: 

oder  ^  "V  V     {!  +  -  +  «,  -^+.^_  +  ...J 

,.     ädernd«.«  Attsdnick  ^^^ 


1  —     I  Ä« 


vi:eson 


"^*  ^«  den  tV^baci  rn*^    ^"^       ^X'^Ats^be    Kc 


Allge»- 
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/^'''" 


^ 


^i.    SrxHöO^-^jfjji   ^^    ^^^^^   theoretische   Untersuchung   der   Molekular- 
i.5ite  auf  die  For^.. 


ö 

V 

_     ,.  ,   ßaC^  ^^  -^-ATANSON*  aus  molekulartheoretischen  Betrachtungen 

^"  =  ^^(1  +  7)      • 
--..^  -xX^^^  ^wv'^     rudere  Bedeutung  hat,  als  bei  van  der  Waals  und  positiv  Oiir 

^  .^r  :  ;;^P?:3<^   Zuhilfenahme  der  Resultote  des  Joule-Kelvix schrr.  ^f*^^^" 
_  ^^^.  628)  wurde  ebenfalls  die  van  der  WAALSsche  Formel  ^"--/^^^ 

S^^^^^^^'^'^^^^'HiLLER«,   daß,  um  die  Joule-Kelvin  sehen  Veisocbe  in  •*' '     jj^" 
"^^-^^^      ^^S&    durch   Natanson  darzustellen,   die  CLAUSiussche  Gh':^'"- 
^3«^sC^-tr-^°aen  müßte: 

^^  we\cYieT  X,    (x,  ß,  y,  R  Konstanten  sind.  ,^    ^  ... 

D've    a^^s     dem   Joule -Kelvin  sehen    Versuch  ai^cleiteu   - '>^  ^ 
^5.   Band  III,    p.  628) 
^  RT       ß 

wird  von  Cä^xlendar*  erweitert  in 

,       RT       c 
V  —  b^ > 

wo  ^  eine  K-onstante  ist,  und  «  für  ein  «-atonii:fr  '*^  "^^ 
z.  B.  für  Wasserdampf  «  =  3,5.  Der  Verüsse:  »^^'''•'  '"^ 
dampf  an. 

73.     I:^[i   einer  Reihe  von  Arbaten  hai  '}^'^''^^' 
der   Zustat^dsgleichung  auf  KchJensäcre  0»-  ^^^' 

worin   aber  j3  und  Z?  noch  vom  Pnictc  ^M^^* 
Diese    DarstelluBgeu  ffl=*t  *^' 


Jet 

.0"). 
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Durch  eine  noch  viel  kompliziertere  Formel  mit  zehn  Konstanten  stellte 
er^  seine  Beobachtungen  an  Kohlensäure  dar. 

Andere  Formen,  ohne  Interesse,  gaben  Schmidt*  und  Thiesen^  während 
Marek*  eine  Methode  —  ohne  Wert  —  vorschlägt,  um  die  Zustandsgieichung 
experimentell  zu  bestimmen. 

75.  Ebenso  stellte  Kamerlingh  Onnes^  die  Zustandsgieichung  durch  Reihen 
dar,  indem  er  setzte: 

B         C         D         E         F 

V  V  V  V  TT 

wobei  die  Ay  B  ,  ,  ,  F  Temperaturfunktionen  sind.  Sie  werden  Virialkoeffizienten 
genannt  und  in  Reihen  nach  der  Temperatur  entwickelt. 

So  wurden  die  Messungen  von  Amagat  an  H3,  Og,  Ng,  COj  und  dann® 
die  von  Amagat  imd  Ramsay  und  Young  an  Äther  berechnet.^ 

Über  die  aus  der  van  der  Waals  sehen  Gleichung  folgende  Theorie  der 
korrespondierenden  Zustände  s.  dieses  Handbuch  Bd.  III,  p.  655  f.  u.  936  f. 


1  E.  H.  Amagat,  Journ.  de  Phys.  (3)  8.  353.  357.  1898.  —  2  q.  B.  Schmidt,  Abb. 
d.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.  1.  Folge  6.  Prag  1867;  Wied.  Ann.  11.  171.  1880.  —  3  m.  Thiesen, 
WiED.  Ann.  24.  467.  1885.  —  *  W.  J.  Marek,  Carls  Rep.  18.  544.  1882.  —  B  H.  Kamer- 
lingh Onnes,  Com.  Phys.  Lab.  Leyden  71.  2 5  ff.  1901/02.  —  6  H.  Kamerlingh  Onnes, 
Com.  Phys.  Lab.  Leyden  74.  16  ff.  1901/02.  —  7  Eine  kompliziertere  Formel  filr  die  Iso- 
thermen der  Kohlensäure  nach  Amagat  stellt  J.  £.  Verschafeelt  auf  Arch.  N^erl.  (2)  6. 
651.   1901 ;  (2)  9.  125.   1904. 
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Aeromechanik. 

Von  F.  Auerbach. 


Einleitung.  Die  Aeromechanik  im  allgemeinsten  Sinne  des  Wortes  umfaßt 
alle  Erscheinungen,  die  die  Gase  darbieten.  Da  nun  bei  diesen  die  Dichte  nicht, 
wie  bei  Flüssigkeiten,  nahezu  unabhängig  von  Druck  und  Temperatur,  sondern 
nach  dem  Boyle  sehen  Gesetz  (s.  oben)  dem  Drucke  annähernd  proportional  und 
auch  mit  der  Temperatur  (s.  w.  u.)  stark  veränderlich  ist,  so  folgt,  daß  die  Er- 
scheinungen an  Gasen  komplizierter  und  mannigfaltiger  sein  werden,  als  die  Er- 
scheinungen, die  tropfbare  Flüssigkeiten  d^bieten.  Das  ist  auch  tatsächlich  der 
Fall;  wenn  trotzdem  der  vorliegende  Artikel  von  vergleichsweise  geringem  Umfang 
ist,  so  hat  dies  einen  doppelten  Grund.  Der  eine  ist  dieser,  daß  zahlreiche  Be- 
trachtungen und  Ergebnisse,  die  in  den  hydrostatischen  und  hydrodynamischen 
Artikeln  aufgeführt  worden  sind,  auch  für  Gase  gelten,  nämlich  einerseits  alle 
diejenigen,  bei  welchen  die  Gleichung  der  Inkompressibilität  [Gleichung  (8),  p.  939] 
nicht  mit  zugrunde  gelegt  ist,  und  andererseits  solche  Erscheinungen,  bei  denen 
dies  zwar  der  Fall  ist,  die  Kompressibilität  aber,  auch  wenn  es  sich  um  Gase 
handelt,  sich  nicht  geltend  macht;  es  kann  daher  im  allgemeinen  auf  jene  An- 
gaben zurückverwiesen,  und  es  brauchen  hier  zu  ihnen  nur  einzelne  Ergänzungen 
gemacht  zu  werden.  Zweitens  aber  müssen  gerade  von  denjenigen  Erscheinungen, 
die  den  Gasen  eigentümlich  sind,  die  meisten  besonderen  Artikel  bezw.  sogar 
besonderen  Gebieten  überwiesen  werden.  Dahin  gehört  zunächst  alles,  wobei 
sich  die  Reibung  geltend  macht,  und  das  ist  hier  viel  häufiger  der  Fall,  als  bei 
Flüssigkeiten,  weil  die  Wirkung  der  Gase  infolge  ihrer  geringeren  Masse  über- 
haupt geringfügiger  und  im  Verhältnis  zu  dieser  Masse  ihre  Reibung  weit  größer  ist 
als  bei  Flüssigkeiten  (bei  Luft  z.  B.  10 — 20  mal  so  groß  wie  bei  Wasser).  Analoge 
Erscheinungen  sind  die  der  Absorption  und  der  Diffusion  von  Gasen  (s.  Artikel 
„Reibung,  Absorption,  Diffusion**).  Femer  gibt  es  eine  große  Klasse  von  Er- 
scheinungen an  Gasen  —  alle  diejenigen  nämlich,  welche  in  raschen  Schwingungen 
bestehen,  oder  solche  enthalten  —  die  man  als  Schall  wahrnimmt,  und  von 
denen  daher  der  experimentelle  und  spezielle  Teil,  ebenso  wie  bei  den  schnellen 
Schwingungen  elastischer  fester  Körper,  zweckmäßigerweise  in  der  Akustik  im 
Zusammenhang  behandelt  werden.  Drittens  sollen  hier  nur  diejenigen  Erschei- 
nungen Platz  finden,  für  deren  Verständnis  die  Stetigkeitstheorie  der  Materie  als 
Grundlage  zunächst  au.sreicht;  die  entgegengesetzte  Hypothese,  ditf  Molekular- 
theorie, hat'  gerade  für  die  Gase  zu  einer  Disziplin  geführt,  die  ausgebildet 
genug  ist,  um  ein  Ganzes  für  sich  zu  bilden  (s.  Artikel  „Kinetische  Gastheorie"). 
Viertens  endlich  machen  sich  bei  sehr  vielen  Erscheinungen  an  Gasen  die  Ein- 
flüsse der  Temperatur  in  so  erheblichem  Maße  geltend,  daß  es  selbst  in  erster 
Annäherung  nicht  möglich  ist,   sie  ohne  Rücksicht  auf   diese  zu  verfolgen,    und 
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daß  es  somit  notwendig  wird,  ihre  Betrachtung  bis  zur  Untersuchung  der  Wärme- 
erscheinungen zu  verschieben;  namentlich  gilt  dies  von  fast  allen  Erscheinungen, 
die  eine  bestimmte  Varietät  der  Gase,  die  sogenannten  Dämpfe,  darbieten, 
d.  h.  Gase,  die  nicht  weit  vom  Zustand  der  Verflüssigung  entfernt  sind.  Hier 
sollen  Temperatureinflüsse  nur  da,  wo  sie  als  notwendige  Korrektionsglieder  auf- 
treten, Berücksichtigung  finden,  und  es  wird  zu  diesem  Behufe  ein  wichtiges 
Gesetz  der  Wärmelehre,  das  Gesetz  von  Gay-Lussac,  vorgreifend  benutzt  werden; 
ein  Gesetz,  das  dem  Boyle sehen  zur  Seite  steht,  und  für  Gase  aussagt,  daß, 
bei  konstantem  Volumen,  der  Druck,  bezw.  bei  konstantem  Druck  das  Volumen 
für  irgend  eine  Temperatur  -^  durch  Druck  bezw.  Volumen  bei  0®  sich  an- 
nähernd mittels  der  Formeln  p  ^Pq{1  +  ccd)  und  ü  =  z'^ (1  +  ad)  ausdrückt, 
wo  die  Größe  a  sowohl  fdr  ein  und  dasselbe  Gas  als  auch  für  verschiedene 
Gase  als  endlich  auch  in  beiden  obigen  Gleichungen  mit  derselben  Annäherung 
einen  und  denselben  Wert  hat,  mit  welcher  das  Boyle  sehe  Gesetz  (s.  oben) 
erfüllt  ist. 

Die  Aeromechanik  zerfällt,  wie  die  Hydromechanik,  naturgemäß  in  die 
Aerostatik  oder  Lehre  vom  Gleichgewicht  der  Gase  und  die  Aerodynamik 
oder  Lehre  von  der  Bewegung  der  Gase.  In  jener  werden  zweckmäßig  auch 
die  zahlreichen  Apparate  behandelt,  die  zur  Messung  und  Untersuchung  des 
Verhaltens  der  Gase  dienen,  und  unter  denen  Barometer  und  Luftpumpe  das 
größte  Interesse  in  Anspruch  nehmen.  An  den  Schluß  des  Artikels  ist,  weil 
beiden  Abschnitten  zugleich  angehörig,  die  bedeutsamste,  hier  aber  nur  kurz  zu 
skizzierende  technische  Anwendung  verwiesen,  nämlich  die  Luftschiffahrt. 

1.  Aerostatik. 

Gleichgewicht  eines  Gases.  Für  das  Gleichgewicht  eines  Gases  gelten, 
wenn  XVZ  die  Komponenten  der  wirkenden  Kräfte,  p  der  Druck  und  q  die 
Dichte  ist,  dieselben  Gleichungen  (4),  p.  894,  wie  für  Flüssigkeiten: 

Q     OX  Q      ^y  Q      02 

Hiemach  sind  auch  bei  Gasen  XVZ  stets  die  Differentialquotienten  einer 
und  derselben  Größe 

nach  den  Koordinaten,  und  es  ergibt  sich  der  Satz:  Gase  können  nur  unter  der 
Wirkung  von  Kräften,  die  ein  Potential  haben,  im  Gleichgewicht  sein.  Dagegen 
wird  hier  die  Beziehung  zwischen  /  und  q  eine  andere  wie  bei  Flüssigkeiten, 
nämlich  die  durch  das  Boyle  sehe  Gesetz  gelieferte: 

(3)  P  =  ^*Q     y         also       dp  =  c^(/Q      , 

wo  c  eine  Konstante  ist;  und  folglich  wird  das  Potential  V,  im  Gegensatz  zur 
Gleichung  (5),  p.  894 


(4) 


r=.«J*  = 


entweder:      J'^  =  c^  f  -^  =  c^\ogp  +  const 


■="/t= 


oder :  V==  c^  j  —    =  c^\ogQ  +  const 


•Die  Flächen  F=  const,  die  sogen.  Niveauflächen,  haben  also  hier  außer 
ihrer  Bedeutung  als  Flächen  gleichen  Druckes  auch  noch  die  zweite  Bedeutung 
als  Flüchen  gleicher  Dichte. 
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Gleichgewicht  eines  schweren  Gases.  Handelt  es  sich  um  eine  der  Schwere 
unterworfene  Gassäule  von  geringen  Querdimensionen,  so  ist  z  die  einzige 
Variable  und,  wenn  R  der  Erdradius  ist: 

"^        (R  +  z)^         Q    dz         Q     dz 

Haben  Druck  und  Dichte  an  der  Erdoberfläche,  d.  h.  für  «  =»  0,  die  Werte 
pQ  und  ^Q,  so  wird  ^^^p^JQ^t  und  die  Lösung  läßt  sich  in  einer  der  beiden 
Formen 

(5)  Q^Qo^       ^     '''^'      »  /«/o«""    '"     '*^' 

hinschreiben.  Kann  man  selbst  für  die  höchsten  Punkte  der  Säule  z  gegen  R 
vernachlässigen  oder  will  man  nur  den  unteren  Teil  untersuchen,  so  erhält  man 
einfacher 

log/  =  log;>o--^-  =  ^og^o-i8loi       ' 
und  umgekehrt 

(6a)  -?=  -^  log natA  =  18401  log  ^*      , 

^0^  P  P 

letzteres  für  atmosphärische  Luft.^ 

Wenn  also  die  Höhe  arithmetisch  zunimmt,  nehmen  Dichte  und  Druck  geo- 
metrisch ab;  oder:  Die  Abnahme  der  Logarithmen  des  Druckes  und  der 
Dichte  ist  der  Zunahme  der  Höhe  über  dem  Erdboden  proportional.  Wie  man 
femer  sieht,  ist  die  Abnahme  des  Druckes  und  der  Dichte  mit  der  Höhe  desto 
stärker,  je  größer  die  Schwerkraft  imd  je  größer  das  Verhältnis  ^q/A»  ^^^  J^ 
kleiner  die  Konstante  c  [Gleichung  (3)]  für  das  betreffende  Gas  ist.  Über  die 
experimentelle  Messung  des  Luftdrucks  in  verschiedenen  Höhen  s.  w.  u.  Hier 
sei  nur  der  einfache  Versuch  angefahrt,  bei  dem  ein  an  der  Erdoberfläche  ver- 
schlossenes Gefäß  mit  Luft,  in  der  Höhe  plötzlich  geöffnet,  einen  Teil  seines 
Inhalts  unter  Zischen  nach  außen  abgibt 

An  den  obigen  Formeln  sind  Korrektionen  anzubringen  wegen  der  Abnahme 
der  Schwere  bei  kontinentaler  Erhebung,  wegen  des  Druckes  des  Wasser- 
dampfs u.  s.  w.  —  Korrektionen,  wegen  deren  auf  die  Fonneln  auf  p.  104  ver- 
wiesen werden  kann.* 

Ist  die  Gassäule  von  so  großem  Querschnitt,  daß  die  Krümmung  der 
Erdoberfläche  in  Betracht  kommt,  so  muß  man  z  durch  den  Radiusvektor  r 
ersetzen  und  erhält 

Qc^gR   f^       R\  QoaR_{^_R\ 

(7)                   ^  =  ^0«       ""'    '^      "^  >            P^Po^"    ^'    ^      '^      • 
Diese  Formeln   haben    ebenso    wie  die    entsprechenden  Formeln  (5)  die  Eigen- 
schaft, daß   für  wachsende  z  bezw.  r  Druck  und  Dichte  sich  einer  bestimmten 
endlichen  Grenze  nähern,  nämlich 

Setzt  man  abgerundet  q^  =  0,0018,  p^  =  9,8  X  13,6  X  0,76,  g  =  9,8, 
R  =  6366200  (in  Metern),  so  findet  man  etwa 

/^=/.,.10-3^«     ,  ^^=^^.10-3*«      . 

^  Über  den  Zahlenfaktor  s.  m.  w.  u.  —  2  Vgl.  auch  J.  M.  Pernter,  Rep.  d.  Phys.  24, 
161.  1888. 
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Wären  die  Voraussetzungen  der  Rechnung  alle  zutreffend,  so  könnte  man 
hierin  ein  ungefähres  Maß  für  Druck  und  Dichte  des  den  Weltraum  erfüllenden 
Äthers  erblicken.  Um  femer  eine  Vorstellung  von  der  Verteilung  der  Luft  auf 
die  einzelnen  Höhenschichten  zu  gewinnen,  braucht  man  nur  zu  erwägen,  daß 
nach  Gleichung  (6  a)  bis  zur  Höhe  von  18401  m  schon  ^/j^,  bis  zu  der  von 
36802  m  schon  ®®/ioo  ^-  ^"  ^-  ^®^  ganzen  Luftmasse  enthalten  sind. 

Vollständiger  läßt  sich  das  Problem  nur  behandeln,  wenn  die  Temperatur 
mit  in  Betracht  gezogen  wird.  Die  einfachsten  Annahmen  sind  alsdann  die,  daß 
Reibung,  Wärmeleitung  und  Wärmestrahlung  keine  Rolle  spielen  und  daß  das 
Gas  im  konvektiven  Gleichgewicht  ist;  unter  diesen  Annahmen  ist  das  Problem 
von  W.  Thomson,  Petrini  u.  A.  behandelt  worden.  Ist  T  die  absolute  Tem- 
peratur, also  pvjT  =^  R  (Gaskonstante),  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen  x 
und  wird 


1 


X  —  1  X 

gesetzt,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 

(8)  ^,  +  ^4  -  0      . 

und  als  allgemeine  Lösung,  wenn /(ä:)  eine  spezielle  ist,  C»/(C""*«^"""^).r,  C). 
Thomson  macht  nun  die  Annahme:  ^  =  0  für  endliche  x  und  y  =  endlich  für 
X  ^  (Xi.  Petrini  zeigt  aber,  daß  diese  Annahmen  nicht  miteinander  vereinbar 
sind  und  daß  überhaupt  die  obige  Gleichung  nur  für  x  »=  1,2  integrierbar  ist; 
da  für  Luft  und  ähnliche  Gase  dieser  Wert  aber  1,4  ist,  muß  man  die  Betrach- 
tung modifizieren.  —  Will  man  auch  Reibung,  Wärmeleitung  und  Wärmestrahlung 
berücksichtigen,  so  gelangt  man  zu  einem  komplizierten,  in  die  Thermodynamik 
gehörigen  Problem.^ 

Die  Anordnung  der  Luftschichten  mit  von  unten  nach  oben  abnehmender 
Dichte,  wie  sie  bei  überall  gleicher  Temperatur  stattfindet,  stellt  einen  stabilen 
Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre  dar.  Bei  verschiedener  Temperatur  können 
aber  auch  labile  Gleichgewichtszustände  auftreten,  namentlich  durch  Er- 
wärmung der  unteren  oder  Abkühlung  der  oberen  Luftschichten;  es  bedarf  als- 
dann nur  einer  geringfügigen  auslösenden  Kraft,  um  das  Gleichgewicht  zu  stören. 
Deshalb  ist  dieser  Zustand  für  die  Meteorologie,  namentlich  für  die  Gewitter- 
bildung, von  großer  Bedeutimg.^ 

Auf  die  allgemeinen  thermodynamischen  Theorien  des  Gasgleichgewichts,  wie 
sie  besonders  Duhem  entwickelt  hat,  kann  hier  nicht  eingegangen  werden.' 

GasgemiBche;  ZTLsammensetznng  der  Atmosphäre.  Auf  cUe  die  Atmosphäre 
bildende  Luft  sind  die  vorstehenden  Betrachtungen  ohne  weiteres  nur  anwendbar, 
wenn  eine  von  den  beiden  folgenden  Annahmen  gemacht  wird:  Entweder  die, 
daß  die  Luft,  obgleich  ein  Gemenge  von  Gasen  (namentlich  Sauerstoff  und  Stick- 
stoff, in  geringen  Mengen  aber  auch  Wasserdampf,  Kohlensäure  und  Wasserstoff), 
sich  wie  ein  einheitliches  Gas  verhalte;  oder  die  entgegengesetzte,  daß  sich  jeder 
der  Bestandteile  des  Gemisches  so  verhalte,  als  ob  die  übrigen  nicht  vorhanden 
wären.  Nach  den  Anschauungen  und  Untersuchungen  von  Dalton*,  Maxwell  ^ 
Stefan®  u.  A.  ist  das  letztere  nahezu  erlaubt,  und  folglich  hat  man  für  ein  Ge- 
misch zweier  Gase: 


'  H.  Petrini,  öfvers  Kgl.  Vet.  Acad.  Förb.  1892.  p.  559.  Daselbst  auch  die  übrige 
Literatur.  —  *  Vgl.  z.  B.  W.  v.  Bezold,  Meteorolog.  Ztschr.  12.  121.  1895.  —  E.  Leyst, 
ibid.  12.  313.  —  3  Vgl.  insbesondere  P.  Dühem,  Ann.  Ecole  norm.  1893.  p.  183;  C.  R.  132. 
117.  244.  1901;  Journ.  de  matb.  (5)  9.  233.  1903.  —  *  J.  Dalton,  Mem.  Manch.  Soc.  5. 
I.  Teil.  1798;  (2)  1.  1805  u.  s.w.  —  B  J.  Cl.  Maxwell,  Rep.  Brit.  Ass.  1873.  p.  29.  — 
6  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  63.  (2)  1871. 
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Da  pQ  und  Pq\  Qq  und  Qq"  verschiedene  Größen  sind,  so  folgt,  daß  das 
.Mengungsverhältnis  der  Gase  nach  der  Höhe  hin  sich  ändert,  und  zwar  in  dem 
Sinne,  daß  der  schwerere  Bestandteil  immer  spärlicher,  der  leichtere  immer  vor- 
wiegender wird.  Für  die  Atmosphäre  ergeben  sich  z.  B.,  wenn  man  "von  den 
übrigen  Bestandteilen  absieht,  nach  Hanns  Berechnung^  folgende  Volumprozente 
an  Sauerstofif  und  Stickstoff: 


Höhe  in  Metern 


Sauerstoff .     . 
Stickstoff  .     . 

Gesamtdruck  , 


21,00 
78,96 
760,0 
760,0 


1000 


10000 


20000 


I  20,71 

'  79,25 

:  670,7 

'  670,6 


18,35  '  15,92 

81,68  ,  84,07 

218,0  62,8 

217,4  I  62,2 


40000 

11,54 

88,46 

5,2 

.5,1 


60000 

8,89 

91.11 

0,4 

0,4 


Der  Gesamtdruck  ist  einmal  aus  den  Teildrucken  berechnet,  das  andere 
Mal  unter  der  Annahme,  daß  die  Luft  sich  wie  ein  einheitliches  Gas  verhalte; 
die  Unterschiede  sind,  wie  man  sieht,  verschwindend.  Dagegen  sind  die  Unter- 
schiede in  der  Zusammensetzung  der  Luft  sehr  beträchtlich,  und  es  muß  sich 
daher  die  Atmosphäre  in  großen  Höhen  einer  reinen  Stickstoffatmosphäre  nähern, 
femer  muß  der  freie  Wasserstoff,  dessen  Existenz  in  der  Luft  kaum  noch  be- 
zweifelt werden  kann,  nach  obenhin  immer  stärker  vertreten  sein,  und  es  liegt 
der  Schluß  nahe,  daß  er  es  sei,  der  den  Weltraum  erfüllt.  Die  bisher  aus- 
geführten Untersuchungen  von  Luftproben,  die  von  Ballonfahrten  mitgebracht 
waren,  haben  freilich  eine  deutliche  Abnahme  des  Sauerstoffs  nicht  erkennen 
lassen,  was  teils  der  verhältnismäßigen  Geringfügigkeit  der  erreichten  Höhen,  teils 
dem  durch  die  Bewegungen  der  Atmosphäre  bewirkten  Ausgleich  zuzuschreiben 
sein  mag. 

Oleiohgewioht  eines  rotterenden  Gases;  Qestalt  und  Grenze  der  Atmo- 
sphäre. Unter  den  Fällen  von  Bewegungen,  welche  Körper  ausführen  können, 
befindet  sich  einer,  nämlich  der  der  stationären  Rotation  um  eine  Achse,  den 
man  durch  Einführung  der  Zentrifugalkraft  (p.  338)  als  Gleichgewichtsproblem 
behandeln  kann,  wie  dies  bei  Flüssigkeiten  denn  auch  mit  Erfolg  geschehen  ist 
(p.  913  ff.).  Führt  man  für  die  die  Erde  umgebende  Atmosphäre  die '  ent- 
sprechende Rechnung  aus,  so  könnte  man  sich  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  die 
Grenze  dieser  Atmosphäre  als  diejenige  Oberfläche  zu  bestimmen,  in  der  Schwer- 
kraft und  Zentrifugalkraft  sich  das  Gleichgewicht  halten;  man  erhielte  alsdann 
eine  Umdrehungsfläche,  deren  Meridiankurve,  wenn  r  der  Radiusvektor  und  <p 
die  geographische  Breite  ist,  die  Gleichung 


(10) 


const 


hätte.  Diese  Formel  zeigt  aber  schon  in  den  einfachsten  Anwendungen,  z.  B. 
durch  die  Erwägung, .  daß  dann  die  Höhe  der  Atmosphäre  von  dem  Äquator 
nach  den  Polen  hin  bis  zu  unendlicher  Größe  zunehmen  würde,  die  Unrichtigkeit 
der  Grundlagen.  In  der  Tat  ist  die  Dichte  als  variable  Größe  gänzlich  un- 
berücksichtigt geblieben.  Diesen  Fehler  vermeidet  man,  wenn  man  das  um  das 
Zentrifugalglied  vergrößerte  Potential  in  die  Gleichung  (4)  einsetzt: 


(II) 


-  +  -^  (j«  +  «*)  =  A  \ogp  +  const 


'  J.  Hann,  Österr.  Ztschr.  f.  Meteor.  10.  25. 


1286  F.  Auerbach,   Aeromechanik.  Phw.    2  iUfl 

(cd  Winkelgeschwindigkeit)  und  mittels  der  Formel  ^*  +  ^*  =  r^cos*^  die  geo- 
graphische Breite  einführt;  setzt  man  dann  zur  Bestimmung  der  Konstanten  fest, 
daß  die  Werte  p^ ,  ^^  und  g  ^  g^  für  die  Pole  gelten,  so  erhält  man : 

(12)  P=Po^      i^L         V         ,/       2 

Die  Meridiankurve  der  Flächen  gleichen  Druckes  und  gleicher  Dichte  wird  also* 

(13)  ^'^ -co«r«cos»()p  =  ^-     ; 

für  größere  Werte  des  Parameters  c  erhält  man  ins  Unendliche  verlaufende,  also 
hier  unbrauchbare,  für  kleinere  c  ellipsenähnliche  Kurven;  und  die  Grenzkurve,  für 
die  der  Parameter,  der  Äquatorialradius  r^  und  der  Polarradius  r    die  Werte 

(14)  .=  3|^V^*      .  ,,=  |/^     .  r^^\r^ 

haben,  gibt  alsdann  die  äußerste  mögliche  Grenze  der  Atmosphäre,^  Die  Ab- 
plattung hätte  also  den  gewaltigen  Wert  von  ^/j,  \md  die  Höhe  der  Atmosphäre 
würde  am  Äquator  57000,  am  Pole  38000  km  betragen.  Für  den  Druck  am 
Erdboden  selbst  erhielte  man  (r  =  R) 

Po  o>*  Ä*  co«*y 

(15)  P^P^^        '    '^     ~~         , 

so  daß  der  Druck  am  Äquator  fast  das  Vierfache  vom  Druck  am  Pole  sein 
würde.  Alle  diese  Ergebnisse  zeigen  die  Unhaltbarkeit  auch  dieser  Theorie  aufs 
Deutlichste,  ganz  besonders  das  letzte  Resultat,  da  die  Beobachtungen  nicht  ent- 
fernt derartige  Verhältnisse  festgestellt  haben.  Es  folgt  also,  daß  die  Annahme, 
die  Lufthülle  nehme  vollständig  an  der  Erdrotation  teil,  nicht  zulässig  ist;  in  der 
Tat  würde,  sobald  vom  Äquator  nach  den  Polen  hin  unmittelbar  über  dem 
Erdboden  eine  der  obigen  auch  nur  annähernd  ähnliche  Druckabnahme  stattfände, 
ein  entsprechender,  die  Drucke  wieder  ausgleichender  Äquatorialstrom  entstehen 
und  somit  das  Problem  zu  einem  entschieden  dynamischen  werden.  Damit  ist 
zugleich  bei  dem  Mangel  der  betreffenden  Daten  jede  Berechnung  der  wahren 
Grenze  der  Atmosphäre,  soweit  eine  solche  überhaupt  vorhanden,  unmöglich. 
Jedoch  kann  man  dieser  Berechnung  eine  praktische  Fassung  geben,  indem  man 
fragt,  bis  zu  welcher  Höhe  sich  die  Atmosphäre  bei  den  verschiedenen  Erschei- 
nungen geltend  mache,  und  jede  derartige  Erscheinung  wird  ein  Mittel  für  die 
Berechnung  an  die  Hand  geben;  insbesondere  sei  hier  auf  die  verschiedenen 
optischen,  thermodynamischen  und  astronomischen  Methoden  hingewiesen,  die 
naturgemäß  zu  sehr  verschiedenen  Werten,  im  Mittel  aber  etwa  zu  einer  Höhe 
von  300(150— 450)  km  führen.« 

AtnLOsphaiisohe  Flut  und  Ebbe.  Ohne  die  Untersuchung  für  Gase  selb- 
ständig auszuführen,  kann  man  das  der  statischen  Theorie  entsprechende  Resultat 
aus  der  entsprechenden  Untersuchung  für  Flüssigkeiten  (p.  im)  ableiten;  dort 
ergab  sich  ein  Niveauunterschied  des  Wassers  zu  den  Zeiten  von  Flut  und  Ebbe, 
hier  ergeben  sich  analoge  Differenzen  für  den  Luftdruck  zur  Zeit  der  Kulmi- 
nationen und  Quadraturen  von  Mond  bezw.  Sonne.  Da  nämlich  zur  Zeit  der 
Flut  das  Wasser  0,55  bezw.  0,24  m  höher  steht  als  bei  Ebbe,  so  ist  der  Luft- 
druck in  gleicher  Höhenschicht  zur  Flutzeit  um  den  Druck  einer  Luftschicht  von 
0,55  bezw.  0,24  m  größer  als  bei  Ebbe;  in  Quecksilberhöhe  (s.  u.)  gibt  dies  nur 
0,052  bezw.  0,023  m,  also  weniger,  als  durch  Messung  genau  nachgewiesen 
werden  kann.     Indessen  erhält  man  auch  hier,  wie  bei  den  Gezeiten  des  Wassers, 

1  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik.  Leipzig  1889.  p.  325.  —  2  Siehe  z.  B,  Günther, 
Geophysik.     2.  Aufl.     2.  7. 
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nicht  unerheblich  größere  Werte,  wenn  man  einmal  von  der  statischen  zur 
dynamischen  Theorie  übergeht  und  zweitens  die  Wirkung  der  Kontinente,  der 
Bodenreibung,  der  Stauung  der  Luft  in  den  Gebirgen  u.  s.  w.  berücksichtigt.  Ein 
Zusammenhang  zwischen  Gezeiten  und  Witterungserscheinungen  erscheint  daher, 
wenn  auch  nur  in  sehr  geringem  Maße,  im  Prinzip  nicht  ausgeschlossen.  Die 
Beobachtungen  haben  in  der  Tat  gewisse  minimale  Schwankungen  des  Luftdrucks 
in  gewissen  Perioden,  die  auf  den  Mond  hinweisen,  ergeben,  namentlich  tägliche, 
monatliche  und  halbjährliche  Schwankungen;  indessen  muß  die  Deutung  dieser 
Tatsachen  sehr  vorsichtig  vorgenommen  werden.  Von  einem  Mondeinflusse,  der 
sich  dem  einfachen  Zuschauer  bemerklich  machte,  kann  keine  Rede  sein. 

Gewicht  der  Gate.  In  allen  Fallen,  wo  die  Expansivkraft  der  Gase  nach 
einer  bestimmten  Richtung  zur  Wirksamkeit  gelangt,  darf  die  Wirkung  der  Schwere 
auf  sie,  also  ihr  Gewicht,  demgegenüber  vernachlässigt  werden.  Bei  der  Dampf- 
maschine z.  B.  ist  es  absolut  gleichgültig,  ob  der  Dampf  den  Kolben  nach  oben, 
nach  der  Seite  oder  nach  unten  treiben  soll.  Dagegen  macht  sich,  wenn  die 
Spannungsverhältnisse  durch  Anordnung  und  Festigkeit  der  Wandungen  gleich- 
mäßig nach  allen  Seiten  verteilt  werden,  das  Gewicht  der  Gase  sehr  wohl  geltend 
und  kann  leicht  gemessen  werden.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  einen 
Ballon  von  Metall  oder  Glas  einmal  mit  Gas  gefüllt,  das  andere  Mal  ieer  zu 
wägen;  die  Differenz  beider  Größen  ist  das  Gewicht  der  benutzten  Gasmenge, 
natürlich  bezogen  auf  den  gleichzeitig  beobachteten  Druck  und  Temperatur;  soll 
der  Druck  z.  B.  der  normale,  d.  h.  der  der  Atmosphäre  sein,  so  braucht  man 
nur  die  zur  Füllung  dienende  Ballonöffnung,  je  nachdem  das  Gas  schwerer  oder 
leichter  als  Luft  ist,  nach  oben  oder  nach  unten  bringen  und  kann  sie  dann  für 
die  kurze  Zeit  der  Wägung  offen  lassen.  Bei  Anwendung  eines  hinreichend 
großen  Ballons  und  Benutzung  einer  hinreichend  empfindlichen  Wage  —  freilich 
Anforderungen,  die  sich  gegenseitig  erschweren  —  erhält  man  verhältnismäßig 
genaue  Werte.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  natürlich  auch  zeigen,  daß  sich 
die  verschiedenen  Gase  durch  ihre  Gewichte  unterscheiden.  Sehr  einfach  imd 
anschaulich  ist  in  dieser  Hinsicht  der  folgende,  von  Faraday  angegebene  Vor- 
lesungsversuch. Hängt  man  an  eine  Wage  zwei  Bechergläser,  das  eine  aufrecht, 
das  andere  verkehrt,  und  gießt  man  in  jenes  ein  schweres  Gas,  z.  B.  Kohlensäure, 
von  oben,  oder  in  dieses  ein  leichtes,  z.  B.  Wasserstoff,  von  unten  ein  (was  man 
nach  der  optischen  Schlierenmethode  auch  dem  Auge  sichtbar  machen  kann),  so 
schlägt  die  Wage  beidemal  nach  jener  Seite  um. 

Auf  die  zu  speziell  chemischen  Zwecken  dienenden  Apparate  kann  hier 
nicht  eingegangen  werden;  es  sei  aber  beispielshalber  das  Gasbaroskop  von  Bod- 
LÄNDER^  erwähnt. 

Auftrieb.  Die  Differenzen  der  eben  gemachten  Wägungen  liefern  zwar  die 
wahren  Werte  der  Gewichte  der  betreffenden  Gase,  die  einzelnen  Wägungen 
selbst  geben  aber  nicht  die  wahren  Gewichte  des  Ballons  mit  und  ohne  Gas, 
sondern,  infolge  des  Auftriebs  (p.  906),  den  die  Luft  ausübt,  die  scheinbareu 
Gewichte  in  Luft.  Durch  einfache  Experimente  kann  man  den  Auftrieb  in  der 
Luft  demonstrieren  und  nachweisen,  daß  er  dem  Gewicht  der  verdrängten  Luft 
gleich  ist.  Man  hängt  z.  B.  an  das  eine  Ende  eines  Wagebalkens  einen  großen, 
spezifisch  leichten  Körper,  z.  B.  eine  große  Hohlkugel,  an  das  andere  Ende 
einen  kleinen,  aber  spezifisch  schweren  Körper,  z.  B.  ein  Schälchen  mit  Schrot, 
und  reguliert  letzteres  durch  wiederholtes  Probieren  derart,  daß  die  Wage  im 
luftleeren  Räume  im  Gleichgewicht  ist.  In  der  freien  Luft  wird  sie  alsdann 
nicht  im  Gleichgewicht  sein,  und  sie  wird  es  erst  wiedererlangen,  wenn  man 
an  die  Hohlkugel  ein  bestimmtes  Gewicht  anhängt.  Oder  man  hängt  zwei  Glas- 
ballons übereinander  an  die  eine  Seite  der  Wage,  taucht  den  unteren  in  Kohlen- 

1  G.  BODLÄNDER,  Ztschr.  f.  anorg.  Chem.  1894.  Nr.  14. 
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Säure,  so  daß  die  Ballons  steigen,  und  füllt  dann  den  oberen,  bisher  leeren,  mit 
Kohlensäure,  dann  stellt  sich  das  Gleichgewicht  wieder  her.^  —  Man  vergleiche 
auch  den  neuerdings  von  Kropf*  beschriebenen  Apparat.  —  Handelt  es  sich  nur 
um  den  qualitativen  Nachweis,  so  ist  es  natürlich  bequemer,  die  Wage  in  der 
freien  Luft  zu  äquilibrieren  und  zu  zeigen,  daß  unter  der  Glocke  der  Luftpumpe 
die  Hohlkugel  herabsinkt.  Bei  Wägungen  in  Luft  operiert  man  also  stets  mit 
dem  scheinbaren,  nicht  mit  dem  wahren  Gewichte,  d.  h.  mit  der  Größe  (?  (1  —  //  q), 
wo  G  das  wahre  Gewicht,  /  die  Dichte  der  Luft  und  q  einerseits  die  Dichte  des 
gewogenen  Körpers,  andererseits  die  Dichte  der  Gewichtsstücke  ist;  man  muß 
also  entweder  hiernach  auf  den  leeren  Raum  reduzieren  (s.  Artikel  „Wage",  p.  133) 
oder  direkt  Vakuum  wagen  (p.  135)  benutzen.  Ebenso  ist  das  Drehungsmoment 
der  Schwere  auf  ein  Pendel,  wie  es  in  Luft  beobachtet  wird,  D  =  —  Gssm<p 
[1  —  (/j')/(^j)],  wenn  q>  den  Ablenkungswinkel,  s  und  s'  die  Abstände  des 
Massenschwerpunktes  bezw.  des  Volumenschwerpunktes  von  der  Drehungsachse 
bedeuten;  im  übrigen  sehe  man  Artikel  „Pendel**,  p.  405. 

Dichte  der  Oase.  In  dieser  Hinsicht  kann  einfach  auf  den  Artikel  „Dichte'', 
p.  155  ff.  verwiesen  werden,  insbesondere  sei  auf  die  für  Luft  gültige  Tabelle  11, 
p.  174  aufmerksam  gemacht.  Die  Dichte  der  Gase  wird  im  allgemeinen  auf  die 
Dichte  der  Luft  als  Einheit  bezogen;  soll  sie  auf  die  Dichte  des  Wassers  als 
Einheit  bezogen  werden,  so  muß  das  Verhältnis  von  Luft  zu  Wasser  bekannt 
sein;  wie  die  gedachte  Tabelle  bezw.  die  ihr  voranstehende  Formel  zeigt,  ist 
dieses  Verhältnis  von  zahlreichen  Momenten  abhängig;  als  gewöhnlich  benutzter 
Normalwert  kann  der  REGNAüLTsche  gelten,  wonach  1  ccm  trockene  Luft  bei  0*^ 
und  normalem  Druck,  imter  45®  Breite  und  am  Meeresspiegel  0,00129277  g  und 
somit  773,538 mal  so  viel  wiegt,  wie  Wasser  von  4®  C. 

Sohwimmen.  Auch  in  Gasen  kann  es  sich  ereignen,  daß  der  Auftrieb,  den 
ein  in  demselben  befindlicher  Körper  erfährt,  gleich  oder  größer  wird  als  sein 
Gewicht;  er  wird  dann  in  dem  Gase  schweben  bezw.  aufsteigen.  In  der  Luft 
gestalten  sich  aber  diese  Verhältnisse  insofern  verwickelter,  als  der  aufsteigende 
Körper  fortwährend  in  Luftschichten  gelangt,  die  weniger  dicht  als  die  vorher- 
gehenden sind,  und  daß  folglich  der  Auftrieb  immer  schwächer  wird,  bis  er 
eventuell  nur  noch  dem  Körpergewicht  gleich  ist  und  somit  Gleichgewicht  ein- 
tritt. Das  spielt  z.  B.  eine  große  Rolle  bei  den  Luftballons  (s.  w.  u.);  es  läßt 
sich  sogar  in  den  Dimensionen  eines  Zimmers  schon  ganz  gut  demonstrieren,  da 
in  einem  solchen  die  Temperatur  nach  obenhin  wächst,  die  Dichte  also  abnimmt.' 
Schwimmt  ein  Körper  an  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit,  in  die  er  nur  zum 
Teil  eintaucht,  so  wirkt  streng  genommen  der  Druck  der  über  der  Flüssigkeit 
befindlichen  Luft  als  drittes  Moment  neben  seinem  Gewicht  und  dem  Auftrieb, 
und  der  Satz  auf  p.  908  ist  durch  den  genaueren  zu  ersetzen:  Ein  schwim- 
mender Körper  sinkt  so  tief  ein,  daß  der  Auftrieb,  den  die  Flüssigkeit 
ihm  erteilt,  also  das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit,  um  den  Druck  der 
Luft  größer  ist,  als  das  Eigengewicht  des  Körpers.  Denkt  man  sich  nun  um- 
gekehrt die  Luft  unten,  das  Wasser  oben  und  wieder  den  Körper  teils  in  jene, 
teils  in  dieses  hineinragend,  so  erzeugt  jetzt  das  Wasser  den  Druck  nach  unten, 
die  Luft  den  Auftrieb,  während  das  Eigengewicht  unverändert  nach  unten  wirkt. 
Bei  sehr  leichten  Körpern  kann  dann  ebenfalls  ein  Gleichgewichtszustand  ein- 
treten, den  man  durch  Kunstgriffe  experimentell  demonstrieren  kann. 

Kommunizierende  Bohren.  In  der  Hydrostatik  konnte  bei  Betrachtung  der 
kommunizierenden  Röhren  (p.  898)  von  dem  Luftdruck  abgesehen  werden,  weil 
er  auf  beiden  Schenkeln  in  gleicher  Weise  lastet.  Die  Versuche,  die  dort 
mit  Flüssigkeiten  angestellt  wurden,  können  nun  aber  größtenteils  auch  bei  Gasen, 

'  Vgl.  z.  B.  P.  MITRAL,  Journ.  de  phys.  (3)  8.  215.  1899.  —  2  H.  Kropp,  Ztschr.  f. 
pbys.  11.  ehem.  Unterr.  19.  361.   1906. 
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wenn  auch  nicht  mit  derselben  experimentellen  Leichtigkeit,  wiederholt  werden. 
So  läßt  sich  z.  B.  nachweisen,  daß  Kohlensäure  in  beiden  Schenkeln  gleich  hoch 
steht,  wobei  es  freilich  auf  große  Genauigkeit  nicht  ankommen  darf.  Interessanter 
ist  der  Nachweis,  daß,  wenn  auf  beiden  Seiten  verschiedene  Gassäulen  sich  be- 
finden, ihr  Druck  ein  verschiedener  ist  und  folglich  eine  den  untersten  Teil  der 
Röhren  und  ihr  Verbindungsstück  erfüllende  gefärbte  Flüssigkeit  beiderseits  ver- 
schieden hoch  steht.  Damit  diese  Niveaudififerenz  merklich  und  meßbar  werde, 
muß  man  nur  einerseits  eine  recht  leichte  Flüssigkeit,  z.  B.  Ligroin,  und  anderer- 
seits Gase  von  sehr  verschiedener  Dichte,  z.  B.  Luft  und  Wasserstoff,  anwenden. 
Den  einen  Schenkel  der  U-Röhre  wählt  man  kurz,  den  anderen  2  bis  3  m  lang, 
versieht  ihn  dicht  über  dem  Niveau  des  Ligroins  mit  einem  Seitenrohr  zur 
Zufuhr  des  Wasserstoffes  und  biegt  sein  oberes  Ende  nach  unten  um,  damit  das 
Gas  nicht  entweiche;  das  Ligroin  steht  dann  in  diesem  Schenkel  einige  Millimeter 
höher  als  in  dem  anderen;  auch  bei  Anwendung  von  Leuchtgas  statt  des  Wasser- 
stoffes ist  die  Niveaudififerenz  noch  deutlich  sichtbar.  Unter  den  Begrifif  der 
kommunizierenden  Röhren  fallen  auch  Röhren  oder  unten  oflfene  (oben  offene 
oder  geschlossene)'  Gefäße,  die  in  weitere  Gefäße  tauchen,  und  ein  Spezialfall  ist 
der,  wo  dieses  letztere  durch  die  freie  Atmosphäre  repräsentiert  wird.  Hierauf 
beruhen  zahlreiche  Erscheinungen,  von  denen  nur  eine  als  Beispiel  angeführt  sei. 
Gelänge  es,  ein  etwa  mit  Wasser  gefülltes,  zylindrisches  Gefäß  mit  der  öfi&iung 
nach  unten  ohne  vorherige  Drehung  so  aufzustellen,  daß  die  Wassergrenze  genau 
horizontal  wäre,  und  auch  vor  den  leisesten  Erschütterungen  geschützt  bliebe, 
so  müßte  das  Wasser  vom  Luftdruck  getragen  werden,  würde  also  nicht  aus- 
fließen. Man  kann  diesen  Zustand  in  der  Tat  herstellen,  wenn  man  das  Gefäß, 
die  Öfbung  nach  oben,  mit  einem  Maschennetz  (etwa  aus  Tüll)  bespannt  und 
dann  mit  einer  ebenen  Glasplatte  bedeckt,  die  an  die  Wasseroberfläche  genau 
anschließt,  nun  umdreht,  das  Gefäß  recht  fest  aufstellt  und  nun  die  Glasplatte 
vorsichtig  wegzieht 

2.  Barometer. 

Allgemeines.  Die  Apparate  zur  Messung  des  Druckes  der  Luft  und  der 
Gase  beruhen  teils  auf  dem  Prinzip  der  kommunizierenden  Röhren,  d.  h.  sie 
vergleichen  den  Gasdruck  mit  dem  Drucke  einer  Flüssigkeitssäule,  teils  auf  der 
Elastizität  fester  Körper,  d.  h.  sie  messen  den  Gasdruck  durch  die  elastische 
Deformation  einer  Fläche,  die  einen  Teil  der  Wandung  des  Gasvolumens  bildet; 
jene  sind  einer  weit  größeren  Genauigkeit  fähig  und  daher  für  wissenschaftliche 
Zwecke  meist  allein  brauchbar;  letztere  finden  in  der  Technik  und  in  solchen 
Fällen  Anwendung,  in  denen  sich  die  Benutzung  hydrostatischer  Druckmesser  aus 
äußeren  Gründen  verbietet.  Der  allgemeinere  Begriff  ist  der  des  Manometers, 
ein  Spezialbegriff,  auf  die  Messung  des  Druckes  der  Atmosphäre  bezüglich,  ist 
das  Barometer.  Dieser  Name  ist  deshalb  nicht  glücklich  gewählt,  weil  er  eine 
falsche  Auffassung  zuläßt  oder  gar  nahelegt,  die  Auffassung  nämlich,  als  ob  das 
Barometer  das  Gewicht  der  auf  ihm  lastenden  atmosphärischen  Luftsäule  messe. 
In  Wahrheit  mißt  es  die  Spannkraft  derjenigen  Luft,  die  es  unmittelbar  umgibt; 
und  wenn  diese  Spannkraft  auch,  in  Anbetracht  der  großen  Höhe  der  Atmo- 
sphäre, in  erster  Linie  von  dem  Luftgewicht,  das  sie  zu  tragen  hat,  bedingt  wird, 
so  wirken  doch  auch  zahlreiche  andere  Einflüsse,  namentlich  Bewegungsvorgänge 
mit,  und  sie  können  unter  Umständen  recht  erheblich  werden. 

Leerer  Raum.  Die  Erfindungsgeschichte  des  Barometers  hat  ein  doppeltes 
Interesse,  nämlich  ein  theoretisches,  auf  die  allgemeine  Naturanschauung  bezüg- 
liches, und  ein  praktisches,  insofern  es  sich  um  einen  der  wichtigsten  Meßapparate 
der  Physik  und  Meteorologie  dabei  handelte.  Bei  der  Herstellung  des  Barometers 
wurde  nämlich  zum  erstenmal  ein  luftleerer  Raum  erzeugt  und  damit  eine  der 


1290  F.Auerbach,  Aeromcchanik.  Phys^^ül'Aufl. 

der  Entwickelung  der  Physik  schädlichsten  metaphysischen  Vorstellungen,  der  sog. 
Horror  vcLcui  beseitigt.  Wie  tief  eingewurzelt  diese  Vorstellung  war,  ergibt  sich 
am  deutlichsten  aus  dem  Verhalten  Galileis,  also  eines  Mannes,  der  mit  zahl- 
losen Vorurteilen  seiner  Zeit  aufgeräumt  hat.  Dieser  war  Zeuge  der  Entstehung 
eines  Vakuums  in  einem  besonders  tiefen  Brunnen;  aber  er  schloß  daraus  nur, 
daß  der  Horror  vacui  nicht  unbegrenzt,  sondern  von  bestimmtem  Zahlenwert  sei^; 
und  der  Horror  vacui  fiel  erst,  als  sich  zeigte,  daß  er,  wenn  er  existierte,  je  nach 
dem  Orte  der  Beobachtung,  der  Witterung  u.  s.  w.  einen  verschiedenen  Wert 
haben  müßte,  was  doch  selbst  seinen  zähesten  Anhängern  nicht  mehr  einleuchtete. 
Luftdruck  und  Barometer.  Der  unbestrittene  Entdecker  des  Luftdrucks 
und  Erfinder  des  Barometers  ist  Torricelli;  er  hatte  einerseits  den  glücklichen 
Gedanken,  den  vermeintlichen  Horror  vacui,  statt  durch  eine  Wassersäule,  wie 
Galilei,  durch  eine  andere  Flüssigkeit,  nämlich  Quecksilber,  zu  messen,  und  er 
erkannte  andererseits,  daß  die  Luft,  da  sie  ein  Gewicht  habe  (dies  wußte  schon 
Galilei),  auch  Druck  ausüben  müsse;  und  indem  er  jenen  Versuch  mit  dieser 
Erkenntnis  in  Zusammenhang  brachte,  setzte  er  an  die  Stelle  des  Horror  vacui 
den  Luftdruck.  Der  Torricelli  sehe  Versuch,  der  übrigens  zuerst  nach  seinen 
Angaben  von  seinem  Schüler  Viviani  ausgeführt  wurde*,  wird  am  besten  in  der 
Weise  wiederholt,  *daß  man  nacheinander  eine  meterlange  und  eine  halb  so  lange, 
einerseits  zugeschmolzene  Glasröhre  mit  Quecksilber  füllt,  alle  Luft  sorgfältig  ent- 
fernt, am  offenen  Ende  mit  dem  Finger  schließt,  mit  diesem  Ende  nach  unten 
in  ein  Gefäß  mit  Quecksilber  taucht  und  vertikal  aufstellt.  Nimmt  man  nun 
den  Finger  weg,  so  bietet  die  kurze  Röhre  keine  weitere  Erscheinung  dar,  sie 
bleibt  mit  Quecksilber  gefüllt;  dagegen  sinkt  in  der  längeren  Röhre  das  Queck- 
silber herab,  bis  nur  noch  eine  Säule  von  etwa  76  cm  übrig  bleibt;  das  somit 
über  der  Säule  entstandene  Vakuum  heißt  die  Torricelli  sehe  Leere.  Daß 
wirklich  die  vertikale  Säulenhöhe  das  Maßgebende  ist,  sieht  man  am  einfachsten 
daran,  daß,  wenn  man  die  lange  Röhre  neigt,  das  Niveau  stets  in  derselben 
Höhe  bleibt,  sich  also  dem  Ende  der  Röhre  immer  mehr  nähert,  bis  die  Flüssig- 
keit die  Röhre  schließlich  ganz  erfüllt.  Alle  Änderungen,  die  der  Luftdruck  er- 
fährt, geben  sich  durch  Änderungen  in  der  Höhe  der  Quecksilbersäule  zu  er- 
kennen, und  damit  ist  das  Barometer  im  Prinzip  hergestellt.  Zugleich  ergibt 
sich  der  mittlere  absolute  Betrag  des  Luftdrucks  auf  1  qcm  gleich  dem  Gewicht 
von  76  ccm  Quecksilber,  also  (vgl.  p.  52) 

Pq  =  13,596  X  76  =  1083,2983  g*  =  1018667  Dynen      , 

und  allgemein  beim  Barometerstande  b 

/=  13,596  3 

Man  ist  übereingekommen,  den  Druck  von  76  cm  Quecksilber  als  „eine 
Atmosphäre"  zu  bezeichnen  und  drückt  häufig  starke  Drucke  durch  ihn  als  Ein- 
heit, also  in  Atmosphären,  aus.  Wenn  hiemach  die  Luft,  in  der  wir  leben, 
auf  unsere  Körperoberfläche  einen  Druck  von  10  000  kg  ausübt,  so  empfinden 
wir  ihn  doch  nicht,  weil  er  auch  das  Innere  des  Körpers  durchdringt  und  seine 
Wirkungen  dabei  teils  durch  Verteilung  auf  eine  kolossale  Oberfläche  sich  ab- 
schwächen, teils  durch  Erzeugung  von  Gegenwirkungen  sich  ausgleichen.  Ober- 
haupt verbreitet  sich  der  Druck  der  Atmosphäre,  fast  ohne  eine  Änderung  zu 
erleiden,  in  alle  nicht  völlig  luftdicht  abgeschlossenen  Räume,  z.  B.  in  die  Zimmer, 
und  es  ist  daher  nahezu  gleichgültig,  wo  man  ein  Barometer  aufstellt.' 

^  G.  Galilei,  Discorsi  e  Dimostrazioni  matematiche.  Leyden  1638.  Deutsche  Ausgabe 
von  A.  V.  Oettingen,  in  Ostwalds  „Klassikern  der  exakten  Wissensch."  Nr.  11.  Lpz.  1890. 
—  2  £.  Torricelli  hat  seine  Entdeckung  und  Versuche  nur  in  Briefen  an  Freunde  mitgeteilt, 
die  später  in  die  Ausgabe  seiner  Werke  aufgenommen  worden  sind.  —  3  Eine  Zusammen- 
stellung didaktischer  Aufgaben,  die  sich  an  das  Barometer  knüpfen  lassen,  findet  man  z.  B.  bei 
H.  Rebenstorff,  Ztschr.  f.  phys.  u.  ehem.  Unterr.  14.  339.   1901. 
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Gefäßbarometer.  Diese  Form  hat  sich  unmittelbar  aus  dem  Torricelli- 
sehen  Apparat  durch  Einführung  von  für  die  Messung  günstigen  Verhältnissen 
entwickelt.  Zunächst  ist  zu  beachten,  daß  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  vom 
Spiegel  im  Gefäß  auszurechnen  ist;  soll  dies  ein  konstanter  Nullpunkt  sein,  so 
muß  man  das  Gefäß  so  weit  wählen,  daß  das  in  die  Röhre  mehr  eintretende 
oder  in  das  Gefäß  zurücktretende  Quecksilber  den  Spiegel  nicht  merklich,  nicht 
mehr  als  etwa  um  0,05  mm  verändere.  Da  sich  nun  die  Schwankungen  des 
Barometerstandes  dd  und  des  Gefäßspiegels  öS  umgekehrt  wie  die  Querschnitte, 
also  umgekehrt  wie  die  Durchmesserquadrate  d^  und  D^  verhalten,  so  bedarf  es 
eines  Gefäßes  vom  Durchmesser 


-Y^, 


05      ' 

also,  da  öd  nicht  selten  auf  40  mm  ansteigt  und  d  nicht  unter  5  mm  beiragen 
soll,  Z>  =s  141  mm.  So  große  Gefäße  sind  schon  für  Standbarometer,  die  stets 
an  demselben  Orte  aufgestellt  werden,  mißlich,  und  man  wird  zum  mindesten 
ein  Gefäß  wählen,  das  von  der  Mitte  aus,  wo  der  Spiegel  sich  befindet  und  wo 
es  die  obige  Breite  hat,  nach  oben  und  unten   sich  stark  verjüngt  (Figur  424  0). 


Figur  424. 


Zu  Reisebarometern  sind  aber  auch  solche  Gefäße  des  großen  Gewichts  und 
der  leichten  Zerbrechlichkeit  halber  unbrauchbar,  und  man  muß  dann  auf  andere 
Weise  für  Konstanterhaltung  des  Spiegels  sorgen.  Hier  ist  namentlich  das  in  der 
originalen  Form  wie  in  vielen  Nachbildungen  außerordentlich  verbreitete  Fortin  sehe 
Barometer  zu  erwähnen,  dessen  Gefäß  unten  durch  einen  Beutel  aus  Leder  oder 
Kauschuk  a  abgeschlossen  ist,  so  daß  man  mit  Hilfe  der  Schraube  ö  den  Spiegel 
stets  zur  genauen  Berührung  mit  der  Elfenbeinspitze  c  bringen  kann  (Figur  424^). 
Man  könnte  auch  die  Änderungen  im  Gefäß  messen,  wird  aber  dabei,  in  An- 
betracht der  Dimensionen,  die  das  Gefäß  immerhin  haben  muß,  keine  große  Ge- 
nauigkeit erzielen.  Dagegen  ist  für  gewöhnliche  Barometer  ein  anderer  Kunstgriff, 
die  sogen,  reduzierte  Skale,  ganz  wohl  geeignet  Steigt  z.  B.  das  Quecksilber  im 
Gefäß  um  Vio  seiner  Senkung  im  Rohre,  so  ist  die  wahre  Änderung  des  Luft- 
drucks im  Verhältnis  ^/^^^  kleiner  als  die  am  oberen  Niveau  abgelesene;  und  man 
braucht  nur  eine  in  demselben  Verhältnis  fehlerhafte  Skale  anzuwenden,  um  ohne 
jede  Rechnung  das  wahre  Resultat  zu  finden. 
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Heberbarometer.^  Für  Zwecke  genauer  Messungen  finden  fast  stets  Heber- 
barometer Anwendung,  deren  Name  sich  lediglich  auf  die  äußere,  ungleichschenklig 
U-förmige  Gestalt  der  Röhre  bezieht.  Die  Schwankungen  des  Quecksilberstandes 
sind  hier  in  dem  langen,  geschlossenen  und  in  dem  kurzen,  offenen  Schenkel 
genau  bezw.  nahezu  die  gleichen  (je  nachdem  die  Röhre  genau  kalibrisch  ist 
oder  nicht),  und  man  wird  die  Berücksichtigung  beider  nicht  umgehen  können. 
Ist  die  Skale  an  dem  Barometer  fest  angebracht,  so  muß  man  den  unteren  und 
den  oberen  Stand  ablesen  und  ersteren  von  letzterem  abziehen;  zu  diesem  Zweck 
muß  also  die  Skale  unterhalb  des  tiefsten  Standes  des  unteren  Spiegels  beginnen 
und  bis  über  den  höchsten  Stand  des  oberen  Spiegels  hinausreichen;  um  ferner 
die  Ableitung  leichter  und  sicherer  zu  machen,  biegt  man  das  lange  Rohr  der- 
artig um  (Figur  424^,  p.  1291),  daß  beide  Niveaus  in  dieselbe  Vertikale  kommen 
und  an  derselben  Skale  abgelesen  werden  können.  Bequemer  ist  es,  wenn  ent- 
weder das  Rohr  oder,  was  der  größeren  Sicherheit  halber  und  auch  sonst  vor- 
zuziehen ist,  die  Skale,  etwa  mittels  Schraube  und  Zahnstange,  verschiebbar  ist; 
man  stellt  alsdann  den  Nullpunkt  der  Skale  auf  das  imtere  Niveau  ein  und  hat 
einfach  das  obere  Niveau  an  der  Skale  abzulesen,  deren  Einteilung  hier  erst  bei 
etwa  700  mm  anzufangen  braucht,  wenn  nur  der  Abstand  0  bis  700  genau 
richtig  ist.  Natürlich  erfolgt  die  Einstellung  sowohl  wie  die  Ablesung  bei  irgend- 
wie feineren  Apparaten  mit  Hilfe  von  Lupen  oder  mit  Fadenkreuzen  versehenen 
Mikroskopen  und  Nonien,  so  daß  man  mindestens  zehntel,  womöglich  aber  auch 
noch  zwanzigstel  Millimeter  mit  Sicherheit  erhält  Handelt  es  sich  um  Heber- 
barometer für  die  Reise,  so  sind  wieder  einige  Vorsichtseinrichtungen  erforderlich. 
So  muß  die  Öffnung  des  kurzen  Schenkels  durch  einen  die  Wirkung  des  Luft- 
drucks nicht  beeinträchtigenden  Pfropfen,  etwa  von  Baumwolle,  geschützt  sein; 
noch  besser  aber  ist  es,  wenn  sie  recht  klein  und  überdies  nicht  oben,  sondern 
an  der  Seite  angebracht  ist,  so  daß  man  das  Barometer  gefahrlos  neigen  und 
selbst  umkehren  kann.  Andere  Vorrichtungen,  wie  die  von  Greiner  (Figur  424//. 
p.  1291),  erfüllen  den  Zweck,  das  Ausfließen  von  Quecksilber  zu  verhindern,  noch 
vollkommener  und  erschweren  zugleich  den  Eintritt  von  Luft;  wieder  andere 
haben  den  Zweck,  das  Eindringen  von  Luft,  die  doch  in  den  kurzen  Schenkel 
getreten  ist,  in  das  Vakuum  zu  verhindern;  bei  der  Einrichtung  Figur  424  tf, 
p.  1291  z.  B..  der  sogen.  Bunsen sehen  Spitze,  wird  die,  etwa  doch  in  den  kurzen 
Schenkel  eingedrungene  Luft,  die  sich  beim  Aufsteigen  in  dem  langen  Schenkel 
fast  stets  an  die  Wand  hält,  und  auch  sonst  durch  die  kleine  Öffnung  der 
inneren  Röhre  nicht  gut  hindurchkann,  in  dem  zwischen  den  beiden  Röhren  ge- 
legenen toten  Räume  abgefangen.  Sodann  dient  eine  Reihe  von  Einrichtungen, 
z.  B.  an  passenden  Stellen  angebrachte  Einschnürungen  der  Röhren,  dazu,  das 
Anschlagen  des  Quecksilbers  an  die  Röhre,  wodurch  dieselbe  sehr  leicht  zer- 
brochen wird,  zu  verhindern;  indessen  ist  es  immer  am  besten,  dies  durch  mög- 
lichste Vorsicht  beim  Transport,  Schräghalten  u.  s.  w.  zu  erreichen.  Beim  Schifls- 
harometer  endlich  (zuerst  von  Adie  im  Jahre  1853  konstruiert)  ist  der  lange 
Schenkel  nur  oben,  wo  abgelesen  wird,  weit,  im  übrigen  aber  sehr  eng,  wodurch 
die  fortwährenden  Schwankungen  des  Niveaus  (das  sogen.  Pumpen)  vermieden, 
aber  freilich  auch  bewirkt  wird,  daß  dasselbe  nur  langsam  den  Änderungen  des 
Luftdrucks  folgt;  es  muß  eben  in  der  Konstruktion  die  richtige  Mitte  zwischen 
beiden  Extremen  gewahrt  sein. 

Gefäßheberbarometer.  Bei  diesem,  erst  1874  von  Wild*  und  Fuess  kon- 
struierten Apparat  sind  die  Vorzüge  beider  Klassen  von  Barometern  vereinigt 
und  die  Nachteile  beider  vermieden.     Die  beiden  Schenkel  des  Heberbarometers 

^  Während  früher  Hocke,  Borelli,  Boyle  u.  s.  w.  als  Erüader  dieser  Barometerforni 
angesehen  zu  werden  pflegten,  ist  jetzt,  namentlich  durch  Govi  (Rend.  Acc.  Nap.  25.  286. 
1886)  nachgewiesen  worden,  daß  auch  diese  schon  von  ToRRi CELLI  (1644)  ersonnen  worden  ist. 
2  H.  Wild,  Rep.  f.  Meteor.  3.  Heft  i.  1874. 
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sind  hier  unten  oflfen  und  reichen  in  ein  Quecksilbergefäß  mit  beweglichem  Leder- 
boden; man  hebt  vor  jeder  Ablesung  das  Quecksilber  in  beiden  Schenkeln  ein 
wenig  an  und  erreicht  damit  verschiedene  Vorteile  (s.  u.). 

Bedingungen  für  die  Oenanigkeit.  Für  alle  diese  Barometer  im  allgemeinen 
ist  noch  zu  bemerken,  daß  im  Interesse  der  Richtigkeit  und  Genauigkeit  der 
Angaben  eine  Reihe  von  Bedingungen  erfüllt  sein  muß: 

1.  Die  Röhre  muß  möglichst  weit,  jedenfalls  aber  nicht  unter  6  und  für 
feinere  Instrumente  nicht  unter  15  mm  Durchmesser  sein  (s.  u.). 

2.  Das  Quecksilber  muß  absolut  rein  sein,  teils  der  sonst  eintretenden 
Trübungen*  der  Röhre  halber,  teils  wegen  der  damit  verbundenen  Änderungen 
des  spezifischen  Gewichts;  genügt  doch  zur  Erzeugung  eines  Fehlers  von  0,1  mm 
im  Barometerstande  schon  ein  Fehler  in  der  Dichte  von  1/7600  ihres  Wertes, 
also  eine  Dichte  von  18,594  oder  18,598  statt  der  wahren  18,596.  Man  muß 
also  entweder  chemisch  reines,  aus  rotem  Oxyd  bereitetes  QuecksDber  anwenden 
oder  gewöhnliches  Quecksilber  nach  den  besten  Reinigungsmethoden  wiederholt 
behandeln,  bis  man  genügender  Reinheit  sicher  zu  sein  glaubt.  Es  sei  hier  nur 
kurz  auf  die  Destillationsmethoden  (z.  B.  die  von  L.  Weber,  Wright,  Weinhold, 
BosscHA,  Nebel,  K.  R.  Koch  u.  A.)  hingewiesen';  weniger  zeitraubend  ist  es, 
wenn  man  sich  auf  die  wiederholte  Behandlung  mit  verdünnter  Salpetersäure 
und  destilliertem  Wasser,  wiederholte  Filtrierung  und  Trocknung  durch  Erwärmung 
beschränkt 

3.  Die  ToRRiCELLische  Leere  darf  auch  keine  Spuren  von  Luft  oder 
Wasserdampf  enthalten.  Da  nun  selbst  beim  vorsichtigsten  Einfüllen  Luft- ' 
bläschen  in  die  Röhre  eindringen,  muß  man  die  Röhre  auskochen,  was  zwar  die 
Gase,  besonders  bei  öfterer  Wiederholung,  beseitigt,  bei  dem  erforderlichen  hohen 
Wärmegrade  aber  ziemlich  gefährlich  ist.  Zur  Verminderung  dieser  Gefahr  sind 
mit  gutem  Erfolg  verschiedene  Modifikationen  dieses  Verfahrens  vorgeschlagen 
worden  und  seither  in  Anwendimg;  z.  B.  gießt  man  das  Quecksilber  in  mehreren 
Partien  nach  und  nach  ein,  indem  man  jedesmal  das  betreffende  Röhrenstück 
vorsichtig  auskocht;  ferner  kann  man  durch  Verbindung  der  Röhre  mit  einer 
Luftpumpe  und  Auspumpen  die  erforderliche  Siedetemperatur  beträchtlich  ernie- 
drigen u.  s.  w.'  Das  einzige,  was  in  dem  nach  dem  Sinken  der  Quecksilbersäule 
entstehenden  Räume  vorhanden  sein,  bezw.  sich  bilden  kann,  sind  Quecksilber- 
dämpfe, deren  Spannkraft  aber  bei  gewöhnlichen  Temperaturen  unter  0,05  mm 
bleibt  und  somit  nicht  ins  Gewicht  fällt.  Ob  bei  einem  in  Gebrauch  befindlichen 
Barometer  Luft  im  Vakuum  sei  oder  nicht,  kann  man  an  den  beim  Neigen  sich 
zeigenden  Luftbläschen  oder  auch  daran  erkennen,  daß  das  Quecksilber,  wenn 
man  es  vorsichtig  an  die  Röhre  anschlagen  läßt,  in  jenem  Falle  einen  schwachen, 
weichen,  in  diesem  einen  kräftigen  und  harten  Klang  gibt;  in  ersterem  Falle 
kann  man  die  Luft  durch  festes  Verschließen  des  offenen  Endes,  Umkehren  des 
Barometers  und  zweckentsprechendes  Klopfen  in  Form  von  Bläschen  mit  einiger 
Mühe  herausbringen.  Andere  Methoden,  um  sich  über  die  Luftleere  bezw.  die 
Spannung  der  Luft  im  Torricelli sehen  Räume  ein  Urteil  zu  verschaffen,  sind 
die  ARAGOsche  Hebungsmethode'  und  die  GRUNMACHsche  elektrische  Methode*, 
die  auf  dem  Gange  der  elektrischen  Lichterscheinungen  in  verschieden  stark  luft- 
verdünnten Räumen  beruht. 

Zur  Vermeidung  des  lästigen  und  gefährlichen  Auskochens  sind  zahlreiche 
Vorschläge  gemacht  worden;  es  sei  z.  B.  auf  den  von  Guglielmo^  hingewiesen^ 


^  B.  Nebel,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1887.  p.  175;  daselbst  auch  die  übrige  Literatur. 
—  K.  R.  Koch,  Wied.  Ann.  55.  392.  1895.  —  ^  Siehe  auch  N.  v.  Klobukow,  Meteor.  Ztschr. 
1884.  P«  289.  —  3  Siehe  z.  B.  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1886.  p.  380  u.  392,  oder  Schreiber, 
Handb.  d.  barom.  Höhenmessungen.  Weimar  1877.  p.  82.  —  *  L.  Grunmach,  Wied.  Ann. 
21.  698.  1884;  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1.  248.  1886.  —  5  g.  Guglielmo,  Rend.  Acc.  dci 
Line.  (4)  6.  125.  1890;  (5)  2.   i.Sem.  474.   1893. 
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die  obere  Kammer  durch  einen  fettlosen  Hahn  mit  reinem  Quecksilberverschluß 
in  zwei  Teile  zu  teilen;  man  füllt  zunächst  alles  mit  Quecksilber,  kehrt  um  und 
treibt  alle  Luft  und  allen  Wasserdampf  durch  wiederholtes  Neigen  in  die  obere 
Halbkammer;  den  Hahn  schließt  man  erst,  nachdem  auch  etwas  Quecksilber  nach 
oben  getreten  ist;  das  so  erhaltene  Vakuum  ist  außerordentlich  vollkommen. 
Einige  der  verschiedenen  Formen,  die  Gughelmo  später,  zum  Teil  unter  gänz- 
licher Vermeidung  von  Hähnen,  der  oberen  Kammer,  gegeben  hat,  zeigt  Figur  425; 
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^ 


tLBoo  \±±i 


Figur  425. 

bei  /  zerreißt,  bei  rascher  Aufrichtung,  der  Faden  in  dem  engen  Verbindungs- 
rohre und  schließt  die  letzten  Luftreste  in  der  obersten  Kammer  ab,  während 
bei  langsamer  Aufrichtung  das  Hg  vollständig  in  das  Hauptrohr  überfließt;  bei 
//  wird  B  mit  einem  Pfropf  verschlossen  und  das  Doppelrohr  geneigt,  bis  A  und 
das  Verbindungsrohr  gefüllt  sind;  rasches  Aufrichten  und  Klopfen  bringt  den 
Faden  zum  Abreißen;  ///  ist  an  sich  leicht  verständlich. 

Eine  didaktische  Studie  über  das  unvollkommene  Vakuum  gibt  Grimsehl,^ 

4.  Das  Barometer  muß  genau  vertikal  stehen  bezw.  hängen,  da  schon 
sehr  kleine  Neigungen  den  vertikalen  Abstand  der  beiden  Spiegel  um  einen 
Betrag  ändern,  der  gegenüber  den  überhaupt  vorkommenden  Schwankungen  des 
Barometerstandes  in  Betracht  kommt  Ist  nämlich  der  Neigimgswinkel  %  so  ist 
der  wahre  Barometerstand  d  im  Vergleich  zum  abgelesenen  d'  im  Verhältnis  von 
d  =  ö'  cos(p  kleiner,  was  bei  <p  =  1^  und  einem  mittleren  Barometerstande  schon 
einen  Fehler  von  m^hr  als  0,1  mm  bedingt;  man  muß  also  das  Barometer  mit 
einer  genauen  Lotvorrichtung  versehen  oder,  wenn  es  ein  für  allemal  fest  auf- 
gestellt werden  soll,  nicht  nur  oben,  sondern  auch  unten,  und  zwar  in  riditiger 
Lage,  mit  der  Wand  u.  s.  w.  verbinden;  am  besten  aber  ist  es,  insbesondere  für 
Barometer,  die  man  immer  wieder  neu  aufzustellen  hat,  sie  ganz  frei,  etwa  in 
kardanischer  Aufhängung,  herabhängen  zu  lassen,  was  in  freier  Natur  am  besten 
mittels  eines  oben  einen  Ring  bildenden,  dreifilßigen  Stativs  geschehen  kann. 

5.  Vor  jeder  Beobachtung  ist  das  Quecksilber  des  Barometers  zur  Über- 
windung etwaiger  Trägheits-  und  anderer  Einflüsse  (s.  auch  w.  u.)  ein  wenig  aus 
dem  Gleichgewichtszustand  zu  bringen;  es  kann  dies  entweder  bei  un- 
veränderter Lage  des  Barometers  selbst  geschehen  mittels  Vorrichtungen  zur  Be- 
wegung der  Kuppe,  wie  sie  an  manchen  Barometern  angebracht  sind  („anheben", 
s.  oben),   eventuell  auch  durch  leichtes  Klopfen;    oder  aber  das  Barometer  wird 


1  E.  Grimsehl,   Ztschr.  f.  phys.  u.  ehem.  Unterr.  11.   277.  18 
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für  gewöhnlich  schräg  gestellt  odir  gehängt  und  erst  vor  der  Ablesung  vorsichtig 
in  die  vertikale  Stellung  gebracht;  bei  Standbarometem  wird  dies  dadurch  be- 
werkstelligt, daß  das  Barometer  oben  drehbar  befestigt  ist  und  unten  je  nach 
Wunsch  in  die  eine  oder  die  andere  von  zwei  Wandschrauben  eingeschraubt 
werden  kann.  Durch  diese  Behandlung  vermeidet  man  gleichzeitig,  daß  in  dem 
Teile  der  Skale,  der  den  häufig  vorkommenden  Luftdrucken  entspricht,  also  etwa 
zwischen  740  und  780  mm,  infolge  des  unxmterbrochenen  Anhaftens  von  Queck- 
silber bis  zu  bestimmten  Stellen  sich  Trübungen  des  Glases  herausstellen  und  die 
Ablesung  erschweren. 

6.  Die  Ablesung  muß  recht  genau  und  namentlich  ohne  parallaktischen 
Fehler  erfolgen;  auch  hierzu  sind  verschiedene  erleichternde  Einrichtungen,  z.  B. 
die  sogen.  Kontaktablesung,  die  Spiegelungsmethoden  von  Pernet,  Thiesen, 
Marek  und  Koch*  u.  s.  w.  angegeben  worden.  Da  femer  das  Quecksilber  einen 
Meniskus,  d.  h.  eine  gewölbte  Kuppe  bildet  (im  oflfenen  Schenkel  eine  stark,  im 
geschlossenen  eine  schwach  gewölbte),  so  muß  man  genau  darauf  achten,  den 
Meniskus  abzulesen,   d.  h.   den  Nonius  bezw.  den  Kontakt  auf  ihn  einzustellen. 

7.  Die  Skale  muß  durch  Vergleichung  mit  einem  Normalmaßstab  als  genau 
richtig  erkannt  sein,  eventuell  ist  eine  Korrektionstafel  anzulegen.^  Die  Einteilung 
der  Skale  und  des  Nonius  ist  leider  noch  immer  keine  einheitliche,  und  es  sei 
daher  hier  eine  kurze  Tabelle  zur  Vergleichung  der  drei  üblichen  Maße: 
Millimeter,  engl.  Zoll,  Pariser  Linien  eingeschaltet: 


E.  Z. 

mm 

E.Z. 

mm 

E.  Z.      t 

mm 

E.  Z. 

mm  . 

27,6 

701,03 

!       28,6 

726,42 

29,6 

751,83 

30,6 

777,28 

27,8 

706,11 

28,8 

731,50 

29,8 

756,91 

30,8 

782,31 

28,0 

711,18 

29,0 

786,58 

30,0 

762,00 

31,0 

787,40 

28,2 

1      716,26 

,       29,2 

741,67 

30,2 

767,07 

31,2 

792,48 

28,4 

721,84 

1       29,4 

746,75 

30,4 

772,15 

81,4 

797,56 

E.  Z.        0,01 

0,02       0, 
0,50       0, 

03       0,04 

0,05       0,06       0,07 
1,27       1,52       1,77 

0,08       0,0J 
2,03       2,2{ 

) 

IT 

m         0,25 

76       1,01 

3 

Pariser 

mm 

Pariser 

mm 

Pariser 

mm 

26"  0'" 

703,84 

1     27"  0'" 

730,90 

28"  0'" 

757,96 

2 

708,85 

2 

735,40 

2 

762,47 

4 

712,86 

4 

789,91 

4 

766,98 

6 

717,87 

!             6 

744,42 

6 

771,49 

8 

721.88 

8 

748,94 

8 

776,01 

10 
»ar.  Lin.  j      0,1 

726,39 

0,2 
i       0,45 

10 

0,3         0,4 
0,68       0,90 

753,45 

10 

6         0,7 
35       1,58 

780,52 

0,8      ~Ö,^ 
1,80       2,( 

F 

0,5         0, 
1,13       1, 

3 

m 

m            0,2i 

33 

Endlich    läßt    die  folgende  Tabelle  erkennen,    wie  groß  in   Kilogramm  auf 
1  qin  der  Druck  der  Luft  bei  verschiedenen  Barometerständen  ist. 


^  J.  Pernet,  Trav.  et  M6m.  Bur.  intern.  Poids  et  Mes.  5.  1886.  —  M.  Thiesen,  Ztschr. 
f.  Instrumentenk.  1886.  p.  89.  —  W.  F.  Marek,  Kep.  d.  Phys.  16.  585.  1880.  —  Bogüski 
u.  Natanson,  Wied.  Ann.  36.  761.  1889.  —  H.  Kayser,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1882. 
p.  289.  —  K.  K.  Koch,  Wied.  Ann.  66.  395.  1895.  —  2  Schreiber,    a.  a.  O.    p.  72. 


1296  F.  Auerbach,  Aeromechanik.  Phy«."**a.' A 


Phyi.    a.  Aufl. 


mm        I        kg  i       mm  kg  mm  kg  mm  kg 


500 
520 
540 
560 


6798  580  7886  ;  660  8974 

7070  600  8158  '  680  •       9245 

7342  620  ,       8429  700  1       9517 

7614  640  8702  !  720  9789 


740  10062 

760  10333 

780  10605 

800  10877 


Korrektionen.  Auch  wenn  ein  Barometer  in  jedem  der  betrachteten  Punkte 
exakt  konstruiert  ist  und  exakt  benutzt  wird,  sind  die  Angaben,  die  es  in  ver- 
schiedenen Fällen  macht,  bezw.  die  Angaben,  die  verschiedene  derartige  Baro- 
meter machen,  im  allgemeinen  noch  nicht  unmittelbar  miteinander  vergleichbar. 
Es  müssen  vielmehr  folgende  Korrektionen  bezw.  Reduktionen  vorgenommen  werden : 

1.  Wegen  der  thermischen  Ausdehnung  des  Quecksilbers;  das 
Volumen  des  Quecksilbers  bei  der  Temperatur  /  läßt  sich  näherungsweise  durch 
die  Formel  »  =  z^^  (1  +  ^ /)  darstellen,  wo  /3  =  0,000181  ist;  und  diese  Aus- 
dehnung kommt,  da  das  Quecksilber  in  eine  Röhre  eingeschlossen  ist,  fast  aus- 
schließlich der  Höhe  der  Säule  zugute.  Die  thermische  Erweiterung  der  Röhre 
selbst  kommt  alsdann  explizite  nicht  mehr  merklich  in  Betracht 

Wegen  eines  graphischen  Verfahrens,  um  mittels  eines  Thermometers  und 
einer  geteilten  Tafel  die  Temperaturkorrektion  direkt  ablesen  zu  können,  vergleiche 
man  eine  Mitteilung  von  Shields.^ 

Von  den  Mitteln,  die  man  anwenden  kann,  um  die  Temperaturkorrektion 
aufzuheben,  sei  beispielsweise  die  Anordnung  von  Candia'  erwähnt:  das  Hg  im 
offenen  Schenkel  wird  durch  vermehrtes  oder  vermindertes  Eintauchen  eines 
Aluminiumzylinders  zur  Berührung  mit  einer  festen  Spitze  gebracht;  der  Zylinder 
trägt  eine  Teilung,  deren  Einheiten  der  Variation  des  Barometerstandes  um  je 
1  mm  entsprechen;  die  Korrektion  verschwindet  für  einen  gewissen  Barometer- 
stand genau,  für  die  anderen  desto  annähernder,  je  näher  die  linearen  Aus- 
dehnungskoeffizienten von  Aluminium,  Glas  und  Quecksilber  die  Beziehung 
Sa=^2d  +  Sc  erfüllen. 

2.  Wegen  der  thermischen  Ausdehnung  der  Skale.  Hier  handelt 
es  sich  um  die  Längsdimension  als  Funktion  der  Temperatur,  man  hat  also 
/=:/^(l4-y/),  und  hierin  ist  der  lineare  Ausdehnxmgskoeffizient: 

für  Messing  für  Glas  für  Platin 

y  =  0,000019  y  =  0,000009  y  =  0,000009     . 

Beide  Korrektionen  zusammengefaßt,  ergeben  die  Reduktion  des  Baro- 
meterstandes auf  0®  nach  der  Formel  (^'  beobachtet,  ö  reduziert  auf  0®): 

oder  näherungsweise,  da  ß  und  y  sehr  klein  sind: 
(17)  b=b'[\-{ß-y)t]       . 

Kennt  man  die  Temperatur  von  Quecksilber  und  Skale,  so  kann  man  hier- 
nach b  berechnen.  Zu  diesem  Zwecke  befindet  sich  an  dem  Barometer  ein 
Thermometer  (zuweilen  auch  deren  zwei,  je  eines  für  Quecksilber  und  Skale, 
wobei  dann  in  der  ersten  der  obigen  Formeln  möglicherweise  /  im  Zähler  und 
Nenner  etwas  verschiedene  Werte  haben  kann),  und  man  liest  gleichzeitig  mit  dem 
Barometerstande  die  Temperatur  ab.  Zur  Erleichterung  der  Berechnung  dienen 
dann  folgende  Tabellen,  welche  die  für  /^  und  den  Stand  b'  abzuziehende 
bezw.  für  Temperaturen  unter  0^  hinzuzufügende  Korrektion  enthalten: 


^  J.  Shields,    Phil.  Mag.  (5)  41.   406.    1896.  —  2  o.  de  Candia,   Xuov.  Cim.  (4)  2. 
115.   1895. 
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a)    Für  Messingskale. 


^=1^^ 

2« 

=  700 

0,11 

0,23 

710 

0,11 

0,23 

720 

0,12 

0,23 

730 

0,12 

0,24 

740 

0,12 

0,24 

750 

0,12 

0,24 

760 

,0,12 

0,25 

.770 

0,12 

0,25 

780 

0,18 

0,25 

790 

|0,13 

0,26 

800 

0,13 

0,26 

3<> 

4'> 

5<> 

60 

70 

8« 

9« 

10* 

110, 

0,34  1  0,45 

0,57 

0,68 

0,79 

0,90 

1,02 

1,13 

1,24! 

0,34  ;  0,46 

0,57 

0,69 

0,80 

0,92 

1,03 

1,15 

1 

0,35  '  0,47 

0,58 

0,70 

0,81 

0,93 

1,05 

1,16 

1,27 

0,35  !  0,47 

0,59 

0,71 

0,83 

0,94 

1,06 

1,18 

0,36 

0,48 

0,60 

0,72 

0,84 

0,96 

1,08 

1,19 

1,31 

0,36 

0,48 

0,61 

0,73 

0,85 

0,97 

1,09 

1,21 

0,37 

0,49 

0,61 

0,74 

0,86 

0,98 

1,10 

1,23 

1,35 

0,37 

0,50 

0,62 

0,75 

0,87 

0,99 

1,12 

1,24 

0,38 

0,50 

0,63 

0,76 

0,88 

1,01 

1,13 

1,26 

1,39 

0,38 

0,51 

0,64 

0,77 

0,89 

1,02 

1,15 

1,28 

0,39 

0,51 

0,64 

0,77 

0,90 

1,03 

1,16 

1,29 

1,43 

1,24  11,36  1,4711,58 


1,39;  1,51: 1,63 

I 

1,431 1,55 1  1,67 

I  I 

1,48 1 1,60  11,72 

1,51  i  1,64  i  1,76 

1,55]  1,68*  1,80 


1,70 
1,74 
1,79 
1,84 
1,89 
1,93 


t=w 

\1^ 

18" 

19" 

20» 

21" 

22« 

23«  1  24" 

25* 12^" 

27" 

28« 
3,17 

29*' 
3,28 

30" 

d'=700     1,81 

1,93 

2,04 

2,15 

2,27 

2,38 

2,49 

2,60 

2,72 

2,83 

2,94 

3,06 

3,40. 

720, 

1,86 

1,98 

2,09 

2,21 

2,33 

2,44 

2,56 

2,67 

2,79 

2,90 

3,02 

3,14 

3,25 

3,37 

3,49 

740. 

1,91 

2,03 

2,15 

2,27 

2,39 

2,51 

2,63 

2,75 

2,87 

2,98 

3,10 

3,22 

3,34 

3,46 

3,58 

760 

1,96 

2,09 

2,21 

2,33 

2,45 

2,58 

2,70 

2,82 

2,94 

3,07 

3,19 

3,31 

3,44 

8,56 

3,68 

780 

2,02 

2,14 

2,27 

2,39 

2,51 

2,64 

2,77 

2,90 

3,02 

3,15 

8,28 

8,40 

3,53 

8,65 

3,78 

800 1 

2,07 

2,19 

2,32 

2,44 

2,57 

2,70 

2,83 

2,97 

3,09 

3,22 

3,86 

3,48 

3,62 

3,74 

8,87 

b)   Für  Glasskale. 


\t  =  i^ 

=  700  0,12 

720  I  0,12 

740  I  0,13 

760  0,13 

780  0,13 

800  0,14 


20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

0,24 

0,36 

0,48 

0,60 

0,72 

0,84 

0,96 

1,08 

0,25 

0,37 

0,49 

0,62 

0,74 

0,86 

0,99 

1,11 

0,25 

0,38 

0,51 

0,63 

0,76 

0,89 

1,01 

1,14 

0,26 

0,39 

0,52 

0,65 

0,78 

0,91 

1,04 

1,17 

0,27 

0,40 

0,53 

0,67 

0,80 

0,93 

1,07 

1,20 

0,27 

0,41 

0,55 

0,68 

0,82 

0,96 

1,10 

1,23 

100 

1,20 
1,23 
1,27 
1,30 
1,83 
1,87 


'^-18*1    U"    \   16* 

18-" 

20"» 

220 

24^ 

26*» 

S8* 

800 

^'=«700     1,45 

1,69 

1,94 

2,18 

2,42 

2,66 

2,90 

3,14 

3,38 

3,62 

720     1,49 

1,74 

1,99 

2,24 

2,49 

2,73 

2,98 

8,23 

3,47 

3,72 

740     1,53 

1,79 

2,05 

2,30 

2,56 

2,81 

3,06 

3,32 

3,57 

3,83 

760  '  1,58 

1,84 

2,10 

2,86 

2,62 

2,89 

3,15 

3,41 

3,67 

3,93 

780  ,  1,62 

1,89 

2,16 

2,48 

2,69 

2,96 

3,23 

3,50 

3,77 

4,03 

800     1,66 

1,94 

2,21 

2,49 

2,76 

3,04 

3,31 

3,59 

3,86 

4,14 

(Die  Korrektion  ist  immer  um  etwa  60/^  größer  als  bei  Messingskale.) 

Vollständigere  Tabellen  findet  man  u.  a.  in  Landolt-Börnsteins  physik.- 
chem.  Tabellen,  3.  Aufl.,  p.  34. 

Ein  sehr  bequemes  graphisches  Verfahren  für  die  Feststellung  der 
Korrektion  hat  Mehmke^  angegeben;  seine  Tafel  ist  hier  (Figur  426)  in  klei- 
nerem Maßstabe  wiedergegeben.  Die  linke  Seite  bezieht  sich  auf  Messing-,  die 
rechte  auf  Glasskala,  die  äußeren  Vertikalmaßstäbe  geben  den  Luftdruck,  die 
inneren   die  Temperatur   an;   verbindet  man  die  beiden   vorliegenden  Werte  von 


1  R.  Mehmke,    Wied.  Ann.  41.    892   und   Tafel  VIII.    1890. 
WiNKBLMANN,  Physik,    a.  Aufl.     I. 
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Druck  und  Temperatur  durch  eine  gerade  Linie,  so  gibt  deren  Schnittpunkt  mit 
der  betreffenden  schrägen  Linie  die  (abzuziehende)  Korrektion. 


7X0-q 


TAH 


X50-^. 


IHChz 


r3^ 


ViO-. 


7i0- 


XOO-z 


6^_ 


680^ 


H  - 


V- 


3  - 


V-  -    - ; 


x-IXO 


r-rio 


'-150 


T-r^o 


-73(7 


—  ZtO 


-vo 


—  ZOO 


T^go 


^80 


3.  Wegen  der  kapillaren  Depression.  Infolge  seiner,  die  Adhäsion  an 
das  Glas  überwiegenden  Kohäsion  (s.  Artikel  „Kapillarität")  steht  das  Quecksilber 
in  den  Schenkeln  des  Barometers  zu  niedrig,  und  zwar  in  desto  stärkerem  Grade, 
je  enger  die  Röhren  sind.  Bei  einem  Gefäß barometer  ist  hiernach  die  Depression 
im  Gefäß  so  gut  wie  null,  die  im  Rohre  mehr  oder  weniger  beträchtlich,  und 
folglich  die  beobachtete  Barometerhöhe  zu  klein.  Selbst  bei  einem  Heberbaro- 
meter, dessen  beide  Schenkel  gleich  weit  sind,  sind  doch  die  Depressionen  nicht 
gleich,  weil  die  eine  Kuppe  sich  im  lufterfüllten,  die  andere  sich  im  luftleeren 
Räume  befindet,  und  weil  hierdurch  die  Depression  in  einer  noch  sehr  unsicher 
bekannten  Weise  beeinflußt  wird.  Für  einen  Randwinkel  von  36**  z.  B.  sind 
nach  Bravais ^  folgende  Größen. zum  beobachteten  Stande  hinzuzufügen: 


Röhrenweite 


8 


10 


12 


14 


16 


18 


20    mm 


Korrektion 


1,64     0,91     0,54     0,82     0,19     0,12     0,07     0,04     0,03  mm 


1  A.  Brav  AIS,    Ann.  cbim.'phys.  (3)  5. 
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für  andere  Randwinkel  werden  die  Zahlen  abweichende.  Andere,  z.  B.  Schleier- 
macher, Pohl  und  Schabus^  u.  s.  w.  haben  die  Depression  als  Funktion  der 
Kuppenhöhe  k  und  der  Röhrenweite  d  dargestellt,  wobei  sich  u.  a.  folgende 
Zusatzgrößen  ergeben: 


0,2 

0,3 

0,4 

0,6 

0,6      0,7      0,8 

0,9 

1,0    1,1  ;  i,a     M 
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Zu  der  Unsicherheit  dieser  Bestimmungen  kommt  offenbar  noch  die  Müh- 
seligkeit und  Unsicherheit  der  jedesmal  auszuführenden  Messungen  der  lichten 
Röhren  weite  und  des  Randwinkels  bezw.  der  Kuppenhöhe;  für  erstere  haben 
Mace  de  Lepinay  und  Jordan*  eine  einfache  optische  Methode  angegeben; 
über  letztere  sehe  man  im  Artikel  „Kapillarität".^  Jedenfalls  sieht  man  ein, 
daß  man  am  besten  tut,  dem  Barometerrohr  eine  solche  Weite  zu  geben, 
daß  die  Kapillarkorrektion  vernachlässigt  werden  darf;  zu  diesem  Zwecke  muß 
bei  ganz  feinen  Standbarometern  die  Weite  mindestens  20  mm,  bei  besseren 
Reisebarometem  wenigstens  nicht  unter  15  mm  betragen;  außerdem  ist  es  wesent- 
lich, durch  „Anheben"  der  Niveaus  (s.  oben)  bezw.  Klopfen  für  die  reine  Aus- 
bildung der  Kuppen  zu  sorgen. 

4.  Wegen  -der  Schwereänderung  mit  der  Höhe.  Beim  Transport 
eines  Barometers  an  einen  anderen  Ort  bleibt  die  Höhe  der  Quecksilbersäule 
deshalb  nicht  ein  konstantes  Maß  des  Luftdrucks,  weil  sich  die  Schwere,  also  ihr 
Gewicht  ändert,  sobald  der  neue  Ort  eine  andere  Höhe  über  dem  Meeres- 
spiegel hat  (s.  Artikel  „Gravitation",  p.  467  u.  479).  Der  Einfluß  der  Höhe  hat, 
wie  dort  gezeigt  wurde,  zwei  verschiedene  Grenzwerte,  je  nachdem  man  sich  in 
freier  Luft,  z.  B.  im  Luftballon  oder  auf  der  Spitze  eines  Turmes,  oder  aber 
auf  einer  Hochebene  befindet;  und  demgemäß  hat  in  der  entsprechenden  Baro- 
meterkorrektion 
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b  =  b'{\^sh) 


die  Größe«  einen  zwischen  den  beiden  Grenzwerten  0,000000314  und  0,000000196 
gelegenen,  nach  den  jedesmaligen  Verhältnissen  abzuschätzenden  Wert.  Für  die 
höchsten,  im  Luftballon  erreichten  Höhen  (^  =  10  000  m)  beträgt  dieser  Abzug 
immerhin  b'  ^h  ^  2,8  mm,  und  schon  für  mäßige  Berghöhen  beläuft  er  sich  auf 
viertel  bis  halbe  Millimeter.* 

5.    Wegen    der  Schwereänderung   mit    der    geographischen    Breite. 
Analog  wird  die  Korrektion  wegen  der  geographischen  Breite  q>  (p.  479): 
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b=.  b'[l-^  0,026  cos  2  9) 


also   für   ^'  =  700,    760,    800    (ftir  tp  >  Ah^  gilt  das  positive,    für  9)  <  45^   das 
negative  Zeichen): 


^  Pohl  und  Schabüs,  Wien.  Ber.  0.  834.  1852.  —  Delcros,  Pogg.  Ann.  60.  377. 
1843.  —  2  Mac6  de  Lepinay,  Journ.  de  Phys.  (2)  4.  35.  1886.  —  Jordan,  Zentr.-Ztg. 
f.  Opt.  u.  Mech.  1888.  p.  91.  —  3  Siehe  auch  J.  Pkrnkt,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1886. 
p  377.  —  *  Mascart  (C.  R.  95.  126.  1883)  hat  diese  Beziehung  benutzt,  um  mit  Hilfe 
eines  Barometers  mit  geschlossenem,  mit  Gas  gefülltem  kurzen  Schenkel  die  Veränderung  der 
Intensität  der  Schwere  mit  der  Höhe  zu  messen. 
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wo  die  Breite  von  45^  als  Norm  zugrunde  gelegt  ist.  Von  xwei  Beobachtungen, 
die  am  Äquator  und  in  der  Nähe  des  Poles  gemacht  sind,  muß  also  die  eine 
um  fast  4  mm  korrigiert  werden,  um  mit  der  anderen  vergleichbar  zu  werden. 

6.  Reduktion  auf  den  Meeresspiegel.  Mit  der  in  4.  besprochenen 
Reduktion  ist  selbstverständlich  eine  andere  nicht  zu  verwechseln,  die  für  meteoro- 
logische Vergleiche  oft  ausgeführt  wird  und  den  Zweck  hat,  anzugeben,  wie 
groß  zur  Zeit  der  Beobachtung  der  Luftdruck  an  dem  Beobachtungsorte  wäre, 
wenn  dieser  im  Meeresspiegel  läge  (s.  auch  w.  u.).  Es  muß  in  dieser  Hinsicht 
zunächst  genügen,  auf  die  meteorologischen  Zeitschriften  so>\'ie  auf  die  sehr  reich- 
haltige Monographie  von  Arvid-Neovius  ^  hinzuweisen. 

7.  Reduktion  auf  trockene  Luft.  Ebenfalls  für  meteorologische  Zwecke 
kommt  es  häufig  darauf  an,  den  Druck  der  trockenen  Luft  anzugeben,  zu  welchem 
Zwecke  man  den  (anderweitig  bestimmten)  Druck  des  Wasserdampfes  vom  Gesamt- 
druck abzuziehen  hat. 

Hormalbarometer.  Ein  in  jeder  Beziehimg  den  obigen  Anforderungen  ent- 
sprechendes und  in  bezug  auf  die  genannten  Korrektionen  untersuchtes  Instru- 
ment heißt  Norm  alba rometer;  und  zu  genauen  Messungen  ist  es  erforderlich, 
entweder  ein  solches,  oder  aber  ein  Barometer  zu  benutzen,  für  das  man  sich 
durch  Vergleichung  mit  einem  Normalbarometer  eine  Tabelle  der  Abweichungen 
von  den  Angaben  des  letzteren  verschafft  hat  Zu  den  vorzüglichsten  Normal- 
barometern gehören  die  nach  den  Angaben  von  Wild  (s.  oben  Geßlßheberbaro- 
meter),  Pernet  und  Thiesen*,  Koppen,  Wiebe*,  Kayser  u.  A.,  von  Fuess, 
Greiner,  Prytz*  (ohne  Femrohrablesung),  und  anderen  Mechanikern  konstruierten; 
diese  Apparate  sind  infolge  der  Weite  der  Gefäße,  der  Verbindung  mit  Katheto- 
metem  u.  s.  w.  natürlich  sehr  umfangreich  und  schwer  und  sie  haben  trotzdem 
den  Übelstand,  daß  man  ihre  Angaben  nicht  jederzeit  und  bequem  kontrollieren 
kann.  In  dieser  Erwägung  hat  Koch^  ein  Normalbarometer  ausgearbeitet  und 
im  Laufe  der  Zeit  vervollkommnet,  das  allen  Bedingungen  genügt  Das  Queck- 
silber wird  durch  Destillation  im  Vakuum  eingeführt,  wodurch  etwaige  Änderungen 
seiner  Reinheit,  wie  beim  Auskochen,  vermieden  werden:  es  sind  direkt  im  Innern 
(in  beiden  Schenkeln  des  Heberrohrs)  Thermometer  angebracht,  so  daß  die  wahre, 
nicht  die  hypothetische  Temperatur  bestimmt  wird  (dazu  kommt  natürlich  noch 
ein  äußeres  Thermometer);  das  Volumen  des  Vakuums  läßt  sich  durch  Annexe 
beliebig  groß  machen,  so  daß  etwa  an  den  Wänden  hinaufkriechende  Luft  keine 
wahrnehmbare  Druckänderung  hervorruft;  jede  Spur  von  Feuchtigkeit  wird  durch 
Phosphorsäureanhydrid  in  einem  angefügten  Rohre  sofort  absorbiert;  das  Vakuum 
ist  durch  eine  angefügte  HiTXORFsche  Röhre  mit  äußeren  Elektroden  (innere 
würden  Gase  abgeben  und  andere  Übelstände  mit  sich  führen)  jederzeit  zu 
prüfen  und  mittels  der  mit  ihm  verbxmdenen  Sprengel  sehen  Pumpe  (mit  luft- 
freiem Quecksilber  zu  betreiben!)  jederzeit  wieder  herzustellen;  die  Ablesungen 
erfolgen  sowohl  an  der  oberen  wie  an  der  unteren  Quecksilberoberfläche  nach 
einem    modifizierten     Marek  sehen    Verfahren    (es    wird    der    Schnittpunkt    eines 


1  Arvid-Neovius,  Inaug.-Diss.  Helsingfors  1891.  —  2  FuESS,  Ztschr.  f.  Instrumentenk. 
1881.  p.  2.  —  3  R,  WiEBE,  Metron.  Beitr.  d.  Kais.  Norm.  Eich.-Komm.  1885.  Nr.  4.  — 
♦  K.  Prytz,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  16.  178.  1896.  —  B  K.  R.  Koch,  Wied.  Ann.  66. 
391.  1895;  Ö7*  4^5'  '^99-  —  Geliefert  wird  das  Instrument  von  Dr.  Moixenkopf,  Fabrik 
phys.  u.  ehem.  Apparate  in  Stuttgart. 
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schrägstehenden   Fadens  mit  seinem   Spiegelbilde  festgestellt),   etwaige  oben  und 
unten  gemachte  Fehler  heben  sich  also  auf. 

Yersohiedene  Formen  von  Gebranchsbarometem.  Im  übrigen  gibt  es  eine 
große  Zahl  von  Barometern  in  bestimmten  Formen  und  zu  bestimmten  Zwecken; 
so  außer  den  schon  genannten  das  Flaschen-,  Öirn-  oder  Kapselbarometer,  das 
Kewbarometer,  das  Heberbarometer  von  Diakonoff  ^,  das  Barometer  von 
Krajewitsch*  mit  doppeltem  Vakuum  und  zwischengeschaltetem  Quecksilber- 
gefäß, das  Gefäßbarometer  von  Maquenne^,  die  Barometer  von  Rüssel*, 
WoRiNGER  ^  das  SxoLZEsche  Reise- 
barometer, das  umgekehrte  Baro- 
meter von  F.  C.  G.  Müller®  (bei 
dem  sich  oben  eine  große  Kugel 
befindet  und  die  Ablesung  am 
unteren,  offenen  Schenkel  erfolgt; 
Auskochen  ist  hier  nicht  durchaus 
erforderlich,  und  wegen  des  Um- 
stands,  daß  sich  alle  Punkte  des 
offenen  Schenkels  unterhalb  der 
Kuppe  imter  konstantem  Drucke 
befinden,  läßt  es  sich,  wie  die 
Figur  427  zeigt,  bequem  mit  einem 
Luftthermometer -£*  verbinden);  das 
Barometer  von  Leonhard  Weber' 
(an  das  obere  Ende  ist  unter 
U-förmiger  Umbiegung'  ein  zweites, 
eRgeres  Barometer  gesetzt,  die  Ge- 
fäße beider  sind  durch  eine  Ka- 
pillare verbunden;  mittels  eines 
Gummiballons  kann  man  etwaige 
Luft  in  das  enge  Barometer  ab- 
schieben, Niveaudifferenzen  glei- 
chen sich  durch  die  Kapillare  rasch 
aus).  Befestigt  ist  das  Rohr  ent- 
weder auf  einem  Holzbrett  (für 
heiße  Gegenden  ungeeignet),  oder 
besser,  es  ist  in  einen  Holzkasten 
oder  eine  Metallröhre  vollständig 
eingelassen,  und  nur  die  Stellen,  an 
denen  einzustellen  bezw.  abzulesen  ist,  sind  sichtbar.  Eine  besondere  Klasse  bilden 
die  Zeigerbarometer.  Da  nämlich  die  Änderungen  des  Standes  im  Quecksilber- 
barometer nur  klein  sind,  hat  man  sich  vielfach  bemüht,  sie  durch  mechanische  Über- 
tragung auf  einen  Zeiger  und  ein  Ziflferblatt,das  durch  Vergleichung  mit  einem 
anderen  Barometer  graduiert  worden  ist,  deutlicher  sichtbar  zu  machen.  Am  ein- 
fachsten erreicht  man  dies  mittels  eines  Schwimmers,  der  auf  den  Spiegel  im  offenen 
Schenkel  gesetzt  wird,  und  die  Übertragung  kann  ent^^'eder  durch  einen  um  die 
Welle  des  Zeigers  geschlungenen  Faden  (HooKEsches  Radbarometer)  oder  mittels 
Zahnstange  und  Zahnrad  (Jecker)  erfolgen;  der  Zeiger  muß  aber  sehr  genau 
balanciert  sein,  und  auch  dann  ist  selbstredend  keine  große  Genauigkeit  zu  er- 
zielen, so  daß  selbst  für  Demonstrationszwecke  die  optische  Projektion  der  Queck- 

1  Diakonoff,  Journ.  de  Phys.  (2)  3.  27.  1884.  —  2  Krajewitsch,  Rep.  d.  Phys.  23. 
339.  1887.  —  ®  L.  Maquenne,  Bull.  soc.  chim.  (3)  11.  447.  1894.  —  4  g.  W.  Rüssel, 
Amer.  Chem.  Journ.  26.  508.  1901.  —  B  b.  Woringer,  Ztschr.  f.  phys.  Chera.  88.  326 
1901.  —  ö  F.  C.  G.  Müller,  Wied.  Ann.  36.  763.  1889.  —  '  Leonhard  Weber,  Ztschr. 
f.  Instrumentenk.  13.   63.   1893. 
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silberkuppe  vorzuziehen  sein  dürfte.  Auch  eine  andere  Idee,  die  zuletzt  jedenfalls 
relativ  am  vollkommensten  von  Greiner  ^  in  seinem  „Diagonalbarometer''  aus- 
geführt worden  ist,  nämlich  die  Schräg-  bezw.  fast  Horizontalstellung  des  obersten 
Teiles  der  Barometerröhre,  wodurch  allerdings  die  Änderungen  des  Niveaus  stark 
vergrößert  werden,  scheint  sich  nicht  sonderlich  bewährt  zu  haben.  Dasselbe  gilt 
von  den  Barometern  mit  zickzackförmigem  oder  spiralförmigem  Röhrenende. 

Barometer  mit  anderen  FlfuBigkeiten.  Schon  in  Erinnerung  an  die  Vor- 
geschichte des  ToRRiCELLi sehen  Versuchs  hegt  es  nahe,  nach  dem  Prinzip  des 
Quecksilberbarometers  auch  Wasser  bar  ometer  zu  konstruieren,  und  in  der 
Tat  ist  dies  vielfach,  z.  B.  im  Jahre  1830  von  Daniell  geschehen.  Natürlich 
muß  ein  solches  Barometer,  da  es  höher  als  10  m  ist,  in  fester  Verbindung  mit 
einer  Baulichkeit  aufgestellt  werden,  z.  B.  vom  Keller  durch  die  Mauer  in  ein 
höheres  Stockwerk  geführt  werden.  Dafür  erhält  man  aber  den  Vorteil,  daß 
schon  kleinen  Luftdruckändenmgen  bezw.  kleinen  Änderungen  der  Quecksilber- 
höhe große  Änderungen  der  Wasserhöhe  entsprechen,  z.  B. 


Quecksilber 


0,05       0,20         1,00         5,00         20,00         100,00 


760,00  mm 


Wasser 


0,68       2,72       18,60       67,98       271,92       1359,60       10382,96  mm 


Man  könnte  also  mit  bloßem  Auge  den  stündlichen  Gang  des  Barometer- 
standes sehr  deutlich  verfolgen.  Leider  wird  die  Genauigkeit  sehr  beeinträchtigt 
durch  den  Umstand,  daß  über  dem  Wasser  sich  Wasserdämpfe  bilden,  und  daß, 
selbst  weim  man  die  Skale  hiemach  für  eine  bestimmte  Temperatur  korrigiert, 
sie  doch,  in  Anbetracht  der  starken  Veränderlichkeit  der  Spannkraft  der  Wasser- 
dämpfe mit  der  Temperatur,  für  alle  anderen  Temperaturen  unrichtig  bleiben 
würde.     Diese  Spannkraft  beträgt  nämlich: 
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Die  durch  die  gewöhnlichen  Schwankungen  der  Temperatur  bewirkte  Druck- 
änderung des  Wasserdampfes  wird  daher  Schwankungen  des  Wasserspiegels  ver- 
ursachen, welche  die  durch  die  Änderungen  des  Luftdrucks  verursachten  Schwan- 
kungen desselben  großenteils,  unter  Umständen  sogar  völlig  verdecken  würden. 
Man  müßte  also,  was  zeitraubend  und  unsicher  wäre,  die  Temperatur  jedesmal 
beobachten  und  danach  die  Korrektion  berechnen  Von  diesem  Obelstand  fast 
frei  ist  das  von  Jordan*  konstruierte  Glyzerinbarometer.  Der  Siedepunkt 
des  Glyzerins  liegt  sehr  hoch  und  seine  Dampfspannung  ist  daher  bei  gewöhn- 
lichen Temperaturen  sehr  gering,  und  ihre  Änderung  mit  der  Temperatur  tritt 
daher  ebenso  wie  die  thermische  Ausdehnung  des  Glyzerins  als  verhältnismäßig 
unbedeutende  Korrektion  auf.  Die  Dichte  des  Glyzerins  ist  1,26,  die  mittlere 
Höhe  des  Barometerstandes  wird  also  8,2  m,  und  die  Schwankungen  des  Niveaus 
werden  fast  die  11  fachen  wie  beim  Quecksilberbarometer.  Auf  den  Spiegel  im 
offenen  Gefäß  muß  man,  um  die  Absorption  von  Wasserdampf  aus  der  Luft  zu 
verhindern,  etwas  Steinöl  gießen,  das  Glyzerin  färbt  man  der  besseren  Sichtbarkeit 
halber  mit  Anilin  rot.  Im  übrigen  sehe  man  über  dieses  Barometer,  das  bereits 
vielfach  fungiert,  an  der  zitierten  Stelle.  —  Ein  Glyzerinbarometer,  das  auf  einer 
Kombination  der  Wirkungsweisen  des  Barometers  und  des  Luftthermometers 
beruht  (das  Glyzerin  dient  einerseits  als  Indikator-,  andererseits  als  Sperrflüssigkeit), 
haben  neuerdings  Behn  und  Kiebitz'  beschrieben. 


1  Greiner,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1888.  p.  253.  —  2  Jordan,  Ztschr.  d.  Ost.  Ges.  f. 
Meteor.  1881.  p.  25.  —   3  U.  Behn  u.  F.Kiebitz,  Physik.  Ztschr.  4.  543.  1903. 
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Auch  Barometer  mit  kombinierten  Flüssigkeiten  hat  man  konstruiert, 
um  die  Empfindlichkeit  von  Barometern  mit  leichten  Flüssigkeiten  mit  der  Hand- 
lichkeit von  Quecksilberbarometem  zu  vereinigen.  Hierher  gehört  z.  B.  ein  schon 
von  Hutgens  ^  konstruiertes  Barometer.  Der  lange  Schenkel  erweitert  sich  oben 
zu  einem  Gefäß,  das  etwa  zur  Hälfte  noch  mit  Quecksilber  gefüllt,  zur  Hälfte 
aber  luftleer  ist  Ebenso  erweitert  sich  der  kurze  Schenkel  zu  einem,  in  eine 
enge  Röhre  auslaufenden  Gefäß,  die  obere  Hälfte  des  Gefäßes  und  ein  Teil 
der  Röhre  ist  mit  einer  leichten,  gefärbten  Flüssigkeit  gefüllt,  deren  Niveau  man 
an  einer  empirisch  produzierten  Skale  ablesen  kann.  Ist  die  Ansatzröhre  von 
«-mal  so  kleinem  Querschnitt  wie  die  beiden  Gefäße  und  die  Flüssigkeit  j-mal 
so  leicht  wie  Quecksilber,  so  steigt,  wenn  ein  gewöhnliches  Barometer  um  b  fällt, 
das  HuYGENSsche  um 

(20)  B^-     '"      -  d      ; 

man  erhält  also  leicht  5  bis  10  fache  Vergrößerungen.  Bei  dem  Steinhauser- 
schen*  Barometer  ragt  in  das  Vakuum  eines  Quecksilberbarometers  eine  Spitze, 
und  in  einer  an  den  kurzen  Schenkel  angesetzten  weiten  Röhre  reguliert  man 
den  Stand  eingefüllten  Wassers  derart,  daß  das  Quecksilber  oben  die  Spitze 
gerade  berührt;  aus  den  Änderungen  der  Wasserhöhe  kann  man  diejenigen 
des  Luftdruckes  berechnen.  Auch  das  Barometer  von  O.  Braun*  gehört  in 
diese  Klasse. 

JOLY*  ist  es  femer  gelungen,  durch  einen  Kunstgriff  Quecksilber  über  Gly- 
zerin aufzuschichten.  Er  verwendet  zu  diesem  Zweck  einen  Elfenbein-  oder 
Hartgummizylinder,  dessen  Durchmesser  nur  wenig  kleiner  ist  als  die  innere 
Weite  des  Barometerrohres,  und  mit  dem  durch  eine  Stahlnadel  zentrisch  ein 
kugeliger  Schwimmer  aus  Holz  oder  Elfenbein  verbunden  ist.  Wird  eine  solche 
Röhre,  mit  Quecksilber  gefüllt,  mit  dem  offenen  Ende  in  ein  Geföß  mit  Glyzerin 
getaucht,  so  ergibt  sich  ein  Barometer,  das  mit  der  großen  Empfindlichkeit  des 
Jordan  sehen  Glyzerinbarometers  den  Vorteil  einer  relativ  geringen  Höhe  und 
rascher  Einstellung  verbindet.  Auch  mit  Wasser  oder  Kreosot  gelingt  die 
Anordnung. 

Aneroidbarometer.  Man  faßt  unter  diesem  Namen  alle  Barometer  zu- 
sammen, bei  denen  der  Luftdruck  durch  Vergleichung  mit  der  Elastizität  fester 
Körper,  insbesondere  dünner  Platten,  gemessen  wird.  Die  meisten  dieser  Instru- 
mente, wie  sie  zum  Gebrauch  im  täglichen  Leben  weit  verbreitet  sind,  können 
auf  Genauigkeit  keinen  Anspruch  machen,  und  zwar  hauptsächlich  aus  drei 
Gründen,  nämlich  erstens,  weil  die  elastischen  Deformationen  fester  Körper  sich 
zeitlich  in  sehr  verwickelter  und  schwer  kontrollierbarer  Weise  abspielen,  d.  h. 
der  Gang  der  elastischen  Nachwirkung  (s.  oben  p.  796  ff.)  bei  ihnen  noch  sehr 
wenig  bekannt  ist;  neuerdings  liegt  hierüber  freilich  eine  sehr  eingehende  Unter- 
suchung von  Reinhertz*  vor;  zweitens,  weil  der  thermische  Einfluß  sich  nicht 
exakt  angeben  läßt,  und  drittens,  weil  die  mechanische  Ausführung  des  Prinzips 
infolge  von  Reibung  u.  s.  w.  Fehler  bedingt.  Derartige  Barometer  müssen  daher 
möglichst  oft  mit  Quecksilberbarometem  verglichen  werden,  und  zwar  nicht  bloß 
hinsichtlich  des  Standes,  sondern  auch  hinsichtlich  des  Ganges.®  Die  wichtigsten 
Formen  sind  folgende:    Das  ViDische   Feder-,    Dosen-    oder    Holosteric- 

^  Chr.  Huygens,  Journal  des  Savants  1672.  p.  139.  —  2  Steinhauser,  Rep.  d.  Phys. 
28.  277.  1887.  —  3  o.  Braun,  Ztschr.  f.  Instnimentenk.  1883.  p.  151.  —  *  J.  Joly,  Proc. 
Dubl.  Soc.  7.  547.  1892.  —  B  Reinhertz,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1887.  p.  153;  daselbst 
weitere  Literatur.  —  6  Näheres  über  die  Theorie  der  Aneroidbarometer  s.  u.  a.  bei  F.  Schreiber, 
a.  a.  O.  p.  III.  Methoden  und  Apparate  zur  Prüfung  von  Aneroiden  sind  vielfach  angegeben 
worden,  z,  B.  von  FuESS,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1885.  p.  297  und  P.  Schreiber,  ibid. 
1886.  p.  121.  —  Eine  Prüfung  von  Aneroiden  bei  tiefen  Temperaturen  geben  H.  F.  Wiebe  u. 
P.  Hebe,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  21.  331.   1901;    Meteor.  Ztschr.   19.  330.    1902. 
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barometer  (1847)  besteht  aus  einer  luftleeren  Metalldose,  deren  vordere,  dünne, 
wellig  gebogene  Wand  vom  Luftdruck  mehr  oder  weniger  stark  nach  innen  ge- 
wölbt wird,  und  die  Größe  dieser  Einbiegung  wird  mittels  Fühlhebelübertragung 
an  einem  Zeiger  und  einem  empirisch  graduierten  Zifferblatt  abgelesen.  Bei  dem 
BoüRDONschen  Metallbarometer  (1854)  (Figur  428^)  wirkt  der  Luftdruck  auf 
die  gekrümmte,  bei  /  befestigte,  fast  luftleere  Röhre  aa\  krümmt  sie  mehr  oder 
weniger  zusammen,  und  die  dadurch  hervorgerufene  Drehung  des  Hebels  c  über- 
trägt sich  mittels  des  Zahnbogens  d  und  des  Getriebes  e  auf  den  Zeiger  z,  so  daß 
dieser  bei  stärkerem  Luftdruck  mehr  rechts,  bei  schwächerem  mehr  links  auf  der 
ebenfalls  empirisch  graduierten  Teilung  s  sich  einstellt.^ 

Das  Black WELLsc he  Aneroid  besteht  aus  einer  eigentümlichen  Kombi- 
nation luftleerer  Gefäße  mit  Spiralfedern,  und  es  scheint,  daß  die  Zuverlässigkeit 
hierdurch  wesentlich  erhöht  wird. 

Das  LAMBRECHTsche  Aneroid  hat  statt  der  metallenen  Glaskapseln  und 
statt    der   Gegendruckfedem   Zuggewichte;    zur  Beobachtung   geringer    Luftdruck- 


Figur  428. 

Schwankungen  läßt  es  sich  mit  einer  Vorrichtung  zur  Übertragung  der  Bewegungen . 
auf  einen  drehbaren  Spiegel  versehen. 

Zu  den  brauchbzu-sten  und  relativ  genauesten,  übrigens  für  die  Reise  äußerst 
handlichen  Apparaten  gehört  aber  jedenfalls  das  Aneroid  von  Goldschmid 
(in  Figur  428  ^  in  innerer  und  äußerer  Ansicht  skizziert),  bei  dem  jede  Hebel- 
übertragung vermieden  und  statt  dessen  die  Empfindlichkeit  mittels  Mikrometer- 
schraube und  Lupe  erzielt  wird,  d  ist  die  Dose,  a  ein  mit  dem  nachgiebigen 
Deckel  derselben  fest  verbundenes  Stäbchen  mit  der  Spitze  a,  deren  Einstellung 
auf  einer  kleinen  Skale  mit  der  Lupe  /  abgelesen  wird;  hierdurch  erhält  man  den 
Luftdruck  in  runder  Zahl,  etwa  auf  50  mm.  Dreht  man  die  feine  Schraube  s  so 
lange,  bis  die  Spitze  /3  der  Feder  b  sich  neben  a  auf  denselben  Teilstrich  ein- 
stellt, so  erhält  man  in  dem  Stande  der  Marke  m  auf  der  Kreisteilung  k  die 
Millimeter  und  Bruchteile;  eine  beigegebene  Tabelle  gestattet  nach  Ablesung  des 
Thermometers  /  die  Temperaturkorrektion  zu  berücksichtigen.  Neben  dem  Gold- 
schmid sehen  Barometer  erfreuen  sich  namentlich  diejenigen  von  Naudet,  Reitz, 
Weilenmann  und  Bohne  (die  sich  mehr  oder  weniger  nur  in  den  Einzelheiten 
voneinander  unterscheiden)  großer  Anerkennung  und  Verbreitung.^ 


^  Wegen  eines  instruktiven  Modells  zum  Bourdon  sehen  Aneroid  (mono-  bezw.  barometer) 
vgl.  Lord  Rayleigh,  Nat.  42.  197.  1890.  —  Wegen  der  Theorie  s.  A.  G.  Grkenhill,  Xat. 
4i.  517.  1890.  —  2  Vergleichungen  der  Güte  dieser  Instrumente  s.  Ztschr.  f.  Instrumentenk. 
1881.  p.  377,  eine  Korrektionstabelle  für  das  Naudet  sehe  ibid.  1886.  p.  69;  eine  Untersuchung 
der  Genauigkeit  des  Reitz  sehen  ibid.  1887.  p.  98.  Bei  einer  neueren,  durch  H.  F.  Wiebe, 
Ztschr.  d.  Ges.  f.  Erdkunde  26.  1890,  durchgeführten  Prüfung  in  der  Reichsanstalt  erwiesen 
sich    besonders  die  Bohne  sehen  Instrumente   allen  Anforderungen   entsprechend. 
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Indirekte  Mesanng  des  Luftdrackes.  Da  der  Luftdruck  auf  zahlreiche 
Erscheinungen  von  mehr  öder  minder  beträchtlichem  Einfluß  ist,  so  kann  man 
durch  messende  Beobachtung  jeder  dieser  Erscheinungen  im  Prinzip  auch  den 
Luftdruck  messen.  Von  diesem  Gedanken  ist  namentlich  hinsichtlich  gewisser 
thermischer  Erscheinungen  Gebrauch  gemacht  worden.  Hierhin  gehört  z.  B.  das 
in  Vergessenheit  geratene  Hocke  sehe  Barometer  (Vereinigung  von  Luft-  und 
Flüssigkeitsthermometer),  das  neuerdings  Naber  ^  wieder  aufgenommen  und  ver- 
vollkommnet hat;  das  Siedepunktbarometer*,  ein  Thermometer,  dessen  Skale  nur 
etwa  von  80 — 105^  reicht,  in  diesem  Intervall  aber  sehr  lang  und  folglich 
empfindlich  ist,  so  daß  es  den  Siedepunkt  des  Wassers  sehr  genau  und  folglich 
(s.  „Wärmelehre")  den  Luftdruck  einigermaßen  genau  ergibt;  die  Bestimmung  ist 
aber  natürlich  ziemlich  zeitraubend.  Bei  einem  anderen  Thermobarometer  wird 
aus  dem  Unterschied  in  den  Angaben  eines  Quecksilberthermometers  und  eines 
eigentümlichen  Luftlhermometers  auf  den  herrschenden  Luftdruck  geschlossen. 
Als  Beispiel  eines  indirekt  mechanischen  Verfahrens  seien  das  Differentialbaro- 
meter von  Kopp'  und  das  von  Melde  und  Blakesley*  angegebene  Umkehr- 
oder Kapillarbarometer  erwähnt.  Bei  diesem  wird  in  einem  einerseits  offenen, 
andererseits  geschlossenen  Glasrohre  von  etwa  1,2  mm  lichter  Weite  ein  gewisses 
Quantum  Luft  durch  einen  25  oder  50  cm  langen  Quecksilberfaden  /  ab- 
geschlossen; hängt  man  das  Rohr  einmal  mit  dem  geschlossenen,  sodann  mit 
dem  offenen  Ende  nach  oben  auf  und  bestimmt  jedesmal  das  Volumen  A 
und  By  so  hat  man  den  Barometerstand  gleich  l[A  •\'  B)\{A  —  B)\  das  Zer- 
reißen des  Fadens  ist,  da  es  das  Instrument  träge  macht,  möglichst  zu  ver- 
meiden. Je  länger  der  Faden,  desto  genauer  funktioniert  das  Instrument, 
wird  aber  auch  entsprechend  unhandlich;  um  es  auch  bei  kürzeren  Fäden 
benutzen  zu  können,  empfiehlt  sich  das  Anblasen  einer  kleinen  Kugel  am  ge- 
schlossenen Ende. 

Auf  einem  hübschen  Gedanken  beruht  das  einfache,  aber,  wie  es  scheint, 
recht  brauchbare  Mundbarometer  von  Grützner.*  Die  eindeutige  Beziehung 
eines  abgeschlossenen  Luftquantums  zum  Luftdruck,  also  die  Konstanz  der  Tem- 
peratur, wird  hier  dadurch  erzielt,  daß  man  das  kleine,  teilweise  mit  Paraf&nöl 
gefüllte  Gefäß  in  den  Mund,  am  besten  unter  die  Zunge  nimmt,  während  das 
aus  ihm  herausragende  Ende  des  Glasröhrchens  in  einem  Spiegel  beobachtet 
werden  kann;  man  wartet,  bis  der  Stand  sich  nicht  mehr  ändert  und  liest  dann 
an  empirischer  Skale  ab. 

Eine  besondere  Schwierigkeit  stellt  sich  in  Fällen  ein,  wo  es  nicht  tunlich 
ist,  das  Barometer  fest  aufzustellen,  also  auf  Schiffen  und  ganz  besonders  in 
Luftschiffen;  hier  wird  der  Stand  des  Quecksilberbarometers  durch  das  Steigen 
und  Fallen  des  Luftballons  ganz  wesentlich  beeinflußt;  das  Aneroid  andererseits 
hat  wieder  seine  eigenen,  bereits  angeführten  Mängel.  Man  hat  daher  nach 
anderen  Methoden  Umschau  gehalten.  Als  Beispiel  sei  das  Luftdruck- Aräo- 
meter von  Fischer®  angeführt,  das  sich  schon  bei  Luftfahrten  bewährt  hat.  Es 
läßt  sich  kurz  charakterisieren  als  Cartesianischer  Taucher  (p.  907),  der  aber 
durch  Anfügung  eines  Aräometerrohres  stabil  gemacht  ist;  "da  die  Beschreibung 
zu  umständlich  wäre,  genüge  die  Wiedergabe  der  leicht  verständlichen  schemati- 

'  H.  A.  Naber,  Ann.  d.  Phys.  4.  815.  1901.  —  2  s.  z.  B.  Schreiber,  Handb.  d.  bar. 
Höh.,  p.  94.  —  3  H.  Kopp,  Pogg.  Ann.  40.  62.  1836.  Es  beruht  auf  der  Vergleichung  des 
Volumens  und  Druckes  einer  abgeschlossenen  Luftmenge  in  gewöhnlichem  und  komprimiertem 
Zustande.  —  ♦  F.  Melde,  Wjed.  Ann.  32.  666.  1887.  —  Blakesley,  Phil.  Mag.  (5)  26. 
458.  1888.  —  Vgl.  auch  C.Fischer,  Inaug.-Diss.  Marburg  1889.  —  5  P.  Grützner,  B1. 
des  Schwab.  Alpenvereins  1895;  Ann.  d.  Phys.  9.  238.  1902.  —  ö  K.  T.  Fischer,  Meteorol. 
Zischr.  1900.  p.  257;  Ann.  d.  Phys.  3.  428.  1900.  —  Daselbst  auch  die  Literatur, 
betr.    die  Vorgänger.   —    Vgl.    auch    die    interessanten   historischen  Ausführungen   von   Naber 
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sehen  Figur  429  0;  das  ausgeführte  Instrument  zeigt  Figur  429  ^.  Wenn  der 
äußere  Luftdruck  wächst,  wird  der  Auftrieb  kleiner,  das  Aräometer  sinkt  ein,  die 
freie  Oberfläche  00  aber  bleibt  konstant;  zur  Konstanthaltung  der  Temperatur 
dient  der  in  der  zweiten  Figur  sichtbare  Eismantel. 


üJ&r&l 
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Figur  429. 


Barographen.^  Der  Gedanke,  die  Änderungen  des  Luftdruckes  zu  regi- 
strieren, d.  h.  durch  Apparate  selbsttätig  aufzeichnen  zu  lassen,  ist  jedenfalls 
schon  sehr  alt,  denn  schon  vor  mehr  als  100  Jahren  sind  solche  Apparate  tat- 
sächlich konstruiert  worden.  Hier  muß  es  genügen,  eine  kurze  Klassifikation 
der  zahlreich  bis  jetzt  konstruierten  Barographen  oder  Registrierbarometer 
zu  geben;  zum  größeren  Teil  eignen  sich  dieselben  nur  zur  Messung  der  Schwan- 
kungen des  Luftdrucks  bezw.  zur  Interpolation  zwischen  von  Zeit  zu  Zeit  am 
Barometer  gemachten  Ablesungen,  zum  kleineren  Teil  aber  wohl  auch  zu  abso- 
luten Bestimmungen.  Vorangeschickt  sei  die  Bemerkung,  daß  man  natürlich  die 
Angaben  der  meisten  gewöhnlichen  Barometer  auf  photographischem  Wege 
registrieren  kann  —  ein  Verfahren,  das  sich  indes  nicht  bewährt  zu  haben  scheint. 

I.  Aneroidbarographen.  Diese  sind  aus  naheliegenden  Gründen  die  ein- 
fachsten und  daher  am  meisten  verbreitet;  sie  haben  aber  natürlich  alle  Fehler 
der  Aneroidbarometer,  besonders  die  elastische  Nachwirkung  ^  und  meist  außerdem 


^  Die  Literatur  findet  man  großenteils  in  den  letzten  zehn  Jahrgängen  der  Meteorologischen 
Zeitschrift  und  der  Zeitschrift  für  Instnimentenkunde  Insbesondere:  A.  Sprung,  Meteor. 
Ztschr.  1881.  p.  I.  —  Schreiber,  ibid.  p.  497  und  Ztschr.  f.  Instnimentenk.  1881.  p.  257. 
288.  333.  Daselbst  auch  Zitate  der  älteren  Aufsätze  des  Verfassers.  —  A.  Sprung,  Ztschr. 
f.  Instnimentenk.  1886.  p.  189.  419.  —  Evlert,  ibid.  p.  269.  —  A.  Sprung,  Lehrb. 
d.  Meteorologie.  Hamb.  1885.  p.  393.  —  R.  FuESS,  Ztschr.  f.  Instnimentenk.  1883.  p.  194. 
—  H.  Dufour,  Meteor.  Ztschr.  1882.  p.  294.  —  Odin,  Ztschr.  f.  Instnimentenk.  1886. 
p.  213.  —  G.  RuNG,  Meteor.  Ztschr.  1884.  p.  34.  —  RiKLi,  Ztschr.  f.  Instnimentenk. 
1883.  p.  79.  —  2  Vgl.  hierzu  die  eingehende  Untersuchung  von  E.  Rosenthal,  Bull. 
St.  Paersb.  29.   115.   1903. 
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noch  eigene,  so  daß  ihre  Brauchbarkeit  sich  auf  Zwecke,  die  keine  große  Ge- 
nauigkeit verlangen,  oder  bei  feineren  Untersuchungen  auf  die  Interpolation  be- 
schränkt. Die  Wirkungsweise  ist  wenigstens  im  Prinzip  so  einleuchtend,  daß  eine 
Angabe  darüber  überflüssig  erscheint.  Die  verbreitetsten  Apparate  dieser  Art 
sind  die  von  Hottinger  in  Zürich  und  von  Redier  und  Richard  in  Paris; 
ersterer  registriert  den  Luftdruck  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Punkte,  letzterer  durch 
eine  stetige  Linie,  also  in  vollkommenerer  Weise. 

Hier  ist  auch  ein  Aneroid  zu  erwähnen,  das  von  Yule^  angegeben  ist  und 
die  Häufigkeit  des  Vorkommens  bestimmter  Luftdrucke  registriert.  Der 
Zeiger  ist  durch  eine  Rinne  ersetzt,  aus  der  kleine  Kügelchen  in  einen  Kranz 
feststehender  Rinnen  fallen  und  zwar  je  nach  dem  Luftdruck  in  eine  bestimmte 
von  ihnen;  bei  30  Röhren  und  3  Zoll  Bereich  kann  man  also  Yio  ^^^^  ^^^  Ein- 
heitsdififerenz  registrieren. 

2.  Schwimmerbarographen.  Um  ein  Quecksilberbarometer  in  einen 
Barographen  zu  verwandeln,  liegt  es  nach  der  Analogie  anderer  Apparate  nahe, 
auf  das  Quecksilber  im  offenen  Schenkel  einen  Schwimmer  zu  setzen  und  dessen 
Schwankimgen  auf  einen  Schreibstift  zu  übertragen;  diese  Apparate  schließen  sich 
also  unmittelbar  an  die  Quecksilber-Zeigerbarometer  (p.  1301)  an.  Ober  die  er- 
reichbare Genauigkeit  lauten  die  Angaben  verschieden;  wegen  der  Temperatur- 
korrektion vgl.  eine  Mitteilung  von  Czermak,* 

3.  Vakuum-Schwimmerbarograph.  Sehr  interessant  ist  die  von  Fuess 
zur  Ausführung  gebrachte  Idee,  den  Schwimmer  auf  den  Spiegel  im  Vakuum  zu 
setzen;  wählt  man  nämlich  für  ihn  einen  Magneten,  so  kann  man  dessen  Schwan- 
kimgen auf  einen  zweiten,  außerhalb  der  Röhre  angebrachten  Magneten  und  von 
diesem  auf  den  Schreibstift  übertragen. 

4.  DüFOURs  Hebelbarograph.  Das  Heberrohr  ist  so  aufgehängt,  daß 
es,  je  nachdem  bei  Änderungen  des  Luftdruckes  mehr  Quecksilber  in  den  linken 
oder  rechten  Schenkel  tritt,  sich  etwas  nach  rechts  oder  nach  links  dreht,  bis  es 
jedesmal  im  Gleichgewicht  ist;  an  diesen  Bewegungen  nimmt  der  Schreibstift  teil. 

5.  Spiral federbarograph  von  Draper.  Das  Rohr  eines  Gefäßbarometers 
ist  fest  aufgestellt,  während  das  Gefäß  an  zwei  Spiralfedern  hängt  und  folglich  bei 
Änderungen  des  Luftdrucks  sich  auf-  und  abwärts  bewegt. 

6.  Stanleys  Uhrbarometer.  Das  Barometerrohr  bildet  das  Pendel  einer 
Uhr,  deren  Gang  somit  vom  Luftdruck  abhängig  wird  (ein  eigentlicher  Registrier- 
apparat ist  dies  nicht). 

7.  Wage  bar  ographen.*  Die  dieser  Klasse  angehörigen  Instrumente  sind 
einerseits  die  ältesten,  andererseits  gerade  in  der  letzten  Zeit  bis  zu  einem  hohen 
Grade  von  Vollkommenheit  ausgebildet  worden,  so  daß  sie  für  die  feinsten  Zwecke 
fast  ausschließlich  in  Betracht  kommen.  Das  Prinzip,  das  veränderliche  Gewicht 
des  Barometerrohres  zur  Registrierung  zu  benutzen,  ist  einleuchtend,  die  Aus-* 
führung  bezw.  Vervollkommnung  hat  dagegen  außerordentlich  viel  Scharfsinn  und 
Erfindungsgeschick  erfordert.     Die  wichtigsten  Typen  sind  folgende: 

a)  Der  Winkelhebelbarograph,  insbesondere  die  von  Moreland  und 
Secchi. 

b)  Der  Rollenbarograph. 

c)  Der  hydrostatische  Barograph  von  Schreiber. 

d)  Der  Laufgewichtsbarqgraph  von  Sprung,  der  vollkommenste  von 
allen  (neuerdings  in  sinnreicher  Weise  mit  einem  Thermographen  vereinigt);  auf 
vielen  größeren  Stationen  in  Tätigkeit.     Hier  werden  nicht  die  Schwankungen  des 

'  G.  U.  YULE,  Trans.  Roy.  Soc.  190.  467.  1898;  ZUchr.  f.  Instrumentenk,  19.  183. 
1898.  —  2  p.  CzERMAK,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  11.  184.  1891.  —  3  Diese  Apparate  sind 
in  ihren  einfachsten  Formen  übrigens  auch  als  Ablesebarometer  von  verschiedenen  Seiten  emp- 
fohlen worden,  s.  z.  B.  P.  Schreiber,  Rep.  d.  Phys.  8.  245.  1872. 
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Wagebalkens  zur  Aufzeichnung  benutzt,  sondern  die  Hin-  und  Herbewegungen 
einer,  den  Wagebalken  stets  im  Gleichgewicht  erhaltenden  Rolle.  Der  Apparat, 
der  von  FuESS  in  Berlin  angefertigt  wird,  ist  von  Scheel  geprüft  und  als  vor- 
züglich (Fehler   ±  0,08  mm)  befunden  worden.^ 

Lnftdruckvariometer.  Für  viele  Zwecke  kommt  es  nicht  sowohl  darauf  an, 
den  Luftdruck  absolut,  als  vielmehr  seine  Schwankungen,  diese  aber  um  so  ge- 
nauer, zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke  sind  wiederholt  Apparate  konstruiert 
worden,  die  man  als  Luftdruckvariometer  bezeichnen  kann.  Am  ältesten  ist  wohl 
das  von  F.  Kohlrausch*,  am  bekanntesten  das  von  Hefner- Alteneck '  ge- 
worden. Es  besteht  aus  einer  mit  Filz  umhüllten,  etwa  1  Liter  Luft  fassenden 
Flasche,    von    der    in  Figur  430  nur  der   oberste   Teil   zu   sehen   ist,    und  zwei 


jm% 


Figur  430. 


Figur  431. 


durch  ihren  Gummipfropfen  heraustretende  Glasröhren,  einer  kurzen,  gerade  auf- 
steigenden, oben  in  eine  Spitze  umgebogenen,  und  einer  in  einer  oder  mehreren 
Windungen  herumlaufenden,  in  deren  Mitte  sich  ein  gefärbter  Tropfen  (z.  B. 
Petroleum)  und  dahinter  eine  Skale  befindet.  Die  langsamen  und  sich  zu  großen 
Beträgen  summierenden  Luftdruckschwankungen  werden  durch  das  erste  Rohr 
ausgeglichen,  es  kommen  also  nur  die  kleinen  und  raschen  Schwankungen  durch 
Verschiebung  des  Tropfens  zum  Ausdruck;  diese  letztere  ist  150 — 800 mal  so 
groß  wie  beim  Quecksilberthermometer.  —  Etwas  anders  geformt  und  von  einigen 
Übelständen  des  vorigen  angeblich  frei  ist  das  in  Figur  431  dargestellte  Vario- 
meter von  Naber*,  dessen  Erläuterung  sich  erübrigt.  —  Man  vergleiche  ferner 
Abhandlungen  von  Guglielmo^,  in  denen  gezeigt  wird,  wie  sich  der  Cartesianische 
Taucher,  in  geeignete  Form  gebracht,  zur  Bestimmung  sowohl  der  Luftdruck- 
schwankungen als  auch  des  absoluten  Luftdrucks  verwenden  läßt. 

Einen    einfachen    Apparat    zur    Beobachtung    kurz     dauernder    Luftdruck- 
schwankungen hat  auch  M.  Toepler*'  angegeben;   er  ist  aus  dem  Dichteapparat, 


^  A.  Sprung,  Meteor.  Ztschr.  L  34;  6.  277;  Ztschr.  f.  Insirumentenk.  1886.  p.  189.  232. 
—  K.  Scheel,  Ztschr.  f.  Instnimentenk.  15.  133.  1895.  —  ^  F.  Kohlrausch,  Pogg.  Ann. 
150.  423.  1873.  —  3  F.  V.  HefnerAlteneck ,  Verh.  Berl.  phys.  Ges.  14.  88.  1895;  Wied. 
Ann.  57.  468.  1896.  —  H.  L.  Flögel,  Verh.  Naturf.-Vers.  73.  210.  1901.  —  J.  H.  West, 
Verh.  d.  phys.  Ges.  17.  33.  1898.  —  *  H.  A.  Naber,  Ann,  d.  Phys.  4.  822.  1901.  — 
6  G.  GuGLiELMO,  Rend.  Acc.  Line  (5)  10.  I.Sem.  9.  41.  1901;  11.  I.  Sem.  70.  1902.  — 
6  ^r.  TüEPLER,  Wied.  Ann.  57.  311.   1896;   Ann.  d.  Phys.  12.  787.    1903. 
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p.  158,  Figur  43,  hervorgegangen  und  in  Figur  432  schematisch  abgebildet;   die 

Verschiebung  HI  des   linken   Endes  a   des  Xylolfadens  T  liefert  die   Luftdruck- 
schwankung 6b  nach  der  Formel: 


$b  =  81  \aq  +  %g   - 


wo  ^  die  Xyloldichte,  a  der  kleine  Knickungswinkel  des  Rohres,  q  dessen  Quer- 
schnitt,   V   das  Volumen  von   V  und  x  das  Verhältnis   der  spezifischen  Wärmen 


Figur  432. 

bedeutet.  Für  absolute  Messungen  wären  noch  Korrektionen  nötig.  Die  Ver- 
schiebungen werden  photographisch  registriert. 

LnftdrnokersclieinimgeD.  Mit  Hilfe  des  Barometers  hat  man  die  Gesetze 
des  Luftdrucks,  d.  h.  seine  Abhängigkeit  von  den  verschiedensten  Einflüssen, 
studiert;  insbesondere  ist  es  die  Abhängigkeit  von  der  Zeit,  von  der  Höhe  und 
von  der  geographischen  Breite,  die  allgemeines  Interesse  besitzt.  Die  aerostatische 
Theorie  (s.  oben)  ist  dadurch  wenigstens  insoweit  annähernd  bestätigt  worden, 
als  nicht,  gerade  wie  bei  der  Erscheinung  von  Flut  und  Ebbe  des  Wassers,  die 
Bewegungen  einerseits  und  die  Gliederung  der  Erdoberfläche  andererseits  wesent- 
liche Abweichungen  bedingen;  die  verwickelte  Untersuchung  letzterer  gehört  in 
die  Meteorologie  (s.  auch  w.  u.). 

Die  zeitlichen  Änderungen  des  Luftdrucks  sind  teils  unregelmäßiger  und 
plötzlicher,  teils  mehr  oder  weniger  regelmäßig  periodischer  Natur.  Insbesondere 
unterscheidet  man  eine  tägliche  Doppelperiode  (Maxima  am  Vormittag  und  Abend, 
Minima  am  Morgen  und  Nachmittag)  und  eine  jährliche  Periode  (an  kontinen- 
talen Orten  Maximum  im  Sommer,  Minimimi  im  Winter).  Von  den  örtlichen 
Verschiedenheiten  des  Luftdrucks  verschafft  man  sich  ein  anschauliches  Bild  durch 
Zeichnung  der  sogen.  Isobaren,  d.  h.  der  Linien,  die  alle  Punkte  von  gleichem 
mittlerem,   reduziertem   Barometerstande  verbinden.     Diese  Isobaren  laufen  nur  j 

an  wenigen  Stellen  den  Breitenkreisen  annähernd  parallel,  meistens  bilden  sie 
vielmehr  geschlossene  Kurven;  auch  läuft  die  Kurve  höchsten  Luftdrucks  nicht 
am  Äquator  hin,  sondern  es  gibt  deren  zwei  in  den  Gürteln  zwischen  20  und  80^  1 

nördlicher  und  südlicher  Breite.     Im  einzelnen  ändert  sich  aber  das  Isobarenbild  | 

von  Tag  zu  Tag  ganz  wesentlich.  j 

Abnahme  des  Luftdrucks  mit  der  Höhe.     Zur  Demonstration  der  Ab-  \ 

nähme  des  Luftdrucks  mit  der  Höhe  hat  Warbürg ^  einen  einfachen  Ver- 
such angegeben.  Ein  transportabler  Argandbrenner  wird  mit  einem  hinreichend 
langen  Schlauche  an  die  Gasleitung  angeschlossen,  der  Gasdruck  durch  eine  große  j 

MARiOTTEsche  Flasche  auf  etwa  10  mm  herabgemindert,  so  daß  der  Brenner  auf  ' 

dem  Experimentiertis.ch  nur  eben  mit  bläulicher  Flamme  brennt,  und  nun  der 
Brenner  an  einer  Schnur  um  eine  gewisse  Höhe,  z.  B.  4  m,  gehoben;  die  Ab- 
nahme des  Gasdrucks  ist  alsdann  um  etwa  30®/^  kleiner  als  die  Abnahme  des 
Luftdrucks,  und  infolgedessen  wird  nicht  nur  die  Flamme  im  Steigen  größer, 
sondern  sie  beginnt  auch  zu  leuchten.  —  Forch*  hat  später  den  Versuch  ab- 
geändert. —  Ähnliche  Dem onstrations versuche  rühren  von  Sella  und  Salvioni^ 

'  E.  Warbürg,  Verh.  d.  phys.  Ges.  17.  21.  1898.  —  2  C.  Forch,  Pysik.  Ztschr.  L. 
574.  1900.  —  3  A.  Sella,  Nuov.  Cim.  (4)  10.  176.  1899.  —  E.  Salvioni,  Atti  Acc.  Messina 
17.  1901. 
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her.  Sella  ordnet  zwei  Ballons  übereinander  an,  verbindet  sie  mit  einem  hori- 
zontalen Glasrohr,  in  dem  sich  ein  Flüssigkeitsindex  verschieben  kann  und  zeigt 
dessen  Verschiebung  bei  Vertauschung  der  Ballons.  Der  Apparat  von  Salvioni 
erinnert  teils  an  den  von  Sella,  teils  an  das  Variometer  von  Hefner-Alteneck. 
Die  Abnahme  des  Luftdrucks  mit  der  Höhe  ergibt  sich  unter  idealen  Ver- 
hältnissen, d.  h.  wenn  die  Temperatur,  die  Feuchtigkeit  u.  s.  w.  bestimmte  kon- 
stante Werte  haben,  ohne  weiteres  aus  der  Formel  (6);  nur  wird  der  Zahlenfaktor 
entsprechend  dem  Werte  von  Qq  für  die  Temperatur  /  im  Verhältnis  von 
(1  -I-  0,00367/)  größer.  Für  10^  C  wird  er  z.  B.  19076,  und  man  erhält  dem- 
gemäß folgende  Zahlen  für  den  Luftdruck  d: 


Höhe  in  in 

b 

Höhe  in  m 

b 

,  Höhe  in  m 

b 

Höhe  in  m 

b 

0 

760 

700 

699 

1400   1 

642 

2800 

542 

100 

751 

800 

690 

1600 

627 

8000 

529 

200 

742 

900 

682 

1800 

612 

3200 

516 

SOO 

788 

1000 

674 

2000 

598 

'   8600 

492 

400 

724 

1100 

666 

2200 

684 

,   4000 

470 

500 

716 

1200 

658 

2400 

570 

4400 

449 

600 

707 

1300 

650 

2600 

556 

4800 

428 

m 

1     * 

7500 

307 

15000 

1    *24 

30000 

!     20 

55000 

1      1 

' 

Stellt  man  hiernach  b  als  Funktion  von  h  graphisch  dar,  so  findet  man  eine 
fallende,  von  der  geraden  Linie  bis  zu  /;  =  300  m  nur  sehr  wenig  (bis  höchstens 
2  ^Iq)  abweichende,  nach  rechts  oben  konkave  Kurve.  Femer  gibt  folgende  Tabelle 
an,  welche  Höhe  in  Meter  in  verschiedenen  Schichten  der  Atmosphäre  (die  durch 
ihren  Luftdruck  6  charakterisiert  sind)  diejenige  Luftsäule  hat,  deren  Druck  1  mm 
beträgt  und  zwar  bei  verschiedenen  Temperaturen  /;  mit  anderen  Worten:  wie 
weit  man,  wenn  man  sich  bei  /®  unter  dem  Luftdruck  d  befindet,  in  die  Höhe 
steigen  muß,  um  in  einen  um  1  mm  geringeren  Luftdruck  zu  gelangen. 


'  /  =  28  ;      24 


780 
760 
740 
720 
700 
680 
«60 
640 
620 
600 
580 
560 
520 
480 
440 


11,4 
11,7 
12,0 
12,4 
12,7 
13,1 
13,4 
13,8 
14,3 
14,7 
15,2 
15,8 
17,2 
18,8 
20,7 


11,2 
11,5 
11,8 
12,2 
12,5 
12,9 
13,3 
13,7 
14,1 
14,5 
15,0 
15,6 
17,0 
18,6 
20,5 


20 

11,1 
11,4 

IM 
12,1 
12,3 
12,7 
13,1 
13,5 
13,9 
14,3 
14,8 
15,4 
16,8 
18,4 
20,2 


16 

10,9 
11,2 
11,5 
11,8 
12,2 
12,5 
12,9 
13,3 
13,7 
14,1 
14,5 
15,1 
16,5 
18,0 
19,9 


12      I      8 


10,7 
11,0 
11,3 
11,6 
12,0 
12,3 
12,7 
13,1 
13,5 
13,9 
14,3 
14,8 
16,1 
17,6 
19,5 


10,6 
10,9 
11,2 
11,5 
11,8 
12,1 
12,5 
12,9 
13,3 
13,7 
14,1 
14,6 
15,7 
17,2 
19,1 


10.4 
10,7 
11,0 
11,3 
11,6 
11,9 
12,3 
12,7 
13,1 
13,5 
13,9 
14,4 
15,3 
16,9 
18,7 


10,2 
10,5 
10,8 
11,1 
11,4 
11,8 
12,1 
12,5 
12,9 
13,3 
13,7 
14,2 
15,0 
16,6 
18,4 


l^_4 

10,1 
10,4 
10,6 
10,9 
11,2 
11,6 
11,9 
12,3 
12,7 
13,1 
13,5 
14,0 
14,8 
16,3 
18,1 


8        -12 


9,9 
10,2 
10,5 
10,8 
11,1 
11,4 
11,7 
12,1 
12,5 
12,9 
13,3 
13,7 
14,5 
16,0 
17,8 


9,7 
10,0 
10,3 
10,6 
10,9 
11,2 
11,5 
11,9 
12,1 
12,5 
13,0 
18,4 
14,3 
15,7 
17,6 


Der  erste,  der  die  Abnahme  des  Luftdrucks  mit  der  Höhe  durch  Beobach- 
tungen konstatierte  und  hierdurch,  wenige  Jahre  nach  Torricellis  Entdeckung 
jeden  Zweifel  an  der  Lehre  vom  Luftdruck  beseitigte,  war  Pascal^;  der  Versuch 


1  B.  Pascal,  R6cit  de  la  grande  experience  de  l'^quilibre  des  liqueurs.     Paris   1648. 
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selbst  wurde  auf  Pascal  s  Veranlassung  von  Perier  auf  dem  Puy  de  Dome  an- 
gestellt. In  neuester  Zeit  hat  man  die  Messungen  mit  Hilfe  der  Luftschiffahrt 
auf  Höhen  bis  über  10000  m  ausgedehnt. 

Eeduktion  des  LnftdraokB  auf  andere  Höbe.  Für  viele  Zwecke,  z.  B.  für 
die  Herstellung  der  Isobaren,  ist  es  erforderlich,  einen  beobachteten  Barometer- 
stand auf  den  Meeresspiegel  zu  reduzieren  (p.  1300);  oder  allgemeiner:  von  zwei 
an  Orten  verschiedener  Seehöhe  beobachteten  Barometerständen  den  einen  auf 
den  anderen  zu  reduzieren.  Um  dies  mit  Genauigkeit  zu  tun,  muß  man  an  der 
Formel  (6),  in  der  die  Höhendiflferenz  jetzt  mit  Ä,  die  beiden  Barometerstände 
mit  B  und  b  bezeichnet  werden  sollen,  einige  Korrektionen  anbringen,  nämlich 
I.  die  Breitekorrektion  für  die  Schwere  g^  bezogeh  auf  46®  (p.  1299);  2.  die  Höhen- 
korrektion für  die  Schwere  (p.  1299);  3.  die  Temperaturkorrektion  1  +  «/;  4.  die 
Korrektion  wegen  der  Feuchtigkeit;  ist  nämlich  die  Luft  mit  Wasserdampf  vom 
Druck  e  gemischt,  so  wird  hierdurch  die  Dichte  ^  beeinflußt,  und  zwar  den  Gas- 
gesetzen zufolge  nicht  etwa  um  den  relativen  Betrag  e\b,  sondern  in  Anbetracht 
der  im  Verhältnis  0,622 : 1  größeren  Leichtigkeit  des  Wasserdampfes  gegenüber 
der  Luft,  um  den  Betrag  0,378  e\h.  Bei  allen  diesen  Korrektionen  weiß  man 
nun  zwar  nicht,  welche  Werte  der  Seehöhe  ar,  des  Luftdrucks,  des  Dunstdrucks 
und  der  Temperatur  man  ihnen  zugrunde  legen  soll,  da  diese  im  allgemeinen  für 
die  beiden  Orte  verschiedene  Werte  haben  werden;  es  \^ird  aber  meist  genügen, 
die  Mittelwerte  einzuführen,  und  somit  erhält  man  die  folgende  Reduktionsformel: 

18401 


(21) 


log*-log5----— [l-«-^^j 


1  -  0,378 


(M) 


(1  -  0,0026  cos  2  g))  Tl  -  £  (^  +  -|j 


Je  nach  dem  Grade  der  Genauigkeit  und  der  Höhendifferenz  wird  man  diese 
Formel  mehr  oder  weniger  abkürzen  können. 

Die  barometrische  Höhenmessung  ist  bereits  oben  p.  103  im  Zusammen- 
hange mit  der  Höhenmessung  überhaupt  angeführt  worden. 


3.  Manometer. 

Manometer.  Wie  die  Barometer  zur  Messung  des  Druckes  der  freien 
Atmosphäre,  so  dienen  die  Manometer  im  Prinzip  zur  Messimg  des  Druckes  von 
abgeschlossener  Luft  oder  anderen  Gasen  oder  Dämpfen.  Eine  scharfe  Trennung 
ist  aber  nicht  praktisch  durchführbar,  nur  gehen  die  Manometer  insoweit  über 
den  Rahmen  der  Barometer  weit  hinaus,  als  der  Bereich  der  Drucke,  die  sie 
messen  sollen,  nach  unten  und  oben  außerordentlich  viel  größer  ist;  es  machen 
sich  dadurch  besondere  Konstruktionen  für  mittlere,  große  und  kleine  Drucke 
erforderlich.  Die  Manometer  weisen  außerordentlich  verschiedene  Konstruktions- 
prinzipien und  individuelle  Formen  auf;  da  indessen  die  technischen  Apparate 
nicht  eigentlich  hierher  gehören,  die  wissenschaftlichen  aber  für  zahlreiche  Spezial- 
untersuchungen von  den  betreffenden  Experimentatoren  häufig  dem  Sonderzwecke 
entsprechend  neu  konstruiert  werden,  muß  hier  eine  kurze  Übersicht  genügen. 

I.  Das  abgekürzte  Barometer,  auch  Barometerprobe  genannt.  Es 
ist  ein  Barometer  mit  abgekürzter  Röhre,  dessen  Gefäß  bezw.  offenen  Schenkel 
man  mit  dem  Räume,  dessen  Gasdruck  gemessen  werden  soll,  verbindet;  es  dient 
also  zur  Messung  von  Drucken,  die  kleiner  sind  als  eine  Atmosphäre,  insbeson- 
dere wird  es  an  Luftpumpen  angebracht,  um,  dem  Boyle sehen  Gesetz  gemäß, 
den  Grad  der  Verdünnung  zu  messen;   vor   dem  Auspumpen  erfüllt  das  Queck- 
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Silber    die    Röhre    gänzlich,    und    erst    nach    Erreichung    eines    bestimmten    Ver- 
dünnungsgrades löst  es  sich  los  und  sinkt  sukzessive. 

2.  Das  offene  Manometer.  Es  hat  statt  des  geschlossenen  Barometer- 
rohres ein  ofifenes,  kann  aber  sonst  Gefäß-  oder  Hebermanometer  sein.  Für  ge- 
wöhnlich steht  das  Quecksilber  im  Rohre  und  Gefäß,  bezw.  in  beiden  Schenkeln 
gleich  hoch;  verbindet  man  aber  den  Schenkel  oder  das  Gefäß  mit  dem  Gas- 
raume,  oder  entwickelt  man  in  dem  Gefilß  selbst,  das  hier  natürlich  von  der 
freien  Atmosphäre  abgeschlossen  sein  muß,  einen  Überdruck  oder  Unterdruck, 
so  steigt  oder  sinkt  das  Quecksilber  im  Rohre,  und  der  zu  messende  Druck  er- 
gibt sich  durch  Hinzufügung  des  Barometerstandes  zur  Steighöhe  bezw.  Vermin- 
derung des  ersteren  um  die  Depression.  Handelt  es  sich  um  sehr  kleine  Drucke, 
sa  daß  die  Depression  beträchtlich  wird,  so  muß  man  beim  Hebermanometer 
beide  Schenkel  genügend  lang  machen,  dem  Gefäßmanometer  aber  eine  eigen- 
tümliche Gestalt  geben. 

Ein  Spezialinstrument  hervorragender  Konstruktion  ist  das  von  Kamerlingh 
Onnes^  angegebene  abgekürzte  offene  Normalmanometer  mit  Druckübertragung 
durch  komprimiertes  Gas;  im  ganzen  können  15  U -Röhren  hintereinander  ge- 
schaltet werden. 

3.  Die  „einschenkligen"  Manometer.  Sie  sind  in  Wahrheit  nicht  ein-, 
sondern  ungleichschenklig,  ihre  Empfindlichkeit  kann  durch  Variation  der  Durch- 
messer der  Schenkel,  sowie  durch  Wahl  von  Quecksilber,  Petroleum  oder  einer 
geeigneten  Kombination  beider  in  weiten  Grenzen  verändert  werden.  Solche  Mano- 
meter werden  u.  a.  von  Lux^  gebaut,  und  zwar  wesentlich  für  technische  Zwecke. 

Hier  sind  auch  die  verschiedenen,  von  Güglielmo'  angegebenen,  sehr 
empfindlichen  Manometer  zu  erwähnen,  bei  denen  z.  B.  durch  Nachfüllen  einer 
zweiten  Flüssigkeit  in  den  einen  Schenkel  das  gestörte  Niveau  in  dem  anderen 
wieder  hergestellt  wird.  —  Wegen  noch  anderer  Typen  vgl.  Mitteilungen  von 
Villard  und  Charpentier.* 

4.  Das  geschlossene  Manometer,  in  einigen  Formen  früher  auch  Sym- 
piezometer  genannt.  Es  besteht,  wie  das  Barometer,  aus  geschlossenem  Rohre 
einerseits  und  Gefäß  oder  offenem  Schenkel  andererseits.  Das  Rohr  enthält  aber 
eine  gewisse  Menge  Luft  (oder  eines  anderen  Gases),  so  daß  für  gewöhnlich  das 
Quecksilber  bis  zu  einer  bestinmiten,  mit  „1  Atm.**  bezeichneten  Marke  reicht 
Verbindet  man  jetzt  Gefäß  oder  Schenkel  mit  dem  Druckraum  und  herrscht 
daselbst  Überdruck,  so  wird  das  Quecksilber  steigen,  und  zwar  dem  Boyle  sehen 
Gesetz  gemäß,  jedoch  unter  Berücksichtigung  des  der  Steigung  des  Quecksilbers 
entsprechenden  Druckes.  Bei  2  Atm.  z.  B.  wird  die  Luft  nicht  ganz  auf  die 
Hälfte  komprimiert;  sie  wird  genau  auf  die  Hälfte  komprimiert,  wenn  der  Druck 
im  Gasraum  so  viel  mehr  als  2  Atm.  =  2  X  760  mm  beträgt*  als  das  Quecksilber 
über  der  Marke  steht.  Die  Marken,  die  man  theoretisch  oder  empirisch  für  2, 
3  u.  s.  w.  Atmosphären  aufträgt,  rücken  natürlich  immer  näher  zusammen,  und 
somit  entbehrt  der  Apparat  irgend  welcher  Genauigkeit. 

Das  gilt  nicht  mehr  von  neueren,  wohldurchdachten  Konstruktionen,  für  die 
als  Beispiele  das  Normal-Gasmanometer  (Präzisionspiezometer)  von  Kamerlingh 
Onnes  sowie  das  mit  komprimierter  Luft  wirkende,  bis  zu  8000  Atm.  brauch- 
bare Instrument  von  Lussana*  angefahrt  seien. 

5.  Das  Manobarometer  von  Regnault.  Zwei  gleiche  Röhren  tauchen 
in  die  beiden  durch  eine  Scheidewand  getrennten  Zellen  eines  offenen  Gefäßes 
mit  Quecksilber,   das  eine  Rohr  wird   mit  dem  Gasraum  verbunden,   das  andere 

^  H.  Kamerlingh  Onnes,  Coram.  Phys.  Lab.  Leiden  Nr.  44.  1899.  —  ^  Fr.  Lux, 
Journ.  f.  Gasbel.  u.  Wasserversorg.  1891.  —  3  Q.  GuGLiELMO,  Rend.  Acc.  Line.  (5)  2.  IL  Sem. 
8.  1893.  —  ♦  Villard,  C.  R.  116.  1124.  u.  1187.  1893.  —  P-  Charpentier,  C.  R.  120, 
43Q-  1895.  —  6  H.  Kamerlingh  Onnes,  Comm.  Phys.  Lab.  Nr.  50.  1900.  —  S.  Lussana, 
Nuov.  Cim.  (4)  12.  237.   1901. 


Band  I. 
Allgem.  Physik. 


Manometer. 


I313 


ist  ein  Barometerrohr.  Entsteht  jetzt  in  dem  Gasraum  ein  Überdruck,  so  kann 
man  diesen  und  den  Barometerstand  bestimmen,  je  nachdem  man  im  Gefäß  das 
Quecksilber  über  die  Scheidewand  hinweggreifen  läßt  oder  nicht,  zu  welchem 
Zweck  ein  Ausflußhahn  dient 

6.  Die  Metall-  oder  Federmanometer.  Sie  entsprechen  vollständig  den 
Aneroidbarometem,  nur  daß  sie  für  stärkere  Drucke,  oft  bis  zu  80  Atm.,  brauchbar 
sind,  wie  2.  B.  das  von  Bourdon.  Sie  sind  namentlich  für  Messung  des  Druckes 
in  Dampfkesseln  sehr  verbreitet  Für  wissenschaftliche  Zwecke  bedürfen  sie, 
ihrer  mit  den  Aneroidbarometem  gemeinsamen  Mängel  halber,  fortwährender 
Kontrolle.  Gute  Typen  haben  Giltay,  Hürthle  (für  physiologische  Zwecke), 
Wagner  u.  A.  angegeben.^  —  Zur  Kontrolle  dient  in  der  Reichsanstalt  die 
STüCKRATHsche  Druckwagc.* 

7.  Die  Pneumatometer,  Variationsmanometer  u.  s.  w.  Es  sind  Appa- 
rate zur  Verfolgung  kleiner  Druckschwankungen,  wie  sie  bei  physikalischen  und 
chemischen,  besonders  aber  bei  physiologischen  Versuchen  oft  von  Wichtigkeit 
sind.     Es  sei  z.  B.  auf  die  bezüglichen  Apparate  von  Edelmann'  hingewiesen. 

8.  Manometer  für  starke  Drucke.  Für  große  Drucke  werden  beim 
offenen  Manometer  sehr  beträchtliche  Rohrlängen  erforderlich,  z.  B.  bei  8  Atm. 
schon  über  2  m,  für  10  Atm.  schon  7^/^  m  u.  s.  w.  Solche  Manometer  hat  man 
tatsächlich  ausgeführt  imd  geeignet  aufgestellt,  z.  6.  in  Türmen  (Regnault),  an 
Bergabhängen  und  in  Brunnen  (Amagat  und  Cailletet).  Auch  kann  man,  was 
bei  Höhen  über  2  m  gewöhnlich  geschieht,  das  Glas  durch  Eisen  ersetzen  und 
die  Ablesung  mittels  eines  Schwimmers  und 
Zeigerübertragung  vornehmen.  Das  gewaltigste 
derartige  Instrument  hat  Cailletet*  am 
Eiffelturm  in  Paris  angebracht;  es  besteht 
aus  einem  Stahlrohr,  hat  4,5  mm  lichte  Weite 
und  800  m  Länge,  so  daß  es  Drucke  bis  zu 
400  Atm.  anzeigen  kann;  von  8  zu  8  m  münden 
Hähne,  die  mit  vertikalen,  etwa  8  m  langen 
Glasröhren  in  Verbindung  stehen;  das  Queck- 
silber wird  unten  eingepumpt,  bis  es  in  dem- 
jenigen Glasrohre  sichtbar  wird,  in  dessen 
Druckbereich  man  arbeiten  will,  imd  dessen 
Hahn  als  einziger  nach  dem  Hauptrohr  zu  ge- 
öffnet ist;  eine  Telephonleitung  verbindet  alle 
Stellen.  Immerhin  sind  hierzu  große  Höhen 
erforderlich,  und  daher  kompendiösere  Appa- 
rate oft  von  großem  Werte.  Ein  solcher  ist  das  zusammengesetzte  offene 
Manometer  (Figur  433),  bestehend  aus  einer  Reihe  von  U-Röhren,  von  denen 
jede  folgende  mit  der  vorhergehenden  oben  verbunden  ist;  deren  erste  mit  dem 
Gasraume,  deren  letzte  mit  der  freien  Luft  zusammenhängt;  die  unteren  Hälften 
sind  mit  Quecksilber,  die  oberen  mit  Wasser  gefüllt.  Wirkt  jetzt  der  Druck,  so 
wird  in  den  ungeraden  Schenkeln  das  Quecksilber  sinken,  in  den  geraden  steigen 
und  die  Summe  aller  Niveaudifferenzen  (d.  h.  das  Sovielfache  einer  Höhen- 
differenz, als  U-Röhren  vorhanden  sind),  vermindert  um  den  entsprechenden 
Wasserdruck  und  vermehrt  um  den  Atmosphärendruck  gibt  den  Gesamtdruck. 
Bringt  man   nach   dem  Vorschlage  von  Thiesen*  abwechselnd  oben  und  unten 


Figur  433- 


1  E.  Wagner,  Ann.  d.  Phys.  15.  906.  1904.  —  Giltay,  Ztscbr.  f.  Instrumentenk. 
1885.  p.  395.  —  C.  HÜRTHLE,  Pflügkrs  Archiv  43.  422;  47.  5.  1890.  —  2  H.  F.  Wiebe, 
Ztschr.  f.  kompr.  Gase  1.  81.  1897.  —  3  Th.  Edelmann,  Neuere  Apparate.  Stuttgart  1882. 
—  *  L.  Cailletet,  C.  R.  112.  764.  1891.  —  B  M.  Thiesen,  Ztschr.  f  Instrumentenk.  1881. 
p.  114.  Daselbst  gibt  Thiesen  dem  an  sich  schon  alten  Apparat  eine  neue,  sehr  zweckmäßige 
Form.  —  Vgl.  auch  das  Manometer  von  Wiebe,  Ztschr.  f.  kompr.  Gase  1.  8  u.  25.  1897. 
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in  den  Verbindungsstücken  Hähne  an,  so  kann  man  nach  Willkür  einzelne 
Röhren  ausschließen.  —  Ein  anderes,  vielfach  benutztes  Manometer  für  hohe 
Spannungen  ist  das  von  Desgoffe;  es  stellt  gewissermaßen  eine  umgekehrte 
hydraulische  Presse  dar,  der  Druck  wirkt  auf  einen  Stahlzylinder  ein,  der  in  eine 
breite  Platte  endet,  darunter  befindet  sich  eine  große  Kautschukplatte,  die  den 
kurzen  Manometerschenkel  abschließt;  in  diesem  befindet  sich  Wasser  und  darunter 
Quecksilber,  letzteres  wird  in  den  langen  Schenkel,  ein  enges  Rohr,  hinein- 
getrieben; die  Drucke  verhalten  sich  wie  die  Querschnitte  von  Platte  und  Rohr, 
man  kann  also,  wenn  dieses  Verhältnis  etwa  100:1  ist,  mit  relativ  niedriger 
Hg-Säule  schon  starke  Drucke  messen.*  —  Auf  die  mehr  für  die  Technik  be- 
stimmten „Zerquetschungsmanometer",  bei  denen  der  Druck  z.  B.  von  Explosiv- 
stoffen durch  die  Deformation  des  zylindrischen  Gefäßes  gemessen  wird  (vgl. 
Beibl.  6.  927;  17.  181;  19.  848  u.  s.  w.)  kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 
9.  Manometer  für  kleine,  insbesondere  ganz  kleine  Drucke.  Diese 
spielen    für   wissenschaftliche  Zwecke    begreiflicherweise    eine    besonders   wichtige 


Fi^ur  434. 


Figur  435. 


Rolle  und  sind  daher  vielfach  durchgearbeitet;  es  existieren  aber  nur  wenige 
Typen,  die  einer  exakten  Prüfung  Stand  halten.  Ein  sehr  oft  zitiertes  und  be- 
nutztes Manometer  ist  das  von  MACLEOD^  das  auch  als  „Vakuummeter"  be- 
zeichnet wird.  Von  dem  Rohre  AB,  in  dem  das  Quecksilber  aufsteigt,  geht, 
kurz  bevor  es  in  den  Ballon  C  mündet,  ein  seitliches  Rohr  DE  ab,  das  mit  dem 


'  Eine  Vergleichung  verschiedener  Manometer  für  hohe  Drucke  hat  Bakus  durchgeführt: 
Phil.  Mag.  (5)  3L  400.  1891.  —  2  Macleod,  Phil.  Mag.  48.  iio.  1874.  —  E.  C.  Baly  u. 
W.  Ramsay,  ibid.  (5)  38.  314.  1894.  —  E.  Hering,  s.  u. 
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Räume,  dessen  Spannung  gemessen  werden  soll,  in  Verbindung  steht  und  von 
dem  noch  eventuell  das  Meßrohr  JK  abzweigt;  der  Ballon  seinerseits  läuft  in 
eine  sehr  dünne  und  lange  Röhre  FG  aus,  die  mit  einer  Teilung  versehen  ist. 
Beim  Emporheben  des  Quecksilbers  wird  dieses  im  seitlichen  Rohre  und  im 
Hauptrohr  bis  zu  verschiedenen  Höhen  steigen;  deren  Differenz  gibt  ein  Maß 
für  die  Spannung,  unter  der  das  Gas  jetzt  steht;  kennt  man  nun  das  Verhältnis 
des  ursprünglichen  Volumens  von  C  bis  G  zum  jetzigen  von  H  bis  G^  so  erhält 
man  ohne  weiteres  die  ursprüngliche,  mit  der  zu  messenden  identische  Spannung. 
Das  MACLEODsche  Instrument  ist  von  Baly  und  Ramsay  sowie  von  Hering  ge- 
prüft und  in  verschiedene  modifizierte  Formen  gebracht  worden;  dabei  hat  sich 
herausgestellt,  daß  es  bei  Anwendung  nicht  iu  enger  Kapillaren  bis  zu  Drucken  von 
etwa  0,05  mm  Hg -Druck  herab  brauchbar  ist,  bei  ganz  kleinen  Drucken  aber 
versagt.  —  Hering  ^  selbst  hat  nach  der  Idee  und  den  Angaben  von  Paschen  ein 
Manometer  gebaut,  das  sich  bei  der  Prüfimg  bis  zu  äußerst  kleinen  Drucken  — 
0,001  mm  —  bewährt  hat  und  das  zur  Klasse  der  sogen.  Differentialmanometer 
gehört.  Der  Druck  wird  nämlich  als  Differenz  der  Quecksilbemiveaus  in  den 
breiten  Rohrstücken  R  (Figur  435)  gemessen,  von  denen  das  eine  stets  Vakuum, 
das  andere  den  zu  bestimmenden  Gasdruck  enthält.  Jedes  dieser  beiden  Rohre 
läuft  nach  oben  in  ein  engeres  c  aus,  das,  nach  unten  gebogen,  in  ein  Rohr  h 
mündet;  die  Rohre  h  wiederum  stehen  durch  das  Hauptrohr  H  einerseits  mit 
der  Pumpe,  andererseits  mit  dem  Versuchsobjekt  (z.  B.  mit  dem  Macleod  sehen 
Manometer)  in  Verbindung.  Die  Längen  sind  so  bemessen,  daß  für  jeden  Baro- 
meterstand Messungen  gemacht  werden  können.  Die  Glaszylinder  C  sind  derart 
verstellbar,  daß  das  Quecksilber  bis  zur  Gabelung  0  oder  darüber  hinaus  getrieben 
werden  kann,  Hähne  sind  hierdurch  entbehrlich  gemacht.  In  ein  ebensolches 
Gefäß  tauchen,  mittels  der  engeren  Rohrstücke  r  und  a,  auch  die  beiden  Rohre  R. 
In  das  eine  von  ihnen  ist  ein  Platindraht  mit  feiner  Spitze  eingeschmolzen,  die 
das  Quecksilber  berührt,  in  das  andere  ist  eine  Mikrometerschraube  eingeführt, 
und  zwar  in  der  aus  der  Nebenfigur  ersichtlichen  Weise;  ihre  Spitze  ist  eben- 
falls aus  Platin,  und  der  gelieferte  elektrische  Kontakt  funktioniert  tadellos.  Die 
Handhabung  ist  leicht  ersichtlich.  —  Andere  Differentialmanometer  sind  von 
König ^  angegeben  bezw.  diskutiert  worden;  namentlich  handelt  es  sich  um  die 
Typen  mit  zwei  verschiedenen,  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten,  sowie  um  die 
Formen,  bei  denen  die  beiden  kommunizierenden  Röhren  konzentrisch  ineinander 
stecken,  was  den  Vorteil  hat,  daß  die  Neigung  des  Instruments  nur  einen  mini- 
malen Einfluß  hat.  —  Die  Drucklibelle  von  A.  Toepler^  ist  schon  im  Artikel 
„Dichte",  für  deren  Bestimmung  sie  von  M.  Toepler  umgestaltet  worden  ist,  auf 
p.  157  erwähnt  und  auf  p.  158  abgebildet  worden;  sie  beruht  auf  der  mikro- 
skopischen- Beobachtung  eines  Flüssigkeitsfadens  in  einer  leicht  geknickten  Röhre. 
Das  Neigemanometer  von  Lord  Rayleigh*  besteht  im  wesentlichen  aus  einem 
gabelförmigen  Rohre  mit  angesetzten  Kugeln,  in  denen  ein  Kontakt  zwischen  Hg 
und  Spitze  stattfindet;  bei  Ungleichheit  des  beiderseitigen  Druckes  wird  jener 
Kontakt  gestört  und  durch  Neigung  des  Stativs  mittels  Stellschraube  wieder- 
hergestellt. Der  Fehler  beträgt  oberhalb  1  mm  nur  0,001  mm,  unterhalb  gar 
nur  0,0004  mm. 

Über  noch  andere  Konstruktionsmöglichkeiten  vergleiche  man  eine  Abhand- 
lung von  Fitzgerald  und  Joly.*  —  Die  Apparate  von  Smits^  Ramsbottom 
und  Lewis  können  nur  erwähnt  werden;  ebenso  muß  es  bei  einem  Hinweise  auf 


^  E.  Hering,  Ann.  d.  Phys.  21.  319.  1906;  Inaug.-Diss.  Tübingen  1906.  —  2  a.  König, 
DiNGL.  Polyt.  Journ.  276.  513.  1890.  —  3  a.  Toepler,  Wied.  Ann.  56.  609.  1895.  — 
*  Lord  Rayleigh,  Trans.  Roy.  Soc.  A  106.  205;  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  37.  713.  1901.  — 
Vgl.  auch  Morley  u.  Brush,  Sill.  Journ.  13.  455.  1902.  —  »  p.  Fitzgerald  u.  J.  Joly, 
Dubl.  Proc.  6.   128.   1888.  —  6  A.  Smits,   Zitt.  Ak.  Wet.  Amst.   1895.   p.  145. 
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einschlägige    Arbeiten    von   Dieterici,    Thiesen  und  Scheel,    Lord  Rayleigh, 
sowie  MoRLEY  und  Brush^  sein  Bewenden  haben. 

Dagegen  ist  schließlich  noch  eine  Bemerkung  zu  machen,  auf  deren  Bedeu- 
tung u.  a.  Neesen  (s.  w.  u.)  hingewiesen  hat  Bei  sehr  kleinen  Drucken  darf  man 
nämlich  nicht  mehr  auf  Druckgleichheit  in  allen,  wenn  auch  zusammenhängenden 
Teilen  eines  aus  Kugeln,  weiten  und  engen  Röhren  zusanmiengesetzten  Raumes 
schließen;  denn  die  Diffusion  geht  äußerst  langsam  vor  sich.  Um  sicher  zu  sein, 
daß  die  Verdünnung  in  einem  bestimmten  Räume  mindestens  die  vom  Mano- 
meter angegebene  sei,  muß  man  letzteres  daher  hinter  ersterem,  von  der  Pumpe 
aus  gerechnet,  anbringen. 

4*  Luftpumpen. 

Unter  dem  Namen  Pumpen  begreift  man  zwei  verschiedene  Klassen  von 
Apparaten:  einerseits  solche,  die  geeignet  sind,  um  Gase,  insbesondere  Luft,  aus 
Räumen,  die  sie  erfüllen,  teilweise  oder  gänzlich  herauszuschaffen,  also  luft- 
verdünnte bezw.  luftleere  Räume  herzustellen,  oder  auch  umgekehrt  Gase  in 
Räume  hineinzupressen,  also  zu  komprimieren  und  event.  sogar  zu  kondensieren; 
andererseits  Apparate,  um  mittels  aerostatischer  Saug-  oder  Druckwirkung  Flüssig- 
keiten, insbesondere  Wasser,  emporzuschaffen.  Jene  Apparate  heißen  je  nach  den 
erwähnten  Umständen  Luftpumpen,  Kompressionspumpen  oder  Kondensations- 
pumpen —  wobei  gleich  hier  zu  bemerken  ist,  daß  eine  Pumpe  der  einen  Art 
auch  oft  umgekehrt  als  Pumpe  der  anderen  Art  wirken  kann  —  diese  heißen 
Saug-  oder  Druckpumpen  (s.  w.  u.). 

LnftTerdümiTuigspuiiipen.  Nachdem  durch  Galilei  und  Torricelli  die 
Möglichkeit  und  willkürliche  Herstellbarkeit  luftleerer  Räume  dargetan  worden 
war,  lag  es  nahe,  auf  systematische  Methoden  zur  Erzeugung  derartiger  Vakua 
auszugehen.  Es  ist  aber  interessant,  zu  konstatieren,  daß  die  erste  Luftpumpe, 
die  in  dieser  Erwägung  konstruiert  wurde,  die  Luftpumpe  Ottos  v.  Guericke*, 
unabhängig  von  jenen  Entdeckungen  entstand,  und  daß  diese  Luftpumpe  und 
ebenso  alle  Luftpumpen,  die  in  den  darauf  folgenden  zwei  Jahrhunderten  gebaut 
wurden  und  in  Gebrauch  kamen,  die  sogen.  Kolbenluftpumpen,  dem  Torricelli- 
schen  Experiment  weit  femer  liegen,  als  die  hydrostatischen  Luftpumpen,  deren 
Idee  durch  diese  Experimente  eigentlich  ohne  weiteres,  sogar  bis  in  gewisse 
Einzelheiten,  z.  B.  die  Benutzung  des  Quecksilbers,  an  die  Hand  gegeben  wird, 
die  aber,  vermutlich  vorwiegend  aus  technischen  Gründen,  erst  seit  dem  Voran- 
gehen Geisslers  in  die  praktische  Erscheinung  getreten  sind.  Teils  dieser 
historischen  Entwickelung  halber,  teils  weil  sie  für  gewöhnliche  Zwecke  immer 
noch  am  bequemsten  und  empfehlenswertesten  sind,  mögen  die  Kolbenluftpumpen 
zuerst  betrachtet  werden,  alsdann  die  hydrostatischen  und  zuletzt  die  auf  einer 
dritten  Idee  beruhenden,  die  man  als  hydrodynamische  bezeichnen  kann,  und  die 
unter  Anwendung  von  Quecksilber  von  Sprengel,  unter  Anwendung  von  Wasser 
von  BüNSEN  angegeben  sind. 

Kolbenluftpnmpen.^  Diese  Maschinen  beruhen  auf  der  durch  Hin-  und 
Herbewegung    eines    Kolbens    bewirkten    periodischen    Vergrößerung    und    Ver- 


1  C.  DiETKRici,  WiED.  Ann.  60.  55.  1893;  Ö2.  624.  1897.  —  M.  Thiesen  und 
K.  Scheel,  Abhandl.  Reichsanstalt  3.  12.  76.  1900.  —  2  Otto  v.  Guericke,  Experiraenta 
Magdeburgica.  Amst.  1672.  Das  Erfindungsjahr  ist  etwa  1650,  und  erst  1654  (auf  dem 
Reichstag  zu  Regensburg)  erfuhr  Guericke  von  dem  Torricelli  sehen  Versuche.  —  Über 
die  Geschichte  der  Konstruktionen,  die  Guericke  nach  und  nach  ausgeführt  bat  und  verwandte 
historische  Fragen  vgl.  G.  Berthold,  Wied.  Ann.  54.  724.  1895.  —  3  Nächst  Guericke  sind 
für  die  Entwickelung  der  Kolbenluftpumpe  zu  nennen:  Bo'yle  und  HooKE  (1658),  HüYGENS 
(1661,  Teller),  Papin  (1687),  Senguerd  (1675,    Zweiweghahn),    Sturm  (1675,  KcgelvcntUe), 

HaWKSBEE   (1705),     's  GRA VESAKDE  (1725)   U.  S.  W. 
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kleinerung  eines  oder  mehrerer  Räume,  welche  während  der  Vergrößerung  mit 
dem  auszupumpenden  Räume,  während  der  Verkleinerung  aber  mit  der  freien 
Atmosphäre  in  Verbindung  stehen.  Der  auszupumpende  Raum  heißt  Rezipient, 
er  ist  gewöhnlich  durch  einen  abgeschliffenen  Teller  und  eine  mit  abgeschliffenem, 
eingefettetem  Rande  luftdicht  auf  ihn  aufgesetzte  Glasglocke  begrenzt;  durch  ein 
in  der  zentralen  öfiöiung  des  Tellers  mündendes  Rohr,  das  Saugrohr,  steht  er 
in  Verbindung  mit  dem  Räume,  der  abwechselnd  vergrößert  und  verkleinert  wird, 
dem  sogen.  Kolbenzylinder  oder  Stiefel,  in  dem  sich  der  Kolben  luftdicht 
anschließend  hin  und  her  bewegt.  Es  sei  gleich  hier  bemerkt,  daß  schon  vor 
längerer  Zeit  Deleüil^  eine  Pumpe  konstruiert  hat,  bei  der  der  Kolben  nicht 
dicht  anschließt,  sondern  eine,  freilich  sehr  dünne,  Luftschicht  zwischen  sich  und 
der  Zylinderwandung  läßt,  wodurch  das  Einfetten  vermieden  und  der  Kraft- 
aufwand beim  Pumpen  erheblich  verringert  wird:  bei  schneller  Bewegung  nimmt 
der  Kolben  die  Luftschicht  mit,  und  diese  wirkt  somit  selbst  als  luftdichter  Ver- 
schluß, freilich  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze.  Das  Spiel  einer  Kolbenluft- 
pumpe ist  also  dies,  daß  während  des  ersten  Teiles  der  Wirkung  (Herausziehen 
des  Kolbens)  die  Luft  aus  dem  Rezipienten  sich  mit  in  den  Stiefel  verbreitet, 
während  des  zweiten  Teiles  (Hineinstoßen  des  Kolbens)  die  Luft  des  Stiefels  in 
die  freie  Atmosphäre  geschafft  und  zugleich  die  Kolbenstellung  zu  Beginn  des 
ersten  Teiles  der  Wirkung  wieder  hergestellt  wird,  so  daß  dasselbe  Spiel  von 
neuem  beginnen  kann.  Die  verschiedenen  Formen,  die  der  Luftpumpe  gegeben 
worden  sind,  unterscheiden  sich  teils  hinsichtlich  der  Art  und  Weise,  wie  die  ge- 
schilderte abwechselnde  Funktion  eingeleitet  wird,  teils  sind  es  Zusammensetzungen 
einfacher  Formen  zum  Zwecke  der  Erleichterung  der  Handhabung,  der  Steigerung 
und  Beschleunigung  der  Wirkung  u.  s.  w.  Ein  wichtiger  Zusatzbestandteil  aller 
Pumpen  ist  schließlich  das  Manometer,  entweder  ein  offenes  Manometer  oder 
ein  abgekürztes  Barometer  (p.  131 1).  Es  ist  gewöhnlich  durch  eine  Abzweigung 
vom  Saugrohr  mit  dem  Rezipienten  verbunden  und  dient,  außer  zur  Messung  des 
erreichten  Druckes  b,  also  der  erreichten  Verdünnung  b\B  (wo  B  der  Barometer- 
stand), auch  zur  Prüfung  der  Vorfrage,  ob  die  Pumpe  dicht  halte,  oder  ob,  was 
sich  an  dem  Stande  des  Manometers  früher  oder  später,  oft  erst  nach  Stunden 
zeigt,  schnell  oder  langsam  Luft  in  den  Rezipienten  einströmt,  in  welchem  Falle 
die  Dichtung  zu  vervollkommnen  ist. 

LeistimgBfähigkeit  der  Kolbenlnftpnmpen.  Daß  man  mit  solchen  Pumpen 
keinen  wirklich  leeren  Raum  erzeugen  kann,  ist  schon  insofern  einleuchtend,  als 
die  Wirkung  eines  Kolbenhubes  nicht  darin  besteht,  eine  bestimmte  Menge  Luft 
zu  entfernen,  also  die  Dichte  der  Luft  im  Rezipienten  um  einen  bestimmten 
Betrag  zu  verringern,  sondern  darin,  sie  auf  einen  bestimmten  Bruchteil  zu  redu- 
zieren. Der  Rezipient  habe  das  Volumen  R,  der  Stiefel  bei  völlig  heraus- 
gezogenem Kolben  dsis  Volumen  5,  bei  völlig  hineingestoßenem  Kolben  das 
Volumen  null;  dann  hat  man  für  das  Verdünnungsverhältnis  (Verhältnis  der 
Dichte  zur  ursprünglichen)  nach  der  ersten  Periode  v  =  R\[R  '\'  S\  und  folglich 
nach  n  Perioden 

^  \     R     Y      {       \ 

(22)  v^^ 


R  +  Sj        [l  +  S/R 

und  dieser  Ausdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  n  nicht  anders  als  asymptotisch 
dem  Nullwerte.  Es  sei  angegeben,  daß,  wenn  man  obige  Gleichung  nach  n  auf- 
löst, man  die  theoretische  Zahl  von  Kolbenhüben  erhält,  die  erforderlich  ist,  um 
die  Dichte  v^,  also  den  Druck  6^  bei  äußerem  Barometerstande  B  zu  erreichen: 

^  ^'  log(l  +  5/Ä)         log(l  +  5/A') 

'  Deleüil,  C.  R.  80.  571.  1865. 
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Soll  z.  B.  ^,  =  5  mm  bezw.  ^„  =  1  mm  werden,  so  erhält  man  für  verschie- 
denes Raumverhältnis  von  Stiefel  und  Rezipient  folgende  Periodenzahlen  (nach 
oben  abgerundet): 


S^'SA'\S:r:2R       5=i?     \  S  ^  ^li 


5  mm    I    n  =  4 
1  mm  5 


8 
10 


13 
17 


5  =  |i? 

23 
30 


52 
70 


In  Wahrheit  ist  die  oben  gemachte  Annahme,  der  Stiefelraum  könne  auf 
null  reduziert  werden,  nicht  erfüllbar,  es  bleibt  immer  ein  kleines  Volumen  s,  der 
sogen,  schädliche  Raum,  übrig.  Es  wird  somit  nach  dem  ersten  Kolbenhube 
j'j  =  (^  +  j)/(/?  +  5),  die  Verdünnung  also  geringer  als  oben;  die  so  verdünnte 
Luft  mischt  sich  beim  zweiten  Hube  mit  der  im  schädlichen  Räume  beim  Hinein- 
stoßen zurückgebliebenen  Luft  von  natürlicher  Dichte  und  verteilt  sich,  so  ge- 
mischt, in  alle  drei  Räume;  es  wird  also 


R  +  s 


/^+l.s^O'{S-s) 


Ji  +  S 

R+  S 

R  +  s                   S-s 
[r  +  S'^'\R+S){R  +  s)\ 

Ji+S 

fl       R           ^-'         1 
(R  +  S){R  +  s) 

f 

(24) 


der  letzte  Ausdruck  zeigt,  daß  eine  weitere  Verdünnung  stattgefunden  hat,  der 
zweite  Ausdruck  zeigt  aber,  daß  sie  kleiner  als  die  erste  ist;  so  geht  das  fort, 
und  schließlich  findet  man,  daß  der  Wert,  dem  sich  die  Dichte  asymptotisch 
nähert,  nicht  null,  sondern  endlich  ist.  Welcher  Wert  es  ist,  ergibt  sich  aus  der 
Schreibweise: 


(25) 


^1  =  ^-^475 


1  + 


R+S 


einfacher  aber  aus  der  Überlegung,  daß,  wenn  man  sich  bei  einem  Kolbenhube 
den  Rezipienten  abgesperrt  denkt,  die  Luft  des  schädlichen  Raumes  durch  Ver- 
breitung in  den  Stiefel  die  Dichte  sj S  erhält,  daß  also,  wenn  die  Luft  im  Rezi- 
pienten diese  Dichte  bereits  hat,  keine  Luft  mehr  aus  ihm  in  den  Stiefel  treten 
wird,  die  Grenze  der  Verdünnung  also  erreicht  ist.  Es  ist  dies  aber  nicht,  wie 
es  oft  dargestellt  wird,  so  zu  verstehen,  als  ob  diese  Grenze  bei  einem  bestimmten 
Kolbenhube  plötzlich  erreicht  würde,  vielmehr  zeigt  das  Obige  ihren  asymptotischen 
Charakter.  Ist  z.  B.  i?  =  6"  =  1,  J  =  j^o  (absichtlich  größer  gewählt,  als  es  in  der 
Praxis  sein  wird),  so  erhält  man  statt  i-,  -J^,   J^  ....  0  der  Reihe  nach  die  Dichten 


1.1 

2  0  ' 


40» 


1  7 
HO  ' 


man  statt  i-,   ^ 
TöV  •  •  •   iV-      Einige    Konstruktionen    suchen    diesem    Übelstand 


wenigstens  teilweise  mit  Erfolg  abzuhelfen  (s.  u.).  Es  bleiben  aber  immerhin  noch 
schädliche  Einflüsse  aus  dieser  und  anderen  Quellen,  z.  B.  der  mit  dem  Grade 
des  Auspumpens  sich  steigernde  Mangel  an  Dichte,  mit  der  die  einzelnen  Teile 
der  Pumpe  schUeßen,  die  Spannung  der  aus  dem  Schmierfett  entwickelten  Dämpfe, 
in  beträchtlicher  Menge  zurück,  und  es  ist  daher  eine  gewöhnliche  Kolbenluft- 
pumpe schon  als  recht  gut  zu  bezeichnen,  wenn  sie  eine  Verdünnung  auf  ^/iqoo» 
also  auf  etwa  ^/^  mm,  und  als  sehr  gut,  wenn  sie  bis  auf  0,1  mm  Quecksilber- 
druck zu  gehen  gestattet  (s.  w.  u.).     Wegen  der  Theorie  der  Leistungsfähigkeit  der 
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Kolbenluftpumpe,  der  Zahl  der  zur  Erreichung  einer  bestimmten  Grenze  er- 
forderlichen Hübe  u.  s.  w.  sei  auf  eine  Notiz  von  Auerbach  ^  verwiesen. 

Einzelheiten.  Die  wichtigsten  Formen  der  Kolbenluftpumpen  und  beson- 
deren Einrichtungen  an  ihnen  sind  folgende: 

1.  Hahnluftpumpen.  Zur  abwechselnden  Verbindung  des  Stiefels  mit  dem 
Rezipienten  und  der  freien  Luft  dienen  zwei  einfach  durchbohrte  Hähne  oder 
ein  doppelt  durchbohrter,  sogen.  SENGUERDScher  Hahn  (Figur  436  a)  in  zwei  um 
90^  voneinander  abweichenden  Stellungen;  in  einer  dritten,  aus  letzterer  durch 
Drehung  um  180^  sich  ergebenden  Stellung  schließt  er  den  Stiefel  ganz  ab  und 
verbindet  die  Glocke  mit  der  freien  Luft,  so  daß  man  nach  Beendigung  der 
Versuche  die  Luft  in  sie  wieder  eintreten  lassen  kann;  letzterem  Zwecke  dient 
häufig  ein  besonderer,  dicht  unter  dem  Teller  angebrachter,  einfacher  Hahn. 
Die  Hahnluftpumpen  sind  konstruktiv  am  einfachsten  und  haben  die  hiermit  ver- 
bundenen Vorzüge. 

2.  Ventilluftpumpen.  Hier  sind  die  Hähne,  deren  fortwährendes  Stellen 
immerhin  lästig  ist,  durch  Ventjle  ersetzt,  Der  Kolben  ist  durchbohrt,  und  die 
Durchbohrung  durch  ein  nach  oben  (außen)  sich  öfl&iendes  Ventil  (Klappen- 
Kegel-,  Federventil  u.  s.  w.)  verschlossen;  ebenso  sitzt  ein  in  den  Stiefel  (also  in 
derselben  Richtung)  sich  öffnendes  Ventil  auf  der  vom  Stiefel  zum  Saugrohr 
führenden  Öffnung  (Figur  436  6),  Beim  Herausziehen  des  Kolbens  wird  die  Luft 
zwischen  beiden  Ventilen  verdünnt,  und  folglich  das  Bodenventil  durch  den 
Druck  der  Luft  in  der  Glocke  geöffnet,  das  Kolbenventil  durch  den  Druck  der 
äußeren  Luft  geschlossen,  die  Luft  aus  der  Glocke  verbreitet  sich  also  in  den 
Stiefel;  beim  Hineinstoßen  des  Kolbens  verhält  es  sich  gerade  umgekehrt,  und 
die  Luft  aus  dem  Stiefel  entweicht  ins  Freie. 
Der  hierin  liegende  Gedanke,  das  öflfnen 
und  Schließen  der  Ventile  durch  die  Über- 
drucke besorgen  zu  lassen,  stößt  hinsichtlich 
des  Bodenventils  bei  fortgeschrittener  Ver- 
dünnung auf  die  praktische  Schwierigkeit, 
daß  der  Überdruck  im  Rezipienten  nicht 
mehr  hinreicht,  das  Bodenventil  zu  heben. 
Man  überträgt  daher  die  Bedienung  dieses 
Ventils  dem  Kolben,  indem  man  (Figur  4 3  6  ^ ) 
die  Bodenöfifnung  etwas  seitlich  anbringt  und  ^Jg^^^  43^- 

das    Ventil    an    einer    durch    den    Kolben 

hindurchgeführten  Stange  befestigt,  welche  dieser  bei  seinem  Auf-  und  Niedergange 
ein  kleines  Stück  weit  mitnimmt,  gerade  so  viel,  um  die  Öffnung  abwechselnd  zu 
öffnen  und  zu  schließen.  Neuerdings  hat  Worth^  eine  Vorrichtung  zum  elek- 
trischen  Betriebe   der  Ventile  angegeben. 

3.  Doppelt  wirkende  Luftpumpen.  Es  sind  hier  zu  unterscheiden: 
a)  Einstiefelige.^  Das  von  der  Glocke  kommende  Rohr  führt  geteilt  zu  beiden 
Enden  des  Zylinders,  imd  beide  Hälften  desselben  dienen  abwechselnd  als 
Stiefel;  damit,  auch  wenn  der  äußere  Teil  als  Stiefel  dient,  die  Luft  aus  dem 
inneren  Teile  entweichen  könne,  ist  die  Kolbenstange  hohl,  und  diese  Höhlung 
kommuniziert  mit  der  freien  Luft,  b)  Zweistiefelige  Luftpumpen.  Zwei 
gleiche  Stiefel  stehen  nebeneinander,  die  Kolben  haben  gezahnte  Stangen  und 
werden  mittels  Zahnrad  und  eines  zweiarmigen  Hebels  so  bewegt,  daß  der  eine 
aufsteigt,  wenn  der  andere  sich  senkt  und  umgekehrt.  Handelt  es  sich  um  eine 
Ventilpumpe,  so  führt  das  geteilte  Saugrohr  einfach  zu  den  beiden  Boden ventilen; 


1 


^  F.Auerbach,  Wied.  Ann.  41.  364.  1890.  —  2  Worth,  Zlschr.  f.  Instrumentenk. 
1887.  p.  258.  —  3  Zuerst  von  BiANCHi  mit  Erfolg  eingeführt;  Dcuere  Konstruktionen  von 
Rediker,   Dingl.  Journ.  237.    330.    1880;   von  Deleuil,  Max  Kohl  u.  A. 
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bei  Hahnpumpen  muß  in  das  ungeteilte  Stück  des  Saugrohrs  ein  Hahn  ein- 
geschaltet werden,  welcher  abwechselnd  die  Verbindung  mit  dem  einen  und  dem 
anderen  Stiefel  herstellt.  Die  doppelt  wirkenden  Luftpumpen  haben  nicht  nur 
den  Vorteil  schnelleren  Arbeitens,  sondern  sie  beseitigen  auch  den  Obelstand, 
den  die  einfach  wirkenden  bei  fortgeschrittener  Verdünnung  zeigen  und  der  darin 
besteht,  daß  zum  Heben  des  Kolbens  ein  beträchtlicher  Kraftaufwand  zur  Ober- 
windung des  äußeren  Luftdrucks  erforderlich  ist,  während  hier  in  dieser  Hin- 
sicht zwei  entgegenstehende  Wirkungen  einen  fast  völligen "  Ausgleich  erzielen.^ 
c)  Rotationspumpen.  Die  Kolbenstange  wird  durch  gleichförmiges  Drehen 
einer  Kurbel  auf  und  ab  bewegt.  Diese  Maschinen  sind  am  vollkommensten, 
weil  die  Handhabung  am  günstigsten  und  in  Anbetracht  des  großen,  mit  der 
Kurbel  verbundenen  Schwungrades  am  leichtesten  ist 

4.  Hähne  von  Grassmann  und  Babinet.  Diese  sind  vielfach  durch- 
bohrt und  dienen  bei  zweistiefeligen  Pumpen  dazu,  die  Wirkung  des  schädlichen 
Raumes  herabzumindern,  indem  sie  bei  vorgeschrittener  Verdünnung  gestatten, 
die  beiden  Stiefel  einander  imterzuordnen,  d.  h.  durch  den  einen  den  Rezipienten, 
durch-  den  andeien  den  schädlichen  Raum  des  ersteren  zu  entleeren.  Der 
Grassmann  sehe  Hahn  ist  ftlr  Hahnluftpumpen  bestimmt  und  wird  anfangs  nur 
abwechselnd  in  den  beiden  Stellungen  1  und  2  (Figur  437  a),  später  aber  jedesmal 
auch  noch  in  der  Zwischenstellung  8  benutzt.    Der  BABiNETsche  Hahn  (Figur  437  d) 


n  n  jt  ji 

^*  ^*  "%^*  ^* 

Figur  437. 

dient  für  Ventilluftpumpen  und  wird  anfangs  dauernd  in  der  Stellung  1,  später 
dauernd  in  der  Stellung  2  benutzt,  in  einer  dritten  Stellung  gestattet  er  bei  ab- 
geschlossener Glocke,  beide  Stiefel  mit  der  freien  Luft  zu  verbinden,  in  einer 
vierten  mittels  des  Stiftes  s  Glocke  und  Stiefel  nach  der  freien  Luft  zu  öffnen 
oder  von  ihr  abzuschließen;  übrigens  existiert  der  Babinet  sehe  Hahn  auch  in 
anderen  Konstruktionen.  Durch  derartige  Einrichtungen  wird  die  Leistungs- 
fähigkeit theoretisch  fast  auf  das  halbe  Quadrat  der  früheren  gesteigert,  nämlich 
von  dem  Verdünnungsverhältnis  sIS  (s.  oben)  fast  auf  j^/2-S'*. 

Von  anderen  Einriditungen  mit  ähnlicher  Wirkung,  die  aber  auch  für  ein- 
stiefelige  Pumpen  brauchbar  sind,  sei  hier  nur  eine  genannt:  die  von  Staudinger 
und  Stöhrer  eingeführte,  wo  die  Kolbenstange  durch  eine  luftdichte  Stopfbüchse 
geht  und  am  äußeren  Ende  des  Stiefels  ein  Ventil  angebracht  ist,  das  sich  beim 
Hineinstoßen  des  Kolbens  schließt,  so  daß  der  schädliche  Raum  sich  nur  mit 
verdünnter  Luft  füllen  kann. 

Endlich  liegt  es  nahe,  den  Kolben  mit  Quecksilber  zu  umgeben,  das  dann 
den  Abschluß   des  Stiefels   von   der  Atmosphäre   besorgt.     Diese,   von  Kravogl 


1   Eine  zweistiefelige  Hahnluftpumpe  mit  srelbsttätiger  Umstellung  der  Hähne  hat  kürzlich 
Kleemann,  Ztschr.  f^  Instrumentenk.   1882.  p.  25,  angegeben. 
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angegebene  und  von  Walten hofen  ^  beschrieVjene  Konstruktion  ist  zwar  nicht 
recht  in  Aufnahme  gekommen,  hat  aber  historische  Bedeutung  wegen  der  Brücke, 
die  sie  zu  den  neueren  Pumpen  schlägt. 

Öllnftpnnipen.  Einen  großen  Fortschritt  auf  dem  Gebiete  der  Kolbenluft- 
pumpen bedeuten  die  Pumpen  mit  öldichtung.  Es  muß  genügen,  hier  zwei 
derartige  Typen,  einen  englischen,  der  das  Prinzip  zuerst  anwandte,  und  einen 
deutschen,  anzuführen.  Jener  wird  durch  die  Geryk- Luftpumpe*  repräsentiert. 
In  einem  zylindrischen  Hohlräume,  der  durch  eine  Scheidewand  mit  Ventil 
geteilt  ist,  bewegt  sich  die  Kolbenstange,  die  das  Ventil  durchsetzt,  und  an  deren 
unterem  Ende  sich  der  ebenfalls  mit  Ventil  ausgestattete  Kolben  befindet;  letzteres 
bleibt  von  18  mm  Druck  abwärts  untätig.  Ober  dem  Kolben  befindet  sich  eine 
über  18  mm  hohe  Schicht  eines  besonderen  Öles;  eine  zweite  ölschicht  steht  über 
dem  oberen  Ventil;  eine  Lederliderung  wird  durch  den  Druck  der  Luft  und  des 
Öles  dicht  an  die  Stange  bezw.  den  Zylinder  angedrückt  Dicht  über  der  oberen 
ölschicht  ist  die  seitliche  Öffnung  zum  auszupumpenden  Räume.  Wird  der 
Kolben  hochgezogen,  so  hebt  er  das  obere  Ventil  um  6,5  mm;  die  Luftmenge 
darüber  so>\ie  ein  Teil  des  Öles  gehen  in  die  obere  Zylinderkammer  überj  beim 
Niedergange  fließt  das  öl  wieder  in  die  untere  Kammer  zurück,  und  eine  Feder 
drückt  das  obere  Ventil  wieder  herab.  Ein  schädlicher  Raum  ist  so  gut  wie 
gar  nicht  vorhanden,  das  Arbeiten  erfordert  wenig  Kraft,  die  Maschine  ist  stets 
gebrauchsfertig.  Mit  einer  Duplexpumpe,  bei  der  der  eine  Stiefel  durch  den 
anderen  ausgepumpt  wird,  kann  man  bis  zu  0,0002  mm  Hg  kommen. 

Ein  anderer  Typus  ist  die  Luftpumpe  mit  öldichtung  und  Teleskopkolben 
von  Kohl.'  Hier  besteht  der  Kolben  aus  zwei  teleskopartig  ineinander  ver- 
schiebbaren Teilen,  dem  Außenkolben  und  dem  Innenkolben,  ersterer  ist  mit 
der  Stange  fest  verbunden.  Der  Kolben  ist  mit  öl  bedeckt,  und  sein  hohles 
Innere  mit  öl  angefüllt;  gewisse  Kanäle  werden  abwechselnd  mit  dem  Stiefel 
verbunden  und  von  ihm  abgeschlossen.  Beim  Pumpen  tritt  das  öl  in  Strahl- 
form in  den  schädlichen  Raum  und  verdrängt  etwa  dort  haftende  Luftreste  voll- 
ständig. Die  Pumpe  ist  derart  gebaut,  daß  kein  öl  heraus- 
spritzen kann;  im  übrigen  wird  sie  ein-  oder  zweistiefelig 
hergestellt,  im  ersteren  Falle  verdünnt  sie  bis  auf  0,02,  im 
zweiten  bis  auf  0,0014  mm  Hg. 

Die  neueste  ölpumpe  ist  die  Rotations-Ölpumpe  der 
Siemens-Schuckertwerke;  sie  ist  für  große  Fördermengen  und 
hohes  Vakuum  geeignet  und  zeichnet  sich  durch  geringen 
Energieverbrauch,  Handlichkeit  und  Billigkeit  aus.* 

Hydrostatiflohe  oder  Queduilberlnftpampen.  Eine 
solche  zuerst  von  Geissler^  konstruierte  Luftpumpe  erhält 
man,  wenn  man  sich  an  einem  Heberbarometer  drei  Ände- 
rungen vorgenommen  denkt  (Figur  438):  i.  Am  offenen  so- 
wohl wie  am  geschlossenen  Ende  erweitert  sich  die  Röhre  zu 
geräumigen  Gefäßen  a  und  b]  2.  die  beiden  Schenkel  sind  nicht 
durch  eine  Glasröhre,  sondern  durch  einen  langen  Kautschuk- 
schlauch c  verbunden,  so  daß  man  das  offene  Gefäß  a  nach 
Belieben  senken  und  heben  kann;  3.  das  Gefäß  b  ist  nicht  fest 
verschlossen,  sondern  kann  mittels  des  doppelt  durchbohrten 
Hahnes  h  entweder  mit  der  freien  Luft  /  oder  mit  dem  Rezipienten  r,  welcher  aus- 
gepumpt werden  soll,  verbunden  oder  gänzlich  abgeschlossen  werden.    Während  b 


Figur  438. 


•  A.  V.  Waltenhofen,  Wien.  Ber.  44.  (2)  603.  1861;  Pogg.  Ann.  117.  606.  1862.  — 
2  H.  Hahn-Machenheimer,  Ztschr.  f.  phys.  u.  ehem.  Unterr.  14.  285.  1901.  —  Deutscher 
Verfertiger  A.  Pfeiffer  in  Wetzlar.  —  *  Max  Kohl  in  Chemnitz,  Prospekt  von  1905.  — 
*  K.  F.  Fischer,  Physik.  Ztschr.  6.  868.  1905;  Ber.  d.  physik.  Ges.  3.  383.  1905;  Ztschr. 
f.  phvs.  u.  ehem.  Unterr    19.  73.   1906.  —  B  Vgl.  Pogg.  Ann.  117.  610.   1862. 
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mit  /  verbunden  ist,  wird  a  so  hoch  gehoben,  daß  das  —  in  genügender  Menge  ein- 
gefüllte —  Quecksilber  über  h  hinausreicht;  wird  nun  b  gänzlich  abgesperrt  und  a 
etwa  um  ein  Meter  gesenkt,  so  entsteht  in  b  das  ToRRiCELLische  Vakuum,  und  in 
dieses  strömt,  nachdem  b  mit  r  verbunden  ist,  die  Luft  aus  dem  Rezipienten; 
schließlich  wird  b  wieder  mit  /  verbunden  und  durch  Hebung  von  a  die  Luft  aus  b 
Freie  befördert.  Dieses  Spiel  kann  nun  beliebig  oft  wiederholt  werden.  Die  ins 
Quecksilberluftpumpe  arbeitet  zwar,  da  man  das  Volumen  von  b  nicht  zu  groß 
wählen  darf,  langsamer  als  die  Kolbenluftpumpen,  desto  langsamer,  je  größer  der 
Rezipient,  und  sie  eignet  sich  daher  nur  zur  Auspumpung  kleiner  Räume; 
andererseits  leistet  sie  aber,  da  sie  keinen  schädlichen  Raum  hat,  vollkommener 
dicht  hält  und  die  beiden  einzigen  schädlichen  Einflüsse,  die  Luftbläschen  und 
die  Quecksilberdämpfe,  sehr  gering  sind  (der  Druck  der  Quecksilberdämpfe 
beträgt  nach  neueren  Messungen  bei  0*^  noch  nicht  0,001  mm)  und  überdies 
größtenteils  beseitigt  werden  können,  weit  größere  Verdünnungen  (s.  w.  u.),  so  daß 
sie  für  alle  wissenschaftlichen  und  technischen  Zwecke,  die  annähernde  Vakua 
verlangen,  z.  B.  Radiometer,  GEissLERsche  und  CROOKESsche  Röhren,  Glüh- 
lampen u.  s.  w.  eine  große  Rolle  spielt 

Versohiedene  Pormen  der  Qneoksilberlnftpnmpe.^  Die  GEissLERsche 
Pumpe  hat  eine  überaus  große  Anzahl  von  Abänderungen,  in  denen  zum  Teil 
wesentliche  Verbesserungen  liegen,  erfahren,  teils  zur  Erhöhung,  teils  zur  Be- 
schleunigung der  Wirkung,  teils  zur  Vereinfachung  und  Herabminderung  der  Zer- 
brechlichkeit, teils  endlich  zum  Zwecke  der  Reinerhaltung  bezw.  leichteren  Reini- 
gung; nur  einige  dieser  Neuerungen  kötinen  hier  angeführt  werden.  Zunächst 
hat  man  die  Aufstellung  der  Pumpe  verbessert,  und  es  hat  sich  namentlich  die 
Form,  die  G.  JOLLY^der  Pumpe  gegeben  hat,  allgemeine  Verbreitung  verschafft; 
der  ganze  Apparat  ist  in  handlicher  und  geschützter  Weise  auf  und  an  einem 
Holzstativ  befestigt,  und  die  Hebung  und  Senkung;!:  des  Gefäßes  kann  mittels 
einer  Kurbel  in  bequemer  und  gefahrloser  Weise  erfolgen.  Statt  des  Geissler- 
schen  Hahnes  haben  Greiner  und  Friedrichs^  bei  ihrer  Pumpe  einen  anderen 
angebracht,  der  den  Vorteil  hat,  daß  seine  verschiedenen  Stellungen  nicht,  wie 
dort,  um  nur  45®,  sondern  um  90  bezw.  180®  abweichen.  A.  Geissler*  hat  die 
Hähne  überhaupt  durch  Ventile,  de  Romilly*  durch  ein  Röhrensystem  ersetzt. 
Statt  das  feste  Gefäß  oben  direkt  durch  den  Hahn  in  die  freie  Luft  münden  zu 
lassen,  versieht  man  es  jetzt  meist  mit  einem  Ansatzstück,  jenseits  dessen  sich 
noch  ein  zweiter,  einfacher  Hahn  befindet;  es  kommt  also  das  Gefäß  überhaupt 
nicht  mehr  direkt  mit  der  Luft  in  Verbindung.  Einige  Pumpen,  so  diejenigen 
von  GöBEL  und  Kulenkamp®  und  die  von  Guglielmo'  haben  eine  doppelte 
Schlauchverbindung,  und  ihr  Spiel  ist  von  einem  eigentümlichen  zyklischen 
Charakter. 

Die  Pumpe  von  Serravalle®  hat  statt  eines  beweglichen  Gefäßes  deren 
zwei,  die  abwechselnd  herauf  und  herunter  gehen  und  durch  besonders  konstruierte 
Dreiweghähne  automatisch  evakuieren.  Andere  Modifikationen  betreffen  tech- 
nische, aber  zum  Teil  sehr  wichtige  Einzelheiten.  So  hat  Narr®  die  Kittungen 
zwischen  Glas  und  Metall  durch  Schrauben  ersetzt.  Mit  der  Zeit  hat  man  es  so 
weit  gebracht,  die  Pumpe  inkl.  der  Hähne  im  wesentlichen  ganz  aus  Glas  her- 
zustellen, wobei  die  einzelnen  Teile  eventuell  durch  Schliffe  verbunden  sind.  Den 
Kautschukschlauch  muß  man  recht  dickwandig  wählen  und  im  Innern  besonders 

^  Eine  sehr  reichhaltige  Zusammenstellung  bis  zum  Jahre  1887  gibt  S.  P.  Thompson, 
Journ.  Soc.  Arts  36.  20.  1887.  —  2  q.  Jolly,  Rep.  d.  Phys.  1.  144.  1866.  —  ^  Greiner 
u.  Friedrichs»  Wied.  Ann.  29.  672.  1886.  —  *  Alb.  Geissler,  Ztschr.  f.  Opt.  u.  Mech.  7. 
12.  1886.  —  B  de  RoMiLLY,  Soc.  fran<;.  de  Phys.  7.  4.  1888.  —  6  GöBEL  u.  KuLENKAMP, 
Ztschr.  f.  Opt.  u.  Mech.  3.  167.  1882.  —  T  G,  Guglielmo,  Atti  R.  Acc.  di  Torino  19. 
(27.  Apr.)  1884. —  8  Serravalle,  Riv.  scient.-industr.  13.  205.  1881;  14.  401.  1882.  — 
9  F.  Narr,  Wied.  Ann.  25.  542.  1885. 
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behandeln,  damit  er  das  Quecksilber  trage  und  reinerhalte,  am  besten  nimmt  man 
schwarzes  Kautschuk. 

Während  die  übrigen  Pumpen  ihrer  Form  nach  dem  Heberbarometer  ent- 
sprechen, ist  die  Pumpe  von  Rock^  dem  Gefäßbarometer  vergleichbar,  es  ist 
nämlich  ein  oben  geschlossenes,  weites  Rohr  von  einem  noch  weiteren  und  unten 
geschlossenen  umgeben  und  beide  mit  Quecksilber  gefüllt;  hebt  man  ersteres 
oder  senkt  man  letzteres,  so  entsteht  das  Torricelli  sehe  Vakuum,  das  mit  dem 
Rezipienten  verbunden  wird  u.  s.  w. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  in  der  Toepler sehen  Pumpe^  dadurch 
gemachte  Fortschritt,  daß  alle  Hähne  vermieden  sind,  Öflhung  und  Schluß  der 
Verbindungen  vielmehr  durch  Quecksilber,  das  ge- 
wissermaßen die  Rolle  von  Ventilen  spielt,  bewerk- 
stelligt wird.  Die  Einrichtung  der  Pumpe  in  der 
ihr  von  Hagen*  und  zum  Teil  von  Neesen*  ge- 
gebenen Form  ist  aus  Figur  439  ersichtlich. 
Hebt  man  das  Gelaß  a  genügend  hoch,  so  tritt 
das  Quecksilber  gleichzeitig  in  das  Gefäß  b  und  in 
den  Ast  c  mit  seinen  Verzweigungen  d  und  e,  und 
hierdurch  wird  b,  das  vorher  oben  und  unten  mit 
e  und  durch  dieses  mit  dem  Rezipienten  r  in 
Verbindung  steht,  von  diesem  abgeschlossen.  Es 
wird  also  die  Luft  in  b  komprimiert  und  schließ- 
lich in  Bläschenform  durch  das  Barometer  h  hinaus- 
getrieben. Ist  das  Quecksilber  bis  über  die  Kugel 
hinausgelangt,  so  senkt  man  a  wieder,  by  c,  d  und  e 
werden  wieder  frei,  und  nun  kann  die  Luft  aus  r 
nach  b  treten.  Hierzu  dient  statt  einer  gewöhn- 
lichen Verbindung  die  aus  dem  übermeterlangen 
Rohre  e,  dem  an  dasselbe  angesetzten,  mit  Queck- 
silber gefüllten  Gefäß  /  und  der  umgekehrten,  mit 
ihrem  weiten  Schenkel  über  die  Röhre  e  gestülpten 
Heberröhre  /  zusammengesetzte  Einrichtung,  die 
den  Vorteil  hat,  ohne  Schliff  und  Hahn  jederzeit 
die  Verbindung  aufheben  zu  können.  Treten,  nach 
mehrfacher  Wiederholung  des  Hebens  und  Senkens 
von  a,  keine  Luftblasen  mehr  aus  h  heraus,  so 
hebt  man  noch  einmal  und  zwar  (mit  Vorsicht)  so 
hoch,  daß  das  Quecksilber  sich  durch  Überfließen 
mit  dem  im  Barometer  vereinigt,  wodurch  die  Luft 
aus  dem  schädlichen  Räume  k  fortgeschafft  wird, 
während    das    übergetretene    Quecksilber    nachher 

beim  Senken  automatisch  wieder  aus  h  in  die  Pumpe  zurückbefördert  wird.  — 
Modifikationen  der  ToEPLER-HAGENSchen  Pumpe  sind  u.  a.  die  Pumpen 
von  Karavodine^  (oberhalb  b  noch  eine  klein  Kugel  angesetzt,  das  Steigrohr  e 
durch  ein  Schwimmerventil  ersetzt),  Sundell®  (kleine  Kugel  über  ^,  außerdem 
kleines  U-Rohr  mit  Kugel  zwischen  k  und  /;),  T.  J.  Smith''  (Betrieb  durch  eine 
hydraulische  Pumpe)  und  Pauli®   (das  Ventil  ist  tiefer  gelegt  und  die  Anordnung 


1  Rock,  Ztschr.  f.  Opt.  u.  Mech.  4.  159.  1883.  —  2  a.  Toepler,  Dingl.  Polyt. 
JourD.  103.  426.  1862.  —  3  Bessel- Hagen  ,  Wied.  Ann.  12.  425.  1881.  —  ♦  F.  Neesen, 
WiED.  Ann.  3.  608.  1878;  13.  383.  1881;  Ztschr.  f.  Instnimentenk.  1883.  p.  245.  — 
5  Karavodine,  Journ.  de  Phys.  (2)  2.  558.  1883;  Journ.  d.  russ.  phys.  u.  ehem.  Ges.  14. 
254.  1884.  —  6  SüNDELL,  Acta  Sog.  Scient.  Fenn.  14.  1884;  16.  1885.  —  7  j.  J.  Smith, 
Phil.  Mag.  (5)  26.  313.  1888.—  »  E.  Pauli,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  26.  251.  1906.  (Ge- 
fertigt vom  Glasbläser  Haak  in  Jena.) 
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der  Arme  c,  d,  e  etwas  verändert,  so  daß  man  jetzt  den  Ballon  ohne  Gefahr 
sofort  vollständig  mit  Hg  füllen  kann).  Auch  die  Pumpe  von  Couttolenc^  ist 
der  ToEPLER  sehen  in  mancher  Beziehung  ähnlich.  Andere  Typen  sind  die  von 
Mendelejew  und  Latschinow.* 

HydrodynamiBche  Luftpumpen.  Mit  Anwendung  von  Quecksilber  sind  sie 
von  Sprengel^,  mit  Anwendung  von  Wasser  von  Bunsen  angegeben  worden. 
Wenn  Quecksilber  aus  einem  Gefäß  durch  ein  barometerhohes  Fallrohr  abfließt, 
so  ist  üben  der  Druck  gleich  null;  verbindet  man  also  den  Rezipienten  mit  dem 
Gefäß,  so  wird  die  Luft  aus  dem  ersteren  angesaugt  und  mit  dem  Quecksilber 
herabgerissen.  Das  Fallrohr  muß  so  eng  sein,  daß  ein  Tropfen  den  Querschnitt 
ganz  ausfüllt;  ein  Quetschhahn  und  Schlauchstück  dienen  zum  Abschließen  des 
Quecksilbers  vom  Fallrohr.  Eine  beträchtliche  Vervollkommnung  hat  die 
Sprengel  sehe  Pumpe  durch  Gimingham*  erfahren,  teils  durch  Anwendung  von 
drei  Fallröhren,  teils  durch  Einführung  des  sogen.  Vakuum  Zapfens,  der  Luftfalle 
und  anderer  sinnreicher  Einrichtungen,  die  u.  a.  das  herabgeflossene  QuecksUber 
in  geeigneter  Weise  wieder  zu  heben  gestatten;  diese  Pumpe  hat  sich  bei  der 
Herstellung  der  Crookes  sehen  Röhren  und  Radiometer  glänzend  bewährt. 
Andere  Modifikationen  rühren  von  Macaluso*,  Joannis®,  Maxwell  und 
Hughes  ^  Güglielmo®  u.  A.  her.  Femer  hat  Hannay®  für  gewisse  Zwecke 
das  Quecksilber  durch  leicht  flüssiges  Metall  ersetzt  (60 ^^  Bi,  25  ^^/^  Sn,  26^0  Pb, 
auch  in  der  Hitze  geringe  Verdampfung).  Zu  erwähnen  ist  ferner  die  „inter- 
mittierende Quecksilberfall-Luftpumpe"  von  Prytz*®  (gutes  Vakuum  mit  geringem 
Queeksilberverbrauch). 

DieBuNSENscheWasserluftpumpe^^  ist  ganz  analog  wie  die  Sprengel  sehe 
Pumpe  konstruiert.  Sie  kann  übrigens  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  einen 
hohen  Verdünnungsgrad  nicht  erzielen,  ist  dagegen  als  Apparat  zur  Luft- 
verdünnung in  geringem  Maße,  zum  Durchsaugen  von  Luft,  zum  Filtrieren, 
Trocknen  u.  s.  w.  sehr  wichtig  und  bequem  für  physikalische  und  ehemische 
Laboratorien;  durch  Schläuche  kann  sie  direkt  mit  der  Wasserleitung  einerseits 
und  dem  betreffenden  Apparat  andererseits  verbunden  werden.  Auf  zahlreiche 
ähnliche  Apparate,  wie  die  Wasserstrahlpumpe  von  Arzberger  (s.  z.  B.  Schreiber, 
Handb.  d.  barom.  Höhenmess.,  p.  306),  die  Aspiratoren,  Äolus,  Wassertrommel- 
gebläse, die  Apparate  von  de  Romilly,  Lux,  Alvergniat  u.  s.  w.  kann  hier  nicht 
eingegangen  werden  (s.  a.  w.  u.). 

Kombination  von  Pampen  verBchiedener  Systeme.  Zum  Zwecke  der  Er- 
höhung der  Leistungsfähigkeit  oder  Erleichterung  und  Beschleunigung  des  Be- 
triebes hat  man  vielfach  Pumpen  konstruiert,  die  Kombinationen  verschiedener 
Pumpen  bilden.  Namentlich  sind  zu  nennen:  Die  PoGGENDORFFsche  Queek- 
silberpumpe  ^^  bei  der  das  Heben  und  Senken  des  unteren  Gefäßes  einer  Queek- 
silberluftpumpe  durch  Anwendung  einer  Kolbenluftpumpe  unnötig  gemacht  wird. 
Das  obere  Gefäß  reicht  nämlich  mit  einer  Röhre  luftdicht  tief  in  das  untere 
hinab,  die  Lufträume  beider  können  abwechselnd  mit  einer  Kolbenluftpumpe 
evakuiert  werden;  wird  das  obere  evakuiert,  so  steigt  das  Quecksilber  in  ihm 
auf;  wird  dann  das  untere  evakuiert,  so  sinkt  es  wieder  herab,  und  das  ent- 
stehende Vakuum  kann  man  mit  dem  Rezipienten  verbinden.     Wie  die  Poggek- 


^  CouTTOLE.vc,  C.  R.  9L  920.  1880.  —  2  D,  Mendelejew,  Joum.  niss.  phys.  u.  ehem. 
Ges.  e.  120.  1874.  —  D.  Latschinow,  ibid.  6.  17.  1874.  —  3  H.  Sprengel,  Joum.  Chem. 
Soc.  (2)  3.  9.  1865.  —  ♦  GiMiNGHAM,  Proc.  Roy.  Soc.  26.  396.  1877.  —  6  D.  Macalüso, 
Appendice  alle  Mem.  di  SpeUr.  It.  8.  3.  1879;  Beibl.  4.  516.  1880.  — -  6  Joannis,  Ann. 
chiin.  phys.  (6)  U.  285.  1887.  —  ^  J.  C  Max\vell  u.  Hughes,  Ztschr.  f.  Instruraentcnk.  1887. 
P-  367.  —  ®  G.  Guglielmo,  Atti  Acc.  Line.  (4)  6.  II.  Sem.  153.  1890.  —  9  Hannay,  Phil. 
Mag.  (5)  13.  229.  1882.  --  «0  K.  Prytz,  Wied.  Ann.  42.  191.  1891.  —  1«  R.  BuNSEX, 
Dingl.  Pol.  Joum.  105.  34.  1870.  —  12  j,  c.  Poggendorff,  Pogg.  Ann.  125. 
151.    1864. 
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DORFFsche  zur  Geissler sehen,  so  verhält  sich  die  Neesen sehe  Luftpumpe  ^  zur 
ToEPLER sehen.  Im  übrigen  besagt  die  Figur  440  mehr  als  eine  Beschreibung: 
nur  sei  bemerkt,  daB  ß  eine  lose  aufsitzende  Seheibe  ist,  die  durch  den  Druck 
gegen  die  obere  Scheibe  ß'  gepreßt  wird;  später  wurden  diese  Scheiben  durch 
ein  Kugelventil  ersetzt.  Das  Spiel  der  Pumpe  ist  folgendes:  Durch  das  mit  einer 
anderen  Pumpe  verbundene  Rohr  G  wird  die  Luft  in  A  komprimiert,  das  Hg 
steigt  durch  C  in  -^  hinein  und  schließt  B  gegen  d,  D  u.  s.  w.  ab;  ß  wird  ge- 
hoben imd  hindert  das  Hg  am  weiteren  Steigen;  auf  der  anderen  Seite  wird  der 
Trichter  h  aus  k  herausgehoben,  während  der 
Hahn  m  offen  ist;  saugt  man  nun  die  Luft 
aus  A  heraus,  so  fällt  das  Hg  erst  in  ^,  die 
Luft  aus  dem  zu  evakuierenden  Gefäß  tritt 
über  utsrEe  nach  B  u.  s.  f.;  bei  vorgeschrit- 
tener Verdünnung  bleibt  in  der  Kapillare  / 
die  später  durch  eine  doppelt  gebogene  ersetzt 
wurde,  eine  Hg-Säule  stehen,  die  i  von  B  ab- 
schließt, so  daß  die  Blasen  nach  1  übertreten; 
gleichzeitig  kann  durch  den  Stand  in  /  und  g 
der  Verdünnungsgrad  bestimmt  werden.  Um 
anfangs  direkt  arbeiten  zu  können,  ist  /  mit 
A  durch  Rohr,  Hahn  und  Schlauch  verbunden; 
vor  dem  feineren  Auspumpen  wird  dieser  Hahn 
geschlossen.  Wegen  weiterer  Vervollkomm- 
nungen vergleiche  man  die  beiden  letzten  der 
zitierten  Mitteilungen. 

Mehrere  Pumpen  stellen  Kombina- 
tionen einer  SPRENGELschen  mit  einer 
Wasser luftpumpe  dar,  wobei  die  letztere 
teils  zur  Vorarbeit,  teils  zum  Heben  des  aus- 
fließenden Quecksilbers,  teils  zu  dessen  Be- 
freiung von  Luft  während  der  Zirkulation  dient. 
Es  sind  hier  u.  a.  die  Luftpumpen  von 
V.  Babo,  Kahlbaum  (s.  w.  u.),  Verneuil  und 
Santel^  zu  erwähnen.  Um  insbesondere  das 
Mitreißen  von  Luft  aus  dem  Gefäß,  aus  dem 
bei  der  Sprengel  sehen  Pumpe  das  Queck- 
silber kommt,  zu  verhüten,  pumpt  man  nach 
Rood'  dieses  Gefäß  selbst  mittels  einer  leistimgsfähigen  Pumpe  geeigneter  Kon- 
struktion aus.  In  ähnlicher  Absicht  ist  auch  die  Pumpe  von  Bottomley*  kon- 
struiert. Bei  verschiedenen  dieser  Typen  ist  femer  mit  Erfolg  versucht,  die 
Queeksilberdämpfe  durch  absorbierende  Substanzen  unschädlich  zu  machen. 

Automatische  Luftpumpen.  Der  Wunsch,  die  persönliche  Bedienung  der 
Luftpumpe  durch  selbsttätige  Wirkungsweise  zu  ersetzen,  ist  begreiflicher^'eise 
zuerst  für  die  Zwecke  der  Technik,  namentlich  der  Glühlampenfabrikation,  rege 
geworden;  die  Idee  ist  aber  später  auch  für  die  Zwecke  des  wissenschaftliehen 
Laboratoriums  ausgearbeitet  worden  und  hat  dort  wie  hier  zu  sehr  geistvollen 
und  erfolgreichen  Typen  geführt;  bei  der  großen  Zahl  derselben  und  der  un- 
vermeidlichen Komplikation  jedes  einzelnen  von  ihnen  muß  es  hier  bei  kurzen, 
das  Wesentliche  betreffenden  Angaben  sein  Bewenden  haben.     Die  automatischen 

^  F.  Neesen,  Ztschr.  f.  Instnimenlenk.  2.  285.  1882;  3.  245.  1883;  9.  343.  1889 
(frühere  Milt.  in  Wied.  Ann.  3.  608.  1878;  11.  522.  1880);  WiED.  Ann.  68.  415.  1896;  61. 
414.  1897.  —  2  V.  Babo,  Ber.  Freib.  Ges.  2.  1879.  —  M.  A.  Verneuil,  Bull.  soc.  chim.  (3) 
5.  748.  1891.  —  A.  Santel,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  13.  93.  1893.  — -  3  O.  N.  RoOD,  Sii.L. 
Journ.  (3)  20.    57.  1880;  22.  90.  1881.  —  ♦  R.  Bottomley,  Rep.  Brit.  Ass.   1886.  p.  519. 
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Luftpumpen  beruhen  teils  auf  dem  Geissler sehen,  teils  auf  dem  SpRENGELschen 
Prinzip,  bedienen  sich  aber  auch  im  ersteren  Falle  einer  Wasserluftpumpe  meist 
zur  Vorarbeit  oder  Mitwirkung;  auch  tritt  in  gewissem  Sinne  eine  Annäherung 
zwischen  den  Prinzipien  beider  Typen  ein;  die  Unterscheidung,  für  die  Neesen 
die  Namen  Kolben-  und  Tropfenluftpumpen  vorgeschlagen  hat,  wird  daher  zum 
Teil  hinfällig.  Die  erfolgreichste  Pumpe  der  ersten  Art  ist  die  von  Raps^  an- 
gegebene, von  M.  Stuhl  in  Berlin  angefertigte;  sie  existiert  in  zwei  Arten,  einer 
mit  Druckluft  und  einer  neueren  mit  atmosphärischer  bezw.  verdünnter  Luft  be- 
triebenen; da  die  letztere  speziell  für  wissenschaftliche  Laboratorien  geeigneter  ist, 
möge   diese   abgebildet  (Figur  441,  schematisch,   und  Figur  442  ausgeführt)  und 


Figur  441. 


kurz  erläutert  werden.  Der  mechanische  Hauptteil  ist  eine  um  D  drehbare 
Wippe,  auf  deren  Armen  einerseits  das  Quecksilbergefäß  C,  andererseits  ein 
Gegengewicht  K  gelagert  sind;  ist  in  C  viel  Hg,  so  hat  die  Wippe  die  aus- 
gezogene, ist  wenig  darin,  die  gestrichelte  Lage;  beim  Umkippen  werden  zugleich 
die  Hähne  E  und  F  umgestellt  und  das  Stiftrad  v  in  Aktion  gebracht  Der 
ganze  Prozeß  ist  nun  folgender:  Zum  groben  Auspumpen  dient  die  Wasserluft- 
pumpe bezw.  der  zum  raschen  Arbeiten  sehr  geeignete  Körting  sehe  Ejektor;  er 
saugt  einerseits  durch  e,  2^,  /,  L  die  im  Hauptgefäß  A  enthaltene,  andererseits, 
da  der  Dreiweghahn  G  zunächst  wie  in  Figur  441 0  steht,  durch/  B,  Cy  E,  d 
die  in   C  enthaltene  Luft   weg;   das  Quecksilbemiveau   wird   hierdurch  nicht  ver- 


'  M.  Stuhl,  Chem.  Centralbl.   1891.  p.  177.  —  A.  Raps,  Wied.  Ann.  43.  624.  1891 ; 
55.  556.   1895. 
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ändert  Ist  die  Verdünnung  hinreichend  vorgeschritten,  so  dreht  man  den  Hahn  G 
in  die  Hauptstellung,  so  daß  durch  die  enge  Bohrung  b  atmosphärische  Luft  ein- 
dringen kann,  und  das  feinere  Auspumpen  beginnt.  Die  atmosphärische  Luft 
drückt  durch  G,  By  c,  E^  d  auf  das  Hg  in  C  und  treibt  es  in  der  Pumpe  A 
hoch;  die  Gegenmasse  K  bekommt  das  Obergewicht,  die  Wippe  kippt  und  ver- 
stellt die  Hähne  E  und  F  in  die  aus  Figur  441  *  ersichtliche  Lage;  somit  kann 
jetzt  die  Luftpumpe  /  die  über  C  befindliche  Luft  absaugen  und  ein  Fallen  des 
Hg  bewirken,  worauf  das  Spiel  von  neuem  beginnt.  Bei  diesem  Prozeß  spielt 
das  Expansionsgefäß  B  eine  wichtige  Rolle.  Dieses  füllt  sich  nämlich  von  b  her 
mit  Luft  von  normaler  Dichte,  expandiert  diese  nach  dem  Umkippen  der  Wippe 
nach  C  hin  und  schleudert  das  Hg  sehr  rasch  in  die  Pumpe  hinauf;  aber  nur 
so  lange,    bis   die  Hg-Säule   der  Luft  in  B  das  Gleichgewicht  hält,    worauf  das 


Figur  442. 


weitere  Einströmen  der  Luft  aus  b  und  damit  das  weitere  Steigen  des  Hg  nur 
noch  ganz  langsam  sich  fortsetzen  kann;  das  Volumen  B  ist  nun  so  bemessen, 
daß  dies  dann  eintritt,  wenn  das  Hg  bei  0,  dem  zerbrechlichen  Teile  der  Pumpe 
angelangt  ist.  In  gleicher  Weise  wird  auch  das  Herabfallen  des  Hg  schon 
während  des  Aufsteigens  vorbereitet  mit  Hilfe  des  Volumens  H  (der  Vorgang  ist 
ganz  ähnlich).  Durch  diese  Einrichtung  wurde  der  bei  der  älteren  Pumpe  feh- 
lende Hahn  F  erforderlich.  Sind  die  austretenden  Luftbläschen  ganz  klein  ge- 
worden, so  beginnt  der  dritte  Teil,  die  allerfeinste  Evakuierung,  wozu  die  Glasteile 
zwischen  A  und  L  sowie  das  Stiftrad  v  nebst  dem  in  seine  Aussparung  passenden 
Stifte  a  dienen.  Klappt  man  nämlich  den  Hebel  7^  der  bisher  hochgestellt  war, 
herunter,  bis  er  sich  gegen  seinen  Anschlag  legt,  so  wird  das  mit  sechs  Stiften 
versehene  Rad  jetzt  jedesmal  nur  um  einen  Zahn  weiter  gedreht,  wenn  das  Ge- 
wicht herüberglcitet,  und  es  legt  sich  der  Stift  fünfmal  an  die  Peripherie  an  und 
fällt  erst  beim  sechsten  Male  in  den  Einschnitt  ein.  Da  nun  das  Hg  um  so 
weniger  hoch  in  der  Pumpe  aufsteigt,  je  größer  das  Moment  des  Gegengewichts 
ist,  so  wird  es  bei  passender  Justierung  fünfmal  in  den  kleinen  Vorraum  <J  und 
erst  beim  sechsten  Male  in  die  Kugel  getrieben;  es  werden  also  die  kleinen 
Luftblasen  in  dem  sehr  hoch  evakuierten  Vorraum  angesammelt,  in  dem  sie  des 
geringen  Gegendrucks   halber  willig  aufsteigen,   und   sie  können   dann,   zu  etwas 
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größeren  Blasen  vereinigt,  den  größeren  Gegendruck  nach  der  Kugel  hin  über- 
winden. Durch  Verstellen  der  Anschläge  j3,  y,  ri  kann  man  erreichen,  daß  das 
Hg  bis  zu  den  gewünschten  Punkten  aufsteige.  Die  Pumpe  arbeitet  sehr  rasch 
und  geht  in  ihrer  Leistung  "bis  nahe  an  die  ideale  Grenze  eines  milliontel  Milli- 
meter Hg-Druck  heran. 

Von  anderen  selbsttätigen  Pumpen  Geissler  sehen  Typus  seien  die  von 
ScHüLLER,  MoRLEY,  Jaumann,  Neesen  uud  MiLNER^  erwähnt  Die  von  Jaü- 
MANN  zeichnet  sich  durch  einen  eigenartigen,  hahnlosen  Regulator  zum  auto- 
matischen Betrieb  sowie  dadurch  aus,  daß  nur  die  Hauptmasse  des  Hg  eine 
hin  und  her  gehende  Bewegung  ausführt,  daß  hmgegen  die  kleine  Hg- Menge, 
die  durch  das  Fallrohr  sinkt,  direkt  in  das  Reservoir  der  Pumpe  befördert  wird, 
also  einen  Kreislauf  macht;  die  Pumpe  wirkt  also  in  dieser  Hinsicht  wie  eine 
Sprengel  sehe.  —  Bei  der  Pumpe  von  Neesen  werden  statt  kugeliger  liegende 
zylindrische  Rezipienten  verwendet,  wodurch  man  die  Herstellung  vereinfacht  und 
an  Druckhöhe  gewinnt;  auch  erfolgt  —  wieder  in  Annäherung  an  den  Sprengel- 
schen  Typus  —  das  Auspumpen  gleichzeitig  mit  dein  Ausfließen  des  Hg  aus 
dem  Rezipienten,  also  nicht  stoßweise.  —  Später  hat  Neesen  noch  eine  doppelt- 
wirkende Pumpe  ähnlicher  Art  angegeben,  bei  der  die  eine  Pumpe  ansaugt, 
während  die  andere  ausbläst  und  umgekehrt;  die  Bewegung  der  Hg-Massen  er- 
folgt durch  eine  Vorpumpe,  die  Regelung  des  Betriebes  durch  einen  Hahn,  dessen 
Umstellung  automatisch  durch  Ein-  und  Ausfließen  von  Hg  in  ein  angehängtes 
Gefäß.  —  Bei  der  Milner sehen  Pumpe,  die  sich  durch  geringe  Größe  aus- 
zeichnet, erfolgt  die  Steuerung  des  betreffenden  Dreiweghahns  durch  Stromspulen 
und  Eisenkerne. 

An  der  Spitze  der  selbsttätigen  Pumpen  hydrodynamischen  Cha- 
rakters andererseits  steht  die  von  Kahlbaum*  angegebene;  sie  ist  in  Figur  443 
schematisch  dargestellt.  Auch  hier  wird  zunächst,  bei  geeigneter  Stellung  der 
Hähne  g,  8  w^  imd  Cy  mit  der  Wasserpumpe  vorgearbeitet,  bis  deren  Wirkungs- 
grenze erreicht  ist  Nunmehr  wird  durch  Umstellung  jener  Hähne  die  Wasser- 
pumpe mit  dem  Hebungsapparat  in  Verbindung  gebracht  und  die  Klemme  c 
gelöst.  Das  Hg  strömt  jetzt  von  A  durch  die  Luftfänge  über  h  nach  dem  124  cm 
langen  Fallrohre  r,  weiter  von  d  durch  5  nach  Z?,  um  sich  hier  anzusammeln. 
Von  hier  aus  steigt  es  in  dem  Rohre  JI  auf,  und  zwar  nicht  bloß  bis  zur  Baro- 
meterhöhe, weil  durch  das  kleine  Löchlein  0  zugleich  Luftbläschen  von  normaler 
Dichte  einströmen,  sich  entsprechend  der  von  der  Wasserpumpe  ausgehenden 
Wirkung  ausdehnen  und  damit  zugleich  das  Hg  heben,  so  daiS  H  mit  einer 
Reihe,  in  lebhafter  Bewegung  über  und  nebeneinander  befindlicher  Säulen  von 
abwechselnd  Luft  und  Quecksilber  gefüllt  ist,  die  in  ihrer  Gesamthöhe  die  des 
Barometers  weit  übertreffen.  Das  gehobene  Hg  fällt  durch  den  Stutzen  in  den 
erweiterten  Teil  von  B  und  schließlich  wieder  nach  A  zurück,  dieses  immer 
von  neuem  füllend.  Wie  man  sieht,  findet  hier  kein  Tropfen  des  Hg  in 
das  Fallrohr  hinein  statt,  wie  bei  anderen  Sprengel  sehen  Pumpen,  sondern  es 
fließt  in  starkem  Strome  hindurch,  in  der  Minute  etwa  1000  ccm;  der  Apparat 
bedarf  keinerlei  Wartung,  und  die  ganze  Zeit  wird  wirklich  zum  Pumpen  benutzt. 
Unter  Beachtung  aller  Vorsichtseinrichtungen,  betreffend  Trocknung  u.  s.  w.  (siehe 
Figur  443),  gelangt  man  bis  zu  Verdünnungen  von  0,000003  mm  Hg  und  noch 
weiter,  und  zwar  bei  einem  Volumen  von  400  ccm  in  30  Minuten.  Zum  Nach- 
füllen dienen  die  seitlichen  Stutzen   bei  A  und  6,   zum  Entleeren   der  Stutzen  r 


1  A.  Schuller,  Wied.  Ann.  528.  1881  (diese  scheint  die  älteste  beschriebene  zu  sein). 
—  E.  W.  MoRLEY.  SiLL.  Journ.  (3)  47.  439.  1894.  —  G.  Jaumann,  Ztschr.  f.  Iiistrumentenk. 
17.  243.  1897;  Wjed.  Ann.  61.  204.  1897.  —  F.  Neesen,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  19.  147. 
1809;  20.  205.  1900;  23.  47.  1903.  —  S.  R.  MiLNER,  Phil.  Mag.  (6)  6.  316.  1903.  — 
2  G.  W.  A.  Kahlbaüm,  Wied.  Ann.  53.  199.  1894;  Ztschr.  f.  phys.  u.  ehem.  Unterr. 
8.  90.    1894;   16.    151.    1896;   Ber.  d.  ehem.  Ges.  27.    1836.    1894. 


Band  I. 
Allgem.  Physik. 


Luftpumpen. 


1329 


Wamerptunfit 


bei  A,  zur  Regulierung  des  Arbeitsverhältnisses  beider  Pumpen  der  Präzisionshahn 
mit  Zeiger  und  Teilung,  der  über  den  Luftfängen  kih  sichtbar  ist.  —  Zum 
Schluß  sei  bemerkt,  daß  Kahl- 
baum für  chemische  Zwecke  ein- 
fachere Pumpen,  mit  nur  einem 
Luftfang  (und  eventuell  für  Hand- 
betrieb) angegeben  hat. 

Andere  selbsttätige  Queck- 
silber-Fall-Luftpumpen sind  die 
von  Smith  (zwei  entgegengesetzt 
kombinierte  Sprengel  sehe  Pum- 
pen nebst  Kondensationspurape), 
Neesen,  Zoth,  Boas,  Fried- 
richs, DoNLE,  Zehnder  u.  A.^ 
Bei  der  von  Neesen,  die  von 
Stuhl  ausgeführt  wird,  wirken 
Quecksilbertropfen  beim  Herab- 
fallen in  engen  Röhren  als  Kol- 
ben, die  die  Luft  verdrängen;  da 
nun  das  Volumen  zwischen  zwei 
Tropfen  größer  ist  als  das  des 
Tropfens  selbst,  arbeitet  die 
Pumpe  mit  geringen  Hg- Mengen. 
—  Von  M.  Stuhl  werden  übri- 
gens auch  die  Pumpen  mit 
spiraligem  Fallrohr  gebaut,  über^ 
die  man  auch  eine  Mitteilung 
von  BiEGON  V.  Czudnochowski 
vergleiche.  —  Donle  läßt,  in 
Modifikation  des  ICahlbaum- 
schen  Verfahrens,  jede  in  dem 
Fallrohre  zum  unteren  Sammel- 
gefäß herabgefallene  kleine  Hg- 
Menge  in  ein  Hubrohr  eintreten, 
durch  das  mit  der  Wasserstrahl- 
pumpe ein  Strom  trockener  Luft 
kräftig  hindurchgesaugt  wird ;  da- 
adurch  wird  die  Hg -Menge  in 
sehr  kleine  Tröpfchen  zerrissen, 
die  entstandene  Hg -Wolke  auf 
beträchtliche  Höhe  emporgesaugt 
und  wieder  in  das  obere  Zulauf- 
gefäß geschleudert;  man  erreicht 
hierdurch  besonders  große  Hub- 
höhen.   —     Die     Pumpe     von 

Zehnder  ist  durch  Vereinfachungen  aus  der  von  Kahlbaum  in  der  Absicht  ab- 
geleitet worden,  jeden  im  Glasblasen  einigermaßen  Geübten  zur  selbständigen 
Herstellung  zu  befähigen,  und  zwar  wird  ein  ganz  einfacher  und  ein  etwas  kom- 


Figur  443. 


^  F.  J.  Smith,  Phil.  Mag.  (5)  34.  115.  1892.  —  F.  Neesen,  Ztschr.  f.  Instrumentenk. 
14.  125.  1894.  —  O.  Zoth,  ibid.  16.  65.  1896.  —  H.  Boas,  ibid.  16.  146.  1896.  — 
F.  Friedrichs,  Wied.  Ann.  62.  383.  1897.  —  W.  B.  v.  Czudrochowski,  Verh.  ph>*s.  Ges. 
4.  87.  1906.  —  W.  Donle,  Ztschr.  f.  Instrumenteok.  20.  78.  1900;  Ann.  d.  Phys.  10.  313. 
1903.  —  L.  Zehnder,  Ann.  d.  Phys.  10.  623.   1903. 
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pUzierterer  Typus  angegeben;  die  Anfertigung  der  Schliffstücke  u.  s.  w.  wird  sehr 
eingehend  beschrieben  und  durch  Einz6lfiguren  erläutert. 

Eotationslnftpumpen.  Schließlich  ist  ein  eigenartiger  Typus  zu  skizzieren, 
der  zuerst  von  Schulze-Berge  unter  dem  Namen  Rotationsluftpumpe  ersonnen 
worden  ist,  und  zu  dem  dann  Florio  und  Kaufmann^  neue  individuelle  Kon- 
struktionen geliefert  haben;  sie  vereinigen  gewissermaßen  die  Vorteile  der  mecha- 
nischen und  der  Quecksilberluftpumpen.  Das  Prinzip,  das  den  verschiedenen, 
von  Schulze-Berge  gebauten  Pumpen  gemeinsam  ist,  ist  folgendes:  Als  Pump- 
gefäß dient  ein  gekrümmtes,  in  sich  selbst  zurückkehrendes,  um  eine  feste  Achse 
drehbares  Rohr;  ein  Hg-Kolben,  der  dabei  sein  Inneres  durchläuft,  bewirkt  einer- 
seits die  Erzeugung  des  Vakuums  und  andererseits  die  Entfernung  der  evakuierten 
Luft,  während  die  Verbindung  des  Pumpgefäßes  mit  dem  Rezipienten  und  der 
Atmosphäre  durch  Hähne  oder  Ventile  erfolgt.  Am  einfachsten  ist  das  Spiel 
der  ringförmigen  Hahnluftpumpe  (Figur  444):    Die  Achse  A   ist   hohl  und  einer- 


Figur  414. 

seits  verschlossen,  andererseits  bei  R  mit  dem  Rezipienten  verbunden.  II  ist 
ein  Dreiweghahn;  in  der  ersten  Stellung  erlaubt  er  dem  Hg  freien  Durchgang, 
in  der  zweiten  verhindert  er  jede  Verbindung  zwischen  den  Teilen  des  Ringes  P 
und  dem  Rohre  r,  durch  das  die  Peripherie  mit  der  Achse  verbunden  ist,  sowie 
mit  der  -  Atmosphäre ;  in  der  dritten  verbindet  er  das  Ende  E^  des  Ringes  mit 
der  Atmosphäre  und  das  Ende  E^  mit  dem  Rohre  r  und  der  hohlen  Achse. 
Der  Ring  wird  gedreht,  bis  alles  Hg  durch  den  Hahn  getreten  ist,  sodann  wird 
er  in  die  zweite  Stellung  gebracht  und  die  Hg-Säule  folgt  seiner  Aufwärtsbewegung 
so  lange,  bis  der  Niveauunterschied  ihrer  Enden  dfem  Atmosphärendruck  ent- 
spricht; in  der  dritten  Stellung  schließlich  strömt  Luft  aus  dem  Rezipienten  durch 
die  Achse  in  den  Ring,  und  gleichzeitig  wird  die  über  N^  befindliche  Luft  ins 
Freie  getrieben;  hat  der  Hahn  das  Niveau  iV^  erreicht,  so  wird  er  wieder  in  die 
erste  Stellung  gebracht,  und  das  Spiel  beginnt  von  neuem.  Ein  zweites  Modell, 
das  mit  derselben  Hg-Menge  ein  weit  größeres  Volumen  auszupumpen  erlaubt, 
ist  die  spiralige  Hahnluftpumpe,  bei  der  der  Ring  durch  eine  doppelte,  in  sich 
zurückkehrende  Spirale  ersetzt  ist.  Zu  erwähnen  sind  ferner  die  ringförmige 
Ventilpumpe  und  die  schrägliegende  Pumpe.  Am  meisten  bewährt  hat  sich  aber 
die  Doppelringpumpe,  die  als  Pumpgefaß  zwei  konzentrische  Ringe  enthält,  die 
von  der  Rezipientenluft  nacheinander  durchlaufen  werden;  die  besondere  An- 
ordnung bringt  es  dann  zuwege,  daß  die  Luft  allmählich  in  ein  immer  vorzüg- 
licheres Vakuum  tritt. 


^  F.  u.  H.  3ciiülze-Berge,  Wied.  Add.  50.  372.  1893.  --  F.  Florio,  Phys.  Ztschr. 
5.  462.  1904.  —  W.  Kaufmann,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  26.  129.  1905.  —  P.  H.  Eykman, 
Ann.  d.  Phys.  19.  645.  1906.  —  Eine  andere,  gewissermaßen  als  umgekehrte  Gasuhr  wirkende 
Rotationspumpe  ist  die  von  W.  Gaede,  Phys.  Ztschr.  6.   758.    1905. 
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An  die  letztere  Form  knüpft  die  Pumpe  von  Kaufmann  ersichtlich  an. 
Sie  ist  in  Figur  445  schematisch  dargestellt,  von  den  beiden  Spiralen  P^  und  P^ 
ist  die  letztere  der  Deutlichkeit  halber  in  ihrem  mittleren  Teile  weggelassen.  Es 
wird  zunächst  mit  einer  Wasserpumpe  bis  auf  2  cm  vorgepumpt,  dann  wird  mit 


Zt/m    ^_ 


Figur  445. 

etwa  20,  später  nur  noch  mit  etwa  10  Touren  gedreht;  gelangt  nun  das  Rohr  U^ 
nach  unten,  so  steigt  das  Hg  im  Rohre  auf  und  sperrt,  zum  Punkte  T^  gelangend, 
die  Spirale  vom  Saugrohre  S^  ab;  beim 
weiteren  Drehen  treibt  dann  das  Hg  die 
Luft  in  der  Spirale  vor  sich  her  in  den 
Raum  V,  das  Vorvakuum,  hinein.  Wenn 
sich  der  Punkt  T^  dann  wieder  über  das 
Hg- Niveau  erhoben  hat,  befindet  sich  in  /\ 
eine  Hg-Säule,  die  etwa  eine  halbe  Spiral- 
windung ausfüllt;  die  vordere  Fläche  2  dieser 
Säule  treibt  dann  die  bereits  abgesperrte  Luft 
weiter,  die  Rückfläche  1  saugt  weitere  Luft 
aus  dem  Saugrohr  S^  nach,  bis  sich  bei 
weiterem  Drehen  die  Verbindung  bei  T 
wieder  schließt.  Bei  weiterem  Drehen  ge- 
langt die  Hg-Säule  schließlich  an  das  innere 
Ende  der  Spirale  bei  4  und  läuft  dort  in 
das  Reservoir  R  aus.  Sowie  es  ganz  aus- 
gelaufen ist,  strömt  zunächst  Luft  aus  dem 
Vorvakuum  V  in  die  Spirale  zurück,  gelangt  aber  nur  bis  zum  Punkte  2  der 
nächsten  Hg-Säule  und  wird  von  dieser,  zusammen  mit  der  abgesperrt  gewesenen 
Luft  ausgetrieben.  Wie  man  sieht,  braucht  hier  das  absperrende  Hg -Ventil  nicht 
durch  den  Luftdruck  ausgetrieben  zu  werden,  sondern  läuft  von  selbst  aus. 
Einige  bei  dem  Prozeß  auftretende  Übelstände  werden  durch  besondere  Neben- 
teile beseitigt.  Da  es  nicht  angängig  ist,  das  Vakuuragefäß  mitrotieren  zu  lassen, 
ist  dieses  von  oben  nach  unten  in  den  festen  Teil  des  Apparats  montiert.  Die 
Verbindung  wird  durch  einen  eigenartigen,  mit  Hg  abgedichteten  Stahlschliff  her- 
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gestellt,  der  sich  wider  anfängliches  Erwarten  ausgezeichnet  bewährt  hat.  Die 
Pumpe  arbeitet  schnell  und  weitgehend,  verbraucht  nur  äußerst  geringe  Hg-Mengen, 
nimmt  einen  sehr  bescheidenen  Raum  ein,  kann  keinerlei  Schaden  nehmen  und 
läßt  sich  —  nach  Lösung  von  der  Wasserpumpe  —  leicht  transportieren.  Zum 
weiteren  Schutze  hat  Eykman  zwei  Ventile  mit  beschränkter  Beweglichkeit  zu 
beiden  Seiten  der  Pumpe  angebracht. 

Vergleichiing  von  Luftpumpen  verschiedener  Systeme.  Es  liegt  nahe, 
die  Leistungsfähigkeit  der  zahlreichen  Typen  von  Luftpumpen  miteinander  zu  ver- 
gleichen, und  das  ist  auch  sehr  oft  geschehen;  namentlich  existiert  eine  aus- 
gedehnte Literatur^  über  die  automatischen  Pumpen  beider  Gattungen,  und  die 
Diskussion  ist  zum  Teil  sehr  lebhaft  geworden.  Indessen  ist  zu  bedenken,  wie 
schwierig  eine  einwandfreie,  zahlenmäßige  Vergleichung  ist,  da  es  auf  die  Einzel- 
heiten der  Konstruktion  und  die  Methodik  der  Benutzung  sehr  wesentlich  an- 
kommt, und  da  es  absolut  zuverlässige  Messer  kleinster  Drucke  bezw.  Dichten 
nicht  gibt.  Hauptsächlich  aber  ist  zu  bedenken,  daß  es  sich  hier  um  eine  zu- 
sammengesetzte Frage  handelt,  die  sich  nicht  einfach  mit  ja  oder  nein  beantworten 
läßt.  Denn  es  sind  die  Teilfragen  zu  unterscheiden:  Welche  Pumpe  geht  am 
weitesten  in  der  Verdünnung?  Welche  arbeitet  am  raschesten?  Welche  arbeitet 
am  ökonomischsten?  Welche  ist  für  die  Entleerung  großer,  und  welche  für  die 
kleiner  Räume  geeigneter?  Welche  ist  am  zuverlässigsten,  welche  am  heikelsten? 
Welche  nimmt  den  kleinsten  Raum  ein?  Welche  hält  am  längsten  dicht?  Dazu 
kommen  noch  viele  andere  Fragen,  und  alle  diese  sind  miteinander  verkettet. 
So  genüge  es  denn,  die  folgende  Tabelle  für  die  Verdünnungsgrenzen  aufzustellen, 


Pumpe 


Wasserluftpumpe 

DELEUiLsche  Kolbenpumpe 

Gewöhnliche  Kolbenpumpe 

Kolbenluftpumpe,  mit  Ventilen  und  BABiNETschem  Hahn 
Habnluftpumpe  mit  Grassmann  seh em  Hahn      .... 

Vollkommenste  Kolbenluftpumpe 

Ältere  GEissLERschc  Pumpe 

Kravogls  Kolben-Quecksilberpumpe 

Neuere  GEissLERsche  Pumpe 

Sprengel  sehe  Luftpumpe 

Kolbenpumpe  mit  öldichtung 

SpRENGEL-GiMiNGHAMsche  Pumpe 

.  Toepler-Hagen  sehe  Pumpe 

Sprengel-Rood sehe  Pumpe 

Automatische  Pumpe  von  Raps 

Automatische  Pumpe  von  Kahlbaum 

Äußerste  Grenze  unter  günstigsten  Umständen     .... 

mit  der  nach  dem  Gesagten  selbstverständlichen  Bemerkung,  daß  die  Zahlen  nur 
ungefähre  Bedeutung  und  auch  diese  nur  für  bestimmte  Exemplare  und  unter 
bestimmten  Verhältnissen  haben. 

Schließlich  kann  man  die  Leistung  der  Luftpumpen  noch  vom  Stand- 
punkte der  Molekulartheorie  betrachten,  d.  h.  die  Frage  aufwerfen,  wieweit 
bei  der  äußersten  erreichbaren  Verdünnung  die  in  einem  endlichen  —  etwa 
einem  noch  mit  bloßem  Auge  oder  mit  künstlichen  Hilfsmitteln  sichtbaren  — 
Räume  vorhandene  Anzahl  von  Molekeln,  die  im  normalen  Zustand  bekanntlich 
ungeheuer  groß  ist,  herabgemindert  ist.     Da  nun  nach  der  kinetischen  Gastheorie 

1  F.  Neesen,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  16.  273.  1895;  Verh.  phys.  Ges.  Berl.  14.  52. 
1895;  Ann.  d.  Phys.  7.  693.  1902.  —  G.  W.  A.  Kahlbaum,  Ann.  d.  Phys.  6.  592.  1901; 
8.  466.  1902.  —  W.  DoNLE,  ibid.  10.  313.   1903. 


Milliontel 

mm 

Ltmosphären 

14000 

10 

7000 

5 

1200 

1 

500 

0,4 

300 

0,2 

150 

0,1 

145 

0,1 

50 

0,04 

12 

0,01 

1 

0,0008 

0,25 

0,0002 

0,06 

0,000045 

0,015 

0,000012 

0,005 

0,000004 

0,004 

0,000003 

0,003 

0,000002 

0,001 

0,000001 
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in  1  cinm  Luft  sich  etwa  20  000  Billionen  Molekeln,  befinden,  erhält  man  für 
den  Raum  von  (0,05  mm)^,  den  man  etwa  noch  mit  bloßem  Auge  sehen  kann, 
bei  einer  500  millionenfachen  Verdünnung  immer  noch  5000  Molekeln;  anders 
unter  dem  Mikroskop,  wo  man  1  cb|*,  d.  h.  den  Raum  (0,001  mm)'  noch  gut 
unterscheiden  kann:  auf  25  solche  Räume  entfällt  bei  obiger  Verdünnung  erst 
m  Durchschnitt  1  Molekel. 

Indirekte  Methoden.  In  neuester  Zeit  hat  Dewar  im  Verlauf  seiner  Ar- 
beiten bei  sehr  tiefen  Temperaturen  —  Temperatur  der  flüssigen  Luft  —  die 
Beobachtung  gemacht,  daß  Gase,  und  so  auch  Luft,  von  Holzkohle  äußerst  heftig 
und  vollständig  absorbiert  werden.  Dies  haben  Lord  Blythwood  und  Allen 
einerseits,  Claude  und  Lew  andererseits  zur  Ausarbeitung  von  Evakuierungs- 
methoden benutzt.  Auch  hier  empfiehlt  es  sich,  mit  einer  Wasserstrahlpumpe 
bis  auf  etwa  2  mm  Hg-Druck  vorzuarbeiten,  und  zwar  gleichzeitig  den  Rezipienten 
und  den  Raum,  der  die  Kohle  enthält;  man  kommt  dann  mit  weit  geringeren 
Mengen  Kohle  und  flüssiger  Luft  aus.* 

Eine  andere  Idee  besteht  darin,  die  nach  der  Vorarbeit  noch  vorhandene 
Luft  durch  mehrmalige  Füllung  mit  Kohlendioxyd  und  jedesmalige  Auspumpung 
bis  auf  etwa  2  cm  zu  verdrängen  und  schließlich  das  fast  luftfreie  Kohlendioxyd 
rasch  durch  50  prozentige  Kalilauge,  den  Wasserdampf  aber  durch  Abkühlung 
der  Lauge  mit  Gefrierniischung  zu  entfernen.  Man  vergleiche  zu  diesem  Ver- 
fahren, das  übrigens  im  Prinzip  nicht  neu  ist,  eine  Abhandlung  von  Krafft.^ 

Experimente  nnter  der  Luftpumpe.  Die  Luftpumpe  ist  zunächst  zur 
Demonstration  zahlreicher,  von  der  Luft,  ihrer  Dichte,  ihrem  Drucke,  ihrem 
Sauerstofigehalt  u.  s.  w.  abhängiger  Erscheinungen  geeignet.  Die  Betrachtung 
dieser  Erscheinungen  erfolgt  sachgemäß  am  besten  an  den  betreffenden  Stellen; 
es  seien  hier  aber  wenigstens  einige  der  wichtigeren  genannt.  Magdeburger 
Halbkugeln.  Die  originalen,  von  Guericke  1654  in  Regensburg  demonstrierten, 
bildeten  eine  Hohlkugel  von  70  cm  Durchmesser  und  ließen  sich  erst  durch  je 
zwölf  nach  beiden  Seiten  ziehende  Pferde  trennen,  und  auch  die  weit  kleineren, 
jetzt  meist  üblichen,  bieten  der  Trennung  durch  zwei  Menschen  erhebliche 
Schwierigkeiten  dar.  Hängt  man  die  ausgepumpte  Kugel  auf  und  Gewichte  an 
sie,  bis  die  untere  Halbkugel  losreißt,  so  kann  man  den  Luftdruck  bestimmen 
und  mit  dem  aus  der  Oberfläche  der  Kugel  berechneten  vergleichen.  —  Gewichts- 
verlust der  Körper  in  Luft  (s.  oben  p.  1287).  —  Zerdrückung  einer  Membran 
oder  einer  Glasscheibe  durch  einseitigen  Luftdruck.  —  Quecksilberregen 
(Darchpressung  von  Quecksilber  durch  Holz  unter  einseitigem  Luftdruck).  — 
Aufblähung  eines  Luftballons.  —  Anschwellung  von  Seifenschaum.  —  Der 
Heber  (s.  u.)  hört  auf  zu  fließen;  der  Heronsball  (s.  u.)  fängt  an  zu  springen.  — 
Gleich  schnelles  Fallen  aller  Körper  im  leeren  Räume  (p.  361).  —  Lange  Dauer 
der  Kreiselbewegung  (bis  zu  3  Stunden).  —  Ein  in  Schwung  gesetztes  Flügel- 
rädchen dreht  sich  in  der  Luft  sehr  viel  länger,  wenn  die  Flügelebenen  in  der 
Drehungsebene,  als  wenn  sie  senkrecht  dazu  stehen;  unter  der  Luftpumpe  dauert 
die  Drehung  in  beiden  Fällen  gleich  lange.  —  Aus  Selterwasser,  Bier  u.  s.  w. 
entweicht  die  Kohlensäure  mit  Aufschäumen.  —  Laues  Wasser  siedet.  —  Kühles 
Wasser,  bei  Anwesenheit  von  Schwefelsäure,  verdunstet  so  rasch,  daß  es  weit 
über  0®  gefriert.  —  Der  Schall  einer  Glocke  wird  mit  zunehmender ' Luft- 
verdünnung immer  schwächer  und  zuletzt  unhörbar.  —  Die  Verbrennung  hört 
sofort  auf  u.  s.  w. 

Von  größter  Bedeutung  aber  sind  die  Luftpumpen  in  der  modernen  Wissen- 
schaft und  Technik  geworden.     Es  sei  nur  auf  die  Herstellung  der  Geissler  sehen, 

'  J.  Dewar,  C.  R.  139.  261.  1904.  —  G.  Claude  u.  J.  Lew,  ibid.  142.  876.  1906. 
—  Lord  Blythwood  u.  H.  S.  Allen,  Phil.  Mag.  (6)  10.  497.  1905.  —  2  f.  Krafft,  Chem. 
Ber.  37.  95.  1904. 
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HiTTORFF sehen,  Crookes sehen  und  Röntgenröhren,  sowie  auf  die  Fabrikation 
der  elektrisehen  Glühlampen  hingewiesen. 

Kompresfionspumpen.  Die  einfachste  Methode,  um  stark  komprimierte 
Gase  zu  erhalten,  ist  jedenfalls  die,  sie  von  vornherein  in  beschränktem  Räume 
in  großer  Menge  sich  aus  den  sie  entwickelnden  Substanzen  bilden  zu  lassen. 
Derartige  Apparate,  unter  denen  der  von  Thilorier  der  bekannteste  ist,  müssen 
aber  sehr  widerstandsfähig  gearbeitet  sein  und  mit  größter  Vorsicht  gehandhabt 
werden  —  eine  Bemerkung,  die  übrigens  mehr  oder  weniger  auch  für  die  fol- 
genden Apparate  gilt.  Ein  anderer,  in  gewissen  Fällen  geeigneter  und  neuer- 
dings viel  benutzter  Apparat  ist  das  bereits  besprochene  Piezometer  (p.  924). 
Ferner  sind,  was  ohne  weiteres  einleuchtet,  die  Hahnluftpumpen,  wenn  man 
nur  die  Hähne  jedesmal  umgekehrt  stellt,  als  Kompressionspumpen  zu  gebrauchen. 
Bei  den  Ventil  pumpen  ist  dies  nicht  der  Fall,  es  muß  vielmehr  hier  die  kon- 
struktive Änderung  getroffen  werden,  daß  alle  Ventile  sich  in  entgegengesetztem 
Sinne  wie  dort  öffnen.  Außerdem  ist  ganz  allgemein  zu  bemerken,  daß,  dem 
Zwecke  der  Verdichtung  entsprechend,  Kompressionspumpen,  die  nur  als  solche 
dienen  sollen,  im  einzelnen  anders  gebaut  werden  müssen,  als  Luftpumpen,  wenn 
sie  bequem  und  leistungsfähig  sein  sollen.  Als  Rezipient  ist  ein  starkwandiges 
Gefäß  zu  wählen,  das  den  höchsten  zu  erreichenden  Druck  noch  gut  auszuhalten 
imstande  ist,  nicht  nur,  ohne  zu  zerspringen,  sondern  auch  ohne  wesentlich  de- 
formiert zu  werden  (was  freilich  für  die  größten,  in  neuester  Zeit  erzielten  Drucke 
kaum  noch  möglich  ist);  wählt  man  zu  Demonstrationszwecken  Teller  und  Glocke, 
so  genügt  es  nicht,  letztere  aufzusetzen  und  mit  Fett  zu  dichten,  sondern  sie 
muß  fest,  am  besten  zwischen  zwei  Platten,  eingeschraubt  sein,  überdies  aber  hin- 
reichende Wandstärke  haben.  Der  Stiefel  muß  von  geringem  Querschnitt  sein, 
da  die  zu  überwindende  Druckdifferenz,  die  bei  Luftpumpen  höchstens  1  Atm. 
beträgt,  hier  sehr  viel  größer  wird  und  somit  das  Einstoßen  des  Kolbens  nach 
den  ersten  Zügen  einen  großen  und  immer  wachsenden  Kraftaufwand  erfordert; 
da  nun  andererseits,  im  Interesse  raschen  Wirkens,  der  Stiefel  auch  hier  nicht 
klein  im  Vergleich  mit  dem  Rezipienten  sein  darf,  so  muß  man  ihn  möglichst 
lang  wählen.  Im  übrigen  gilt  alles  bei  den  Kolbenluftpumpen  Gesagte  hier  in 
umgekehrter  Weise,  betreffend  den  schädlichen  Raum,  die  Oberdrucke,  die  Grenze 
der  Verdichtung,  die  Zahl  und  Wirkungsweise  der  Stiefel  u.  s.  w.;  nur  haben  sich 
zweistiefelige  Kompressionspumpen  bisher,  wie  es  scheint,  nicht  sonderlich  bewährt. 

Kleine  Kompressionspumpen  bestehen  aus  starkwandigen  Eisen-  oder  Messing- 
röhren und  haben  entweder  am  Boden  einen  Hahn  zur  Verbindung  bezw. 
Trennung  von  Stiefel  und  Rezipient  und  in  der  Nähe  des  anderen  Endes  eine 
Öffnung  ins  Freie;  oder  sie  haben  am  Boden  zwei  Ventile,  deren  eines,  mit  der 
freien  Luft  oder  dem,  das  zu  komprimierende  Gas  enthaltenden  Reservoir  ver- 
bunden, nach  oben,  deren  anderes,  mit  dem  Rezipienten  kommunizierendes,  nach 
unten  aufgeht;  sie  werden  mit  der  Hand  hin  und  her  gesteuert.  Größere 
Pumpen  sind  mit  Schubstange,  Kurbel  und  Schwungrad  versehen  und  können 
eventuell  auch  mechanisch  betrieben  werden;  bei  den  technischen  Zwecken  die- 
nenden ist  für  eine  praktische  Verbindung  mit  dem  Rezipienten  derart,  daß  der- 
selbe sich  leicht  lösen  und  sicher  versenden  läßt,  durch  verschiedene  Einrich- 
tung^ gesorgt  worden.  Einer  der  bekanntesten  unter  den  älteren  Apparaten  ist 
die  Kompressionsmaschine  von  Natterer,  neuerdings  von  Stückrath^  vervoll- 
kommnet. Unter  den  neueren  ist  diejenige  von  Cailletet^  hervorzuheben;  der 
schädliche  Raum  ist  hier  dadurch  vermieden,  daß  der  Kolben  mit  einer  ziemlich 
beträchtlichen  Quecksilberschicht  bedeckt  ist,  wodurch  zugleich  ein  besonders  guter 
Verschluß    erzielt    wird;    nur  muß   man  statt  der  gewöhnlichen  Schmierfette   des 

'  StCckrath,  Ztschr.  f.  Instrumentenk.  1882.  p.  238.  —  2  L.  Cailletet,  CR.  94. 
623.   1882. 
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Quecksilbers  halber  Vaseline  anwenden.     Die  Leistungsfähigkeit  dieser  Maschine 
erstreckt  sich  bis  zu  200  Atmosphären. 

Die  meisten  Kompressionspumpen  finden  nicht  nur  zur  Erzeugung  stark 
komprimierter  Gase,  sondern  und  ganz  besonders  auch  zu  ihrer  Verflüssigung 
Anwendung  und  heißen  dann  auch  Kondensationspumpen;  in  großem  Maß- 
stabe wird  namentlich  flüssige  Kohlensäure  fabriziert.  Für  die  verschiedenen 
Gase  sind  zur  Verflüssigimg  sehr  verschiedene  Drucke  erforderlich,  z.  B.  für 
schwefelige  Säure  1,5,  für  Ammoniak  4,4,  für  Schwefelwasserstoff"  10,  für  Kohlen- 
säure 37  Atmosphären.  Diese  Zahlen  gelten  überdies  nur  für  die  Temperatur 
von  0^,  für  andere  Temperaturen  gelten  andere  Zahlen,  und  oberhalb  einer 
gewissen,  für  jedes  Gas  verschiedenen  Temperatur  bringt  kein  noch  so  großer 
Druck  die  Kondensation  hervor;  liegt  jene  Temperatur  wie  bei  Sauerstoff,  Stick- 
stoff, Wasserstoff  u.  s.  w.  sehr  tief,  so  muß  man  zum  Zwecke  der  Kondensation 
gleichzeitig  hohe  Drucke  und  tiefe  Temperaturen  wirken  lassen;  die  Unterlassung 
des  letzteren  hat  bis  in  die  neueste  Zeit  zu  der  Annahme  geführt,  daß  diese 
Gase  nicht  kondensierbar  seien.  Das  weitere  gehört,  wie  man  sieht,  in  die 
Wärmelehre. 


5.  Andere  aeromechanische  Apparate  und  Maschinen« 

Von  den  aerostatischen  oder  auch  sogen,  pneumatischen  Apparaten  und 
Maschinen,  die  also  ihrer  Grundlage  oder  ihrem  Zwecke  nach  mit  dem  Gleich- 
gewicht, dem  Drucke  und  der  Bewegung  der  Gase  zu  tun  haben,  hönnen  hier 
nur  einige  wenige  und  auch  diese  nur  ganz  kurz  angeführt  werden. 

Mariottesohe  Elasohe.  Sie  besteht  aus  einer  größerenteils  mit  einer 
Flüssigkeit  gefüllten  Flasche.  Am  Boden  hat  sie  eine  seitliche  Ausflußöffnung, 
in  die  Öffnung  am  Halse  ist  luftdicht  eine  Röhre  eingesetzt,  die  ein  Stück  weit 
in  die  Flüssigkeit  hineinragt.  Fließt  diese  aus,  so  sinkt  zwar  ihr  Niveau  im 
Gefäß  allmählich,  in  die  Röhre  wird  aber  die  äußere  Luft  bis  ans  Ende  hinein- 
gedrückt, steigt  in  Blasen  in  die  Flasche  auf,  und  der  die  Ausflußgeschwindig- 
keit bestimmende  Druck  ist  stets  der  von  der  Säule  vom  Ende  der  Röhre  bis 
zum  Ausflußniveau  herrührende;  er,  also  auch  die  Ausflußgeschwindigkeit,  ist 
daher  konstant,  und  dieser  konstante  Wert  kann  durch  Stellung  der  Röhre  größer 
oder  kleiner  gewählt  werden.  Diese  und  ähnliche  Einrichtungen  werden  überall 
da,  wo  Druck  und  Geschwindigkeit  während  einiger  Zeit  konstant  erhalten 
werden  sollen,  in  den  Kreis  der  Versuchsapparate  geeignet  eingeschaltet. 

Gasometer.  Die  großen,  in  der  Praxis  dienenden  Gasometer  wirken  ganz 
analog  wie  die  MARioxTEsche  Flasche,  nur  die  Form  und  Bestimmung  sind 
andere.  In  einen  oben  offenen  Zylinder  taucht  eine  zylindrische 
Glocke;  auch  hier  würde  das  ifti  Zylinder  enthaltene  Wasser  kon- 
stant ausfließen.  Statt  dessen  führen  durch  das  Wasser  in  die 
Glocke  hinein  zwei  Röhren,  eine  zum  Füllen  mit  Gas,  die  an- 
dere zur  Fortleitung  desselben;  je  nach  dem  Gasinhalt  steht  die 
Glocke  höher  oder  tiefer,  und  ihr  Gewicht  drückt  das  Gas  zu- 
sammen. Auch  im  kleinen  werden  derartige  Gasometer  hergestellt 
und  benutzt;  üblicher  ist  aber  ein  etwas  anders  konstruierter 
Apparat.  Auf  den  Deckel  eines  hohen  Zylinders  A  (Figur  446)  ist 
mittels  Stäben  ein  zweiter,  kürzerer,  oben  offener,  Bj  aufgesetzt;       I ^ 


3 


d 


von  ihm  ragt  eine  Röhre  c  bis  an  das  untere  Gefäß,  eine  zweite  Figur  446. 

d  bis  fast  an  seinen  Boden;  sie  können  durch  die  Hähne  h  und  k 
verschlossen  werden;  das  Gefäß  A  hat  oben  die  Hahnöffhung  e,  unten  die  nach 
oben  gerichtete  Pfropfenöffnung  /     Bei  geschlossenem  /,  offenem  tf,  //  und  k  füllt 
man  durch  B  Wasser  ein,  .bis  A  gefüllt  ist.    Nun  schließt  man  h  und  k,  füllt  B 
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mit  Wasser,  und  leitet  bei  /  das  Gas  durch  ein  gebogenes  Rohr  ein/  das  dem 
verdrängten  Wasser  nebenher  auszufließen  gestattet.  Nun  schließt  man/  öffnet  i, 
das  aus  B  herunterfließende  Wasser  komprimiert  das  Gas,  und  man  kann  es  mit 
dem  gewünschten  Drucke  bei  c  ausfließen  lassen  oder  durch  h  in  ein  über  B 
gestülptes  Gefäß  füllen. 

Dmokreg^latoren.  Zur  möglichst  exakten  Konstanterhaltung  des  Druckes 
sind  noch  zahlreiche  andere  Apparate  konstruiert  worden,  die  zum  Teil  auch 
mit  den  obigen  oder  untereinander  kombiniert  werden. 

Pneumatische  Wanne.  Wenn  man  ein  Gas  aus  dem  Apparat,  in  dem 
man  es  entwickelt  hat,  in  ein  mit  Luft  gefülltes  Geßlß  treten  läßt,  so  erhält  man 
es  nicht  rein,  sondern  mit  Luft  gemischt.  Man  füllt  daher  eine  offene  Wanne 
und  ein  Gefäß  mit  kleiner  Öffnung,  z.  B.  eine  einseitig  offene  Röhre  mit  der 
sogen.  Sperrflüssigkeit  (Quecksilber,  Wasser  u.  s.  w.),  taucht  die  Röhre,  sie  mit  dem 
Finger  verschließend,  in  die  Wanne,  nimmt  den  Finger  fort  und  führt  mittels 
gebogener  Röhre  das  Gas  in  das  obere  Gefilß  in  Bläschenform  und  unter  allmäh- 
licher Verdrängung  der  Flüssigkeit  ein;  Bedingung  ist,  daß  der  Druck  im  Ent- 
wickelungsapparat  größer  ist  als  der  der  emporragenden  Sperrflüssigkeitssäule. 

Heber.  Der  einfachste  dieser  zur  Entnahme  von  Flüssigkeiten  aus  Gefäßen 
bezw.  Entleerung  derselben  dienenden  Klasse  von  Apparaten  ist  der  Stechheber, 
ein  oben  und  unten  offenes  und  enges,  in  der  Mitte  erweitertes  Gefäß,  das  man 
in  die  Flüssigkeit  taucht,  und,  es  oben  mit  dem  Finger  verschließend,  wieder 
heraushebt;  die  Flüssigkeit  kann  dann  unten  nicht  ausfließen.  Wichtiger  ist  der 
Saugheber,  auch  schlechtweg  Heber  genannt  Es  ist  eine  aus  zwei  ungleichen 
Schenkeln  bestehende,  gebogene  Röhre,  die  mit  dem  kürzeren  Schenkel  in  die 
Flüssigkeit  getaucht  und  an  dem  Ende  des  längeren  angesaugt  wird;  falls  und 
so  lange  dies  Ende  tiefer  steht  als  das  Niveau  der  Flüssigkeit,  fließt  dieselbe 
aus;  Bedingung  ist,  daß  die  höchste  Stelle,  also  die  Biegung  des  Hebers,  nicht 
höher  über  dem  Flüssigkeitsspiegel  liege,  als  die  Höhe  der  dem  Luftdruck  ent- 
sprechenden Säule  der  betreffenden  Flüssigkeit,  also  bei  Quecksilber  höchstens 
750  mm,  bei  Wasser  höchstens  10  m.  Um  das  Ansaugen  zu  ersparen,  bringt 
man  kurz  über  dem  Saugende  ein  nach  oben  gehendes,  in  ^er  Mitte  kugelig 
erweitertes  Glasrohr  an,  an  dessen  Ende  man  dann  bequemer  und  gefahrloser 
saugen  kann  (Giftheber).  Bei  leichtflüssigen  Flüssigkeiten  setzt  man  dieses  Rohr 
nicht  einfach  an,  sondern  läßt  es  in  den  an  dieser  Stelle  erweiterten  Schenkel 
mit  einer  offenen  Spitze  hineinragen;  man  braucht  dann  am  oberen  Ende  des 
Ansatzrohres  nur  zu  blasen  und  bekommt  keine  Dämpfe  in  den  Mund.  Beim 
französischen  Heber,  der  auch  andere  Namen  hat,  ist  der  Übelstand,  daß  der 
Heber  beim  Herausheben  nach  beendigter  Tätigkeit  ausläuft,  durch  Umbiegen 
der  Enden  nach  oben  bezw.  beim  äußeren  Ende  nach  oben  und  wieder  nach 
unten,  beseitigt.  Einen  Heber  mit  doppelt  U-förmigem  langen  Ende  empfiehlt 
Rebenstorff.^ 

Heronsball.  Ein  zum  Teil  mit  Wasser  gefülltes  Gefäß  mit  luftdicht  ein- 
gesetzter Röhre,  aus  der  bei  Erhöhung  des  inneren  oder  Herabminderung 
des  äußeren  Luftdrucks  das  Wasser  als  Strahl  emporspritzt  Die  Verdünnung 
der  äußeren  Luft  findet  statt,  wenn  man  den  Heronsball  unter  die  Luftpumpe 
bringt.  Die  Kompression  der  inneren  Luft  kann  auf  verschiedene  Weise  erfolgen: 
beim  Heronsbrunnen  z.  B.  erfolgt  sie  durch  den  Druck  einer  Wassersäule. 

Andere  Apparate  dieser  Art  sind  die  Taucherglocke,  die  Waschflasche, 
die  Spritzflasche,  die  bekannte  Öllampe,  das  verschlossene  Tintenfaß,  die 
Siphonflasche,  der  Zauberbecher,  der  intermittierende  Brunnen,  die  ver- 
schiedenen Aspiratoren,  der  Äolus  u.  s.  w.  Vom  Cartesianischen  Taucher  ist 
schon   p.  907    die   Rede  gewesen;    hinzugefügt  sei,   daß   ihm   Rebenstorff   ver- 

^  H.  Rebenstorff,   Ztschr.   f.  phys.  u.   ehem.  Unterr.   15.   90.    1902. 
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schiedene  neue  Formen  gegeben  hat,  so  daß  man  ihm  z.  B.  durch  die  Art  des 
Eintauchens  verschiedene  Luftfüllung  geben  und  zahlreiche  Demonstrationsversuche 
mit  ilim  anstellen  kann.  —  Von  der  Anwendung,  die  Guglielmo  von  dem 
Apparat  zur  Bestimmung  des  Luftdruckes  gemacht  hat,  ist  schon  Notiz  genommen 
worden.^ 

Gebläse.  Das  einfachste  ist  der  gewöhnliche  Blasebalg,  dessen  Beschreibung 
sich  erübrigt.  Der  einfache  Blasebalg  gibt  nur  einen  intermittierenden  Luftstrom, 
nämlich  nur  beim  Niedergange  des  Deckels;  um  einen  kontinuierlichen  zu  er- 
halten, muß  man  zwei  Luftkammern,  und  außer  dem  Saugventil  am  Boden  noch 
ein  Druckventil  in  der  Scheidewand  anwenden.  Größere  derartige  Bälge  sind 
an  Blasetischen  befestigt.  Andere  trockene  Gebläse  sind  die  Zylindergebläse  und 
die  Ventilatoren  oder  Zentrifugalgebläse.  Den  trockenen  Gebläsen  stehen  die 
hydraulischen  (Glockengebläse,  Wassertrommelgebläse  u  s.  w.)  gegenüber.  Ein 
ähnlicher  Apparat  ist  endlich  das  Lötrohr,  bestimmt  zur  Erzeugung  einer  Stich- 
amme durch  Blasen  mit  dem  Munde. 

Sang-  und  Druckpumpen.  Sie  dienen  zur  Hebung  des  Wassers  aus  der 
Tiefe.  Die  Saugpumpe  besteht  aus  Stiefel  und  Kolben  mit  Druckventil,  dem 
mittels  des  Saugventils  unten  sich  anschließenden  Saugrohr,  das  in  das  Grund- 
wasser reicht,  der  Ausflußöfifnung  und  dem  zur  Bewegung  des  Kolbens  mit  der 
Hand  oder  Dampf  dienenden  Mechanismus.  Beim  Aufsteigen  des  Kolbens  öffnet 
sich  das  Saugventil,  und  das  Wasser  tritt  in  den  unteren  Stiefelraum:  beim  Sinken 
des  Kolbens  öffnet  sich  das  Druckventil,  das  Wasser  gelangt  in  den  oberen 
Stiefelraum  und  fließt  aus  der  Öfihung  aus.  Die  aufzuwendende  Kraft  ergibt 
sich  gleich  dem  Gewicht  einer  Wassersäule  vom  Querschnitt  des  Stiefels  und  der 
Höhe  vom  Grundwasserspiegel  bis  zur  Ausflußöffnung.  Die  ersten  Gänge  bringen 
gewöhnlich  noch  kein  Wasser  zum  Ausfluß,  bei  den  folgenden  ist  die  Ausfluß- 
menge gleich  dem  Produkt  des  Stiefelquerschnitts  und  (ier  Länge  der  Kolben- 
bahn. Das  Boden  Ventil  darf  theoretisch  höchstens  10  m,  praktisch  aber  meist 
nur  6 — 9  m  über  dem  Wasserspiegel  liegen.  Bei  der  Druckpumpe  ist  der  erste 
Teil  der  Wirkung  derselbe;  beim  Niedergang  des  Kolbens  aber,  der  hier  massiv 
ist,  wird  das  Wasser  in  ein  vom  unteren  Teile  des  Stiefels  ausgehendes,  mit  Ventil 
versehenes  Steigrohr  gepreßt  und  aus  diesem  ins  Freie  gefördert.  Ähnlich  wie 
bei  den  Luftpumpen  gibt  es  auch  doppelt  wirkende  Druckpumpen,  deren  beide 
Hälften  abwechselnd  wirken  und  bei  denen  zur  gleichmäßigeren  Gestaltung  der 
Wirkung  ein  als  Heronsball  fungierender  Windkessel  hinzugefügt  ist  Eine  derartig 
eingerichtete  Pumpe  ist  z.  B.  die  Feuerspritze.  Eine  sehr  eigentümliche, 
nämlich  ganz  ohne  Kolben,  nur  durch  Dampfdruck  wirkende  Pumpe  ist  das  von 
Hall  in  New  York  erfundene  Pulsometer. 

Wind-  und  Feuerbüchse.  Der  aus  starkem  Eisenblech  bestehende  Kolben 
der  Windbüchse  wird  mit  einer  Kompressionspumpe  geladen  und  dann  mit  dem 
die  Kugel  enthaltenden  Lauf  zusammengeschraubt;  wird  durch  einen  Drücker 
das  trennende  Ventil  geöffnet,  so  fliegt  die  Kugel  heraus.  Beim  Feuergewehr 
wird  der  Gasdruck  durch  Verbrennung  des  Pulvers  erzeugt.  Während  bei  der 
Windbüchse  der  Druck  höchstens  auf  30  Atmosphären  gesteigert  werden  kann, 
erhält  man  beim  Feuergewehr  mit  Berücksichtigung  der  Temperatur  und  unter 
Abzug  der  unvermeidlichen  Verluste  mit  Leichtigkeit  300  Atmosphären,  also  das 
Zehnfache. 

Bathometer.  Auf  dem  Prinzip  der  Kompression  der  Luft  durch  Wasser- 
druck beruhen  einige  Apparate  zur  Messung  der  Tiefe  von  Gewässern.  Ein 
Gefäß  hat  unten  eine  Öffnung  mit  Stöpsel  und  weithineinreichender  Kapillare. 
Ist  Pq  das  Gewicht  leer,  P^  das  Gewicht  mit  Wasser,  P^  das  Gewicht  mit  so  viel 

'  H.  Rebenstorff,  Zlschr.  f.  phys.  u.  ehem.  Unterr.  13.  249.  1900.  —  G.  Guglielmo, 
Rend.  Acc.  Line.  (5)  10.  I.Sem.  9.  41.   1901;  11.  L  Sem.   70.   1902. 
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Wasser,  als  sich  beim  Emporziehen  aus  der  Tiefe  T  vorfindet,  und  B  der  Stand 
des  Wasserbarometers,  so  hat  man 

P  ^  P 

Bei  der  viel  einfacheren  Lotmaschine  von  W.  Thomson  erspart  mau  die 
Wägungen  ganz;  das  Gefäß  besteht  in  einer  unten  offenen  Röhre,  die  Höhe,  bis 
zu  der  beim  Hinablassen  das  Wasser  in  sie  gedrungen  ist,  wird  durch  Farb- 
änderung der  präparierten  Innenwand  nachge>\desen  und  aus  dieser  die  Tiefe 
berechnet. 

Anemometer.  Diese  Apparate  sind  zur  Messung  der  Richtung  und  Stärke 
des  Windes  bestimmt,  können  aber,  eventuell  mit  gewissen  Abänderungen,  unter 
Umständen  auch  für  künstliche  Luft  oder  Gasströme  Anwendung  finden.  Zur 
Bestimmung  der  Richtung  des  Windes  dient  entweder  die  Beobachtung  suspen- 
dierter Teilchen,  die  Methode  der  Rauchfäden ^,  die  Schlierenmethode ^  in  den 
meisten  Fällen  aber  die  um  die  vertikale  Achse  drehbar  aufgestellte  Windfahne, 
für  die  die  Keilform  am  günstigsten  zu  sein  scheint;  an  derselben  Achse  ist 
etwas  tiefer  ein  fester,  die  Himmelsrichtung  angebender  Kranz  von  Stäben  be- 
festigt. Zur  Messung  der  Windgeschwindigkeit  dient  am  häufigsten  das 
Schalenkreuz  (Robinson sches  Anemometer),  bestehend  aus  vier  an  den  Enden 
von  Stäben  angebrachten,  in  gleichem  Sinne  gestellten,  hohlen  Halbkugeln,  deren 
Umdrehungszahl  für  einen  bestimmten  Zeitraum  von  einem  Zifferblatt  abgelesen 
werden  kann.^ 

Eine  zweite  Gattung  von  Windmessern  sind  die  Flügelrädchen  nach  Art  des 
WoLTMANN sehen  Flügels  (p.  973),  denen  u.  a.  Recknagel*  eine  geeignete  Form 
gegeben  hat.  Sowohl  für  die  Windrichtimg,  als  für  die  Windgeschwindigkeit 
besitzt  man  gegenwärtig  auch  registrierende  Apparate,  Anemographen,  unter 
denen  die  von  Beckley-Casella  und  Hardy  die  verbreitetsten,  der  von  Siemens  * 
der  neueste  ist.  Zur  Messung  des  Winddruckes  dient  am  einfachsten  die 
WiLDsche  Windplatte,-  die  mit  der  Windfahne  so  verbünden  ist,  daß  sie  stets 
dem  Winde  die  volle  Fläche  darbietet,  durch  den  Winddruck  aber  um  ihre 
obere  Kante  gedreht  und  somit  mehr  oder  weniger  geneigt  werden  kann;  an 
einem  geteilten  Bogen  liest  man  den  Winddruck  ab.  Geschwindigkeit  und  Druck 
des  Windes  stehen  offenbar  in  eindeutiger  Beziehung  zueinander,  und  eine  neuere 
bezügliche  Formel,  die  von  Ferrel^  lautet,  wenn  h  und  /  Luftdruck  und 
Temperatur  und  b^  mittleren  Luftdruck  bedeutet: 

0,002698  F^     b 

"""i^M)7oö4/   \    ' 

also    z.  B.    für    b=  b^^lSO  mm    und    /=  15  *^ /^=  0,00255  F^;    indessen    ist 
dieses  Problem  noch  nicht  als  endgültig  gelöst  anzusehen. 

Empirisch  hat  man  für  eine  Wind  platte  von  den  günstigsten  Dimensionen, 
nämlich  30  cm  Länge,  15  cm  Breite  und  250  g  Gewicht  folgende  entsprechende 
Werte  ermittelt: 

Windgeschwindigk.  in   m/scc       1  2  3  4  6  8  10  12  14 

NeigUDgswinkel 2,0°     7,0*     14,0*     22,8»     42,3°     62,0°     69,9<»     74,2»     77,0 «^ . 

^  Vgl.  G.  Wellner,  Der  dynamische  Flug.  Brunn  1899.  p.  43.  (Nachahmung  der  Ver 
suche  von  Heleshaw,  s.  oben  p.  973.)  —  E.  J.  Marey,  C.  R.  122.  1291.  1901.  —  2  Vgl, 
u.  a.  L.  Mach,  Ztschr.  f.  Luftschi fifahrt  15.  129.  1896.  —  3  Das  Schalenkreuz  muß  ein  mög- 
lichst geringes  Trägheitsmoment  haben;  vgl.  z.  B.  S.  P.  Langley,  Rev.  de  l'Aeronaut.  6.  43 
1893-  —  *  G^-  Recknagel,  Wied.  Ann.  4.  179.  1878.  —  B  W.  Siemens,  s.  A.  Köpsel, 
Ztschr.  f.  Instrumentenk.   1887.  p.  14.  —  6  Ferrel,  Amer.  met.  Journ.   1887.  p.  173. 
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Eine  Modifikation  des  Verfahrens  hat  Recknagel ^  angegeben,  es  wird 
hierbei  nicht  der  Gesamtdruck,  sondern  der  Unterschied  des  vorderen  und 
hinteren  Druckes  direkt  gemessen,  was  den  Vorteil  hat,  daß  man  mit  ganz 
kleinen  Dimensionen  auskommt.  Ein  Döschen  ist  in  zwei  Kammern  geteilt, 
durch  ein  Loch  steht  die  eine  mit  der  Vorderfläche,  die  andere  mit  der  Hinter- 
fläche in  Verbindung;  jene  wird  angeblasen,  diese  ausgesaugt,  der  Druckunter- 
schied wird  durch  ein  empfindliches  Manometer  gemessen  und  mit  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  proportional  gesetzt,  was  recht  gute  Resultate  zu  geben 
scheint.  —  Erwähnt  sei  noch  der  Luftstromanzeiger  von  Szymansky.^ 

Betriebe  durch  Gasdruck.  Die  wichtigsten,  bezw.  historisch  interessantesten 
sind:  Die  Gaskraftmaschine  (Druck  durch  Explosion  bezw.  Verbrennung  eines 
Gemisches  von  Leuchtgas  und  Luft  erzeugt),  sowie  die  Benzinmotoren  für  Auto- 
mobile, Luftschifie  u.  s.  w.  (Explosion  eines  Gemisches  von  Benzindampf  und 
Luft);  die  atmosphärische  Eisenbahn;  die  Rohrpost  (bei  beiden  Bewegung  eines 
Kolbens  durch  komprimierte  Luft);  die  Druckluftverteilung  u.  a.  m. 


6.  Aerodynamik. 

In  bezug  auf  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  der  Gase  kann 
auf  die  Hydrodynamik  (p.  936 flf.)  verwiesen  werden.  Nur  darf  die  Dichte  nicht 
konstant  gesetzt,  sondern  sie  muß  als  eine  Funktion  des  Druckes  eingeführt 
werden;  und  zwar  kann  sie  nach  dem  Boyle sehen  Gesetze  mit  diesem  pro- 
portional gesetzt  werden.  Die  wirklichen  Gase  weichen  allerdings  von  diesem 
Gesetze  einigermaßen  ab;  da  aber  diese  Abweichungen  schon  von  geringfügigen 
Temperaturänderungen  überdeckt  werden,  kommen  sie  für  die  engere  Aerodynamik, 
in  der  auf  die  Temperatur  keine  Rücksicht  genommen  wird,  nicht  in  Betracht. 
Damit  ist  zugleich  ersichtlich,  wie  beschränkt  das  Gebiet  dieser  engeren  Aero- 
dynamik sein  wird;  die  Grenzen  der  Thermodynamik  werden  überall  rasch  er- 
reicht, und  es  muß  hier  ganz  besonders  auf  den  dritten  Band  des  Handbuches 
zur  Ergänzung  hingewiesen  werden. 

Die  Lösung  des  Problems  der  Bewegung  der  Gase  knüpft  hauptsächlich  an 
die  Namen  von  Green,  Riemann,  Dirichlet,  Earnshaw  und  Stokes  an;  es 
ist  aber  unmöglich,  diese  allgemeinen  Untersuchungen  in  knappem  Rahmen 
wiederzugeben;  auch  erstreckt  sich  ihre  Bedeutung  im  wesentlichen  auf  die 
akustischen  Anwendungen;  es  genüge  daher  ein  einfacher  Hinweis,  besonders 
auch  auf  die  Arendt  sehe  Veröffentlichung  und  Ergänzung  der  Dirichlet  sehen 
Lösung.^ 

a)   Strömung  und  Strahlbildung. 

Ausströmen  der  Gase.  Der  Ausgangspunkt  ist  ganz  derselbe  wie  bei  Flüssig- 
keiten (p.  q8o);  nur  ist  hier  p  nicht  von  ^  unabhängig,  vielmehr  besteht  zwischen 
ihnen  eine  Beziehung,  die  am  einfachsten,  nämlich  p  =  c^q,  wird,  wenn  die 
Temperatur  sich  so  weit  ausgleichen  kann,  daß  sie  überall  dieselbe  ist,  was  bei 
langsamerem   Ausströmen   der  Fall   sein  wird.     An    die  Stelle   des   dortigen 

Gliedes  pjq   in   Gleichung  (3)  tritt  also    \  dpjq  =  c^\ogp.    Dafür  kann  man  hier 

die  Wirkung   der  Schwer^  gänzlich  vernachlässigen   und  erhält  für  stationären 

1  G.  Recknagel,  Verh.  Naturf.-Vers.  München  1899.  p.  76.  —  2  P.  Szymansky,  Ztschr. 
f.  phys.  u.  ehem.  Unten.  2.  272.  1889.  —  3  B.  Riemann,  Gott.  Abh.  8.  1860.  —  Lejeune- 
DlRlCHLET,  Volles,  üb.  part.  Differentialgleichungen.  —  G.  Arendt,  Festschrift  Französ.  Gymn. 
Berlin  1891.  —  Earnshaw,  Trans.  Roy.  See.  1860.—  Vgl.  auch  A.  Satkewitsch,  Journ. 
niss.   phys.  Ges.  1903.  p.  425.  —  M.  Smolüchowski,  Bull.  Crac.  1903.  p.  143  (sehr  inhaltreich). 
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Bewegungszustand    die    der    dortigen   Gleichung  (4)   entsprechende   Gleichung 
für  die  Ausflußgeschwindigkeit  (in  Metern): 


21ogA 


(26)  z;  =  rl 


1  - 


9iQi 


und  die  Ausflußmenge 

ä'  1 

(27)  ^=^'^'"=^0'^' "0:76- TT«/  ' 

wo  /j  g^  Qy  für  das  Gefäß,  p'  q  ^'  für  den  Gasstrahl  im  kontrahierten  Querschnitt 
(p.  988)  gelten,  f^^  sich  auf  0*^  und  760  mm  Druck  bezieht  und  /  die  Tempe- 
ratur ist.  Früher  hat  man  hierin /'=/j,  d.h.  gleich  dem  Drucke  im  äußeren 
Räume  gesetzt;  daß  dies  nicht  zulässig  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  daß  alsdann 
für  ^2  =  0,  also  für  das  Ausströmen  in  den  leeren  Raum,  i;  =  00  werden  würde. 
Für  rasches  Ausströmen,  wobei  die  Temperatur  sich  überhaupt  nicht  aus- 
gleicht, sondern  an  jeder  Stelle  nur  von  den  dortigen  Vorgängen  abhängt,  ergibt 
sich  diese  Folgerung  nicht;  es  wird  nämlich,  wenn  x  das  Verhältnis  der  spezifischen 
Wärmen  (s.  den  Band  „Wärmelehre")  ist, 


2  x/ji/"  [//'*- 1)/**- —  /'(»*- 1'/**] 


(-^9) 


-"4'-(0(r] 


also  von  endlicher  Größe.  Elementar  kann  man  v  ableiten,  indem  man  in 
der  Formel  v  =  y^gh,  wobei  der  meist  kleine  öffhungs-  bezw.  Strahlquerschnilt 
vernachlässigt  ist,  die  Druckhöhe  h  als  Quotient  des  inneren  Überdruckes  durch 
die  Gasdichte  auffaßt;  es  wird  hierdurch  ?^  =  V^  (^j  — />)/^j,  also  speziell  für 
das  Ausströmen  ins  Vakuum  v  =  ^'Ip^fqy  Da  nun  P^Iq-^  für  ein  und  dasselbe 
Gas  konstant  ist,  ergibt  sich  der  Satz:  Die  Geschwindigkeit  des  Ausströmens 
eines  Gases  ins  Vakuum  ist  unabhängig  vom  Druck.  Für  Luft  von  0^,  die,  unter 
dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  stehend,  ins  Vakuum  strömt,  gibt  die  Formel 
j;  =  öy2  =  396  m. 

Für  verschiedene  Gase  erhält  man  ferner  den  Satz:  Die  Ausfluß- 
geschwindigkeiten zweier  Gase  verhalten  sich  bei  gleichen  Drucken  um- 
gekehrt, die  Ausflußmengen  direkt  wie  die  Wurzeln  aus  ihren  Dichten.  Dieser 
Satz  ist  von  Graham  und  Bunsen  ^  experimentell  bestätigt  worden.  Während 
also  Luft  mit  396  m  Geschwindigkeit  ins  Vakuum  strömt,  werden  die  ent- 
sprechenden Zahlen  für  Wasserdampf  502,  für  Leuchtgas  499,  für  Kohlen- 
säure 320  u.  s.  w.  Der  Gegensatz,  in  dem  hiernach  die  Gase  zu  den  Flüssig- 
keiten stehen,  beruht  darauf,  daß  bei  den  Gasen  der  Druck,  bei  den  Flüssigkeiten 
die  Schwere  meist  die  einzige  treibende  Kraft  ist;  in  Fällen,  wo  Flüssigkeiten 
nicht  durch  die  Schwere,  sondern  durch  den  Überdruck  ausfließen,  gilt  auch  für 
sie  das  obige  Gesetz  (zweite  Gleichung  auf  p.  984).  Die  Beobachtungen  haben 
dies  Gesetz   sogar   so  genau  bestätigt,   daß  man  nach  Bunsen  aus  den  Ausfluß- 

1  Th.  Graham,  Trans.  Roy.  Soc.  Edinb.  1834.  p.  222;  Phil.  Mag.  2.  175.  1833;  Trans. 
Roy.  Soc.  Lond.  1846.  p.  573;  1863.  p.  385.  —  R.  Bunsen,  Gasometr.  Methoden.  Braun- 
schweig  1857.    p.  128. 
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geschwindigkeiten  der  Gase  ihre  Dichten  in  befriedigender  Weise  berechnen  kann 
;s.  oben  p.  158). 

SchUeßlich  ist  noch  der  von  Hirn  aufgestellte  und  dann  u.  a.  von  Parenty 
bestätigte  Satz  hervorzuheben,  daß  die  maximale  Strahlgeschwindigkeit  eines  Gases 
gleich  der  Schallgeschwindigkeit  in  ihm  unter  den  gleichen  Umständen  (das 
ist  im  allgemeinen  nicht  die  normale  Schallgeschwindigkeit)  ist. 

Das  komplizierte  Problem  des  nicht  stationären,  also  variablen  Aus- 
flusses der  Gase  hat  Haton  de  la  Goüpilliere^  untersucht,  und  zwar  wiederum 
für  beide  thermischen  Grenzfälle.  Dieses  Problem  gestaltet  sich  ganz  verschieden, 
je  nachdem  das  Gas  aus  einem  Gefäß  von  konstantem  Druck  in  ein  Gefäß 
strömt,  in  dem  der  Druck  dadurch  allmählich  bis  zu  demselben  Werte  steigt, 
oder  aber  aus  einem  Gefäß  ausströmt,  in  dem  der  Druck  allmählich  bis  auf  den 
Wert  sinkt,  der  dauernd  in  dem  Gefäß  herrscht,  in  das  das  Gas  einströmt; 
ersterer  Fall  ist  allgemein  lösbar  und  liefert  u.  a.  die  zum  Füllen  eines  Gefäßes 
nötige  Zeit,  letzteres  ist  nur  in  bestimmten  Fällen  lösbar  und  gibt  dann  die  zur 
Entleerung  eines  Gefäßes  erforderliche  Zeit. 

In  neuerer  Zeit  hat  sich  über  die  Theorie  des  Ausströmens  der  Gase  und 
insbesondere  über  die  Frage,  wie  sich  der  Druck  p'  im  kontrahierten  Quer- 
schnitt zum  inneren  und  äußeren  Druck  p^  und  p^  verhalte,  eine  sehr  aus- 
gedehnte Diskussion  zwischen  Hirn,  Hugoniot,  Parenty,  Sandrucci  u.  A.^ 
entwickelt,  die,  soweit  sie  sich  nicht  auf  die  mechanische  Wärmetheorie  und 
die  kinetische  Gastheorie  bezieht,  von  Hugoniot  im  wesentlichen  durch  den  aus 
den  Grundgleichungen  gezogenen  Nachweis'  erledigt  worden  ist,  daß,  wenn  bei 
einem  Falle  stationären  Ausströmens  p2'>  ßPi  ist,  die  Gleichung  p' =  p^i  daß 
dagegen,  wenn  p^  <  j3/»j  ist,  die  Gleichung  /'  =  ^p^  gilt,  und  hierin  ist  für  die 
beiden  thermischen  Grenzfälle 


(30] 


isothermisch : 


i3  =  -L  =  0,607 


adiabatisch :       /3 


/      2 


x/fx-1) 


=  0,522 


wo  die  Zahlenwerte  für  Luft  und  ähnliche  Gase  gelten,  für  die  x  =  1,4  ist.  Die 
zweite  Formel  ist  die  wichtigere,  da  der  Gasausfluß  meist  adiabatisch  erfolgt. 
Ist  der  Ausfluß  variabel,  und  zwar  so,  daß,  bei  konstantem  />j,  p^  von  null  auf /^ 


Figur  447. 

1  Haton  de  la  Goupilli£:re,  C.  R.  103.  661.  709.  1886.  —  2  G.A.Hirn,  M6ni. 
Ac.  Belg.  46.  1886;  Ann.  chim.  phys.  (6)  9.  1886;  C.  R.  103.  109.  1232.  1886.  —  L.  Hugo- 
niot, C.  R.  102.  1545;  103.  241.  1886.  —  O.  Reynolds,  Phil.  Mag.  (5)  21.  185.  1886. 
—  H.  Parenty,  C.  R.  103.  125.  1886.  —  A.  Sandrucci,  Nuov.  Cim.  (3)  20.  193-  '886; 
Rend.  Acc.  Line.  (5)  2.  II.  Sem.  209.  1893.  —  ^  Reynolds  (a.  a.  O.)  hat,  ziemlich  gleich- 
zeitig mit  Hugoniot,  die  richtige  Spur  gefunden,  die  Sache  aber  bei  weitem  nicht  so  klar  erfaßt 
und  zur  Darstellung  gebracht. 
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zunimmt  (Füllung  eines  Gefäßes  mit  Gas),  so  fängt  p'  gleich  mit  dem  Werte 
^py  an,  bleibt  zunächst  konstant  so  groß,  und  erst  wenn  p^  diesen  Wert  er- 
reicht hat,  nimmt  p'  identisch  mit  diesem  bis  auf  p^  zu;  ebenso  nimmt,  wenn, 
bei  konstantem  p^,  p^  von  einem  hohen  Werte  auf  p^  abnimmt  (Entleerung  eines 
Gefäßes),  p'  zunächst  nach  der  Gleichung  /' =  j3/j  mit  p^  ab;  hat  aber  p^  den 
Wert  p^  Iß  und  somit/'  den  Wert />,  erreicht,  so  bleibt  bei  weiterem  Abnehmen 
von  /j  nunmehr/'  konstant  gleich  p^.  Mit  anderen  Worten:  p'  kann  nie  kleiner 
als  ßp^  sein;  soweit  diese  Bedingung  es  erlaubt,  ist  es  gleich /j.  Zur  Veran- 
S(haulichung  dienen  Figur  4470  und  ö;  die  Zeit  ist  die  Abszisse,  die  Kurven 
für  /j  und  p^  sind  voll*  ausgezogen,  die  für  p*  (in  beiden  thermischen  Grenz- 
fällen) gestrichelt.  Die  hiernach  erforderlichen  Modifikationen  der  Haton  sehen 
Lösungen  hat  Hugoniot^  ebenfalls  berechnet.  Schließlich  ergibt  sich,  wie  man 
einsieht,   für  die  Ausflußgeschwindigkeit  ein  analoges  Verhalten. 

Parenty*  hat  das  Problem  noch  weiter  verfolgt  und  zur  Darstellung  der 
Ausflußmenge  als  Funktion  des  Unterdruckes  in  der  Ofifnung  eine  Linie  an- 
genommen, bestehend  aus  einem  Ellipsenquadranten,  dessen  Dimensionen  man 
für  alle  Öffnungsformen  bestimmen  kann  (unter  Umständen  tritt  noch  besser  eine 
Parabel  ein),  sowie  aus  der  im  höchsten  Punkte  an  diese  Kurve  anschließenden 
Tangente;  über  den  plötzlichen  Charakterwechsel  der  Kurve  in  dem  betreffenden 
Punkte  kann  nunmehr  kein  Zweifel  mehr  bestehen.  Ferner  zeigt  sich,  daß  der 
Querschnitt,  in  dem  der  Gegendruck  seinen  Grenzwert  erreicht,  nahezu  gleich 
dem  wirklichen  Querschnitt  der  Öffnung  ist,  gleichviel,  ob  Kontraktion  stattfindet 
oder  nicht;  dieser  Querschnitt  ist  also  mit  dem  Minimalquerschnitt  der  Hugoniot- 
schen  Theorie  nicht  identisch.  Wegen  der  Einzelheiten  vergleiche  man  nament- 
lich die  große,  zusammenfassende  und  ergänzende  Arbeit  Parentys  von  1896. 
—  Schließlich  sei  noch  auf  Abhandlungen  von  Fliegner  und  Vallier'  hin- 
gewiesen. 

Experimentelle  üntersnchimgen  über  den  AuafluB  der  Gase.  Beobach- 
tungen über  die  Abhängigkeit  der  Ausflußmenge  eines  und  desselben  Gases  vom 
Drucke  sind  sehr  vielfach  ausgeführt  worden,  namentlich  von  Koch,  de  Saint- 
\'enant  und  Wantzel,  Weisbach,  Zeuner,  Napier,  Fliegner,  Hirn,  Wilde* 
und  für  besonders  große  Oberdrucke  von  Salcher  und  Whitehead.^  Aus 
diesen  Versuchen  folgen  zunächst  ähnliche  Abweichungen  von  der  Theorie  wie 
bei  den  Flüssigkeiten  (Ausflußkoeffizient,  Kontraktion  des  Strahles  u.  s.  w.).  Aber 
selbst  in  Rücksicht  hierauf  war  es  schwierig,  Formeln  aufzustellen,  und  selbst  die 
beliebteste  von  ihnen,  die  WEiSBACHsche  [im  wesentlichen  mit  (28)  identisch], 
hat  keine  allgemeine  Bedeutung.  Durch  die  Entdeckung  Hugoniots  ist  nun 
dieser  Widerspruch  gelöst  worden.  In  der  Tat  zeigen  alle  diese  Versuchsreihen, 
daß,  je  größer  der  Überdruck  ist,  desto  größer  die  Ausflußgeschwindigkeit  ist, 
aber  nur,  solange  das  Verhältnis  beider  Drucke  den  Grenzwert  0,5 — 0,6  nicht 
übersteigt;  bei  größeren  Überdrucken  ist  die  Ausflußgeschwindigkeit  konstant. 
Für  sehr  große  Überdrucke  fanden  Salcher  und  Whithead  überdies,  daß,  je 
größer  der  Überdruck  ist,  desto  größer  das  Grenzverhältnis  der  Drucke  ist,  bei 
dem  Konstanz  des  Ausflusses  eintritt. 


1  Haton  de  la  Goupilliere,  C.  R.  103.  785.  925.  1886.  —  Huüoniot,  C.  R.  103. 
922.  1002.  1886.  —  Weitere  Untersuchungen  Hugoniots:  CR.  103.  1178.  1253;  104.  46. 
1886.  —  2  h.  Parenty,  C.  R.  13.  184.  594.  1891;  Ann.  chim.  phys.  (7)  8.  5.  1896.  — 
3  A.  Fliegner,  Viertelj.-Schr.  d.  Naturf.-Ges.  Zürich  1897.  p.  317.  —  Vallier,  C.  R.  128. 
1305.  1899.  —  Vgl.  auch  J.  BoussiNESQ,  C.  R.  138.  29.  1904.  —  ♦  Koch,  Pogg.  Ann. 
2.  39.  1823.  —  B  St.  Venant  u.  Wantzel,  C.  R.  17.  1843.  —  A.  Weisbach,  Experim. 
Hydraulik.  Freiberg  1855.  p.  184.  —  G.  Zeuner,  Zinlingenieur  20.  i.  1874.  —  A.  Fliegner, 
ibid.  20.  1874;  23.  443.  1877;  24.  2.  1878.  —  G.  A.  Hirn,  a.  a.  O.  (s.  vor.  Seite).  — 
H.  Wilde,  Phil.  Mag.  (5)  20.  531.  1885;  21.  494.  1886.  Ausfiihrl.  Ref.  in  Beibl.  10.  749. 
1886.  —  B  P.  Salcher  u.  Whitehead,  Wien.  Ber.  98.  (2)  267.  1889. 
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Von  den  überaus  umfangreichen  Zahlenreihen  muß  es  genügen,  hier  ein 
knappes  Beispiel  zu  geben;  es  diene  hierzu  eine  der  Reihen  von  Wilde,  der  mit 
zwei  Zylindern  von  573  und  8479  KubikzoU  Kapazität  arbeitete  und  die  Zeit  in 
Sekunden  bestimmte,  in  der  der  Druck  im  kleinen  Zylinder  um  5  Pfund  pro 
Quadratzoll  (^/j  Atmosphäre)  abnahm;  links  stehen  die  Drucke  im  kleinen,  rechts 
die  im  großen  Zylinder;  die  erste  Tabelle  bezieht  sich  auf  große  Drucke  in  Atmo- 
sphären, die  zweite  auf  kleine  in  Pfund. 
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Wie  man  sieht,  wirkt  zwischen  6  Pfund  und  ü  Atmosphären  der  äußere 
Raum  so  lange  als  ein  Vakuum,  bis  der  Druck  in  ihm  halb  so  groß  ist  wie  im 
Innern;  für  kleinere  Drucke  zeigt  sich  der  Widerstand  im  äußeren  Räume  schon 
früher,  bei  größeren  erst  später,  und  zwar  wächst  hierbei  das  Verhältnis  zwischen 
dem  Grenzdruck  im  Äußeren  und  demjenigen  im  Inneren,  für  den  er  noch  eben 
wie  ein  Vakuum  wirkt.  —  Wilde  hat  auch  verschiedene  Öffnungsformen  ver- 
glichen, aber  keinen  erheblichen  Unterschied  gefunden;  nur  wenn  der  Oberdruck 
gering  war,  ergab  sich  eine  mäßige  Differenz  zugunsten  des  Falles,  wo  die  konische 
Öffnung  dem  kleineren  Zylinder  zugewandt  war,  was  sich  durch  die  größere  Luft- 
verdünnung gegenüber  dem  zylindrischen  Teile  erklärt. 

In  neuerer  Zeit  hat  sich  das  experimentelle  Studium  besonders  der  merk- 
würdigen Tatsache  zugewandt,  daß,  wenn  der  Überdruck  eine  gewisse  Größe 
übersteigt,  in  dem  Gasstrahle  eine  deutliche  Periodizität  von  Ort  zu 
Ort  auftritt,  die  sich  in  der  Form  eigentümlicher  Schlierengebilde,  je  nach  dem 
Drucke  von  verschiedener  Beschaffenheit,  dem  Auge  zu  erkennen  gibt  Und  zuerst 
von  Mach  und  Salcher  beobachtet  und  im  wesentlichen  richtig  gedeutet  worden 
ist;  dann  haben  sie  Mach  jun.  und  Parenty  weiter  verfolgt,  und  Emden  hat 
die  Frage  zu  einem  gewissen  Absehluß  gebracht.^  Das  beste  Hilfsmittel  zum 
Studium  des  Phänomens  ist  natüriich  die  dem  Auge  weit  überlegene  photographische 
Platte,    aber  auch   die  optische  Projektion  leistet,    wie  Emden  gezeigt  hat,  Vor- 


1  E.  Mach  u.  P.  Salcher,  Wien.  Ber.  98.  (II.)  1889;  Wikd.  Ann.  41.  144.  1890.  — 
L.  Mach,  Wien.  Ber.  106.  (II.)  1897.  —  H.  Parenty,  Ann.  chim.  phys.  (7)  12.  289.  1897. 
—  R.  Emden,  Wied.  Ann.  69.  264.  426.  1899.  —  Vgl.  auch  A.  Fliegner,  Schweizer 
Bau-Ztg.  43  u.  47.  1904/05.  —  L.  Mach,  Wien.  Anz.  1897.  p.  209.  —  L.  Prandtl,  Phys. 
Ztschr.  6.  599.  1004  (runde  und  flache  Strahlen,  im  Anschluß  an  Emden). 
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treffliches.  Der  Verlauf  wird  nun  von  Emden  folgendermaßen  beschrieben:  Bei 
ganz  kleinen  Drucken  hat  man  die  normale  Gassäule,  mit  steigendem  Drucke 
wird  sie  immer  kürzer  und  löst  sich  immer  früher,  zuletzt  unmittelbar  an  der 
Öffnung,  in  Wirbel  auf;  bei  etwa  ^/^  Atm.  kommt  wieder  ein  Strahl  zum  Vor- 
schein, er  wird  immer  länger,  und  plötzlich  zeigen  sich  in  ihm  in  gleichen  Ab- 
ständen helle,  tlünne  Querscheibchen  (Figur  448  a)]  bei  weiterer  Drucksteigerung 
wächst  der  Abstand  der  Scheibchen,  zwischen  ihnen  findet  wachsende  Ausbauchung 


.     i.    uml   .   >.«! 


Fij^iir  4.18. 

statt    und    es    treten    zwei    gekreuzte,    gekrümmte    Diagonalen    auf    (Figur  448^); 
S(^hließlich    srlineiden    sich    diese   Linien    nicht    mehr-  direkt,    sondern  sind  durch 

eine  kleine  Querlinie  getrennt,  die  sich 
zuletzt  in  der  Strahl richtung  ausbaucht 
(Figur  448  f).  Alle  diese  Gebilde  schrei- 
ten nicht  mit  dem  Strahle  fort,  sondern 
stehen  fest;  man  hat  es  also  hier 
zweifelsohne  mit  stationären,  vermut- 
lich ebenen  Gaswellen  zutun,  die  man 
füglich  als  Schallwellen  bezeichnen  kann; 
die  gekreuzten  Diagonalen  lassen  sich  als 
rein  optisches  Phänomen,  bei  dem  der 
Strahl  als  Linse  wirkt,  leicht  deuten. 
Der  kritische  Druck,  bei  dem  die  Wellen- 
form beginnt,  ist  für  alle  Öffnungen 
1,9  Atm.  (0,9  Atm.  Überdruck);  die 
Wellenlänge  hängt  im  wesentlichen  nur 
von  dem  Drucke  und  dem  Öffhungsdurch- 
messer  ab,  und  zwar  nach  der  Durchschnittsformel  (in  Millimetern  und  Atmosphären) 
k  =  Oy8Sd]^p  —  1,9  ,  In  Figur  4480^  ist  eine  solche  Versuchsreihe,  für 
d  =  3,63  mm  wiedergegeben.  Der  Strahl  nimmt  zugleich  wechselnden  Quer- 
schnitt an,  und  zwar  ist  das  Minimum  stets  gleich  dem  der  Öffnung,  das  Maximum 
wächst  mit  dem  Drucke.  Die  drei  untersuchten  Gase:  Luft,  Wasserstoff,  Kohlen- 
säure, also  vermutlich  alle  Gase,  verhalten  sich  ceteris  paribus  gleich. 

Es  ergibt  sich  nun  auch  zwanglos  die  Erklärung  der  schon  oben  angeführten 
Tatsache,  dat3  die  maximale  Strahlgeschwindigkeit  eines  Gases  seine  Schall- 
geschwindigkeit unter  gleichen  Umständen  ist;  denn  sobald  der  diese  Geschwin- 
digkeit liefernde  Druck  erreicht  ist,  nimmt  der  Strahl  die  geschilderte  Wellenfonn 
an.     Es  lassen  sich  hieran  noch  interessante  Betrachtungen  über  den  Druck,  die 
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Dichte  und  die  £nexgie  des  Strahles  anschließen,  worüber  namentlich  auf  Emden 
verwiesen  sei. 

Übrigens  hat  Parenty  mit  Hilfe  sehr  feiner  Pipetten,  die  rückwärts  mit 
einem  Manometer  verbunden  waren,  versucht,  die  Knoten  und  Bäuche  des 
Druckes  auch  direkt  nachzuweisen,  und  es  ist  ihm  das  auch  bis  zu  einem  Grade 
gelungen;  er  hat  sogar  auf  Grund  der  Bestimmungen  die  Kurven  gleichen  Druckes 
im  Strahle  aufgesucht  und  daraufhin  ein  d^mamisches  Bild  des  Strahles  gezeichnet, 
das  eine  große  Ähnlichkeit  mit  den  Kometenformen  zeigt 

Von  anderen  neueren  Mitteilungen  seien  noch  die  von  Fliegner 
(mehr  von  technischem  Interesse),  Perry  (kurze  Darlegung  der  Unterschiede 
zwischen  Gas-  und  Flüssigkeitsstrahlen)  und  Donnan^  erwähnt  Letzterer  hat 
die  relativen  AusstrOmungsgeschwindigkeiten  von  Argon,  Helium  und  einigen  an- 
deren Gasen  sehr  sorgfältig  bestimmt  und  gewisse  Abweichungen  von  dem  Gesetz 
der  umgekehrten  Quadratwurzel  aus  der  Dichte  gefunden,  die  sich  nicht  durch 
die  Zähigkeit,  wohl  aber  durch  die  Abweichung  von  den  idealen  Gasgesetzen  er- 
klären tmd  sogar  die  Konstante  des  JouLE-THOMSON-Effekts  berechnen  lassen; 
je  nachdem  diese  Konstante  positiv  oder  negativ  ist,  strömt  ein  Gas  schneller 
oder  langsamer  aus  als  ein  ideales  von  gleicher  Dichte  und  gleichem  Verhältnis 
der  spezifischen  Wärmen. 

Das  Ausströmen  von  Gasen  aus  zwei  übereinander  gelegenen  Offnungen 
hat  Neyreneuf*  untersucht,  er  fand  u.  a.,  daß  bei  vermindertem  Drucke  nur 
noch  durch  die  obere  öfihung  Gas  ausströmt,  durch  die  untere  aber  Luft  von 
außen  einströmt;  und  diese  Reaktion  ist  so  empfindlich,  daß  sie  sich  zur 
Konstruktion  eigentümlicher  Flammen -Niveauapparate  („Gaslibelle"  u.  s.  w.)  ver- 
wenden ließ. 

Den  Ausfluß  von  Flüssigkeiten  aus  geschlossenen  und  zum  Teil  mit 
Gas  gefüllten  Gefäßen  hat  v.  Schaewen^  theoretisch  und  experimentell  be- 
handelt; die  Resultate  sind  z.  B.  für  die  Theorie  der  MARiOTXEschen  Flasche 
von  Wichtigkeit 

Abfluß  durch  Eöhren.  Auch  hier  haben  die  Beobachtungen  zu  ähnlichen 
Ergebnissen  und  empirischen  Formeln  wie  bei  Flüssigkeiten  geführt.  Von  dem 
Überdrucke  P  geht  ein  Teil  p'  verloren  und  es  bleibt  nur  übrig 

(30  p^P^p'^  — 

{s  spezifisches  Gewicht).  Erfahrungsgemäß  ist  der  Druckverlust  ^'  der  Länge  /  und 
dem  inneren  Umfang  der  Röhre  «,  ferner  mit  v^  und  s  direkt,  endlich  dem 
Querschnitt  q  der  Röhre  umgekehrt  proportional;  nennt  man  den  Faktor  a  und 
die  Röhrenweite  ^,  so  wird  hiemach 


(32) 


-iA".-f 


^+8a^/, 


%ag—z  heißt  der  Widerstandskoeffizient  und  ist  fttr  Glas  etwa  0,022,  für 
Metall  0,024.  In  neuerer  Zeit  hat  Baille*  interessante  Studien  über  das  Aus- 
strömen durch  ein  langes  Rohr  von  100  m  Länge  veröffentlicht,  das  um  ein  Faß 
gewunden  war  und  sich  an  einen  Windkessel  von  54  Liter  Inhalt  anschloß;  die 
instrumentellen  Angaben  wurden  zugleich  mit  der  Zeit  elektromagnetisch  registriert; 
endlich  wurde  die  Gestalt  des  austretenden  Strahles  auf  einem  mit  schwarzem 
und  rotem  Pulver  bestäubtem  Papierblatt  studiert.     Die  Strömung  erwies  sich  als 

1  A.  Fliegner,  Schweizer  Bau-Ztg.  3L  i.  1897.  —  J.  Pkrry,  Nat.  68.  624.  1903.  — 
F.  G.  DoNNAN,  Phil.  Mag.  49.  423.  1900.  —  2  v.  Neyreneüf,  C.  R,  90.  1487.  1880; 
Ann.  chim.  phys.  (5)  26.  167.  1882;  M6m.  Ac.  Caen.  1883.  p.  i.  —  3  P.  v.  Schaewen, 
Rep.  d.  Phys.  18.   141.   1881.  —  ♦  J.  B.  Baille,  Journ.  de  Phys.  (2)  8.  29.   1889. 
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fast  völlig  adiabatisch,  der  Druck  der  Länge  nach  linear  verteilt,  und  zwar  auch 
bei  variablem  Fluß,  die  zeitliche  Fortpflanzung  des  Druckes  wird  durch  Dia- 
gramme dargestellt,  die  letzten  Abschnitte  betreffen  den  Wanddruck,  das  Ent- 
leerungsgesetz des  Kessels  und  die  Strömungszeit  pro  Längeneinheit  des  Rohres, 
wobei  sich  ergibt,  daß  diese  Größe  erst  nach  Einführung  einer  Längenkorrektion 
konstant  wird. 

Das  Problem  der  Strömung  durch  Röhren  von  beliebig  veränder- 
lichem Querschnitt  ist  meist  von  technischer  Seite  behandelt  worden,  so  für 
Luft  von  Zeuner  und  Fliegner,  für  Wasserdampf  von  Blaess  und  Stodola. 


PaS 


Röhre 

Figur  449. 

Die  Theorie  ist  schließlich  von  Lorenz^  in  sehr  schöner  Weise,  die  den  zum 
Teil  paradoxen  Erscheinungen  gerecht  wurd  und  mit  der  Theorie  des  Ausflusses 
von  HuGONiOT  viel  Gemeinsames  hat,  dargestellt  worden;  da  hierbei  die  Thermo- 
dynamik den  Ausgangspunkt  bildet,  muß  es  an  dieser  Stelle  genügen,  die  rein 
aerodynamischen  Ergebnisse  in  folgenden  durch  die  Versuche  oben  Genannter 
durchweg  bestätigten  Sätzen  zusammenzufassen:  1.  Mit  dem  Eintreten  der  Schall- 
geschwindigkeit bei  stationärer  Strömung  ist  im  allgemeinen  ein  Spannüngssprung 
verbunden,  und  zwar  findet  er  im  allgemeinen  in  der  Mündung  statt  (s.  oben). 
2.  Von  hier  ab  wird  die  Ausflußmenge  unabhängig  vom  Außendruck.  3.  Die 
Geschwindigkeit  kann  ein  Maximum  ganz  allgemein  nur  bei  sinkendem  Drucke 
werden;  ein  solches  kann  daher  auch  nur  innerhalb  eines  Rohres  von  zunehmen- 
dem Querschnitt  auftreten.  4.  In  dem  Diagramm  des  Druckes  als  Funktion  des 
Querschnitts  (vgl.  Figur  449)  berühren  die  Druckkurven  in  den  Punkten  größter 
Geschwindigkeit  eine  gemeinsame  gleichseitige  Hyperbel.  5.  Für  jedes  Gas  gibt 
es  in  einem  bestimmten  divergenten  Rohre   einen  und  nur  einen  Querschnitt,  in 


^  H.  Lorenz,    Phys.  Ztschr.    4.    333.    1903;    daselbst  auch   die  experimentell-technische 
Literatur. 
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dem  die  maximale  Stromgeschwindigkeit  mit  der  Schallgeschwindigkeit  identisch 
wird;  diesseits  ist  sie  kleiner,  jenseits  größer  —  woraus  folgt,  daß  in  divergenten 
Rohren  größere  Geschwindigkeiten  als  die  Schallgeschwindigkeit  möglich  sind. 

Schließlich  sei  noch  auf  eine  Abhandlung  von  Davis ^  hingewiesen,  in  der 
die  Tatsache,  daß  die  Grundgleichungen  in  der  Geschwindigkeit  quadratisch  sind, 
also  im  allgemeinen  zwei  gleichberechtigte  Lösungen  liefern,  auf  das  Strömen 
eines  Gases   durch   eine  Röhre  mit  veränderlichem  Querschnitt  angewandt  wird. 

b)   Wirbelbewegung. 

Wirbelbewegungen  in  Gasen.  Diese  sind  in  der  Hauptsache  schon  im 
Artikel  „Wirbelbewegung**,  p.  1047,  gemeinschaftlich  mit  denen  der  Flüssigkeiten 
erledigt  worden;  es  sind  demnach  nur  noch  einige  kurze  Ergänzungen  erforder- 
lich. Was  die  Theorie  betrifft,  so  kommt  gegenüber  den  inkompressiblen  Flüssig- 
keiten hier,  bei  den  Gasen,  die  Kompressibilität,  d.  h.  die  Dichteänderungen, 
hinzu,  wodurch  sich  die  Formeln  wesentlich  komplizieren,  auch  wenn  von  der 
Reibung  abgesehen  wird.  Einige  allgemeine  Sätze  ergeben  sich  immerhin  leicht, 
sö  nach  Graetz  die  folgenden:  i.  Sollen  nur  sehr  kleine  Geschwindigkeiten  und 
Dichteänderungen  vorkommen,  so  müssen  die  Wirbelbewegungen  an  jedem  Orte 
mit  der  Zeit  unveränderlich  sein;  und  umgekehrt:  Ändern  sich  die  Wirbel  an 
einem  Orte  mit  der  Zeit,  so  müssen  entweder  endliche  Geschwindigkeiten  oder 
endliche  Dichteänderungen  oder  beides  zusammen  stattfinden.  2.  Die  Verdich- 
tungen werden  von  den  Wirbelbewegungen  nicht  beeinflußt;  sie  sind  dieselben, 
ob  Wirbel  existieren  oder  nicht.  —  Die  Bewegung  eines  geraden  Wirbelfadens 
sowie  zweier  paralleler  hat  Chree  behandelt;  letztere  nähern  oder  entfernen  sich 
voneinander,  je  nachdem  die  Summe  ihrer  Querschnitte  ab-  oder  zunimmt;  von 
der  Richtung  und  Stärke  der  Wirbelbewegung  ist  dabei  die  Geschwindigkeit  der 
Annäherung  oder  Entfernung  unabhängig.* 

Auch  Cornelia  Fabri  '  hat  ihre  früher  erwähnten  Studien  zuletzt  auf  Gase 
ausgedehnt,  zum  Teil  sogar  unter  Berücksichtigung  der  Zähigkeit  und  des  thermo- 
dynamischen  Verhaltens.  Sie  zeigt,  daß  auch  in  einem  nichtkonservativen  System 
die  Gültigkeit  des  Helmholtz  sehen  Rotationstheorems  nicht  ausgeschlossen  ist, 
da  wegen  der  veränderlichen  Dichte  die  Existenz  eines  Potentials  der  Beschleuni- 
gungen mit  dem  Fehlen  eines  solchen  für  die  Kräfte  (Produkte  aus  Beschleuni- 
gungen und  Dichte)  verträglich  ist.  Für  Gase  in  permanenter  Bewegung  stellt 
sie  alsdann  einige  Sätze  auf,  die  denen  für  Flüssigkeiten  analog,  aber  allgemeiner 
sind,  insofern  sie  den  Koeffizienten  enthalten,  der  die  Beziehung  zwischen  Druck 
und  Dichte  charakterisiert  und  je  nach  dem  thermodynamischen  Charakter  des 
Prozesses  verschiedene  Zahlenwerte  annimmt.  Natürlich  stellen  die  gedachten 
Sätze  nur  erste  Annäherungen  dar. 

Die  experimentellen  Studien  über  Wirbel  sind  ebenfalls  schon  in  dem 
genannten  Artikel,  p.  1072,  erwähnt  worden.  Nachzutragen  sind  Beobachtungen 
von  Czermak  und  Mack,  betreffend  Luftwirbel.  Czermak  wendet  schwarze 
Tafeln  und  mit  schwarzen  Fäden  bespannte  Rahmen  an,  die  mit  Lykopodium- 
samen  eingestäubt  sind;  Wirbelringe,  die  gegen  sie  geschossen  werden,  bilden 
dann  auf  den  Tafeln  die  Stromlinien  der  Wirbelbewegung  ab,  und  auf  den 
Gittern  kann  man  die  Durchmesser  der  Ringe  messen.  Es  ergab  sich  u.  a.,  daß 
sich  die  Ringe  auf  ihrer  Bahn  nur  wenig  vergrößern  und  daß  die  Geschwindig- 
keiten sich  direkt  wie  die  Wurzeln  aus  den  Fallhöhen  der  durch  den  Schlag  auf 
die  Membran  die  Ringe  erzeugenden  Gewichte  verhielten.  —  In  der  Natur  lassen 

1  J.  W.  Davis,  Sill.  Journ.  12.  107.  1901.  —  2  l.  Graetz,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
26.  I.  1879.  —  C.  Chree,  Proc.  Edinb.  math.  Soc.  1887.  p.  52;  7.  29.  1889;  8.  43.  1890. 
—  3  C.  Fabri,   Nuov.  Cim.  (4)  1.  281.  1895. 
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sich  Wirbelringe  aus  Luft,  Wasserdampf  oder  anderen  Gasen  vielfach  mit  Hilfe 
der  suspendierten  Rauchpartikeln  beobachten,  so  z.  B.  über  der  Esse  stillstehender 
Lokomotiven,  über  Vulkanen  u.  s.  w.  Von  der  wichtigsten  Form,  den  Zyklonen, 
wird  gleich  noch  die  Rede  sein.^ 

c)   Schwingungen  und  Wellen. 

SohwingTingen  und  Wellen  in  Gasen.  Diese  Theorie  ist  im  Prinzip  der- 
jenigen für  feste  Körper  (p.  715)  ganz  entsprechend  und  nur  insofern  wesentlich 
einfacher,  als  es  sich  hier  nur  um  den  einen  der  beiden  dortigen  Typen,  nämlich 
die  Longitudinal wellen  handelt;  es  hängt  das  damit  zusammen,  daß,  während 
feste  Medien  durch  zwei  Elastizitätskonstanten  charakterisiert  sind,  hier  nur  eine 
einzige  Beziehung  zwischen  Druck  und  Dichte  in  Betracht  kommt;  eine  Beziehung, 
die  allerdings  je  nach  den  Umständen  alle  möglichen  Formen  zwischen  den  Ex- 
tremen der  isothermischen  und  der  adiabatischen  Form  annehmen  kann;  jene  ist, 
solange  man  das  BoYLEsche  Gesetz  als  gültig  ansieht,  einfach 

(33)  Po^^^9o   '  />  =  ^V    ; 

diese,  wenn  x  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen  des  Gases  bei  konstantem 
Druck  und  konstantem  Volumen  ist: 

(34)  .„  =  f  .0  .     p^^,[±)''-'^fl-,,{± 

Hierin  ist,  wie  man  schon  aus  der  Analogie  mit  den  Wellen  in  festen  und 
flüssigen  Medien  entnimmt,  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen;  diese 
ist  also  im  isothermischen  Grenzfalle 

(35) 

dagegen  im  adiabatischen: 

(36) 

Die  erstere  Formel  ist  von  Newton,  die  letztere  von  Laplace  au%estellt 
worden;  jene  gilt  nur,  wenn  die  Schwingungen  so  langsam  erfolgen,  daß  die 
durch  die  Verdichtungen  erzeugte  Wärme  und  Temperaturerhöhung  sich  voll- 
ständig ausgleichen  kann;  da  dies  bei  den  meisten  Gaswellen,  namentlich  bei  den 
Luftwellen  in  der  Atmosphäre  nicht  der  Fall  ist,  ist  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit von  Luftwellen  immer  größer,  als  sie  nach  der  Newton  sehen  Formel  sein 
müßte,  nämlich  rund  280  m/sec;  im  Gegenteil,  sie  bleibt  im  allgemeinen,  da  der 
Schwingungsvorgang  so  rasch  erfolgt,  daß  er  als  adiabatisch  angesehen  werden 
kann,  nicht  merklich  hinter  dem  Laplace  sehen  Werte,  nämlich  rund  383  m/sec, 
zurück. 

Man  hat  also  den  Satz:  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen  in 
Gasen  ist  mit  der  Wurzel  aus  dem  Verhältnis  des  Druckes  zur  Dichte  und  aus 
dem  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen  proportional;  sie  ist  daher  für  ein  und 
dasselbe  Gas  vom  Drucke  bezw.  der  Dichte  unabhängig,  dagegen  von  der  Tem- 
peratur abhängig,  und  zwar  wächst  sie  wie  die  Wurzel  aus  der  absoluten  Tem- 
peratur; für  verschiedene  Gase  ist  sie  mit  deren,  bei  gleicher  Spannung  statt- 
findenden Dichtewurzeln  umgekehrt  proportional.* 

Für  die  Zwischenfälle  besteht  übrigens  eine  eigentümliche  Beziehung,  die 

1  P.  CzEKMAK,  Wien.  Anz.  1900.  p.  193.  —  K.  Mack,  Meteorol.  Ztschr.  18.  250.  1901. 
—  ^  ISAAC  Newton,  Philos.  nat.  pric.  math.  London  1687;  2.  Buch,  S.Abschnitt.  — 
S.  Laplace,  M^can.  cfeleste,  T.  V,   livre  12.    Paris  1823. 
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Stokes^  entdeckt  hat.  Während  nämlich  die  beiden  Grenzfälle  konservativen 
Charakters  sind  (wenn  auch  aus  entgegengesetzten  Gründen,  der  eine  wegen  seiner 
Langsamkeit,  der  andere  wegen  seiner  Schnelligkeit),  so  findet  in  jedem  Zwischen- 
falle Zerstreuung  von  Energie  statt,  durch  Leitung,  Strahlung  u.  s.  w.;  es 
muß  also  in  diesen  Fällen  zugleich  mit  der  gegenüber  der  Laplace  sehen  ver- 
minderten Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  auch  eine  Dämpfung  der  Schwingungen 
eintreten,  und  zwar,  wie  die  Rechnung  lehrt,  eine  außerordentlich  kräftige;  auch 
aus  diesem,  tatsächlich  nie  beobachteten  Umstände  folgt,  daß  die  wirklichen  Luft- 
schviängungen  dem  Laplace  sehen  Grenzfalle  entsprechen. 

Die  Bewegungsgleichungen  selbst  werden  am  einfachsten,  wenn  man 
die  Quadrate  der  als  klein  angenommenen  Geschwindigkeiten  und  Dichteänderungen 
vernachlässigt  und  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  voraussetzt;  man 
hat  dann,  wenn  a  die  Verdichtung,  also 

(37)  ^  =  ^o(l+<^)      '  /  =  ^*?o(l+^) 
ist,  die  beiden  Gleichungen 

dw         „  de 

(38)  -^  +  .««  =  0     .  _  +  jy  =  0 

für  c  und  9,  und  durch  Elimination  von  c  zunächst  die  Gleichung  für  q>: 

(39)  ^  =  '*^'p  • 

Sie  liefert  als  Lösung  allgemeine  Wellen,  hinsichtlich  deren  auf  das  bei  den 
festen  Körpern  Gesagte  verwiesen  werden  kann,  ebenso  wie  in  bezug  auf  die 
das  Folgende  betreffenden  Einzelheiten. 

Der  einfachste  Fall  ist  der  der  ebeneh  Luft  wellen;  hier  wird  man  zweck- 
mäßig die  *- Achse  senkrecht  zu  den  Wellenebenen  legen  und  hat  dann 

(40)    <p=/(«q:./),      ^^^=w=/'{z^:ct),  .6=-^^^=±-^-f'{z^ct)  . 

Die  Welle  ist  also  vom  Charakter  einer  longitudinalen  Verdichtungs-  und 
Verdünnungswelle,  und  die  Verdichtung  ist  überall  und  stets  mit  der  jeweiligen 
Geschwindigkeit  proportional,  nämlich  gleich  dieser,  dividiert  durch  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit. Im  übrigen  bleiben  beide,  von  ihren  periodischen 
Schwankungen  abgesehen,  beim  Fortschreiten  konstant  —  Das  letztere  ist  nicht 
mehr  der  Fall  bei  den  beiden  nächst  einfachen  Fällen,  den  Zylinder-  und  den 
Kugel  wellen;  bei  den  Kugelwellen  z.  B.  wird  Grundgleichung  und  Lösung: 

Geschwindigkeit,  Amplitude  und  Verdichtung  nehmen  also  hier  mit  dem  Fort- 
schreiten reziprok  linear  ab.  —  Durch  Übereinanderlagerung  gleicher  und  ent- 
gegengesetzt fortschreitender  ebener  Wellen  erhält  man  auch  hier  stehende  Wellen; 
zur  Realisierung  kann  die  Reflexion  an  einer  festen  Wand  dienen.  Nicht  so 
einfach  ist  die  Erzeugung  stehender  Wellen  anderer  als  ebenen  Typs,  indessen 
ann  darauf  hier  nicht  eingegangen  werden. 

Endliche  Bewegung.  Wenn  die  Bewegung  so  kräftig  wird,  daß  man  die 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  und  der  Dichteänderung  beibehalten  muß,  wird 
das  Problem  komplizierter;  es  ist  aber  von  Riemann,  Earnshaw  und  Stokes* 

1  G.  G.  Stokes,  Phil.  Mag.  (4)  1.  305.  185 1.  —  «  B.  Riemann,  Gott.  Abh.  8.  1860. 
—  Earnshaw,  Proc.  Roy.  Soc.  1859;  Trans.  Roy.  Soc.  1860.  p.  133.  —  G.  G.  Stokes,  Phil. 
Mag.  (3)  33.  1848. 
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SO  weit  entwickelt  worden,   daß   man   den  Vorgang  in  großen  Zügen  übersehen 
kann.    Geht  man  nach  Riemann  von  den  EuLERschen  Gleichungen  in  der  Form 


(42) 


dw  dw  dp    dlog^ 

bt  dz  dq        dz 

d  log  g  d  log  Q  dw 

dt  dz  dz 


aus  und  setzt  zur  Abkürzung 

(43)       Jy~d\oiQ^f[9)     .         /{9)  +  «'  =  2r     .         f(Q)-w=2s 


SO  kann  man  aus  ihnen  die  neuen  Gleichungen 


(44) 


^'•=  -^^  i^-^-  1^  + 


ds  =  —- 
dz 


\-HiH 


ableiten;  hat  man  r  und  s  gefunden,  so  ergibt  sich  w  und  ^  ohne  weiteres. 
Von  r  aber  kann  man  sofort  aussagen,  daß  sein  Wert  mit  der  Geschwindigkeit 
{^dpjdq  +  vj)  vorwärts  schreitet,  und  von  s  entsprechend,  daß  sein  Wert  mit  der 
Geschwindigkeit  {YdfijdQ  —  w)  rückwärts  schreitet.  Ist  etwa  die  ursprüngliche 
Störung  auf  den  Raum  zwischen  den  Ebenen  z  =  a  und  z  =^  d  beschränkt,  sind 
also  für  2r  <  a  und  s  y»  d  die  Größen  r  und  s  gleich  Konstanten  fj,  j,,  r^,  j^, 
so  schreitet  das  Gebiet,  in  dem  r  variabel  ist,  vorwärts,  das,  wo  s  variabel  ist, 
rückwärts,  und  in  einem  bestimmten  Moment,  der  sich  durch  Lösung  obiger 
Gleichungen  finden  läßt,  werden  sich  beide  Gebiete  trennen  und  ein  nunmehr 
störungsfreies  Gebiet  zwischen  sich  lassen.  In  der  vorwärts  schreitenden  Welle 
ist  ZV  =  /{q)  —  2  jg ,  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  um  so  größer,  je 
größer  die  Dichte  ist;  die  Punkte  mit  größerer  Dichte  werden  also  die  mit 
kleinerer  Dichte  überholen.  Man  kann  sich  das  graphisch  dargestellt  denken, 
indem  man  z  zur  Abszisse,  q  zur  Ordinate  macht  und  jeden  Punkt  der  Kurve 
mit  der  Geschwindigkeit  (YdpjdQ  +  w)  vorrücken  läßt;  die  Kurve  wird  dann  im 
kritischen  Punkte  senkrecht  zur  Abszissenachse,  dqfdz  und  dwjdz  werden  un- 
endlich, und  die  obigen  Formeln  verlieren  ihre  Gültigkeit.  Man  hat  es  hier  mit 
einer  Unstetigkeitswelle  (vgl.  p.  717)  zu  tun,  die  man  in  Anwendung  eines 
meteorologischen  Ausdrucks  als  Böe  bezeichnen  kann. 

Für  eine  allgemeine,  ebene  Welle  folgt  hieraus  zugleich,  daß  sie  beim  Fort- 
schreiten ihre  Form,  bildlich  gesprochen,  in  Wahrheit  ihre  Dichte  Verteilung 
innerhalb  einer  Wellenlänge  ändert.  Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß  es,  rein 
mathematisch  betrachtet,  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  Druck  und  Dichte 
gibt,  bei  der  die  fortschreitende  Welle  ihren  Typus  bewahrt;  daß  aber  diese 
Beziehung  in  Wirklichkeit  nie  erfüllt  ist,  weder  im  isothermischen  noch  im 
adiabatischen  Zustande.  Eine  fortschreitende  Welle  kann  also  nur  durch  äußere 
Kräfte  permanent  erhalten  werden.  —  Was  aus  der  sich  selbst  überlassen en 
Welle  an  der  Unstetigkeitsstelle  wird,  läßt  sich  schwer  sagen;  es  findet  vielleicht 
Auflösung  oder  Reflexion  oder  etwas  Ähnliches  statt.  In  der  Wirklichkeit  wird 
es  überhaupt  kaum  soweit  kommen,  da  sich  schon  vorher  das  Druckgesetz  ändern 
wird;  bei  den  häufigsten,  nämlich  den  sphärischen  Wellen,  reicht  überdies  schon 
die  Divergenz  hin,  die  Neigung  zur  Diskontinuität  zu  überwinden. 

Auf  die  einzelnen  Lösungen  der  Gleichungen  für  die  Unstetigkeits-  und 
Stoßwellen    kann    hier    nicht    eingegangen   werden;    es   sei   in   dieser   Hinsicht, 
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außer  auf  Riemanns  und  seiner  Nachfolger  Originalabhandlungen,  auf  die  Dar^ 
Stellung  bei  Riemann-Weber  ^  verwiesen.  Daselbst  wird  auch  das  von  Riemann 
behandelte  Beispiel  mit  seinen  vier  Fällen  eingehend  erörtert,  sowie  gezeigt,  daß 
der  von  Lord  Rayleigh  (in  seiner  Theorie  des  Schalles)  erhobene  Einwand,  die 
Formeln  lieferten  in  gewissen  Fällen  einen  Verlust  oder  gar  einen  Gewinn  an  Energie, 
nicht  begründet  ist;  das  Energieprinzip  bleibt  gewahrt,  aber  freilich  gibt  es  Fälle, 
in  denen  der  Bewegungs Vorgang  im  Gase  nicht  umkehrbar  ist;  das  Nähere  hierüber 
gehört  in  die  Thermodjnaamik. 

In  bezug  auf  weitere  hiermit  zusammenhängende  Fragen  sei  auf  Abhandlungen 
von  TuMLiRZ*  verwiesen;  es  wird  dort  u.  a.  der  Unterschied  zwischen  Ver- 
dichtungs-  und  Verdünnungswellen  näher  verfolgt,  die  Änderung  der  Wellenlänge 
untersucht  und  gezeigt,  daß  in  dem  gewöhnlichen  Falle,  wo  der  Verdichtungs- 
welle die  Verdünnungswelle  unmittelbar  nachfolgt,  die  beiden  Wellenverlängerungen 
sich  gegenseitig  aufheben,  so  daß  in  diesem  Falle  sich  die  Schwingungszahl  mit 
der  Fortpflanzung  nicht  ändert.  Schließlich  wird  nachgewiesen,  daß  das  Auftreten 
der  Unstetigkeit,  infolge  der  nunmehr  veränderten  Beziehung  zwischen  Molekular- 
geschwindigkeit (Druck)  und  Dichte  zur  Entstehung  der  rückläufigen  Welle  führt, 
und  diese  ist  es  auch,  die  den  Verdichtimgsstoß  auflöst  und  wieder  normale 
Zustände  erzeugt.  —  Man  vergleiche  ferner  die  Diskussion  über  die  Unmöglichkeit 
negativer  (nach  den  Verdünnungen  gerichteter)  Stoßwellen  in  Gasen.  ^ 

Bei  diesen  und  anderen  verwickeiteren  Untersuchungen  leistet  eine  Methode 
vortreflfliche  Dienste,  die  zuerst  von  Helb4HOltz*  dargelegt  worden  ist  und  auf 
der  Wahrnehmung  beruht,  daß  die  hier  maßgebenden  Funktionen  bei  unendlich 
werdender  Wellenlänge  in  das  Potential  übergehen,  wobei  den  Massenpunkten 
hier  die  Erregimgspunkte,  den  Massen  hier  die  Intensitäten  entsprechen  u.  s.  w.; 
manche  Eigenschaften  des  Potentials  lassen  sich  demnach  auf  unser  Geschwindig- 
keitspotential übertragen,  namentlich  das  Theorem  von  Green.  So  ergeben  sich 
z.  B.  folgende  allgemeine  Sätze:  i.  Die  Wellenbewegung  in  jedem  allseitig  be- 
grenzten, von  Erregungspunkten  freien  Räume  kann  stets  dargestellt  werden  als 
ausgehend  von  Erregungspunkten,  die  nur  längs  der  Oberfläche  des  Raumes  in 
einer  oder  zwei  einander  unendlich  nahen  Schichten  ausgebreitet  sind.  2.  In 
jedem  Räume,  dessen  Dimensionen  verschwindend  klein  gegen  die  Wellenlänge 
sind,  können  für  das  Geschwindigkeitspotential  annähernd  die  Ausdrücke  für  das 
elektrische  Potential  benutzt  werden.  3.  Reziprozitätstheorem:  Wenn  in  einem 
teils  von  endlich  ausgedehnten  festen  Wänden  begrenztem,  teils  unbegrenztem 
Räume  Schwingungsbewegung  im  Punkte  A  erregt  wird,  so  ist  das  Geschwindigkeits- 
putential  in.  einem  anderen  Punkte  B  so  groß,  wie  es  in  A  sein  würde,  wenn 
die  Erregung  in  B  stattfände. 

Einfluß  von  Keibiing  nnä  Wäxmeleitimg.  Der  Einfluß  der  Reibung  auf 
die  Wellen  in  Gasen  ist  zunächst  der,  daß  infolge  der  mit  ihr  verbundenen  Zer- 
streuung von  Energie  die  Intensität  der  Schwingungen  beim  Fortschreiten  abnimmt 
und  zwar,  wenn  n  die  Schwingungszahl  und  t}  die  Reibungskonstante  ist,  nach 
dem  Gesetz 

V.  Helmholtz^  hat  diese  Formel  aufgestellt  und  diskutiert;  sie  zeigt,  daß  die 
Schwächung  desto  bedeutender  ist,  je  größer  die  Schwingungszahl  ist;  in  Luft 
z.  B.  ist   sie  für   langsame  Schwingungen  erst  auf  ungeheuren  Strecken  merklich, 

1  Riemann -Weber,  Die  part.  Difif.-Gl.  d.  math.  Physik  BrauDschweig  looi.  2.  469. 
—  2  O.  TUMLIRZ,  Lotos.  Prag  1880;  Wien.  Bcr.  (2)  96.  367.  1887.  —  3  G.  Zemplen,  C.  R. 
141.  710.  1905;  142.  142.  1906.  —  Hadamard,  ibid.  141.  713.  1905.  —  P.  Duheu,  ibid. 
141.  811.  1905;  142.  324.  377.  491.  612.  750.  1906.  —  JouGUET,  ibid.  142.  831.  1034. 
1906.  —  ♦  H.  v.  Helmholtz,  Grelles  Journ.  57.  i.  1859;  Wiss.  Abb.  1.  303.  — 
*  H.  V.  Helmholtz,  Verb.  nat.-med.  Vereins  Heidelberg  3.  16.  1863;  Ges.  Abb.  1.  383. 
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für  sehr  rasche  Schwingungen  aber  sehr  beträchtlich;  damit  z.  B.  die  Intensität 
auf  die  Hälfte  herabsinke,  muß  der  Wellenzug  sich  bei  einer  Schwingungszahl  von 

440         7040  88016  450560 

um    383545         1498  52,7  0,365  m 

fortpflanzen.  Soweit  im  freien  Räume:  ganz  anders  in  einer  zylindrischen  Röhre, 
weil  hier  noch  die  Reibung  an  der  Wandung  hinzukommt,  wofür  der  Röhren- 
radius r  maßgebend  ist.     Hier  lautet  das  Gesetz: 

g-2i;»V»«/(c«-)         ; 

je  enger  die  Röhre,  desto  beträchtlicher  ist  also  die  Schwächung.  Dazu  kommt 
aber  hier  noch  eine  andere  Wirkung,  die  im  freien  Räume  so  gut  wie  unmerkUch 
ist :  die  Abnahme  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  welche  letztere  hier  nur  noch 
den  Wert 

(45)  c'-cW 


hat,  was  bei  engen  Röhren  um  ein  und  selbst  einige  Prozente  weniger  bedeutet. 
—  KiRCHHOFP^  hat  bald  darauf  die  Untersuchung  dahin  ergänzt,  daß  er  außer 
der  Reibung  auch  die  Wärmeleitung  in  Betracht  zog.  In  der  freien  Luft  wird 
auch  hier  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nur  in  einem  Grade,  der  den  Quadraten 
der  Amplitude  und  Dichteänderung  entspricht,  also  unter  gewöhnlichen  Umständen 
gar  nicht  modifiziert;  in  zylindrischen  Röhren  gilt  dagegen  wieder  die  Formel  (45), 
nur  mit  dem  Unterschied,  daß  an  die  Stelle  der  Reibungskonstante  17  die  Größe 


(46) 


,.-,+(«-i)± 


tritt,  wo  %  das  Verhältnis  der  spezifischen  Wärmen,  \  die  Wärmeleitungsföhigkeit 
und  s  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Volumen  ist;  die  Wärmeleitung 
wirkt  also  in  gleichem  Sinne  wie  die  Reibung,  und  die  Vermindenmg  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit kann  in  engen  Röhren  nicht  unbeträchtlich  werden. 

Stehende  Sohwing^g^en  in  Pfeifen.  Unter  Pfeifen  versteht  man  Röhren 
irgend  welcher  Form,  in  denen  Luft  (oder  ein  anderes  Gas)  in  stehende  Schwin- 
gungen versetzt  wird.  Was  zunächst  die  zylindrischen  Pfeifen  betrifft  so  gibt  es 
gedeckte,  bei  denen  nur  das  Erregungsende  offen,  das  andere  aber,  verschlossen 
ist;  und  offene,  bei  denen  beide  Enden  offen  sind.  Bei  gedeckten  Pfeifen  befindet 
sich  an  dem  einen  Ende  ein  Schwingungsbauch,  d.  h.  ein  Ort,  wo  die  Verrückung 
ein  Maximum,  die  Verdichtung  null  ist;  an  dem  anderen  ein  Schwingungsknoten, 
d.  h,  ein  Ort,  wo  die  Verrückung  null  und  entweder  die  Verdichtung  oder  die 
Verdünnung  maximal  ist.  Die  einfachste  und  langsamste  Schwingungsart  ist  also 
die,  bei  der  die  Pfeifenlänge  X  eine  Viertel  weilenlänge  ausmacht;  bei  der  ersten 
Oberschwingung  sind  es  '/^  Welle,  bei  der  nächsten  */^  u.  s.  w.;  die  Schwingungs- 
zahlen gedeckter  Pfeifen  verhalten  sich  also  wie  die  ungeraden  Zahlen.  Bei 
offenen  Pfeifen  wird  man  zunächst  annehmen,  daß  an  beiden  Enden  Bäuche 
liegen,  die  Grundschwingung  entspricht  daher  einer  Wellenlänge  gleich  der 
doppelten  Pfeifenlänge,  bei  der  ersten  Oberschwingung  ist  es  die  einfache  u.  s.  w.; 
hier  sind  also  sämtliche  Zahlen  der  Zahlenreihe  Repräsentanten  der  Schwingungs- 
zahlen. Faßt  man  aber  zwei  gleich  lange  Pfeifen  beider  Arten  zugleich  ins  Auge, 
so  sieht  man,  daß  bei  der  offenen  schon  die  Grundschwingung  doppelt  so  schnell 

1  G.  KiRCUHOFF,  PoGG.  Ann.  134.  1868;  Ges.  Abh.  p.  540.  (Die  entscheidende  Formel, 
p.  554,  ist  hier  vollständig  verdruckt.) 
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ist,  daß  also,  wenn  man  diese  mit  2  bezeichnet,  alle  höheren  ebenfalls  durch 
gerade  Zahlen  repräsentiert  werden;  es  ergibt  sich  also  das  Schema 

gedeckt:     1  8  6  7     .  .  . 

offen:  2  4  6  8     .  .  . 

Bei  gleicher  Länge  gibt  also  die  offene  Pfeife  doppelt  so  rasche  Schwingungen. 
Der  absolute  Wert  der  Schwingungszahlen  ergibt  sich  aus  den  Formeln: 

(47)  gedeckt:     ««»  -  (2  w  —  1)—     ,         offen:     ««  »  2  w  —      ; 

da  für  gewöhnliche  Luft  ^  =  38  300  cm  ist,  muß  man  sehr  lange  Röhren  an- 
wenden, um  langsame  mechanische  Schwingungen  zu  erhalten;  schon  bei  Ver- 
kürzung auf  10  m  erhält  man  mehr  als  8  bezw.  16  Schwingungen  in  der  Sekunde. 
Während  die  obige  «nfache  Theorie  für  gedeckte  Pfeifen  genau  richtig  ist, 
bedarf  sie  bei  offenen  Pfeifen  einer  nicht  unwesentlichen  Korrektur;  es  ist, 
nach  mehreren  teils  verfehlten,  teils  unvollkommenen  Ansätzen  von  Poisson, 
QuBT,  Hopkins,  Duhamel  und  MassonS  das  Verdienst  von  Helmholtz', 
diese  exakte  Theorie  aufgestellt  und  eine  wenigstens  annähernde  Lösung  gegeben 
zu  haben.  Bernoulli,  Euler  und  Lagrange,  die  die  primäre  Theorie  ent- 
wickelt hatten,  nahmen  an,  daß  die  Verdichtung  am  offenen  Ende  null  sei, 
daß  also  hier  die  natürliche  Dichte  herrsche;  Helmholtz  weist  darauf  hin,  daß 
allerdings  die  Dichte  gleich  derjenigen  der  Luft  im  freien,  anstoßenden  Räume 
sein  müsse,  die  letztere  aber  selbst  nicht  die  normale,  sondern  die  veränderte  der 
mit  in  Schwingung  geratenen  Luft  sei.  Oder  anders  aufgefaßt:  die  in  der  Pfeife 
bestehenden  ebenen  Wellen  gehen  im  Öfifnungsquerschnitt  nicht  plötzlich  in  voll- 
kommen sphärische  Wellen  über,  dieser  Obergang  erfolgt  vielmehr  allmählich, 
und  es  wird  sich  deshalb  die  Sache  so  verhalten,  als  ob  die  Röhre  etwas 
länger  wäre,  als  sie  in  Wahrheit  ist;  diese  gedachte  Länge  Z,  die  man  die 
reduzierte  Länge  der  Pfeife  nennt,  ermittelt  Helmholtz  auf  folgendem 
Wege.     Es  sei 

(48)  q>  =    —  sin ^ JP  +  -ff  cos ^ jr:   cos  2  jt « /  +  95 cos i jp sin  2nnl 

das  Geschwindigkeitspotential  der  inneren,  ebenen  Wellen,  dagegen 

,     ,  ,,  cos(^r  —  2nn^) 

(49)  (p  =  M -^ ^ 

das  der  äußeren,  sphärischen  Wellen;  es  findet  sich  dann  zunächst,  wenn  Q  der 
Röhrenquerschnitt  ist  und  die  Fläche  der  Öffnung  F  als  sehr  klein  gegen  das 
Quadrat  der  Wellenlänge  angenommen  wird: 

(50)  AQ^'-2nM    ,         i^Ö=:-27t»      . 

Zwischen  A  und  B  läßt  sich  keine  allgemeine,  von  der  Form  der  Mündung 
imabhängige  Beziehung  aufstellen;  nur  läßt  sich  zeigen,  daß,  wenn  Q/F  endlich 
ist,  AJ B  von  gleicher  Ordnung  wie  F  ist;  nun  wird  gesetzt: 

(51)  ^=-ktgiL     . 

Der  schwierigste  Teil  der  Aufgabe  ist  nun  der,  die  mit  diesen  Beziehungen 
verträgliche  Form  der  Röhre  zu  ermitteln,  die  nicht  etwa  von  vornherein  gegeben 

^  S.  D.  Poisson,  Mto.  de  TAcad.  des  Sciences  1817.  T.  IL  p.  305.  —  Qukt,  Liouv. 
Jourii.  20.  X.  —  W.  Hopkins,  Trans.  Cambr.  phil.  Soc.  6;  PoGG.  Ann.  44.  246.  603.  1838. 
—  Duhamel,  Lioüv.  Joum.  14.  49.  —  A.  Masson,  Ann.  chim.  phys.  (3)  40.  418.  1854.  — 
2  H.  V.  Helmholtz,  Grelles  Journ.  67.  i.  1859;  Wiss.  Abb.  1.  302. 
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sein  darf;  es  gelingt  das  durch  eine  geistvolle  Übertragung  der  Green  scHen 
Sätze  auf  die  Wellenbewegung  (s.  oben).  Unter  den  Formen,  die  sich  finden, 
ist  eine,  die  von  einem  vollständigen  Zylinder  mit  voller  Öflöaung  nur  äußerst 
wenig  abweicht  (maximale  Schwankung  des  Radius  2  ^/q,  und  nur  auf  einem  ganz 
kurzen  Stücke  mehr  als  1  ^/q);  für  sie  wird  die  Längenkorrektion  gleich  ä/4  =  0,785 
des  Radius;  die  eines  vollständigen^  Zylinders  muß  ein  klein  wenig  größer  sein. 
Andererseits  findet  sich  —  eine  glänzende  Probe  auf  die  Richtigkeit  der  Theorie 
—  eine  Form,  bei  der  die  Korrektion  null  wird:  ein  an  der  Mündung  schwach 
trompetenförmig  derart  erweiterter  Zylinder,  daß  F=2Q  ist;  hier  vollzieht  sich 
eben  die  Umwandlung  der  ebenen  in  die  sphärischen  Wellen  gerade  in  dem 
letzten,  sich  erweiternden  Stücke  der  Röhre. 

Ist  sonach  bei  den  zylindrischen  Pfeifen  die  Länge  die  wesentlich  maß- 
gebende Größe,  so  spielt  doch  für  gewisse  Fragen  auch  der  Querschnitt,  sowohl 
nach  Form  als  auch  nach  Größe,  eine  nicht  unwichtige  Rolle.  Es  hängt  das 
hauptsächlich  mit  der  inneren  Reibung  der  Gase,  sowie  mit  ihrer  äußeren  Reibung 
an  der  Wandung  zusammen,  deren  Material  und  Oberflächenbeschaffenheit  demnach 
ebenfalls  in  Betracht  kommt.  Die  vorteilhafteste  Weite  einer  Pfeife  für  die  Wieder- 
gabe einer  ihr  zugeführten  Schwingung  ist  nach  Helmholtz^  durch  die  Formel 

(52)  ^»=  ^ 


bestimmt,  wo  m  die  Ordnungszahl  des  Tones  und  X  die  Wellenlänge  ist;  hieraus 
folgt,  daß  weitere  Pfeifen  für  langsame,  enge  für  raschere  Schwingungen  vorteil- 
hafter sind,  was  man  erfahrungsgemäß  längst  wußte,  aber  theoretisch  nicht  zu 
deuten  wußte.  Schließlich  ergibt  sich  hieraus,  daß  gerade  die  „Form"  der  Welle, 
die  sich  ja  durch  die  Kombination  von  lauter  Sinuswellen  verschiedener  Ordnung 
bildet,  wesentlich  durch  Weite  und  Material  der  Röhre  bezeichnet  wird. 

Weicht  die  Pfeife  von  der  zylindrischen  Form  ab,  aber  nur  wenig,  d.  h. 
bewegt  sich  der  Querschnitt  in  variabeln,  aber  engen  Grenzen,  so  kann  man  sich 
nach  Lord  Rayleigh^  für  die,  im  Vergleich  mit  der  streng  zylindrischen  Pfeife 
erforderliche  Längenkorrektion  der  angenäherten  Formel 


(53)  <rZ=Jcos^-^"^V. 


2«2    dQ 


bedienen.  Aus  ihr  folgt,  daß  die  Schwankung  des  Querschnitts  nahe  einem 
Knoten  oder  Bauche  am  kräftigsten  wirkt,  daß  sie  dagegen  in  den  Punkten 
mitten  dazwischen  ohne  Einfluß  ist;  im  Knoten  wirkt  eine  Vergrößerung  des 
Querschnitts  verkleinernd,  im  Bauche  vergrößernd  auf  die  Schwingungszahl 
Besonders  wirksam  ist  danach  die  Ausbauchung  oder  Einschnürung  einer  Pfeife 
in  ihrer  Mitte;  viel  geringer  ist  dagegen  der  Einfluß  gleichförmiger  schwacher 
Konizität. 

Für  Pfeifen  von  stärkerer  konischer  Form  keinn  man  die  Theorie  nicht 
mehr  aus  der  der  zylindrischen  Pfeifen  ableiten;  man  muß  hier  von  der  Grund- 
gleichung (41)  für  sphärische  Wellen  ausgehen  und  beachten,  daß  ein  Kegel,  in 
dessen  Scheitel  die  Erregung  stattfindet,  ein  Ausschnitt  aus  der  Kugel  ist.  Die 
Beziehung  zwischen  Pfeifen-  und  Wellenlänge  bleibt  dieselbe  wie  bei  zylindrischen 
Pfeifen,  dagegen  ist  die  Lage  der  Knoten  und  Bäuche  wesentlich  verändert.  So 
muß  man  z.  B.,  um  zwei  Pfeifen  von  gleicher  Periode  zu  erhalten,  eine  konische 
Pfeife    nicht    halbieren,    sondern    näher   am   engeren   Ende   zerschneiden.      Dazu 

^  H.  V.  Helmholtz,  a.  a.  O.,  p.  260  (Grelle)  bezw.  386  (Wiss.  Abb.).  —  2  Lord 
Rayleigh,  Theorie  des  Schalles  2.  79.  Braunschw.  1880. 
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kommen  dann  noch  die  Modifikationen  infolge  des  Auftreffens  der  Schwingungen 
auf  die  konische  Wandung,  die  Reflexion  daselbst  u.  s.  w.;  es  sei  in  bezug 
hierauf  auf  die  Darstellung  von  Lord  Rayleigh^  verwiesen. 

Auch  auf  kubische,  d.  h.  nach  allen  drei  Dimensionen  gleichmäßig  aus- 
gebildete Pfeifen  läßt  sich  die  modifizierte  Potentialtheorie  anwenden,  und  es 
ist  Helmholtz*  unter  gewissen  Annahnäen  gelungen,  die  Lösung  anzugeben;  die 
Wellenlänge  soll  groß  gegen  die  Dimensionen,  und  die  Fläche  der  Öffnung  s  soll 
klein  gegen  die  Oberfläche  des  Hohlkörpers  sein.  Für  kreisförmige  Öfihung 
ergibt  sich  dann  als  Schwingungszahl,  wenn  V  das  Volumen  des  Hohlraumes  ist: 

(54)  «  =  -^T--    ' 

also  für  normale  Luft,  wenn  Längen  in  mm  ausgedrückt  werden: 

(55)  «  =  56174^:      , 

sie  ist  also  mit  der  vierten  Wurzel  aus  der  Öffnungsfläche  direkt  und  mit  der 
Quadratwurzel  aus  dem  Volumen  umgekehrt  proportional.  Für  elliptische  Öffnung 
wird,  wenn  R  die  große  Achse,  e  die  Exzentrizität  und  A^  das  ganze  elliptische 
Integral  erster  Gattung  für  den  Modul  e  ist: 

(56)  --^' — •■    -  ■   -'^ 


"1/ 


2Ä^j/l  -«^   V«^y2F 


bei  gleicher  Fläche  wird  also  hier  die  Schwingungszahl  etwas  größer.  Auch  für 
eine  Pfeife   mit  zwei  Öffnungen  lassen   sich  Lösungen  angeben;   sind  diese  z.  B. 

kongruent,  so  ist  die  Schwingungszahl  im  Verhältnis  "^2  : 1  größer  als  bei  einer 
einzigen  Öffnung. 

Weitere  Probleme.  Die  Wellenbewegung  in  Gasen  bietet  außer  den  obigen 
Hauptfragen  noch  eine  ganze  Reihe  von  Einzelproblemen  dar,  die  hier  nur  auf- 
geführt werden  können:  das  Auftrefien  von  Wellen  auf  Hindemisse  und  die 
dabei  sich  einstellenden  Vorgänge,  namentlich  die  Reflexion  der  Wellen;  ihre 
Brechung,  Interferenz  und  Beugung  unter  bestimmten  Umständen;  ihre  Dämpfung 
mit  der  Zeit  und  ihre  Absorption  im  Medium,  in  dem  sie  fortschreiten.  Alle 
diese  Probleme  werden  besser,  zumal  sie  großenteils  nichts  spezifisch  Aerodyna- 
misches an  sich  haben,  in  der  allgemeinen  Wellenlehre  behandelt,  wie  sie  als 
Grundlage  der  „Akustik"  den  zweiten  Band  dieses  Handbuchs  eröffnen  soll. 

In  noch  höherem  Maße  ist  dies  notwendig  in  bezug  auf  die  experimentelle 
Bearbeitung  aller  hierher  gehörigen  Fragen;  diese  experimentelle  Methodik  ist 
nämlich  fast  durchweg  spezifisch  akustischen  Charakters,  und  es  ist  kaum  mög- 
lich, einzelnes,  was  nicht  direkt  in  die  Akustik  gehört,  davon  loszulösen. 

d)   Atmosphärische  Bewegungen. 

Die  wichtigste  Anwendung  erfährt  die  Aerodynamik  in  der  Dynamik  der 
Atmosphäre  der  Erde.  Da  diese  Lehre  zur  Geophysik  oder  Meteorologie 
gehört,  muß  hier  davon  abgesehen  werden,  auf  ihre  spezifisch  meteorologische 
Grundlegung  oder  gar  auf  die  Einzelheiten,  die  begreiflicherweise  überaus  mannig- 
faltiger und  verwickelter  Natur  sind,  einzugehen;  man  vergleiche  darüber  die 
Lehrbücher    und   Zeitschriften  jener   Disziplin.      Hier  kann   es   sich   nur  um   die 

^  Lord  Rayleigh,  a.  a.  O.,  p.  129.  —  2  h.  v.  Helmholtz,  a.  a.  O.  (Wiss.  Abh.  1. 
315.  372). 
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kurze  Aufführung  derjenigen  Probleme  handeln,  die  ein  rein  physikalisches  Interesse 
darbieten ;  und  auch  das  ist  insofern  recht  miBlich,  als  die  Grenzen  der  Thermo- 
dynamik gerade  hier  fast  überall  hart  gestreift  werden. 

Die  Sache  läge  relativ  einfach,  wenn,  es  sich  bei  den  atmosphärischen  Be- 
wegungen lediglich  um  Strömungen  handelte.  Diese  müßten  alsdann  senkrecht 
auf  den  Isobaren  stehen,  also  die  Richtung  der  sogen.  Gradienten  ein- 
halten. In  Wahrheit  wird  diese  Richtimg  fortwährend  modifiziert,  und  in  vielen 
Fällen  der  Strömungscharakter  überhaupt  teilweise  oder  gänzlich  verwischt;  an 
seine  Stelle  treten  teils  Wirbel-,  teils  Wellenbewegungen.  Die  Ursache  ist  eine 
mehrfache:  die  Trägheit  der  Luftteilchen,  die  Achsendrehung  der  Erde,  die 
Schwerkraft,  die  Bildung  von  Diskontinuitätsflächen,  deren  Auflösung  durch  die 
Reibung,  wobei  sich  Wirbel  bilden,  die  im  allgemeinen  stetige,  unter  Umständen 
aber  ebenfalls  sprungweise  Verschiedenheit  von  Temperatur  und  Feuchtigkeit  u.  s.  w. 

Trägheit  und  Erddrehung  sind  zwei  Faktoren,  die  man  am  besten  zusammen- 
fassend betrachtet.  Was  wir  nämlich  beobachten,  ist  nicht  die  wahre,  sondern 
die  scheinbare  Bahn  der  dem  Beharrungsvermögen  folgenden  Luftteilchen  auf  der 
ruhend  gedachten  Erde.  Um  diese  zu  bestimmen,  hat  man  offenbar  ganz  analog 
vorzugehen,  wie  beim  Problem  des  FouCAULTschen  Pendels  (p.  415);  in  der 
Tat  hat  man  auch  hier  eine  „ablenkende  Kraft  der  Erddrehung",  die, 
wenn  o)  deren  Winkelgeschwindigkeit  und  &  die  Polhöhe  ist,  sich  auf  einen  Wind 
von  der  Geschwindigkeit  v  mit  dem  Betrage 

(57)  K  ^  2  z;a>sin<& 

äußert.  Von  verschiedenen  Vorversuchen  abgesehen,  ist  es  nun  das  Verdienst 
von  Sprung  und  Roth,  auf  dieser  Grundlage  theoretisch  abgeleitet  zu  haben, 
wie  sich  ein  Teilchen  auf  der  rotierenden  Erde  scheinbar  bewegen  muß,  wenn  es 
nur  der  Trägheit  unterworfen  ist  und  wenn  Schwere  und  Reibungswiderstände 
es  beeinflussen.  Das  Resultat  Sprungs  ist  folgendes:  Die  „Trägheitsbahn"  ist  in 
der  Nähe  des  Nordpols  ein  rechts  herum  (am  Südpol  links  herum)  in  12  Stunden 
beschriebener  Kreis  vom  Radius  p  =  ü/2  «o,  in  der  Breite  +  9>  ^^  nach  rechts  be- 
schriebener Kreis  mit  dem  Radius  q  =  v/{2  o  sin  (jcr),  der  sich  aber,  da  sich  während 
der  Bahn  q  mit  tp  ändert,  nicht  schließt,  so  daß  die  Bahn  sich  in  eine  immer 
mehr  nach  links  geratende  Schleifenlinie  verwandelt.  Roth  untersucht  all- 
gemeinere Fälle  und  erhält  daher  auch  kompliziertere  Kurven:  Kreisevolventen, 
Spiralen  imd  deren  Verzerrungen.  In  Wahrheit  beschreiben  die  Winde  nicht 
Trägheitsbahnen  und  folglich  stimmen  die  Beobachtungen  zahlenmäßig  nicht  mit 
der  Theorie  überein;  qualitativ  aber  wird  die  Theorie  bestätigt:  Auf  der  nörd- 
lichen Halbkugel  werden  die  Winde  nach  rechts  vom  Gradienten  abgelenkt,  und 
zwar  desto  stärker,  je  höher  die  geographische  Breite  und  je  kleiner  die  Reibung 
ist.  Dies  ist  das  sogen.  BuYS-BALLOTsche  Gesetz,  das  wohl  zuerst  in  den 
fünfziger  Jahren  (von  Galton,  Redfield,  Coffin  u.  A.)  erkannt,  von  Buys- 
Ballot  klar  ausgesprochen,  aber  erst  später  theoretisch  begründet  worden  ist. 
Hierzu  bedurfte  es  einer  wirklichen  mathematischen  Theorie,  und  eine  solche  ist 
wohl  zuerst  von  Ferrel  entwickelt  worden.  Sie  gipfelt,  soweit  sie  hier  interessiert, 
in  der  Gleichung  für  den  Druck  />  als  Funktion  der  Polhöhe  und  des  Radius- 
vektors r: 

(58)  -^-log  ^    =  r««^  f4  -  -0    ^  -   -  l  ^^'^]       » 

Q        Po     .  U^        9sin«^        2  / 

wo  Q  die  Dichte  und  p^  der  Luftdruck  am  Äquator  ist.  Durch  die  hier  noch 
nicht  berücksichtigten  Reibungskräfte  erfährt  die  Formel  freilich  eine  nicht  un- 
wesentliche Komplikation;  es  läßt  sich  aber  schließlich  folgender  Satz  aufstellen: 
Vom  85.  Breitengrad  strömt  die  Luft  einerseits,  stark  nach  Westen  abgelenkt, 
zum  Äquator,  andererseits,  stark  nach  Osten  abgelenkt,    zu  den  Polen;    an  allen 
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drei  Stellen,  d.  h.  unter  0^  85®  und  90®  herrscht  horizontale  Windstille;  dagegen 
herrscht  im  Äquator  und  an  den  Polen  aufsteigender,  unter  85®  absteigender 
Luftstrom.  Alles  das  gilt  für  die  untere  Schicht  der  Atmosphäre;  in  der  oberen 
findet  entsprechende  Rückströmung  statt.  Die  Einteilung  der  Erde  in  die  ver- 
schiedenen Zonen,  Passatzone,  Kalmengürtel  u.s.w.  ergibt  sich  so  ganz  ohne  Zwang. 

Nachdem  so  die  Lehre  von  der  „allgemeinen  Zirkulation  der  Atmo- 
sphäre" wissenschaftlich  begründet  war,  hat  sich  eine  reiche  Literatur  darüber 
entwickelt,  die  die  Resultate  Fbrrels  teils  ergänzt,  teils  umgestaltet,  teils  auch 
geradezu  durch  neue  ersetzt  hat;  namentlich  sind  die  Arbeiten  von  Guldberg 
und  Mohn,  Oberbeck,  Marchi,  v.  Siemens,  Lord  Rayleigh,  Chree,  Brilloüin, 
Margules,  V.  Bezold  zu  nennen.  Eine  wichtige  Rolle  spielt  dabei  die  Dis- 
kussion der  Sätze  von  der  Erhaltung  der  Energie  und  von  der  Erhaltung  des 
Rotationsmoments  im  Luftmeere,  sowie  die  Betrachtung  der  mittleren  Schicht,  in 
der  die  Mischung  der  unteren  und  oberen  Teilchen  stattfindet,  und  wo  sich  der 
Obergang  von  den  Strömungen  zu  den  Rückströmungen  vollzieht. 

Einen  weiteren,  sehr  wesentlichen  Schritt  vorwärts  bedeutet  eine  Reihe  von 
Abhandlungen  H.  v.  Heliiholtz'.  Es  wird  gezeigt,  daß  die  Bewegungen  in  der 
Atmosphäre  viel  mäßigere  sind,  als  sie  sein  müßten,  und  daß  hierzu  Reibung 
und  ähnliche  Ursachen  nicht  ausreichen.  Vielmehr  sind  als  maßgebend  Dis- 
kontinuitätsflächen heranzuziehen,  die  sich  in  der  Hauptsache  in  den  oberen 
Grenzen  des  tropischen  Kalmengürtels  bilden,  in  nördlicher  .Richtung  schräg  gegen 
die  Erdoberfläche  anlaufend;  die  Mischungsschicht  muß  dann  schräg  aufsteigen, 
und  es  müssen  von  Süden  und  Norden  neue  Massen  an  die  Grenzfläche  heran- 
rücken; diese  Erneuerung  der  Unstetigkeitsfläche  wird  sich  also  vornehmlich  in 
den  imteren  Luftschichten  abspielen.  Am  wichtigsten  aber  ist  die  EnÄ'ägung,  daß 
sich  in  der  Diskontinuitätsfläche  ein  Phänomen  entwickeln  muß,  das  den  vom 
Winde  auf  dem  Meere  erzeugten  Wellen  ganz  analog  ist  und  das  man  wegen 
der  hier  natürlich  kolossalen  Wellenlängen  als  atmosphärische  oder  Luft  wogen 
bezeichnen  kann.  Ihre  Richtung  ist  zunächst  westöstlich,  bei  der  Annäherung 
an  die  Erdoberfläche  tritt  aber,  ähnlich  wie  bei  den  Wasserwellen  am  Strande, 
eine  Umbiegung  ein,  und  schließlich  werden  die  Wogen,  aus  nordwestlicher  Rich- 
tung auflaufend,  am  Boden  zerschellen.  Entspricht  dies  der  Brandung  an  den 
Küsten,  so  wird  bei  zu  groß  werdenden  Geschwindigkeiten  auch  eine  symmetrische 
Brandung  im  freien  Luftmeere,  analog  den  Schaumköpfen,  eintreten  können.  In 
beiden  Fällen  aber  fuhrt  die  Wogung  zu  einer  ausgiebigen  Mischung  und  schließ- 
lich zur  Wirbelbildung,  also  zu  den  Phänomenen  des  Zyklons  und  Antizyklons, 
d.  h.  des  durch  die  Erddrehung  bewirkten  Wirbels  um  eine  Achse  minimalen 
bezw.  maximalen  Druckes,  sowie,  bei  lokaler  Aufteilung,  zu  den  Tornados  und 
ähnlichen  Erscheinungen.  Auf  die  Theorie  dieser  Details  kann  hier  nicht  ein- 
gegangen werden  (über  den*  Zyklon  vergleiche  man  auch  oben  p.  1068). 

In  neuester  Zeit  hat  Bjerknes  mit  Erfolg  die  allgemeine  Feldtheorie 
und  insbesondere  den  Begriff  der  Zirkulation  auf  die  atmosphärischen  Be- 
wegungen angewandt.     Der  Fundamentalsatz  läßt  sich  durch  die  Formel 

(59)  _=_J_^_2a._-ie 

für  die  Zirkulation  einer  Kurve  relativ  zur  rotierenden  Erde  aussprechen,  wo  6* 
die  von  der  Projektion  der  Kurve  auf  die  Äquatorebene  eingeschlossene  Fläche 
und  R  eine  aus  der  Reibungstheorie  bestimmbare  Größe  ist.  Aus  ihr  ergeben 
sich  die  Gesetze  der  Luftbewegung  in  sehr  befriedigender  Weise;  insbesondere 
seien  die  folgenden  beiden  Sätze  angeführt:  Eine  horizontale  Kurve,  die  sich  zu- 
sammenzieht, erhält  zyklonische,  eine  sich  ausdehnende  antizyklonische  Zirkulation. 
Eine  Kurve,  die  ursprünglich  vertikal  ist  und  nachher  in  geneigte  Lage  kommt, 
wird   der  Wirkung   einer  zirkulations  erregen  den  Kraft  ausgesetzt,   deren  Richtung 
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in  bezug  auf  die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Erdoberfläche  antizyklonisch  ist. 
—  Im  einzelnen  lassen  sich  dann  Passate,  Monsun,  Land-  und  Seewind,  Berg- 
und  Talwind  u.  s.  w.  ableiten. 

In  der  Natur  sind  die  skizzierten  Vorgänge  in  reichem  Maße  beobachtet 
und  qualitativ  und  quantitativ  beschrieben  worden;  namentlich  gilt  dies  von  den 
Strömungen  und  den  Wirbeln;  auch  experimentelle  Nachahmung  im  kleinen  hat 
man  wiederholt  mit  einigem  Erfolg  versucht.  Was  die  Luftwogen  betrifft,  so  sind 
sie   an   sich  natürlich  nicht  sichtbar,   da  sie  ja   in  Dichteschwankungen  bestehen; 


Figur  450. 

sie  werden  es  aber  zuweilen  wegen  der  damit  verbundenen  periodischen  Tem- 
peratur- und  Feuchtigkeitsschwankungen,  in  welchem  Falle  man  die  bekannten 
Reihen  paralleler  Wolkenstreifen  am  Himmel  erblickt;  auch  in  den  sogen.  Wind- 
böen gibt  sich  jene  Periodizität  zu  erkennen.  Durch  die  Tatsache,  daß  diese 
Erscheinungen  Vorzeichen  von  Stürmen  sein  können,  wird  die  Theorie  des  wei- 
teren bestätigt.  In  wissenschaftlicher  Weise  sind  die  Wind  wogen  in  neuester  Zeit 
mehrfach  studiert  worden,  am  erfolgreichsten  wohl  von  Toepler,  der  sie  mit 
seinem  Variometer  (p.  157)  direkt  photographierte;   eine  Probe  gibt  Figur  450.^ 

1  Literatur  zur  Dynamik  der  Atmosphäre:  Buys-Ballot,  Pogg.  Ann.,  Erg.-Bd.  4.  559. 
1854.  —  W.  Ferrel,  Meteor.  Researches  I,  U.  S.  Coast  Sürvey,  Wash.  1877;  II,  ib.  1878 
(die  Untersuchungen  gehen  bis  auf  1859  zurück).  —  Guldberg  u.  Mohn,  Ost.  Meteor.  Ztschr. 
1877.  p.  258.  —  A.  Sprung,  Ann.  d.  Hydrogr.  1880.  p.  603;  Met.  Ztschr.  17.  161.  276. 
1882;  26.  1891;  Lehrb.  d.  Met.  Hamb.  1885.  —  COFFIN,  The  winds  of  the  globe.  Wash, 
1875.  —  Galton,  Proc.  Roy.  Soc.  12.  385.  —  Guldberg  u.  Mohn,  Etudes  s.  1.  mouv.  de 
Tatm.  Christ.  1876  u.  1880.  —  A.  Oberbeck,  Wied.  Ann.  17.  128.  1882;  Berl.  Ber.  1886. 
p.  383  u.  II 29.  —  March[,  Ann.  della  met.  1882:  Ann.  UfF.  met.  1886  u.  1889;  Rend. 
Lomb.  1890;  Ost.  met.  Ztschr.  1884.  p.  278.  —  W.  v.  Siemens,  Berl.  Ber.  1883;  1886. 
p.  261;  1890.  p.  629;  Wied.  Ann.  20.  108.  1883;  28.  263.  1886;  42.  257.  1891.  — 
W.  V.  Bezold,  Berl.  Ber.  1888.  p.  485  u.  1189;  1890.  p.  355.  —  H.  v.  Helmholtz,  BerL 
Ber.  1888.  Nr.  26;  1889.  p.  761;   1890.  Juli;  Wied.  Ann.  41.  641.  1890;  Ges.  wiss.  Abh.  3. 

—  F.  Roth,  Rep.  d.  Phys.  22.  354;  23.  i.  454.  553;  24.  90.  648.  1886—88.  —  C.  Chree, 
Proc.  Edinb.  math.  Soc.  7.  29;  8.  43.  1889/90.  —  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  29. 
173.  1890.  —  M.  Margules,  Wien.  Ber.  99.  II.  204.  1890;  101.  IIa.  597.  1892;  102.  IIa. 
II.  1893.  —  F.  PocKELS,  Met.  Ztschr.  1893.  P*  9»  —  E.  Oekinghaus,  Arch.  der  Math.  u. 
Phys.  (2)  12.  274.  1893.  —  E.  V.  Oppolzer,  Met.  Ztschr.  11.  274.  1894.  —  O.  Rausen- 
berger,  Progr.  Adlerflycht-Sch.  Frankf.  1895.  —  M.  Toepler,  Wied.  Ann.  57.  472.  1896; 
Ann.  d.  Phys.  12.  787.  1903.  —  R.  Emden,  Wied.  Ann.  62.  374.  1897.  —  N.  Ekholm, 
Met.  Ztschr.' 14.  448.  1897.  —  J.  H.  West,  Verh.  phys.  Ges.  Berl.  17.  33.  1898;  Wied. 
Ann.  65.  943.  1898.  —  M.  Brillouin,  Ann.  chim.  phys.  (7)  12.  145.  1897.  —  V.  Bjerknes, 
Svensk.  Vet.-Ak.-Handl.  31.  i.  1899;  Phys.  Ztschr.  1.'  215.  1900;  Öfv.  Svensk.  Vet.  Akad. 
Förh.  58.  739.  775.  1901.  —  M.  Brillouin,  M6moires  (Sammlung)  etc.  Paris  1900.  — 
M.  Margules,  Jahrb.  Zentr.-Anst  Met.  Wien  1903.  —  Experimente  u.  s.  w.:  Vettin,  Pogg. 
Ann.  102.  246.  1857;  Met.  Ztschr.  1.  227.  271.  1884.  —  Weyher,  C.  R.  104.  494. 
1887.  —  Über  Strudel,  Tromben,  Wirbelstürme  u.  s.  w.  Paris  1887.  —  Femer  Colladon, 
Faye,  Dechevrens  u.  A.,  C.  R.  1886 — 87.  —  Schwedow,  Joum.  d.  russ.  phys.-chem. 
Ges.  (8)  18.  279.  1886.  —  Ehrenberg,  Trägheitsglobus  (Beitr.  zur  Geophysik  3.  217.  1897). 

—  Wegen  alles  weiteren  vergleiche  man  die  Meteorologische  Zeitschrift,  das  Werk  von  Assmann 
und  Berson  ,. Wissenschaftliche  Luftfahrten",  das  Handbuch  der  Geophysik  von  S.  Günther 
und  ähnliche  Werke. 
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e)   Bewegung  fester  Körper  in  Gasen. 

Von  Erscheinungen  dieser  Art  ist  schon  mehrfach  die  Rede  gewesen.  So 
sind  Formeln  für  den  senkrechten  Fall  und  den  schiefen  Wurf  mit  Rücksicht 
auf  den  Luftwiderstand  im  Artikel  „Fall  und  Wurf",  p.  378,  Formeln  für  den 
Einfluß  der  Luft  auf  das  Pendel,  daselbst  p.  405  angegeben.  Einer  allgemeinen 
Untersuchung  des  hydrodynamischen  Widerstands,  deren  Ergebnisse  zum  Teil, 
wie  dort  bereits  bemerkt,  auch  für  Gase  gültig  sind,  ist  der  Artikel  „Gemein- 
schaftliche Bewegung  fester  und  flüssiger  Körper**  (p.  10 11)  gewidmet.  Den  Gasen 
eigentümlich  sind  namentlich  solche  Fälle,  in  denen  sich  die  Variabilität  der 
Dichte  des  umgebenden  Mediums  in  ihrem  Einfluß  auf  die  Bewegung  des  festen 
Körpers  in  hervorragendem  Grade  geltend  macht,  was  insbesondere  bei  großen 
Geschwindigkeiten  des  festen  Körpers  der  Fall  ist,  weil  die  Teile  des  Gases  als- 
dann nicht  Zeit  haben,  vollständig  auszuweichen.  Eine  hierher  gehörige  Klasse 
von  Erscheinungen  ist  die  der  raschen  Schwingungen  eines  festen  Körpers 
in  Luft.  Von  welcher  Wichtigkeit  dieselbe  ist,  erhellt  schon  daraus,  daß  die 
Verdichtungen  und  Verdünnungen  der  Luft  es  sind,  die  die  Schwingimgen  des 
festen  Körpers  fortpflanzen  und  somit  eigentlich  erst  den  Schall  erzeugen;  gleich- 
zeitig aber  ergibt  sich  aber  auch  die  Zugehörigkeit  dieser  Erscheinungen  zur 
Akustik.  Hier  sei  nur  der  Vergleichung  halber  bemerkt,  daß,  wenn  man  in  ähn- 
licher Weise  wie  bei  Flüssigkeiten  die  Geschwindigkeitspotentiale  bildet,  diese 
hier  komplizierter  als  dort  werden. 

Ein  anderer  Fall  ist  die  Verdichtung  der  Luft,  welche  durch  ein 
Geschoß  in  seiner  Umgebung  erzeugt  wird.     Diese  theoretisch  interessante 


Figur  451. 


und  praktisch  wichtige  Erscheinung  hat  ihrer  experimentellen  Schwierigkeiten 
halber  die  Physiker  lange  vergeblich  beschäftigt,  bis  es  Mach  und  Salcher  ge- 
lungen ist,  das  Problem  theoretisch  und  experimentell  in  überraschend  befriedi- 
gender Weise  zu  lösen.  Denkt  man  sich  einen  Zylinder  seiner  Achse  entlang 
durch  die  Luft  fortschreitend,  so  wird  seine  Spitze  unausgesetzt  Verdichtungs- 
wellen  erzeugen.  Diese  werden,  wenn  die  Geschoßgeschwindigkeit  der  Schall- 
geschwindigkeit nachsteht,  sich  zerstreuen  (Figur  45 1  a),  dagegen  wenn  jene  diese 
übertrifit,  sich  kreuzen  imd  einen  Verdichtungskegel  erzeugen  (Figur  451^).  Ein 
begrenztes  Verdichtungsgebiet  wird  man  also  nur  erhalten,  wenn  man  Geschoß- 
geschwindigkeiten von  mehr  als  840  m  anwendet,  und  in  dem  Sinus  des  halben 
Öffnungswinkels  des  Kegels  wird  man  alsdann  das  Verhältnis  der  Schallgeschwin- 
digkeit zur  Geschoßgeschwindigkeit  haben.  Dieses  theoretische  Resultat  wurde 
nun   durch  Versuche  mit  Gewehr-  und  Kanonenkugeln  bestätigt,   bei   denen  die 
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Figur  451^. 


nach  der  Schlierenmethode  sichtbar  gemachte  Luftverdichtung  durch  elektrische 
Momentphotographie  fixiert  wurde;  nur  zeigte  sich,  infolge  der  abweichenden 
Geschoßgestalt,  statt  des  Kegels  ein  Hyperboloid,  femer  traten  ähnliche,  aber 
schwächere  Grenzen  auch  am  Rande  und  Boden  des  Geschosses  auf,  und  schließ- 
lich zeigte  sich  der  Kanal  hinter  dem  Geschoß  von  Wirbeln  nachströmender  Luft 
erfüllt  (Figur  451 4     Endlich  sind  in   Figur  451  d  die   Linien  gleichen   Druckes 

dargestellt.  Im  übrigen,  namentlich  hin> 
sichtlich  der  Berechnung  und  der  „elektro- 
chemischen" Darstellung  der  Linien  gleichen 
Druckes,  sei  auf  die  genannten  Abhand- 
lungen verwiesen;  auf  das  akustische  wird 
im  IL  Bande  zurückgekommen  werden. 
Durch  die  Mach  sehe  Entdeckung 
klärt  sich  zugleich  die  seit  langem  be- 
kannte Anomalie  in  dem  Gesetz  auf, 
nach  dem  der  Luftwiderstand  mit 
der  Geschwindigkeit  variiert.  Aus 
dem  Prinzip  der  hydrodynamischen  Ähn- 
lichkeit einerseits,  aus  einfachen,  zum 
Teil  schon  von  Newton  herrührenden 
kinetischen  Betrachtungen  andereracits 
folgt  nämlich,  daß  der  Widerstand  mit 
dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  wachsen 
muß.  In  der  Tat  wird  dieses  Gesetz 
durch  die  Erfahrung  in  weitem  Bereich  bestätigt.  Für  sehr  kleine  Geschwindig- 
keiten allerdings,  etwa  unter  0,1  m/sec,  gilt  das  (in  das  quadratische  dann  bei 
Steigerung  der  Geschwindigkeit  allmählich  übergehende)  lineare  Gesetz;  aber  das 
ist  leicht  verständlich,  da  hier  Zeit  zum  Ausweichen  der  Luft  vorhanden  ist  und 
deshalb  nur  eine  gewisse  äußere  Reibung  in  Betracht  kommt;  vielleicht  tritt  in 
solchen  Fällen  auch  eine  Umhüllung  des  Körpers  mit  einer  stagnierenden  Luft- 
schicht ein.  Sehr  auffallend  dagegen  ist  die  Änderung  des  Gesetzes  bei  Er- 
reichung der  normalen  Schallgeschwindigkeit,  d.  h.  333  m/sec:  hier  wächst  der 
Luftwiderstand  fast  plötzlich  viel  rascher,  und  von  etwa  400  m/sec  an  gilt  zwar 
wiederum  das  quadratische  Gesetz,  aber  mit  einem  viel  größeren  Proportionalitäts- 
faktor,, nämlich  einem  zwei  bis  dreimal  so  großen.  Es  ist  einleuchtend,  worin 
die  Ursache  dieser  Zunahme  liegt:  eben  in  der  Bildung  der  konischen  Kopf- 
welle, die  mit  ihren  periodischen  Verdichtungen  und  Verdünnungen  der  einfachen 
Verdichtung  an  Widerstand  weit  überlegen  ist.  Lorenz  hat  für  den  Übergang 
aus  seiner  oben  p.  1346  erwähnten  Theorie  eine  Formel  abgeleitet,  die  freilich 
an  der  kritischen  Stelle  einen  plötzlichen  Sprung  ergibt,  aber  mit  Rücksicht  auf 
die  wirklichen  Verhältnisse  leicht  ergänzt  werden  kann;  eine  Formel,  die  dann 
weiterhin  auch  eine  allmähliche  Wiederabnahme  des  Koeffizienten,  in  Überein- 
stimmung mit  neueren  Versuchen,  ergibt.  —  In  bezug  auf  die  übrige  Literatm- 
muß auf  p.  379 — 380  sowie  auf  Cranz  und  Finster  walder  verwiesen  werden;  als 
neueste  Versuche  seien  noch  die  von  Mallock  angeführt,  die  sehr  hohe,  bis  zu 
1400  m/sec  gehende,  mit  Aluminiumgeschossen  erzielte  Geschwindigkeiten  be- 
treffen, mit  dem  ballistischen  Pendel  gemessen  wurden  und  für  hohe  Geschwin- 
digkeiten etwa  das  Gesetz  der  2,2.  Potenz  ergaben. 

Von  den  übrigen  Beziehungen  des  Widerstands  ist  die  zur  Dichte 
der  Luft  linear,  die  mit  der  luftverdrängenden  Oberfläche  des  Körpers  im  Prinzip 
auch  wohl  linear,  in  Wahrheit  aber  etwas  schwächer,  so  daß  der  auf  die  Flächen-  - 
einheit  reduzierte,  spezifische  Widerstand  für  größere  Flächen  etwas  kleiner  >Ä'ird; 
es  liegt  das  aber  wahrscheinlich  an  sekundären  Einflüssen.  Ferner  muß  nach 
der   allgemeinen   Theorie   eine  beschleunigte   Bewegung  größeren  Widerstand  er- 


Allgfi^  Physik.  Bewegung  fester  Körper  in  Gasen.  1361 

fahren  als  gleichförmige  von  derselben  mittleren  Geschwindigkeit;  es  läßt  sich 
aber  hierüber  nach  den  bisherigen  Versuchen  noch  nichts  Sicheres  sagen.  Sehr 
verwickelt  ist  der  Einfluß  der  Form  des  Körpers,  und  die  Literatur  hierüber, 
namentlich  über  die  günstigste  Gestalt  von  Geschossen,  ist  begreiflicherweise  sehr 
groß,  wie  man  bei  Cranz  und  Finsterwalder  findet;  die  günstigste  Form  scheint, 
wie  angeführt  sei,  die  „ogivale",  d.  h.  im  Meridianschnitt  einem  gotischen  Spitz- 
bogen ähnelnde  zu  sein,  und  hier  wiederum  die  „sehr  schlanke"  Form.  Für 
ebene  Vorderflachen  ist  die  Kreisform  die  günstigste.  Bei  Schiefstellung  gilt  im 
Prinzip  das  Gesetz  des  Quadrats  des  Neigungssinus;  jedoch  hängt  es  von  der 
Art  der  Bewegung  ab,  inwieweit  sich  dieses  Gesetz  wirklich  geltend  macht  und 
nicht  vielmehr  so  völlig  verdeckt  wird,  daß  der  Widerstand  scheinbar  unabhängig 
von  der  Lage  der  Scheibe  ist;  man  vergleiche  hierüber  und  über  alles  andere 
auch  das  unten  zitierte  Buch  von  F.  v.  Lössl,   sowie  das  Werk  von  Langley. 

In  neuerer  Zeit  sind  übrigens  diese  Fragen,  außer  für  dief  Ballistik,  noch 
für  ein  anderes  Gebiet  von  Bedeutung  geworden,  nämlich  für  die  Motorwagen 
von  Schnellbahnen,  für  Schiffe  und  Luftschiffe.  Bei  elektrischen  Schnellbahnen 
z.  B.  würde  der  Luftwiderstand  bei  ebener  Stirnfläche  den  größten  Teil  der 
Energie  verzehren;  er  läßt  sich  aber,  worüber  man  z.  B.  die  Versuche  von 
W.  Reichel  vergleiche,  durch  parabolische  Gestaltung  der  Stirnfläche  auf  ^/g 
herabdrücken. 

Was  schließlich  den  Zahlenfaktor  betrifft,  d.  h.  den  Luftwiderstand  für 
1  qm  Fläche  und  1  m/sec  Geschwindigkeit,  so  würde  sich  aus  der  X^^eorie  der 
diskontinuierlichen  Flüssigkeitsbewegungen  (Kirchhoff)  der  Wert  55  g  ergeben; 
in  Wahrheit  haben  die  Messungen  größere,  aber  untereinander,  zum  Teil  infolge 
der  verschiedenen  Methoden  sehr  abweichende  Werte  ergeben,  nämlich  80  bis 
120  g.  Man  vergleiche  hierzu  auch  ein  Referat  von  Bryan  über  Arbeiten  von 
Le  Dantec  (freier  Fall)  und  Canovetti  (schiefe  Ebene),  wo  sich  als  Faktoren 
die  Werte  80 — 90  ergaben,  die  sich  für  Halbkugeln  und  Kegel  bedeutend  redu- 
zieren.    Bei  Fallversuchen  an  seinem  Turm  erhielt  Eiffel  den  Wert  60. 

Soweit  diefortschreitendeBewegung.  Für  die  experimentelle  Bearbeitung 
bietet  sie  leicht  ersichtliche  Schwierigkeiten,  und  es  ist  daher  als  ein  wesentliches 
Verdienst  Schellbachs  zu  bezeichnen,  daß  er  zuerst  drehende  Bewegungen 
ins  Auge  faßte  und  zur  Ermittelung  des  Luftwiderstands  bei  ihnen  einen  geeigneten 
Apparat  konstruierte;  mit  diesem  sind  dann  von  verschiedenen  Beobachtern 
Messungen  gemacht  und  schließlich  das  Ganze  von  Thiesen  bearbeitet  worden. 
Das  Prinzip  des  Apparats  ist,  daß  die  Achse,  um  die  sich  an  zwei  Armen  zwei 
Versuchskörper  in  horizontaler  Ebene  drehen,  durch  ein  Laufwerk  unter  Ver- 
mittelung  zweier  schraubenförmig  gebogener  Gabeln  erregt  wird,  und  daß  die  in 
ihnen  laufenden  Übertragsröllchen  vermöge  der  Wirkung  der  Gabeln  als  schiefer 
Ebenen  zugleich  einen  Druck  auf  die  Achse  ausüben;  dieser  Druck  wird  von 
einem  großen  Aräometer,  auf  dem  die  auch  vertikal  bewegliche  Achse  ruht,  auf- 
genommen und  durch  ausgleichende  Belastung  desselben  gemessen.  Thiesen 
faßt  das  Ergebnis  der  Versuche  an  Zylindern,  die  einerseits  senkrecht  zu  ihrer 
Achse  fortschritten,  andererseits  in  der  angegebenen  Weise  rotieren,  in  die  beiden 
Formeln  —  W  Widerstand  im  ersten,  M  dessen  Moment  im  zweiten  Falle, 
/  und  ä  Länge  und  Dicke  des  Zylinders,  v  Geschwindigkeit,  /  Umdrehungszeit 
(alles  in  C.G.S.)  —  zusammen: 

(60)  Pr=  10""ö/(7,25z;  4-  0,4860^2^2  ^  0,0000698^2^»)      , 

(61)  M=  10-0/3/3,80^  +  0,599/^^  +0,000216/2^*-]       . 

Später  hat  Thiesen  diese  Formel  noch  genauer  mittels  eines  rasch  rotierenden 
Stabes  geprüft. 
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Von  neueren  Arbeiten  vergleiche  man  namentlich  die  merkwürdigen  Resultate, 
die  DiNES  für  den  Winddruck  auf  zylindrisch  gekrümmte  Platten  erhielt,  sowie 
«ine  Arbeit  von  Cailletet  imd  Collardeau.  Zu  einem  gewissen  Abschlüsse 
aber  wurde  die  Frage  erst  durch  Mannesmann  gebracht  Sein  Apparat  besitzt 
nur  einen  einzigen  Arm  und  Versuchskörper,  und  letzterer  ist  mit  einer  Führung 
ausgestattet,  in  der  er  sich  infolge  des  Luftwiderstandes  rückwärts  bewegt;  die 
hierdurch  herbeigeführte  Hebung  eines  Gewichts  wird  gemessen.  Untersucht 
wurden  volle  und  poröse,  senkrechte  und  schräge,  ebene  und  gekrümmte  Flächen. 
Für  ebene  Vollflächen  wuchs  der  spezifische  Widerstand  mit  der  Fiächengröße 
von  77  auf  144,  war  beim  Kreise  am  kleinsten,  beim  Quadrat  um  2,  beim 
Rechteck  bis  zu  8  ^/^  größer;  von  der  Geschwindigkeit  war  er  unabhängig.  Bei 
porösen  Flächen  hat  die  Größe  einen  viel  geringeren  Einfluß,  dagegen  nimmt 
hier  der  Koeffizient  mit  wachsender  Geschwindigkeit  stark  ab,  d.  h.  der  Luft- 
widerstand ist  einer  zwischen  1  und  2  liegenden  Potenz  der  Geschwindigkeit 
proportional    —    eine   Erscheinung,    die   jedenfalls    mit    der  Luft    in   den  Poren 


O""   82ß'    15"    eijS"    60'     S2jS^  ^5«     S^S'   30^     22,5"    15'     7^^      9* 
Figur  452. 


zusammenhängt.  Bei  schiefgestellten  Flächen  ist  zwischen  Gesamtdruck  W^ 
Horizontalkomponente  H  und  Auftrieb  V  zu  unterscheiden;  sie  sind  in  Figur  452 
zusammen  mit  der  aus  der  Kirchhoff-Rayleigh  sehen  Theorie  sich  ergebenden 
Kurve  (vgl.  p.  994)  als  Funktionen  der  Neigung  dargestellt;  V  ist  am  größten 
bei  42^,  dagegen  das  Verhältnis  V\H  bei  4°;  im  letzteren  Falle  ist  der  spezi- 
fische Kraftaufwand  am  kleinsten,  die  zu  der  gleichen  absoluten  Leistung  nötige 
Fläche  aber  viel  größer;  man  wird  also  von  Fall  zu  Fall  entscheiden  müssen. 

Für  Pendelschwingungen  liegt  eine  umfangreiche,  im  Artikel  „Pendel" 
noch  nicht  berücksichtigte  Arbeit  von  Frank  vor,  bei  der  die  Pendellänge  12,7  m, 
der  Schwingungsbogen  18  m  betrug  und  zahlreiche  Formen  von  Pendelkörpem 
benutzt  wurden.  Das  quadratische  Gesetz  des  Luftwiderstands  erwies  sich  in 
weiten  Grenzen  gültig;  im  Zusammenhang  hiermit  waren  die  Gleichungen 


As=  C(l  —  actga) 


(ö  +  «)  (^  —  j)  =  ^ 


erfüllt,  wo  a  der  Winkel  ist,  bei  dessen  viermaliger  Durchmessung  dieselbe  Wider- 
standsarbeit zu  überwinden  wäre,  wie  bei  einer  wirklich  vollführten  Doppel- 
schwingung, As  der  zur  Überwindung  des  Luftwiderstands  erforderliche  Teil  des 
Bogens  j,  n  die  Anzahl  der  Doppelschwingungen  und  C,  ^,  ä,  b  Konstanten  sind. 
Für  verschiedene  Formen  ließ  sich  W  =  {Qlg)JiL-  F*  v^  setzen,  und  hierin  war 
der    Gestaltskoeffizient   IC  für  ebene    Endflächen:    0,553    für   Kreis-,    0,582    für 
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quadratischen  Querschnitt;  während  er  bei  abgerundeten  oder  zugespitzten  Enden 
bis  0,225  bezw.  0,806  herabging. 

Auch  der  Fall  parallel  ihrer  Ebene  hin  und  her  schwingender  Scheiben  ist 
mehrfach,  so  von  Freiburg  behandelt  worden;  es  ergaben  sich  sehr  kleine 
Koeffizienten,  nämlich  38  bis  40  für  den  Kreis  und  42  bis  49  für  das  Quadrat. 
Ob  diese  großen  Unterschiede  wirklich  mit  der  Art  der  Bewegung  zusammenhängen, 
darf  noch  nicht  als  entschieden  bezeichnet  werden. 

Schließlich  sei  noch  auf  Abhandlungen  von  Marey  und  Renard  hingewiesen, 
von  denen  jener  ähnliche  Methoden  wie  Mach  entwickelt  und  die  Resultate 
photographisch  fixiert  hat,  dieser  einen  Apparat,  genannt  d3aiamometrische  Wage, 
benutzt  und  damit  zahlreiche,  aber  noch  nicht  abgeschlossene  Resultate  über 
den  Widerstand  verschiedener  Körperformen  gewonnen  hat 

Ein  letztes  Problem  betrifft  die  Bewegung  eines,  namentlich  aber 
mehrerer  Körper,  z.  B.  Kugeln,  in  einem  Gase.  Das  Problem  einer  Kugel 
ist  u.  a.  von  Stokes,  Lord  Rayleigh  und  Brillouin  behandelt  worden.  Bei 
zwei  Kugeln  treten  hier  ganz  ähnliche  Scheinkräfte  auf,  wie  bei  den  Versuchen 
von  BjERKNES  (p.  1041)  mit  Flüssigkeiten;  die  Gesetze  aber  sind  zum  Teil  andere. 
So  kehrt  sich  nach  Leahy  bei  den  Pulsationen  die  Wirkung  um  und  wird 
dadurch  mit  der  elektrisch-magnetischen  übereinstimmend,  d.  h.  gleiche  Phasen 
liefern  Abstoßung,  entgegengesetzte  Anziehung.  Bald  darauf  hat  Bäcklund 
die  Theorie  weiter  ausgebaut  und,  außer  auf  Kugeln,  auch  auf  Ringe  aus- 
gedehnt.^ 

Anwendungen.  Die  Zahl  der  Anwendungen,  die  die  Bewegung  fester  Körper 
in  Gasen  —  im  wesentlichen  natürlich  in  Luft  —  gefunden  hat,  ist  so  groß  und 
die  Literatur  darüber  so  umfangreich,  daß  hier  alles  nur  kurz  erwähnt  werden 
kann,  zumal  der  Schwerpunkt  der  betreffenden  Theorien  und  Versuche  natürlich 
auf  technischem  und  sportlichem  Gebiet  liegt.  Nur  eine  dieser  Anwendungen, 
nämlich  die  auf  die  Luftschiffahrt,  muß  für  sich  betrachtet  werden  und  bleibt 
daher  hier  unberücksichtigt. 

Was  zunächst  die  Motoren  betrifft,  so  stehen  sich  zwei  Klassen  diametral 
gegenüber:  die  Propeller,  die  einen  Körper  durch  die  ruhende  oder  gar  entgegen- 
gesetzt bezw.  in  abweichender  Richtung  bewegte  Luft  vorwärts  treiben,  weil  dies 
infolge  ihrer  Form  und  Schiefstellung  mit  geringerem  Widerstand  verknüpft  ist, 
als  wenn  die  Bewegung  an  Ort  und  Stelle  erfolgen  sollte;  und  die  Windmotoren, 
die  umgekehrt  den  Druck  der  bewegten  Luft  zur  Erzeugung  einer  drehenden 
Bewegung  an  Ort  und  Stelle  benutzen.     Die  beiden  Klassen  von  Apparaten  sind 


^  Literatur  zur  Bewegung  fester  Körper  in  Gasen  (vgl.  auch  die  Literatur  zu  Fall  und 
Wurf,  p.  379,  Pendel,  p.  406,  und  Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten,  p.  lon  ff.): 
K.  Schellbach,  Pogg.  Ann.  143.  i.  1871.  —  Melsens,  Ballistische  Experimente  [Ann.  chim. 
phys.  (5)  26.  1882].  —  M.  Thiesen,  Wied.  Ann.  26.  309.  1885.  —  M.  Leahy,  Cambr. 
phil.  Trans.  14.  i.  1885;  Verh.  phys.  Ges.  Berl.  1887.  2.  —  E.  Mach  u.  P.  Salcher,  Wien. 
Ber.  95.  IL  764.  1887;  97.  IL  41.  1889;  Wied.  Ann.  32.  277.  1887.  —  J.  Freiburg, 
Inaug.-Diss.  Bonn  1887.  —  Ch.  Weyher,  Kugel  im  Dampfstrahl  (C.  R.  104.  494.  1887).  — 
Bäcklund,  Öfv.  Svensk.  Vetensk.  Akad,  Förh.  1886 — 88.  —  F.  August,  Grelles  Journ. 
103.  I.  1888.  —  W.  H.  DiNES,  Proc,  Roy.  Sog.  Lond.  50.  42.  1891.  —  L.  Cailletet  u. 
E.  Collardeau,  C.  R.  117.  145.  1893.  —  M.  Brillouin,  Ann.  chim.  phys.  (7)  2.  417.  1894, 
—  S.  P.  Langley,  Phil.  Mag.  37.  425.  1894  (s.  auch  oben).  —  F.  v.  Lössl,  Die  Luft- 
widerstandsgesetze. Wien  1896.  —  O.  Mannesmann,  Inaug.-Diss.  Tüb.  1897;  Wied.  Ann. 
67.  105.  1899.  —  G.  H.  Bryan,  Nature  61.  107.  1899.  —  A.  F.  Zahn,  Widerstand  bei 
200—500  Meilen  in  der  Stunde  [Phil.  Mag.  (6)  1.  530.  1901].  —  W.  Reichel,  Elektrotechn. 
Ztschr.  22.  671.  1901.  —  Marey,  C.  R.  131.  160.  1900;  132.  1291.  1901.  —  L.  Jacob, 
Unstetigkeit  (C.  R.  136.  1386.  1903).  —  G.  Eiffel,  C.  R.  137.  30.  1903.  —  Ch.  Renard, 
C.  R.  138.  1201.  1264.  1904.  —  A.  Mallock,  Proc.  Roy.  Soc.  Lond.  74.  267.  1905.  — 
A.  Frank,  Ann.  d.  Phys.  16.  464.  1905.  —  F.  Neesen,  Geschoßbahnelemente  (Verh.  phys. 
Ges.  8.  17.  1906).  —  Ferner  sehe  man  weiter  unten  bei  Luftschiffahrt. 
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also  ganz  analog  den  Schiffsschrauben  einerseits  und  den  Turbinen  andererseits 
(p.  1037  f.).  In  der  Tat  hat  sich  auch  hier,  in  der  Luft,  fast  nur  der  Schrauben- 
propeller bewährt,  sonst  kommen  nur  noch  Ruderräder  und  Schlagflügel  in  Betracht. 
Da  sie  alle  in  der  Hauptsache  für  die  Luftschiffahrt  Bedeutung  haben,  wird  von 
ihnen  noch  die  Rede  sein.  Die  Windmotoren  andererseits,  wie  sie  früher  aus- 
schließlich bei  den  Windmühlen,  neuerdings  aber  auch  für  manche  andere  Betriebe 
benutzt  werden,  bestehen  aus  windschiefen  Flügeln,  bei  denen  man  Form  und 
Neigung  gegen  Drehachse  und  Windrichtung  so  abmessen  muß,  daß  das  Maximum 
der  Arbeit  abgegeben  wird;  man  ist  dabei  in  der  Ökonomie  insofern  unbeschränkt, 
als  die  Naturkraft  gratis  zur  Verfügung  steht,  die  günstige  Ausnutzung  also  keine 
Rolle  spielt;  man  hat  jetzt  in  dieser  Hinsicht,  namentlich  was  die  Form  und 
Neigung  der  Sprossen  betrifft,  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  so  ziemlich  in 
Einklang  gebracht.  Zur  weiteren  Verstärkung  der  Wirkung  kann  man  die  Zahl 
der  Flügel,  freilich  auf  Kosten  ihrer  Breite,  beliebig  vergrößern  oder  an  ihre 
Stelle  überhaupt  einen  kontinuierlichen  Kranz  von  Schaufeln  setzen;  man  gelangt 
so  zu  den  verschiedenen  Formen  der  deutschen,  holländischen  und  amerikanischen 
Windmühlen.  Auch  Motoren  mit  vertikaler  Achse  hat  man  gebaut  und  als 
Windturbinen  bezeichnet. 

Sodann  gehören  hierher  die  Ventilatoren  zur  Fortschaffung  oder  Zirku- 
lation der  Luft;  sie  werden  entweder  statisch  durch  Wärmequellen  als  Auslöser 
der  Saugwirkung  oder  dynamisch  durch  rotierende  Apparate  betrieben;  auch  hier 
sind  die  Schraubenventilatoren  am  verbreitetsten.  Die  Nutzarbeit  ist  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  geförderten  Luftvolumen  und  dem  Druckunterschiede  vor  und 
hinter  dem  Ventilator. 

Endlich  handelt  es  sich  um  die  zu  Spiel  und  Sport,  teilweise  aber  auch  zu 
wissenschaftlichen  Zwecken  dienenden,  in  der  Luft  schwebenden  oder  sich  durch 
sie  hindurch  bewegenden  Körper.  Am  einfachsten  liegen  die  Verhältnisse  bei 
dem,  dem  gewöhnlichen  Ballspiel  dienenden  luftgefüllten  Gummiball,  komplizierter 
bei  den  kleinen  und  leichten  Tennis-  und  Golfbällen,  zumal  wegen  der  ver- 
wickelten Art,  wie  diese  geschlagen  werden.  Es  liegt  hierüber  eine  interessante 
Literatur  vor,  besonders  von  englischen  Autoren,  unter  denen  Lord  Rayleigh, 
Tait  und  Walker  genannt  seien.  Der  Golfball  z.  B.  weicht  von  der  normalen 
Flugkurve  so  vollständig  ab,  daß  diese  nicht  nach  oben  konvex  ist,  sondern  aus 
zwei  konkaven  Endstücken  besteht,  die  sich  sogar  bis  zur  Berührung  in  einer 
Spitze  ausdehnen  können;  dazu  kommen  dann  eventuell  noch  seitliche  Ab- 
weichungen. —  Noch  verwickelter  wird  das  Problem  bei  Körpern  von  mehr 
flächenhaftem  Charakter,  wie  bei  den  Drachen,  wie  sie  neuerdings  auch  für  die 
Erforschung  der  Atmosphäre  wichtig  geworden  sind.  Damit  sie  durch  den 
Winddruck  gehoben  werden  und  doch  stabil  in  der  Luft  schweben,  müssen  sie 
gewisse  Bedingungen  erfüllen,  die  man  neuerdings  besser  als  früher  erkannt  und 
bei  der  Konstruktion  beachtet  hat.  Die  Resultante  aus  Eigengewicht  und  Wind- 
druck muß  in  die  Tangente  am  oberen  Ende  der  Leine  fallen,  und  ihre  Vertikal- 
komponente mindestens  gleich  dem  Gewicht  der  Leine  sein;  die  Stabilität  hängt 
wesentlich  von  der  Konstanz  des  Angriffspunktes  des  Winddruckes  bei  wechselnden 
Neigungen  ab,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  der  Winddruck  auf  die  Leine  bei 
großen  Höhen  sehr  beträchtlich  ist;  es  wird  daher  entweder  ein  Schwanz  an- 
gebracht, oder  die  Fläche  des  Drachens  geknickt,  oder  es  werden  mehrere 
Flächen  geeignet  miteinander  kombiniert,  so  daß  Kasten-  oder  Korbformen  ent- 
stehen; so  haben  sich  namentlich  die  parallelepipedischen  Hargrave-D rächen 
und  die  halbzylindrischen  Kuznezow- Drachen  gut  bewährt.  Die  größten  Höhen 
—  nahezu  7000  m  —  wurden  dadurch  erreicht,  daß  von  einer  Hauptleine  aus 
Stahldraht  in  passenden  Abständen  Nebenlcinen  mit  schwanzlosen  Drachen  ab- 
zweigen. —  Am  meisten  Schwierigkeiten  bereitet  der  Theorie  der  bekannte 
Bumerang,   was   bei  seiner  in   beiden  Richtungen   gekrümmten,   gewölbten  und 
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windschiefen  Form  nicht  verwundem  darf.  Es  ist  aber,  nach  verschiedenen 
anderweitigen  Versuchen,  Walker  gelungen,  mit  Benutzung  der  Euler  sehen 
Gleichungen  den  Flug  des  Bumerangs  als  einen  Fall  polyzyklischer  Bewegung 
zu  behandeln  und  eine  Lösung  zu  gewinnen,  die  die  Versuche  befriedigend 
darstellt.  Übrigens  kann  man  die  einfacheren  Flugarten  des  in  sich  zurück- 
kehrenden Bumerangs,  eventuell  aber  auch  eine  oder  zwei  Schleifen,  statt  mit 
dem  großen,  hölzernen  Instrument,  auch  mit  einem  kleinen  aus  Karton  demon- 
strieren, das  man  von  einer  geeigneten  Unterlage  aus  mit  dem  Finger  fort- 
schnellt.    Im  übrigen  ist  auf  die  Literatur  zu  verweisen.^ 

Eeaktion  der  Gase.  Wie  Flüssigkeiten  (p.  977),  so  können  auch  Gase, 
außer  durch  Druck  und  Widerstand,  auch  durch  Reaktion  Wirkungen  ausüben 
und  Bewegungen  hervorrufen.  Ein  hierauf  beruhender  Apparat  ist  die  Äolipile; 
in  einem  um  eine  vertikale  Achse  drehbaren  Gefäß  wird  durch  eine  untergestellte 
Flamme  Wasser  in  Dampf  verwandelt,  der  durch  einige  strahlenförmig  vom 
Gefäß  auslaufende,  am  Ende  in  horizontaler  Ebene  rechtwinkelig  mngebogene 
Röhren  ausströmt;  der  ganze  Apparat  fängt  dann  an,  in  entgegengesetzter  Richtung 
.  zu  rotieren.  Während  diese  Wirkung  ziemlich  schwach  ist,  erhält  man  sehr 
kräftige  bei  Entwickelung  von  Gasen  aus  der  Verbrennung  von  Schießpulver 
und  ähnlichen  Mischungen;  hierauf  beruht  die  Feuerwerkerei  und  insbesondere 
die  Bewegung  der  Raketen.  Auf  die  überaus  mannigfaltigen  Formen,  die  man 
den  Feuerwerkskörpem  für  Kriegs-,  Schau-  und  andere  Zwecke  gegeben,  und 
auf  die  Flugbahnen,  die  man  dadurch  erzielt  hat,  kann  hier  nicht  eingegangen 
werden;  es  sei  nur  bemerkt,  daß  die  Steighöhe  mit  zunehmendem  Gewicht  der 
Füllung  stark  anwächst  (einpfündige  Raketen  gehen  unter  Umständen  2  bis 
3  km  hoch),  und  daß  die  Form  der  Bahn  sich  wesentlich  von  der  gewöhnlichen 
Wurfbahn  unterscheidet,  teils  weil  statt  des  dortigen  Impulses  hier  eine  dauernde, 
allerdings  abnehmende  Kraft  wirkt,  teils,  weil  die  jedesmalige  Richtung  der  Be- 
wegung durch  die  Form  der  Patrone  mitbestimmt  wird,  wie  denn  z.  B.  eine 
winkelig  gebogene  Patrone  sogar  eine  eckige  Flugbahn  zur  Folge  hat.  Anderer- 
seits kann  man  bestimmte  Flugbahnen  erzielen,  indem  man,  wie  bei  den  Kriegs- 
raketen vielfach  geschehen,  der  Patrone  eine  Rotation  um  die  Achse  gibt  und 
die  Ausflußlöcher  in  bestimmter  Weise  anordnet. 


7.  Luftschiffahrt. 

Allgemeines.  Nachrichten  über  Ideen  und  Versuche,  in  der  Luft  auf- 
steigende Apparate  zu  bauen,  reichen  sehr  weit  zurück,  sind  aber  teils  un- 
beglaubigt, teils  sachlich  verfehlt.  Letzteres  gilt  auch  noch  von  dem  naheliegenden 
Gedanken,  aus  Ballons  die  Luft  auszupumpen,  weil  solche  Ballons  durch  die 
äußere  Luft  zerdrückt  werden  müssen,  oder,  wenn  sie  nach  dem  Vorschlag 
Lanas  (1670)  aus  Kupfer  gebaut  werden,    zu  schwer  sind.     Einen  wesentlichen 


'  Vgl.  namentlich  die  illustrierten  aeronautischen  Mitteilungen,  das  oben  zitierte  Werk  von 
Langley,  die  Zeitschrift  für  Luftschiffahrt,  die  Artikel  über  Aerodynamik  (Finster walder) 
Ballistik  (Cranz),  Spiel  und  Sport  (Walker)  in  der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissen-, 
Schäften,  das  Lexikon  von  Lueger,  ferner  Assmann  und  Berson,  Wissenschaftliche  Luftfahrten 
(Drachentechnik  fiir  wissenschaftliche  Zwecke),  sowie  Dinglers  polyt.  Journal.  Von  Abhand- 
lungen seien  zitiert:  Lord  Rayleigh,  Tennisball  (Scient.  Pap.  1.  344).  —  A.  G.  Greenhill, 
Tennisball  (Mess.  of  math.  9.  113.  1878).  —  P.  G.  Tait,  Golfball  (Papers  2.  356.  371).  — 
G.  T.  Walker,  Bumerang  (Trans.  Roy.  Soc.  Lond.  190.  23.  1897).  —  L.  Rotch,  Drachen 
(Smiths  Rep.  Wash.  1900.  p.  223).  —  M.  Wagner,  Drachen  (lUustr.  aerodyn.  Mitt.  1899. 
p.  76.  —  Ringelmann,  Windmühle  (C.  R.  141.  688.  1905).  —  P.  Lacour,  Windmühle 
(Ztschr.  Ver.  d.  Ing.  45.  1689.  1901). 
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Fortschritt  machte  Galien  mit  dem  Vorschlag,  den  Ballon  mit  leichterer  Luft 
zu  füllen,'  ohne  daß  er  jedoch  hierzu  Rat  gewußt  hätte.  Der  erste,  der  einen 
Ballon  zum  Steigen  brachte,  durch  die  Inquisition  aber  an  der  Fortsetzung  seiner 
Versuche  verhindert  wurde,  war  der  Portugiese  Güsman  (1736).  So  kam  es, 
daß  nicht  er,  sondern  die  Brüder  Montgolfier  (1783)  als  Begründer  der  Luft- 
schiffahrt zu  nennen  sind.  Eine  Montgolfiere  enthält  Luft,  die  aber  durch  ein 
unter  ihr  unterhaltenes  Feuer  auf  hoher  Temperatur,  also  geringer  Dichte  er- 
halten wird.  In  demselben  Jahre  1783  wandte  Charles  das  Wasserstoffgas  an, 
das  1766  entdeckt  und  1782  von  Cavallo  bereits  benutzt  worden  war,  um 
damit  gefüllte  Seifenblasen  emporsteigen  zu  lassen.  Solche  Ballons  heißen 
Charlieren.  Endlich  ersetzte  Grenier  (1836)  den  Wasserstoff  durch  Leuchtgas, 
das  noch  heute,  als  zwar  weniger  wirksam,  aber  ökonomischer  überwiegend 
benutzt  wird. 

Bestandteile.  Der  Ballon  wird  aus  leichtem  Seidenstoff  hergestellt,  mit 
Leinölfirnis  oder  ähnlichem  Material  luftdicht  gemacht  und,  teils  zur  Erhöhung 
der  Widerstandsfähigkeit,  teils  zur  Befestigung  der  Gondel  mit  einem  Netzwerk 
dünner  Stricke  umgeben.  Außerdem  gehört  zu  seiner  Ausrüstung  noch  eine, 
genügende  Quantität  Ballast  (Säcke  mit  Sand  u.  s.  w.),  (bei  der  Charliere)  ein  von 
der  Gondel  aus  zu  regierendes  Ventil  zum  Öffnen  und  Schließen  des  Ballons, 
und  der  Anker,  sowie  der  zur  raschen  Entleerung  dienende  Reißstreifen  für  die 
Landimg.  Endlich  hat  Green  ein  „Leitseil"  angegeben,  das,  wie  die  Federn 
bei  Wagen,  der  Gondel  einen  ruhigeren  Gang  verleiht.  Die  beliebteste  Form 
ist  stets  die  einer  Kugel,  eventuell  mit  schlauchförmigem  Ansatz  nach  unten, 
geblieben  (s.  jedoch  weiter  unten);  von  der  Vereinigung  mehrerer  Ballons  und 
selbst  von  Charlieren  und  Montgolfieren  zu  einem  einzigen  Luftschiff  und  ähn- 
lichen Abänderungen  ist  man  schließlich  wieder  zurückgekommen.  Da  das  Gas 
in  größeren  Höhen  sich  auszudehnen  strebt,  darf  man  Charlieren  anfangs  nicht 
vollständig  füllen.  Zu  Demonstrationszwecken  stellt  man  kleine  Ballons  aus 
Kollodium  her. 

.yergleiohung   der  drei  Arten  von  Lnftballons.     Es  sei  v  das  Volumen 
des   Ballons,   s'   das  spezifische  Gewicht  seines  gasförmigen   Inhalts,    s  das  der 

äußeren  Luft,  m  das  Gewicht  aller  festen  Bestand- 
teile des  Ballons;  dann  muß,  damit  überhaupt 
ein  Aufstieg  erfolge,  fn  +  vs'<^.vs  sein.  Die 
Steigkraft  des  Ballons  ist  also 


(62) 


^=  z;(j- jy 


und  seine  Tragkraft,  d.  h.  das  Gewicht,  das  er 
außer  dem  Gewicht  seiner  notwendigen  Teile  m^ 
noch  emporheben  kann,  ist: 


(63) 


T<v{s^s')^m^ 


In  diesen  Formeln  ist  zu  beachten,  daß  j 
keine  Konstante  ist,  sondern  mit  der  Höhe,  die 
der  Ballon  erreicht,  abnimmt  (p.  1283),  und  daß 
folglich  die  Steigkraft  eines  Ballons  nach  oben 
hin  ebenfalls  abnimmt,  während  für  T  sich  die 
Vorsichtsmaßregel  ergibt,  es  um  einen  solchen 
Betrag  unter  der  obigen  Grenze  zu  wählen,  daß 
es  auch  beim  Aufstieg  stets  unter  dieser  Grenze 
bleibt.  In  Figur  453  sind  die  Tragkräfte  der  drei  Arten  von  Ballons  für  verschiedene 
Größen,  kugelige  Gestalt  und  den  der  Erdoberfläche  entsprechenden  Wert  von  s 
dargestellt,  so  daß  eine  Tabelle  sich  erübrigt;  unter  m^  ist  dabei  nur  das  Gewicht 


J)urchmesserin  m. 
Figur  453. 
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der  Hülle  verstanden  und  dieses  für  die  Montgolfiere  zu  600  g,  für  die  beiden 
anderen  Ballons  zu  200  g  auf  dcis  Quadratmeter  angenommen;  s'  ist  gleich  ^s 
für  die  Montgolfiere,  \s  (in  Rücksicht  auf  die  Unreinheit  des  gewöhnlich  be- 
nutzten Wasserstoffs)  für  den  Wasserstoffballon,  ^s  für  den  Leuchtgasballon 
gesetzt.  Wie  man  sieht,  steht  die  Montgolfiere  an  Steigkraft  erheblich  zurück, 
bei  kleinerer  Größe  hat  sie  überhaupt  keine  Steigkraft,  und  ebenso  ist  die 
Höhengrenze,  die  ihr  gesteckt  ist,  eine  niedrige;  da  sie  überdies  feuergefährlich 
ist,  darf  man  sich  nicht  wundem,  daß  sie  längst  veraltet  ist.  Die  Ent- 
scheidung zwischen  den  beiden  anderen  Arten  wird  durch  die  größere  Wohl- 
feilheit und  bequemere  EinfüUung  des  Leuchtgases  einerseits,  durch  die  fast 
doppelt  so  große  Tragkraft  des  Wasserstoffballons  andererseits  in  jedem  einzelnen 
Falle  bedingt  werden. 

Exakte  Formeln.  Sind  d^  und  d^  die  Barometerstände  am  Erdboden 
und  in  der  Grenzhöhe  k,  c  eine  Konstante  (etwa  8000  m)  und  v  die  Ge- 
schwindigkeit '  des  Aufsteigens  in  der  vertikalen  Richtung  j?,  so  hat  man  die 
Gleichung 


vdv^^  [-JLe-*/c_  \\gdx 


und  ihr  Integral 

(64)  J:i  =  ,A(e-./c.e-'»/«)  +  ^~>6      ; 

für   ^  =  0    erhält   man   eine   entsprechende  Gleichung   für  v^^    und  wenn  man 
mittels  der  Gleichung  v^  «b  ^sK^  ^so 

(65)  ^  =  A_i_,ogA 

die  Größe  h^  einführt,  erhält  man  als  Zeit  des  Steigens  bis  zur  Höhe  z 
(66)  ...   -      - 


also  als  Zeit  des  Steigens  bis  zum  höchsten  Punkte 

^''     '-^lAf(^'-■-^) 

Lenkung  des  Luftballons.  Dieses  Problem,  als  dessen  Pionier  Meusnier 
(1784)  anzusehen  ist,  hat  die  Experimentatoren  im  1 9.  Jahrhundert  fast  unausgesetzt 
beschäftigt,  und  es  sind  dabei  zahlreiche,  teils  im  Prinzip,  teils  hinsichtlich  der 
Ausführbarkeit  verfehlte  Vorschläge  aufgetaucht.  Auch  die  Idee,  die  in  ver- 
schiedenen Höhen  herrschenden,  verschieden  gerichteten  Luftströmungen  zur 
Fortführung  des  Ballons  in  der  gewünschten  Richtung  zu  benutzen,  hat  aus 
offensichtigen  Gründen  keine  ernste  Bedeutung;  geht  doch  schon  die  Segelschiff- 
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fahrt  auf  dem  Wasser,  die  damit  etwa  zu  vergleichen  wäre,'  immer  mehr  an 
Bedeutung  zurück.  Es  kommt  also  nur  der  künstliche  Antrieb  in  Frage.  Eine 
strenge  theoretische  Behandlung  dieses  Problems  auf  Grund  der  aerodynamischen 
Gleichungen  würde  auf  große  Schwierigkeiten  stoßen,  und  man  bedient  sich 
daher  mit  vielem  Erfolg  einer  sinnreichen  Methode,  welche  v.  Helmholtz  an- 
gegeben und  als  Methode  der  geometrisch  ähnlichen  Flüssigkeitsbewegungen  be- 
zeichnet hat  (vgl.  p.  948);  gegenwärtig  spricht  man  gewöhnlich  von  dem  „Prinzip 
der  dynamischen  Ähnlichkeit".  Die  hydrodynamischen  Gleichungen  mit  Rück- 
sicht auf  Reibung  haben  nämlich  die  Eigenschaft,  daß,  wenn  sie  durch  das  Wert- 
system Xy  y,  z  (Koordinaten),  u^  v,  w  (Geschwindigkeiten),  /  (Zeit),  /  (Druck), 
q  (Dichte),  k  (Reibungskonstante)  erfüllt  werden,  sie  auch  durch  ein  zweites  Wert- 
system X,  Vj  Z,  Uy  Vy  Wy  Ty  Py  Ry  K  txixi^t  werdcu,  welches  sich  ergibt,  wenn 
man,  unter  «,  ^,  r  Konstanten  verstanden,  setzt 


n 

U=nu 

r^L,   , 

V=  tiv 

Z^iz     , 

W=nw 

P  z=  n^  rp  +  const     ,  i?  =  r  ^ 


von  den  drei  hier  vorkommenden  Konstanten  ist  n  das  Verhältnis  der  Geschwindig- 
keiten, r  das  der  Dichten  und  ^  das  der  Zähigkeiten.  Kennt  man  nun  die 
erstere  Flüssigkeitsbewegung,  sei  es  theoretisch  oder  aus  der  Erfahrung,  so  kann 
man  sich  auch  von  der  anderen  ein  Bild  machen.  Auf  unseren  Fall  angewandt 
heißt  das:  man  kann  aus  den  Verhältnissen  bei  Schiffen  auf  die  Verhältnisse  bei 
Luftschiffen  schließen;  nur  muß  man  sich  ein  ganz  in  Wasser  gehendes  Schiff 
vorstellen,  dessen  Form  man  etwa  erhält,  wenn  man  auf  den  eingetauchten  Teil 
eines  gewöhnlichen  Schiffes  diesen  noch  einmal  umgekehrt  aufsetzt. 

Helmholtz  hat  nun  ein  Zahlenbeispiel  durchgerechnet,  dabei  aber  für  g 
den  falschen  Wert  0,8  benutzt;  setzt  man  den  richtigen,  etwa  18,3  (mit  Rück- 
siclit  auf  die  normale  Temperatur  von  Wasser  und  Luft)  ein,  so  wird  das  Beispiel 
unbrauchbar.  Es  liegt  das  daran,  daß  für  n  das  Verhältnis  der  Schallgeschwindig- 
keiten eingesetzt  ist,  was  richtig  wäre,  wenn  beide  Medien  gut  kompressibel 
wären;  alsdann  wäre  eben  alles  bestimmt,  und  es  gäbe  nur  einen  einzigen 
numerischen  Fall  vollkommener  dynamischer  Ähnlichkeit.  Anders  hier,  wo  das 
Wasser  nahezu  inkompressibel,  die  Kompressibilität  der  Luft  ebenfalls  desto  weniger 
in  Betracht  kommt,  je  ausgedehnter  der  Raum  und  je  mäßiger  die  Bewegimg  ist, 
und  wo  auch  die  Zähigkeiten  keine  großen  Werte  haben.  Vernachlässigt  man 
hier  die  Kompressibilität  oder  die  Zähigkeit,  so  erhält  man  schon  eine  einfach 
unendliche,  bei  Vernachlässigimg  beider  eine  doppelt  unendliche  Reihe  geometrisch 
ähnlicher  Bewegungen.  Immerhin  bleibt  von  der  Helmholtz  sehen  Theorie  als 
Ergebnis  bestehen,  daß  man,  um  dem  Luftschiff  die  gleiche  Geschwindigkeit  wie 
dem  Schiffe  zu  erteilen,  sein  Volumen  mindestens  20  bis  50  mal  so  groß  wählen 
muß,  je  nachdem  man  Wasserstoff  oder  Leuchtgas  zur  Füllung  benutzt. 

Dazu  kommt  nun  aber  noch  eins.  Während  die  Meeresströmungen,  die 
von  den  Seeschiffen  zu  überwinden  sind,  sich  in  sehr  mäßigen  Grenzen  halten 
—  meist  unter  1  m/sec,  höchstens  bis  zu  3  m/sec  — ,  während  also  ein  Schiff 
von  20  km /Stunde  Geschwindigkeit  schon  allen  Strömungen  weit  überlegen  ist, 
handelt  es  sich  im  Luftmeere  um  Winde  von  mehreren,  oft  aber  von  vielen  — 
bis  zu  30  m/sec,  ein  Luftschiff  fängt  also  erst  an,  praktisch  brauchbar  zu  sein, 
wenn  seine  Eigenbewegung  nötigenfalls  auf  40  km /Stunde  gebracht  werden  kann. 
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Hierzu  sind  aber  Maschinen  von  weit  höherer  Pferdestärke  erforderlich,  wobei 
zu  bedenken  ist,  daß  hier  das  kubische  Gesetz  gilt,  d.  h.,  daß  zur  Entwickelung 
der  doppelten  Geschwindigkeit  schon  die  achtfache  Stärke  der  Maschinen  nötig 
ist  Nun  hat  aber  die  Tragkraft  eines  Luftschiffes  sehr  bald  ihre  Grenze,  und 
das  ist  der  hauptsächlichste  Grund,  aus  dem  auf  dem  vorliegenden  Gebiet,  trotz 
Kenntnis  der  theoretischen  Grundlagen  und  trotz  eifrigster  Förderung  der  Technik, 
während  fast  eines  ganzen  Jahrhunderts  kein  wirklicher  Erfolg  erzielt  worden  war. 
Erst  seitdem, man  durch  Anwendung  und  Verbesserung  der  Explosionsmotoren, 
namentlich  des  Benzinmotors,  das  Verhältnis  des  Kilogrammgewichts  zur  Pferde- 
stärke von  10  nach  und  nach  auf  5,  auf  2  und  gar  auf  wenig  mehr  als  1  herab- 
gedrückt hat,  und  seitdem  man  durch  ausgiebige  Verwendung  von  Aluminium 
das  Gesamtgewicht  des  Fahrzeugs  ermäßigt  hat,  war  das  Haupthindernis  des 
Fortschritts  beseitigt. 

Das  Haupthindernis,  aber  nicht  alle;  es  muß  genügen,  die  übrigen  hier 
ganz  kurz  zu  erwähnen.  Eines  von  ihnen  ist  die  Stabilisierung  des  Fahrzeugs. 
Während  nämlich  das  steuerlose  Luftschiff,  wie  gesagt,  stets  die  Form  einer 
Kugel  behalten  hat,  muß  man  dem  zu  steuernden  die  für  die  Überwindung  des 
Luftwiderstands  nach  den  oben  besprochenen  Regeln  günstigste  Form  geben, 
wobei  man  in  der  ausprobierten  Form  der  Schiffe  einerseits  und  der  Geschosse 
andererseits  bereits  Anhaltspunkte  besitzt;  zurzeit  bestehen  alle  Lenkballons 
nur  in  Variationen  der  Torpedo-  oder  Fisch-  oder  Zigarrenform,  d.  h.  sie 
bilden  Zylinder  in  dem  —  mehr  oder  weniger  ausgedehnten  —  mittleren 
Teile,  werden  dann  schlanker  und  laufen  nach  vorn  und  hinten  in  Spitzen 
oder  abgerundete  Kuppen  aus.  Soll  nun  ein  derartiges  Schiff  stabil  sein,  d.  h. 
sollen  Pendelungen  um  die  Fahrtrichtung  oder  gar  Umkippung  vermieden  werden, 
so  darf  erstens  die  Länge  kein  zu  großes  Vielfaches  des  größten  Querschnitts 
sein  —  über  6 : 1  wird  man  jedenfalls  nicht  gern  hinausgehen  —  und  zweitens 
hat  man  zu  beachten,  daß  die  Stabilität  mit  wachsender  Geschwindigkeit  stark 
abnimmt,  und  daß  sie  bei  der  gedachten  Form  schon  bei  5  m/sec  ungenügend 
und  bei  10  m/sec  ganz  gering  wird.  Man  muß  also  besondere  Vorrichtungen 
zur  Erhöhung  der  Stabilität  anbringen,  wozu  sich  große,  ebene  Flächen,  teils 
horizontal,  teils  vertikal  ausgespannt,  am  besten  eignen.  Man  hat  so  jetzt  die 
„kritische  Geschwindigkeit"  auf  12 — 15  m/sec  hinaufgebracht,  was  freilich  noch 
lange  nicht  für  alle  Fälle  ausreicht.  —  Ein  zweiter  Punkt  betrifft  die  unbedingt 
erforderliche  Straffheit  des  Ballons,  die  man  wegen  der  verschiedenen  Verhältnisse 
in  verschiedenen  Höhen,  Gegenden  und  Zeiten  nicht  von  vornherein  herstellen 
kann.  Es  gibt  nun  zwei  Methoden,  sie  zu  erzielen:  die  Anbringung  eines 
„Ballonets",  der  durch  eine  Öffnung  mit  Luft  in  Überdruck  gefüllt  werden  kann 
und  den  großen  Ballon  aufbläht,  und  der  Bau  des  Ballons  aus  einem  starren 
Gerüst  (analog  den  Rippen  und  Spanten  des  Seeschiffes),  in  das  die  weiche 
Hülle,  ev.  in  mehrere  Kammern  (Schotten)  geteilt,  nur  eingespannt  wird.  Man  ge- 
langt so  zu  den  beiden  Grundtypen  des  unstarren  xmd  des  starren  Luftschiffs; 
durch  Einschlagung  eines  mittleren  Weges  —  einige  Verbindungen  starr,  andere 
unstarr  —  fügt  man  dann  den  dritten  Typus  des  halbstarren  Luftschiffs  hinzu. 
Das  starre  System  ist  ohne  Zweifel  das  prinzipiell  ideale;  aber  es  erfordert,  auch 
wenn  man  das  Gerüst  aus  Aluminium  herstellt,  wegen  des  erhöhten  Gewichts 
kolossale  Volumina  und  läßt  sich  schwer  landen  und  transportieren;  aus  diesen 
Gründen  kann,  vorläufig  wenigstens,  das  halb-  oder  unstarre  Fahrzeug  noch  sehr 
wohl  mit  dem  starren  konkurrieren. 

Über  Kraftquelle,  Motor  und  Details  ist  wenig  zu  sagen,  da  es  sich 
hier  um  rein  technische  Fragen  handelt  und  noch  dazu  das  meiste  davon  sorg- 
fältig geheim  gehalten  wird.  Als  Motor  kommt  fast  nur  der  Benzinmotor,  ver- 
bunden mit  dem  Schraubenpropeller,  in  Betracht;  aber  beides  läßt  sich  nicht 
ohne  weiteres  von   der  Automobil-  bezw.  Schiffsindustrie  hierher  übertragen,  es 
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muß  vielmehr  Größe,  Form  und  Lage  namentlich  der  Schraubenflügel  den  Ver- 
hältnissen angepaßt  werden;  in  dieser  Hinsicht  ist  zwar  schon  viel  getan,  aber 
noch  mehr  zu  tun.  Die  Schraube  muß  natürlich  zusammenwirken  mit  einem 
kräftigen  Steuer,  und  zwar  am  besten  sowohl  für  die  Horizontal-  als  auch  für 
die  Höhensteuerung;  für  letztere  kann  man  allerdings  auch  andere  Mittel  be- 
nutzen (die  rohe  Methode  des  Ballasts  kommt  hier  nicht  in  Frage),  z.  B.  durch 
Anwendung  zweier  Ballonets,  vorn  und  hinten  im  Ballon,  die  man  abwechselnd 
füllt  und  leert,  wodurch  der  Ballon  sich  auf-  oder  abwärts  richtet. 

Nachdem,  wie  gesagt,  die  Technik  des  lenkbaren  Luftschiffs  lange  Zeit 
stagniert  hatte,  und  nachdem  auch  die  Versuche  von  Dupuy  de  Lome,  Hänlein, 
Renard  und  Krebs,  Wolf  u.  A.  zu  Ausgang  des  19.  Jahrhunderts  keinen  wirk- 
lichen Erfolg  gebracht  hatten,  haben  sich  jetzt,  in  den  wenigen  Jahren  des 
20.  Jahrhunderts,  Vertreter  aller  drei  Typen  zum  Siege  —  natürlich  einem  vor- 
läufig noch  bescheidenen  —  durchgerungen:  das  starre  des  Grafen  Zeppelin 
(Modell  von  1907:  Länge  126  m,  18  Schotten,  11000  cbm  Fassung,  12000  kg 
Tragkraft,  von  der  freilich  für  Personen  nur  etwa  1000  kg  übrig  bleiben,  zwei  Gon- 
deln mit  je  einem  85-pferdigen  Daimlermotor,  Schrauben  aus  Stoff  in  Holzrahmen, 
um  Aluminiumachsen  drehbar,  zwischen  Gondeln  und  Schiffsenden  angebracht, 
vertikale  und  horizontale  Steuerflächen,  Laufbrücke  mit  Laufgewicht  zwischen  den 
Gondeln  u.  s.  w.);  das  unstarre  des  Majors  von  Parseval,  und  das  halbstarre,  von 
JuiLLOT  gebaute  der  Gebrüder  Lebaudy;  das  erste  hat  am  Bodensee,  das  zweite 
—  sowie  eines  der  deutschen  Heeresverwaltung  unter  Major  Gross  —  haben 
von  Berlin  aus,  das  dritte  hat  von  Paris  aus  bewundernswerte  Fahrten  gemacht. 
Über  deren  „Aktionsradius",  die  Zeitdauer  und  die  sonstigen  Erfahrungen  dabei 
ist  auf  die  Fachliteratur  zu  verweisen,  ebenso  über  die  variierten  Typen 
(Santos  Dumont  u.  A.). 

Was  die  Verwendung  des  Luftballons  betrifft,  so  steht  vorläufig,  da 
sie  für  Verkehrs-  und  Kriegszwecke  noch  der  Zukunft  angehört,  die  sport- 
liche und  wissenschaftliche  im  Vordergrunde.  Für  die  letztere  wird  man  meist 
von  der  Lenkung  absehen  und  gewöhnliche  Kugelballons  benutzen,  sei  es  große 
und  bemannte,  sei  es  kleinere,  mit  registrierenden  Instrumenten  ausgerüstete. 
Wegen  der  dabei  gemachten  Erfahrungen  und  gewonnenen  Ergebnisse  ist  nament- 
lich auf  das  große  Werk  „Wissenschaftliche  Luftfahrten"  zu  verweisen.  Nur  sei 
erwähnt,  daß  die  höchsten  bisher  erreichten  Höhen  für  den  Registrierballon  26 
(Strassbürg),  für  den  bemannten  10  — 11  (Glaisher,  Berson  und  Sühring)  und 
für  den  Drachen  6^/3  km  (Lindenberger  Observatorium)  betrug. 

Flagmaschinen.  Fast  noch  mehr  als  der  Luftballon  hat  die  Idee  der  Flug- 
maschine die  Menschen  beschäftigt,  d.  h.  der  Gedanke,  nicht  durch  leichtes  Ge- 
wicht, sondern  nach  Art  der  Vögel  und  Insekten  oder  nach  Art  des  im  Wasser 
schwimmenden  Menschen,  trotz  großen  Gewichts,  sich  durch  Bewegungen  in  die 
Luft  zu  erheben  und  in  ihr  zu  erhalten  und  fortzubewegen.  Der  Hinweis  auf 
das  Schwimmen  des  Menschen  im  Wasser  erledigt  sich  ohne  weiteres  als  verfehlt, 
weil  hier  beide  spezifischen  Gewichte  (des  Menschen  und  des  Wassers)  nahezu 
gleich,  das  der  Luft  aber  im  Vergleich  zu  dem  des  Menschen  so  gut  wie  null 
ist.  Daß  auch  der  Hinweis  auf  den  Flug  der  Vögel  durchaus  nicht  zu  irgend 
welchen  Hoffnungen  berechtigt,  hat  H.  v.  Helmholtz  nach  der  obigen  Methode 
gezeigt;  der  Arbeitsaufwand  wächst  eben  bedeutend  schneller  als  das  Volumen 
des  Körpers  und  der  arbeitenden  Muskeln,  und  es  scheint,  daß  die  Natur  mit 
den  Werten,  die  diese  Größen  bei  den  größten  Vögeln  haben,  schon  die  äußerste 
Grenze  erreicht  habe.  Immerhin  hat  sich  neuerdings  die  Sachlage  in  mehrfacher 
Hinsicht  geändert,  besonders  seit  durch  Marey  und  Lilienthal  nachgewiesen 
worden  ist,  daß  man  die  Arbeitsleistung  der  Vögel  beim  Fliegen  bisher  um  ein 
Vielfaches  überschätzt  hat.  Dieses  und  andere  Momente  haben  der  Technik 
neue  Antriebe  gegeben,  und  in  den  letzten  beiden  Jahrzehnten  sind  einige,  wenn 
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auch  bescheidene  Erfolge  erzielt  worden.  Man  stellt  diese  Technik  gegenwärtig 
der  Aeronautik  im  engeren  Sinne  gewöhnlich  als  Flugtechnik  oder  Aviatik  gegen- 
über; auch  werden  die  Schlag^^'orte  „leichter  als  Luft"  und  „schwerer  als 
Luft"  vielfach  zur  Charakteristik  benutzt. 

Man  hat  zunächst  zwischen  zwei  Klassen  von  Flugmaschinen  zu  unter- 
scheiden, den  passiven  und  den  aktiven;  jene  funktionieren  ohne,  diese  mit 
besonderem  Motor.  Die  motorlosen  Apparate  kann  man  sich  hervorgehend 
denken  aus  einem  schon  seit  Jahrhunderten  gesuchten  und  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  auch  gefimdenen  Schutzmittel  gegen  Sturz  aus  der  Höhe,  z.  B.  bei  der 
'  Luftschiffahrt:  dem  Fallschirm,  der  bekanntlich  einem  zugeklappten,  beim  Fallen 
sich  öffnenden  Schirme  gleicht  und  dazu  bestimmt  ist,  die  beschleunigte  Fall- 
bewegung in  eine  gleichförmige  oder  gar  verzögerte  zu  verwandeln;  eine  wirklich 
zuverlässige  Konstruktion  scheint  indessen  noch  nicht  gefunden  zu  sein.  Denkt 
man  sich  nxm  zu  dieser  vertikalen  eine  horizontale  Bewegung  hinzugefügt,  so 
kommt  man  zu  den  Aeroplanen  und  Gleit fl legem  Langleys,  Lilienthals  und 
anderer;  dabei  ist  zu  bedenken,  daß  die  horizontale  Bewegimg  auch  ihrerseits, 
nach  den  Gesetzen  des  hydrodynamischen  Druckes,  die  Vertikalbewegung  herab- 
mindert. Natürlich  kann  man  auf  diese  Weise  immer  nur  schräg  abwärts  fliegen, 
wenigstens  in  ruhiger  Luft,  und  die  Neigung,  also  auch  die  Länge  der  zurück- 
gelegten Strecke,  hängt  von  dem  anfänglichen  Impuls  und  der  Höhe  des  Abfahr- 
punktes ab;  in  bewegter  Luft  kann  man  sich  bei  geeigneter  Form  und  Lage  der 
schwebenden  Flächen  auch  etwas  erheben,  namentlich  bei  auffrischendem  Winde. 
Auf  diese  Weise  haben  Lilienthal,  Langley,  Chanute,  Wels  u.  A.  Strecken 
bis  zu  500  m  bezw.  bis  zum  Zehnfachen  der  Abfahrhöhe  zurückgelegt.  Die 
Theorie  ist  mehrfach,  aber  noch  ohne  entscheidende  Ergebnisse  behandelt 
worden. 

Der  Übergang  von  den  passiven  zu  den  aktiven  Flugmaschinen  ist  nicht 
scharf,  weil  der  Motor  teils  zu  primären,  teils  aber  nur  zu  sekundären  Zwecken, 
namentlich  zur  Balancierung  verwendet  wird;  insbesondere  gilt  das  von  der  bis- 
lang wichtigsten  Klasse,  den  Drachen-  oder  Segelfliegern  bezw.  den  sogen. 
Aeroplanen  im  engeren  Sinne.  £s  sind  das  im  wesentlichen  Schrägflächen,  die 
durch  Treibschrauben  keilförmig  in  die  Luft  vorbewegt  werden,  wobei  die  unter 
den  Flächen  sich  zusammenschiebende  und  verdichtende  Luft  den  Auftrieb  schafft; 
dieser  Auftrieb  muß  natürlich  über  das  Eigengewicht  des  Apparats  hinaus  gesteigert 
werden.  Die  Theorie  dieses  Falles  ist  leidlich  durchgearbeitet,  unter  den  aus- 
geführten und  ausprobierten  Modellen  bezw.  Maschinen  sind  die  von  Maxime, 
Langley,  Kress,  Hofmann,  Wright  und  Santos  Dumont  am  bekanntesten 
geworden,  die  zurückgelegte  Strecke  hat  sich  bis  auf  mehr  als  1  km,  die  Ge- 
schwindigkeit auf  15  m/sec  steigern  lassen,  die  Schwierigkeiten  des  Lancierens 
haben  aber  bisher  einen  wirklichen  Erfolg  verhindert 

Die  eigentlich  aktiven  Flugmaschinen  zerfallen  naturgemäß  in  zwei 
Klassen,  je  nachdem  die  motorische  Bewegung  rotierend  oder  schwingend  erfolgt. 
Die  ersteren,  die  Schrauben-,  Rad-  und  ähnlichen  Flieger  gehören  zwar  zu 
den  ältesten  von  allen,  auch  haben  sie  durch  Renard  eine  gute  theoretische, 
durch  die  Erfahrung  im  ganzen  bestätigte  Bearbeitung  erfahren,  die  praktischen 
Versuche,  unter  denen  die  von  Wellner  und  Walker  zu  nennen  sind,  haben 
aber  den  Erwartungen  nicht  entsprochen.  Es  bleibt  also  noch  der  Schwingen-, 
Flügel-  oder  Ruderflug  übrig,  der  mit  Rücksicht  auf  seine  Verwirklichung  bei 
dem  größten  Teile  des  eigentlichen  Vogelflugs  (gegenüber  dem  Segelflug  gewisser 
Vögel)  begreiflicherweise  das  lebhafteste  Interesse  und  die  regste  Bearbeitung  er- 
fahren hat.  Namentlich  sind  hier  die  beiden  neueren  Werke  von  Lilienthal 
und  Marey  hervorzuheben,  in  denen  die  Theorie  entwickelt,  von  mancherlei 
früheren  Irrtümern  befreit  und  durch  Versuche  und  Beobachtungen,  deren  Er- 
gebnisse kinemato-photographisch  wiedergegeben  sind,  belegt  werden.     Der  Vogel- 
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flug  selbst  gehört  in  die  Physiologie,  die  Übertragung  auf  die  Technik  aber  hat 
bisher  zu  keinen  irgendwie  entscheidenden  Resultaten  geführt.^ 

^  Assmann  u.  Berson,  Wiss.  Luftfahrten,  3  Bände,  mit  Atlas.  Braunschweig  1900.  — 
F.  Auerbach,  100  Jahre  Luftschiffahrt.  Breslau  1883.  —  A.  Faccioli,  Teoria  del  volo  e 
della  navig.  aera.  Milano  1895.  —  Major  Gross,  Die  Entwickelung  der  Motor-Luftschiffahrt 
im  20.  Jahrhundert.  Berlin  1906.  —  A.  Hildebrandt,  Die  Luftschiffahrt.  Münch.  1907.  — 
S.  P.  Langley,  Experiments  in  aerodynamics.  Wash.  1901  (Bericht  in  C.  R,  113.  59.  1891), 
sowie  spätere  Ergänzungen;  2.  Aufl.  1902.  —  O.  Lilienthal,  Der  Vogelflug,  als  Grundlage 
der  Fliegekunst.  Berlin  1889.  —  F.  V.  LössL,  Die  Luftwiderstandsgesetze,  der  Fall  durch 
die  Luft  und  der  Vogelflug.     Wien  1896.  —  E.  J.  Maret,  Le  vol  des  oiseaux.     Paris  1890. 

—  H.  W.  L.  Moedebeck,  Die  Luftschiffahrt.  Strasb.  1906;  Taschenbuch  für  Flugtechniker 
und  Luftschiffer,     Berlin  1895.  —  A.  v.  Parseval,  Mechanik  des  Vogelfluges.     Wiesb.  1889. 

—  G.  Tissandier,  Hist.  des  ballon  etc.  Paris  1887 — 90.  —  G.  Wellner,  Der  dynamische 
Flug,  Festschr.  techn.  Hochschule  BrÜnn  1899.  —  Außerdem  zahlreiche  Abhandlungen,  nament- 
lich in:  Zeitschrift  für  Luftschiffahrt,  Berlin  1882 — 1900.  —  lUustr.  aeronaut.  Mitteilungen. 
Strasb.  1897  ff.  —  Revue  de  l'aeronautique.  Paris  1888  ff.  —  Ergebnisse  d.  aeronaut.  Observ. 
Berlin  1900  ff.  —  Veröffentl.  int.  Komm.  f.  wiss.  Luftschiffahrt  Strasb.  1900  ff.  —  Femer: 
Oekinghaus,  Arch.  Math.  Phys.  (2)  7.  445.  1889.  —  L.  Boltzmann,  Über  Luftschiffahrt 
(Verh.  Naturf.-Vers.  Wien  1894).  —  S.  Finster  walder  ,  Art.  Aerodynamik  in  der  Enzykl.  d. 
AViss.,  IV,  2.  p.  155  u.  170.  Leipzig  1903.  —  F.  Ahlborn,  Schwebeflug  (Abb.  a.  d.  Nat.- 
Wiss.)  Hamb.  1897.  —  A.  Jarolimek,  Theorie  des  Drachenfliegers  (Ztschr.  österr.  Ing.-Ver. 
1893)-  —  J-  Hofmann,  Ztschr.  Ver.  Bef.  Gewerbefl.  76.  216.  1896.  —  G.  Wellner,  Schrauben- 
und  Radflieger  (Ztschr.  Ost  Ing.-Ver.  1893  ff.).  —  G.  Crocco,  Stabilität  d.  lenkb.  Luftschiffe 
[C.  R.  139.  1195;  Rend.  Acc.  Line.  (5)  13.  427.  1904].  —  E.  Seux,  Stabilität  der  Drachen- 
flieger (C.  R.  142.  79.  1906).  —  F.  Zahm,  Lufh-eibung  und  Luftschiff'ahrt  (Phys.  Soc.  Wash. 
14.  247.  1904). 
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Reibung, 

Von  L.  Graetz. 
(Die  Literatur  ist  bis  Ende  1907  berücksichtigt) 


I.  Theorie  der  Beibong  in  Flüssigkeiten  nnd  Oasen. 

§  1.   Definition  der  Reibung  von  Flüssigkeiten. 

1.  Eine  in  ihren  Teilen  bewegte  Flüssigkeit  (tropfbare  oder  gasförmige) 
kommt,  wenn  ihre  Bewegung  nicht  durch  Kräfte  unterhalten  wird,  in  längerer 
oder  kürzerer  Zeit  in  Ruhe.  Femer  bringt  eine  Schicht  einer  Flüssigkeit,  die  in 
Bewegung  versetzt  ist,  die  benachbarten  vorher  ruhenden  Schichten  ebenfalls  in 
Bewegung.  Diese  Erscheinungen  legen  die  Annahme  nahe,  daß  die  Moleküle 
der  Flüssigkeiten  aufeinander  mit  gewissen  Kräften  wirken,  vermöge  welcher  eben 
eine  Schicht  der  benachbarten  einen  Teil  ihrer  Bewegvmgsenergie  überträgt.  Diese 
Annahme  ist  übrigens  nicht  notwendig,  da  die  kinetische  Gastheorie  derartige 
Vorgänge  auch  ohne  Zuhilfenahme  von  Molekularkräften  erklärt  (s.  Band  III,  Art. 
„Kinetische  Gastheorie").  Man  nennt  die  angeführte  Erscheinung  Reibung,  oder 
speziell  innere  Reibung  von  Flüssigkeiten  und  Gasen  und  nennt  die  Kräfte, 
durch  welche  Reibung  hervorgebracht  wird,  Reibungskräfte,  wobei  man  jetzt 
bei  Gasen  diese  Kräfte  größtenteils  als  kinetischen  Ursprungs  ansieht,  während  man 
sie  bei  Flüssigkeiten  noch  als  besonderen  Fall  der  Molekularkräfte  betrachtet. 
Die  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten,  innere  Reibung  zu  besitzen,  nennt  man  auch 
Zähigkeit,  oder  wenn  sie  sehr  stark  ist.  Klebrigkeit  In  jedem  Falle  bewirkt 
die  Reibung  einer  Flüssigkeit,  daß  eine  gewisse  Kraft  erforderlich  ist,  um  eine 
Flüssigkeitsschicht  mit  bestimmter  Geschwindigkeit  an  einer  anderen  vorbei  zu 
schieben  und  diese  Kraft  bezeichnet  man  eben  als  Reibungskraft,  aber  auch 
häufig  bloß  als  Reibung  oder  Zähigkeit.  Ferner  aber  zeigt  die  Erfahrung 
auch,  daß  eine  gewisse  Kraft  dazu  gehört,  um  eine  Flüssigkeit  an  einer  festen 
Wand  vorbei  zu  schieben,  ja  daß  in  den  meisten  Fällen  sogar  die  Flüssigkeiten 
an  festen  Wänden  mit  ihrer  Grenzschicht  haften.  Diese  Erscheinung  bezeichnet 
man  als  äußere  Reibung  und  ebenso  bezeichnet  man  die  Kraft,  die  dazu 
gehört,  um  eine  Schicht  Flüssigkeit  mit  bestimmter  Geschwindigkeit  an  einer 
festen  Wand  vorüber  zu  schieben.  Haftet  die  Flüssigkeit  an  der  Wand,  so  ist 
die  äußere  Reibung  unendlich  groß. 

2.  Über  die  Größe  der  inneren  Reibung  hat  zunächst  Newton  ^  die  Hypo- 
these aufgestellt,  daß  die  Reibung  zwischen  zwei  benachbarten  Schichten  erstens 

1  I.  Newton,   Phil.  nat.  princ.  math.    Lib.  II,  Sect.  IX.    1687. 
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vom  Druck  der  Flüssigkeiten  unabhängig  ist  (was  auch  später  durch  Versuche 
von  Coulomb^,  d'Arcy*  u.a.  bewiesen  wurde),  daß  sie  femer  der  Größe  der 
reibenden  Schicht  proportional  ist  und  daß  sie  endlich  dem  Geschwindigkeits- 
unterschied der  Schichten  proportional  ist. 

Haben  also  eine  Reihe  paralleler  Schichten  von  der  Größe /die  Geschwindig- 
keiten u,  «j,  «2  .  .  .,  so  wird  pro  Flächeneinheit  die  Kraft,  die  die  Schicht  mit  u 
auf  die  mit  «j  ausübt  (positiv  im  Sinne  der  Bewegung  gerechnet),  gegeben  sein  durch 

—  i(«i  — »)      , 

wenn  i  eine  Konstante  ist.  Da  die  Geschwindigkeiten  in  der  Flüssigkeit  sich 
stetig  ändern,  so  ist,  wenn  die  Normale  der  Schichten  die  ^-Achse  ist 

du 

und  wenn  man  für  die  Konstante  ^dy  die  neue  Konstante  ^  einführt,  so  wird 
die  Kraft 

du 

-"^   • 

Die  Konstante  ri  nennt  man  den  Reibungskoeffizienten  der  Flüssigkeit. 

Von  der  Schicht  mit  «j  wirkt  auf  die  Schicht  mit  «j    die  entgegengesetzt 

gerichtete  Kraft 


+  V 


(du    ,d*u\ 


Die  gesamte  Kraft  auf  einer  Schicht  von  der  Größe  /  ist  daher 

Diese  Kraft  ist  gleich  der  Beschleunigung  dujd/,  die  die  Schicht  erfährt, 
multipliziert  mit  der  Masse  derselben.  Wenn  also  q  die  Dichtigkeit,  also  Q/dy 
die  Masse  dieser  Schicht  ist,  so  ist 

du  d^u 

Dieses  Resultat  für  den  einfachsten  Fall  läßt  sich  sofort  auf  den  allgemeinen 
Fall  übertragen,  daß  die  Flüssigkeitsschichten  nicht  alle  parallel  strömen  und  daß 
außerdem  noch  Druckkräfte  und  äußere  Kräfte  auf  die  Teile  der  Flüssigkeit 
wirken.  Herrscht  an  einem  Punkte' :c>'^  des  Raumes,  den  die  Flüssigkeit  ein- 
nimmt, die  Geschwindigkeit  V  mit  den  Komponenten  u,  v,  w  und  ist  p  der 
Druck  der  Flüssigkeit,  so  ergeben  sich,  wenn  AT,  V^  Z  die  äußeren  auf  die 
Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte  sind,  die  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  die  Differential- 
gleichungen.^ 


wonn 


p 

dw 

'dt    '^ 

riA 

Iw- 

■t- 

^ 

+ 

-:: 

ist. 


1  C.  A.  Coulomb,  M6m.  de  l'Institut  3.  287.  1798.  —  ^  F.  d'Aarcy,  M6m.  des  divers, 
savants  15.  141.  1857.  —  3  O.E.Meyer,  Grelles  Journ.  59.  237.   1861. 
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Dazu  kommt  die  Kontinuitätsgleichung 

du        dv         dw  \    dq 

dx        dy         dz  q    dt 

3.  An  der  Grenze  zwischen  einem  festen  Körper  und  einer  Flüssigkeit  bezw. 
zwischen  zwei  Flüssigkeiten  muß,  aus  derselben  Grundhypothese,  die  Bedingung 
erfüllt  sein,  daß,  wenn  Q^  und  a^  die  Geschwindigkeitskomponenten  nach  zwei  auf- 
einander senkrechten  Richtungen  in  der  Oberfläche  und  N  die  Normale  ist,  daß 

Darin  sind  tf^'  und  tfj'  die  Geschwindigkeiten  des  festen  Körpers. 

Die  Konstante  l  ist  der  äußere  Reibungskoeffizient  Ist  A  =  00,  wie 
es  bei  der  Berührung  einer  Flüssigkeit  mit  einer  festen  Wand  meistens  der  Fall 
ist,  so  kommt 

^i  =  <^i      >         <^a  =  ^i 
als  Grenzbedingung. 

Die  Größe  y  =  rifl  nennt  man  den  Gleitungskoeffizienten.  Ist  y  =  0, 
so  haftet  die  Flüssigkeit  an  der  Wand.  Hat  y  von  null  verschiedene  Werte,  so 
gleitet  die  Flüssigkeit  längs  der  Wand. 

4.  Die  Größe  7?,  die  Reibungskonstante,  hängt  nur  von  der  Flüssigkeit 
allein  ab,  während  X  oder  y  von  der  Natur  der  beiden  sich  berührenden  Sub- 
stanzen abhängt.  Den  Wert  g>  =  1/tj  bezeichnet  man  als  den  Fluiditäts- 
ko effizienten.  Eine  Flüssigkeit  mit  geringer  Reibung  hat  große  Fluidität. 
Die  Reibungskonstante  bezeichnet  man  auch  häufig  als  Reibung,  Zähigkeit 
oder  Viskosität  Die  Reibungskonstante  einer  Flüssigkeit,  dividiert  durch  die 
Reibungskonstante  des  Wassers  bei  0®  (oder  bei  einer  anderen  anzugebenden 
Temperatur),  wird  häufig  als  die  spezifi sehe  Zähigkeit  bezeichnet.  Da  erfahrungs- 
gemäß die  Reibung  einer  Flüssigkeit  oder  eines  Gases  sich  stark  mit  der  Tem- 
peratur ändert,  so  muß  man  immer  angeben,  auf  welche  Temperatur  sich  die 
betreffende  Konstante  bezieht. 

5.  Die  Reibungskonstante  t)  läßt  sich  nach  Poisson^  und  Maxwell*  noch 
in  anderer  Weise  auffassen,  welche  Betrachtung  sowohl  für  feste,  als  für  flüssige 
und  gasförmige  Körper  gilt 

Es    sei    in    einem   Körper    irgend   eine   Deformation   S  vorhanden   und   die 

dadurch    entstehende    elastische    Kraft    sei    F,    dann    ist   F==  £S,    wo    JS   der 

Koeffizient   der   Elastizität   für   die  betreffende  Deformation  ist.     Ist   der  Körper 

dF  dS 

frei  von  Reibung,  so  bleibt  I  =  ES  und  also  auch  —.  -  =  E-  — .    Hat  dagegen 

dt  dt 

der  Körper  die  Eigenschaft  der  Zähigkeit,  so  strebt  F  abzunehmen  und  zu  ver- 
schwinden, in  einem  Verhältnis,  das  von  F  und  der  Natur  der  Flüssigkeit  ab- 
hängt.    Man  kann  daher  für  einen  solchen  Körper  setzen 

dF'  __^F^ 

~dr  ■"""  r"    ' 

wo  T  eine  Konstante  ist,  von  den  Dimensionen  einer  Zeit.     Daraus  ergibt  sich 

_  JL 
F=^Ae    ^      , 

worin  A  eine  Konstante  ist     Da  für  /  =  0,  F^  ES  ist,  so  wird  , 

_  t_ 
F=:ESe    ^      . 

1  S.  D.  PoissoN,  Joum.  de  l'^cole  polytechn.  13.  139.  1831.  —  2  J.  C.  Maxwell,  Phil. 
Mag.  (4)  36.  133  u.  210.  1868. 
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Ändert  sich  zugleich  noch  S  mit  der  Zeit,   so   ist   der   allgemeinere  Ansatz 

"df  "        'dt        ~F      ' 

was  anzeigt,  daß  die  Kraft  jF  allmählich  von  selbst  verschwindet.    Ist  dS I  dl  kon- 
stant, also  eine  stationäre  Bewegung  in  dem  Körper  vorhanden,  so  wird 

dS  * 

F=i:T—  +  Ce-T      , 

dS 
welches  zeigt,  daß  die  Kraft  mit  wachsender  Zeit  sich  einem  Grenzwert  ^7*-—- 

al 

nähert    Die  Größe  ET,  mit  welcher  die  Verschiebungsgeschwindigkeit  multipliziert 

werden   muß,   um   die  Kraft  zu  geben,  ist  der  Koeffizient  der  Zähigkeit  1?.     Es 

ist  also   die  Zähigkeit  aufzufassen   als   das  Produkt  aus  dem  für  die  betreffende 

Verschiebung  geltenden  Elastizitätsmodul  E  und  einer  Zeit,  welche  Maxwell  die 

Relaxationszeit  nennt.^ 

6.   Aus  der  Definition 

in   der  K  eine  Kraft,  /  eine  Fläche,   u  eine  Geschwindigkeit  bedeutet,   ergeben 
sich  die  Dimensionen  von 

_  r£  £1  _  r^  ri  _  r  j^  1  -  r_i-  J  _  rpy^en-sec-i 

''""L/    «J~l/     J~U^J~Lcm.secJ-L       cm»        J 

Dieselben   Dimensionen   ergeben    sich   natürlich    auch    aus  der  Bewegungs- 
gleichung 

aus  der  sich  ergibt,    daß  riJu  gleich  einer  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 
Kraft  sein  muß,  also 

■    M    ' 


\y\  ^«]  = 


M=[^j 


II.  Die  Reibung  tropfbarer  FlüBsigkeiten. 
A.   Methoden  zur  Bestimmung  der  Reibungskoeffizienten  fDr  Flussiglceiten. 

7.  Die  experimentelle  Bestimmung  der  Reibungskoeffizienten  für  verschie- 
dene Flüssigkeiten  und  Gase  hat  außer  der  Festlegung  der  Konstanten  selbst  die 
Aufgabe,  zu  bestimmen,  ob  und  in  welcher  Weise  sie  von  anderen  Größen,  ins- 
besondere der  Temperatur,  dann  von  der  chemischen  Zusammensetzung  derselben 
abhängen. 

^  Weitere  Literatur  über  allgemeine  Theorie  der  Reibung  von  Flüssigkeiten:  O.  Tümlirz, 
WiED.  Ann.  40.  146.  1890.  —  P.  Duhem,  Mem.  de  la  Soc.  des  sciences  phys.  et  nat.  Bordeaux  (5) 

2.  210.  1896;  Beibl.  21.  324.  1897.  —  L.  Natanson,  Bull.  Krakau  1901.  p.  95  u.  161 ;  1902 
p.  19;   Beibl.  26.  759.  1901 ;  26.  744.  1902.   —   G.Jäger,  Wien.  Ber.  103.111)  251.  1894. 

—  A.  Korn,  Eine  mechanische  Theorie  der  Reibung.  Berlin  1901.  —  P.  Duhem,  C.  R.  134. 
149.  265.  456.  580.  686.  1088.  1272.  1902.  —  S.  Zaremba,  Krak.  Anz.  1903.  p.  85,  380 
u.  403.  —  L.  Natanson,  Ztschr.  f.  phys.  Chemie  43.  179.  185.  1903;  Phys.  Ztschr.  4.  541. 
1903;  Krak.  Anz.  1903.  p.  268.  283.  —  P.  DüHExr,  CR.  135.  939.  1902;  136.  281.  343. 
592.  858.   1032.   1903;   Recherches   sur  Thydrodynarnique.    Paris  1904;   Beibl.  29.  854.   1905. 

—  H.  Hahn,  G.  Herglotz,  K.  Schwarzschild,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  51.  411.  1905.  — 
G.  Jaumann,  Drüdes  Ann.  8.  752.  1902.  —  C.  W.  Oseen,   Arkiv   for  Mat.  Astr.  och  Fysik 

3.  20.   1907;  Beibl.  31.   1096.  1907. 
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Die  Methoden»  üQr  tropfbare  Flüssigkeiten  die  Größe  97  zu  bestimmen,  sind 
bisher  im  wesentlichen  dreifecher  Art.  Die  erste  und  am  meisten  angewendete 
Methode  besteht  darin,  daß  man  die  Flüssigkeiten  unter  konstantem  Druck  durch 
enge  Kapillarröhren  fließen  läßt.  Die  zweite  Methode  besteht  darin,  daß  man 
eine  Scheibe  oder  eine  Kugel  oder  einen  Zylinder  in  der  Flüssigkeit  Schwin- 
gungen ausführen  läßt  und  die  Dämpfung  beobachtet,  welche  diese  erleiden. 
Die  dritte  endlich  besteht  darin,  daß  man  einen  mit  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Hohlkörper. Drehungen  machen  lä&t  und  ebenfalls  aus  der  Dämpfung  die  Kraft 
bestimmt,  welche  die  Flüssigkeit  auf  die  Wände  des  Gefäßes  ausübt 

Die  zahlreichsten  Versuche  sind  nach  der  Methode  des  Durchflusses  durch 
Röhren  angestellt     Sie  mögen  zuletzt  besprochen  werden. 


§  2.   Methode  der  Schwingungen  oder  Rotationen  eines  mit  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Körpers. 

8.  Die  Methode  der  Schwingungen  einer  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Kugel  ist 
von  V.  Helmholtz  und  Piotrowski  ^  ausgearbeitet  imd  benutzt  worden. 

Eine  hohle  Metallkugel,  deren  Innenfläche  vergoldet  war,  war  an  einem 
Draht  aufgehängt  und  wurde  um  diesen  in  drehende  Schwingungen  versetzt, 
nachdem  die  Kugel  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  geftlllt  war.  Es  wurde 
die  Schwingungsdauer  dieser  Drehungen  und  ihr  logarithmisches  Dekrement  ge- 
messen. Aus  diesen  kann  man  direkt  ableiten  eine  Größe  Ä",  welche  das 
Verhältnis  des  Maximums  der  Reibungskraft  zum  Maximum  der  Drehungs- 
geschwindigkeit angibt  und  femer  einen  Winkel  -O*,  welcher  den  Phasenunterschied 
zwischen  Geschwindigkeit  und  Kraft  bestimmt  Untersucht  wurden:  Brunnen- 
wasser, ausgekochtes  Wasser,  vier  Chlomatriumlösungen,  Schwefelkohlenstoffi  Äther, 
Alkohol,  Glyzerin,  Olivenöl,  Zuckersirup, . Eiweißlösung,  Eiweißölemulsion,  defibri- 
niertes  Blut,  Milch. 

Die  erhaltenen  Werte  gelten  nur  für  das  benutzte  Gefäß  mit  Goldwandung 
und  für  mittlere  Sommertemperatnr. 

Helmholtz  hat  nun  durch  mathematische  Analyse  diesen  Vorgang  verfolgt 
und  die  Gleichungen  entwickelt,  durch  welche  aus  den  Werten  von  K  und  % 
sich  sowohl  die  innere  Reibung  t\  als  die  äußere  Reibung  A,  bezw.  der  Gleitungs- 
koeflizient  y  =  t^/I  berechnen  lassen.  Die  Gleichungen  sind  so  kompliziert,  daß 
auf  die  Abhandlung  verwiesen  werden  muß  und  nur  das  Resultat  angegeben 
werden  kann.  Es  zeigt  sich,  daß  die  Gleitung  an  dieser  Metallwand  nicht  gleich 
null  ist,  wie  man  es  aus  früheren  Versuchen  vermuten  konnte,  sondern  zum  Teil 
recht  beträchtliche  Werte  hat  und  daß  aus  diesem  Grunde  die  beobachteten 
Schwingungsdauem  nicht  genügend  genau  sind,  um  sichere  Resultate  zu  erhalten. 
Es  ergab  sich  für  Brunnenwasser 

17  =  0,011858  (-    ^-  -1      ,  y  =  0,23534  cm      . 

\  cm  •  sec  / 

Aus  PoiSEUiLLEs  Versuchen  für  dieselbe  Temperatur  24,5®  (s.  unten)  ergab 
sich  ty  ==  0,0095206  (g/ cm -sec),  also  nahe  im  Verhältnis  4:5  kleiner.  Die 
Phasendifferenz  zwischen  der  Bewegung  des  Geßlßes  und  der  anliegenden  Flüssig- 
keit beträgt  25^15'  oder  1,616  Zeitsekunden  für  Wasser.  Für  Alkohol,  Äther, 
Schwefelkohlenstoff"  ergaben  sich  dagegen  so  kleine  Werte  von  y,  daß  es  vielleicht 
gleich  null  gesetzt  werden  kann.     Doch  ist  auch  bei  ihnen  t/  zu  groß  gefunden. 

^  H.  V.  Helmholtz  und  G.  v.  Piotrowski,  Wien.  Ber.  50.  107.  1860.  Abgedr.  in 
H.  V.  Helmholtz s  Wissensch.  Abh.  1.  172, 
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9.  Indes  ist  die  Folgerung,  daß  bei  diesen  Versuchen  wirkliche  Gleitung 
stattfinde,  doch  nicht  vollständig  bewiesen.  Bei  Versuchen  mit  einer  innen  ver- 
silberten Kapillare  fand  Whetham  ^  keine  Gleitung  und  anch  bei  Versuchen,  die 
wie  diejenigen  von  Helmholtz  und  Pigtrowski  angestellt  waren,  war  keine 
Gleitung  zu  finden.  Whetham  •  schiebt  das  Helmholtz  sehe  Resultat  auf  nicht 
genügend  berücksichtigten  Temperatureinfiufi  und  auf  Inkonstanz  der  bifilaren 
Aufhängung.  Brodmann  *  hat  dagegen  bei  einer  ähnlichen  Methode  eine  Gleitung, 
wenn  auch  in  viel  geringerer  Größe  als  Helmholtz  und  Piotrowski  gefunden. 

IG.  Eine  ähnliche  Methode  hat  Mützel^  angewendet,  indem  er  das  log- 
arithmische Dekrement  eines  schwingenden,  bifilar  aufgehängten  Zylinders  beob- 
achtete, der  mit  der  Flüssigkeit  gefüllt  war.  Die  Theorie  der  Versuche  hat 
O.  E.  Meyer*  gegeben.  Mützel  wendete  seine  Methode  auf  die  Untersuchung 
von  Wasser  und  Salzlösimgen  an.  Der  Zylinder  bestand  aus  Glasboden  und 
Messingmantel.     Eine  Gleitung  ergab  sich  bei  diesen  Versuchen  nicht^ 

11.  Eine  andere  hierher  gehörige  Methode  ist  von  Brodmann'  benutzt 
worden.  Die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  wird  zwischen  zwei  konzentrische 
Kugeln  oder  zwischen  zwei  koaxiale  Zylinder  gebracht,  von  denen  die  äußeren 
Teile  in  gleichmäßige  Rotation  versetzt  werden,  während  das  dadurch  auf  die 
inneren  Teile  (Kugel  oder  Zylinder)  ausgeübte  Drehungsmoment  gemessen  wird. 
Die  erste  Methode  mit  Kugehi,  die  schon  von  Elie^  angewandt  wurde,  gab  keine 
brauchbaren  Resultate,  wohl  weil  die  Theorie  nicht  genügend  entwickelt  ist,  dagegen 
erlaubte  die  Methode  mit  Zylindern,  die  schon  von  Margules^  theoretisch  und 
vonCouETTE®  experimentell  benutzt  war,  konstante  Werte  der  Reibungskoeffizienten 
zu  ermitteln.  Es  ergab  sich  aber  auch  eine  kleine  Gleitung  an  vergoldeten  Flächen. 
Die  Methode  ließ  sich  auch  auf  sehr  zähe  Flüssigkeiten  anwenden.  Dieselbe 
Methode,  mit  Zylindern,  hat  auch  Drew  ^®  benutzt,  doch  findet  er  keine  Gleitung. 

§  3.    Methode  der  Dämpfung  schwingender  Scheiben  oder  Kugeln. 

12.  Die  zweite  Methode  besteht  darin,  die  Schwingungsdauer  und  das  log- 
arithmische Dekrement  einer  Scheibe  zu  bestimmen,  welche  in  einer  Flüssigkeit 
drehende  Schwingungen  macht  Diese  Methode  wurde  von  Coulomb  ^^  zuerst 
angewendet,  dann  von  O.  E.  Meyer  ^*  theoretisch  und  experimentell  ausgearbeitet, 
Meyer  brachte  auf  eine  Achse  zwei  Scheiben  parallel  an,  von  denen  dUe  untere 
in  einem  mit  der  Flüssigkeit  gefüllten  Geföß  Schwingungen  ausführte,  während 
die  obere,  die  sich  in  Luft  drehte,  eine  Teilung  trägt,  welche  durch  ein  Fern- 
rohr beobachtet  wurde.  Die  Achse  war  an  einem  langen  Messingdraht  befestigt 
Die  Theorie  der  Versuche  ist  von  Meyer  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
kann  natürlich  nur  in  mehr  oder  minder  großer  Annäherung  entwickelt  werden, 
da  die  Differentialgleichungen  sich  nicht  exakt  integrieren  lassen.  Es  konnte  nur 
diejenige  Reibung  berücksichtigt  werden,  welche  zwischen  den  horizontalen 
Schichten  der  Flüssigkeit  stattfindet,  nicht  aber  diejenige,  durch  welche  die 
Bewegung  über  den  Rand  der  Scheibe  hinaus  übertragen  wird.  Infolgedessen 
ergaben  sich  zu  große  Werte  für  die  Reibungskoeffizienten,  im  Vergleich  zu  den 
mittels  Strömung  durch  Kapillarröhren  ermittelten.  Die  Beobachtungen  selbst 
liefern  unmittelbar  nicht  ij  selbst,  sondern  yi/.    Es  ergab  sich  z.  B.  für  destilliertes 


<  W.  C.  Whetham,  Phil.  Trans.  181.  559.  1890.  —  2  c.  Brodmann,  Wird,  Ann.  45. 
159.  1892.  —  3  K.  Mützel,  Wied.  Ann.  43.  15.  1891.  —  ♦  O.  E.  Meyer,  Wied.  Ann, 
43.  I.  1891.  —  B  Siehe  J.  Büchanan  u.  H.  W.  Malcolm,  Phil.  Mag.  9.  251.  1905.  — 
6  C.  Brodmann,  Wied.  Ann.  46.  159.  1892.  —  7  m.  B.  Elie,  Joum.  de  phys.  (2)  1.  224. 
1882.  —  8  M.  Margules,  Wien.  Ber.  83.  (II)  588.  1881.  —  9  Codette,  Ann.  chim.  phys. 
(6)  21.  433.  1898.  —  W  E.  R.  Drew,  Phys.  Rev.  12.  184.  1901.  —  «  C.  A.  Coulomb, 
M6m.  de  Tlnstitut  national  3.  261.  1798.  —  12  o.  E.  Meyer,  Grelles  Journ.  69.  229. 
1861;  POGG.  Ann.  113.   85.  1861. 


AUffemFiyaik.       Methode  der  Dainp(|ing  schwingender  Scheiben  oder  Kugeln.  ^379 

Wasser  bei  8,7°  der  Reibungskoeffizient  0,01689,  während  er  nach  den  Strömungs- 
versuchen für  diese  Temperatur  0,0186  ist,  also  etwa  im  Verhältnis  6 : 5  zu  groß. 
Später  hat  O.  E.  Meyer  ^  nach  dem  Vorgang  von  W.  König  (s.  unten)  eine  Kor- 
rektion an  seinen  Formeln  angebracht,  durch  welche  die  Zahlen  seiner  Versuche 
in  viel  bessere  Obereinstimmung  mit  den  aus  Strömungsversuchen  erhaltenen 
gebracht  sind.  Meyer  wendete  diese  Methode  an,  um  die  Reibung  von  Wasser 
und  von  Salzlösungen  verschiedener  Konzentration  zu  bestimmen.  Auch  gemischte 
Salzlösungen  und  Rüböl  unterwarf  er  dem  Versuch.  Die  Methode  erfordert  ver- 
hältnismäßig größere  Mengen  von  Flüssigkeit 

13.  Nach  derselben  Methode  hat  Grotrian'  Wasser  und  einige  Salzlösungen 
untersucht,  namentlich  zu  dem  Zwecke,  um  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von 
der  Temperatur  zu  ermitteln,  für  welche  Größe  nämlich  ein  naher  Zusammen- 
hang zwischen  Fluidität  und  elektrischem  Leitungsvermögen  sich  ergibt.  Ais 
Temperaturkoeffizienten   der  Fluidität  g)(=3  l/ij)  für  eine  bestimmte  Temperatur 

\    dq> 
(18")  bezeichnet  Grotrian  die  Größe  —  —  .     Sind  also  \  und  /,  zwei  Tempera- 
turen, iji,  r\^  die  dabei  beobachteten  Reibungskoeffizienten,  so  ist 


^1  —  %  V\%  ^ 

der  Temperaturkoeffizient  ß^^  der  Fluidität     Untersucht  wurden  Lösungen  von 
NaCl,  KCl,  CaClj,  MgCl^,  BaCl^,  ZnSO^  in  verschiedenen  Konzentrationen. 

Der  Gang  von  ß  mit  wachsendem  Prozentgehalt  stimmt  zuweilen  sehr  auf- 
fallend überein  mit  dem  Gang  der  entsprechenden  Koeffizienten  für  die  galvanische 
Leitungsfähigkeit 

1 4.  Die  Dämpfungsmethode  gab  immer  größere  Werte  als  die  Transpirations- 
methode und  das  auch  als  die  Meyer  sehe  Versuchsmethode  durch  Th.  S.  Schmidt  ^ 
abgeändert  wurde.  Eine  andere  Berechnungsweise  durch  Grossmann ^  gab  eben- 
falls keine  Übereinstimmung.  Dagegen  hat  W.  König,  der  Beobachtungen  nach 
dieser  Methode  angestellt  und,  wie  die  übrigen  Beobachter,  zu  große  Resultate 
erhalten  hatte  ^,  später  eine  Korrektur  der  Berechnung  angebracht  ^  die  auch  von 
O.  F.  Meyer  akzeptiert  wurde,  durch  welche  für  den  Reibungskoeffizienten  des 
Wassers  sich  ein  Wert  ergab,  der  mit  dem  aus  Ausflußversuchen  bestimmten  bis 
auf  1^/q  übereinstimmt,  nämlich  für  17^ 

17  =  0,01112      , 

während  die  Ausflußversuche  von  Poiseüille      .     .  0,01089 

„         „  „  „     Grotrian  .     .     .  0,01106 

„         „  „  „     König   ....  0,01105 

ergaben.' 

15.  König  ^  hat  dann  die  Dämpfungsmethode  in  anderer  Weise  benutzt, 
indem  er  statt  sich  drehende  Scheiben  vielmehr  sich  drehende  Kugeln  anwendete 
und  deren  logarithmisches  Dekrement  bestimmte.  Die  Versuche  ergaben  mit  der 
eben  erwähnten  Korrektion  Übereinstimmung  mit  den  aus  Transpirationsversuchen 
ermittelten  Zahlen.*^ 


1  O.  E.  Meyer,  Wied.  Ann.  32.  642.  1887.  —  *  O.  Grotrian,  Pogg.  Ann.  157.  130. 
1876.  —  3  Th.  S.  Schmidt,  Wied.  Ann.  16.  633.  1882.  — -  *  W.  Grossmann,  Inaug.-Diss. 
Breslau  1880.  —  6  W.  König,  Wied.  Ann.  26.  618.  1885.  —  •  W.  König,  ibid.  32.  194. 
1887.  —  7  Eine  andere  Fonnel  hat  C.  Zakrzewski  (Beibl.  26.  919.  1902)  auf  Grund  der 
Natanson sehen  Reibungstheorie  gegeben.  —  8  w.  König,  Wied.  Ann.  32.  194.  1887.  — 
9  Ähnliche  Versuche  haben  J.  Perry,  J.  Graham  u.  C.  W.  Heath,  Phil.  Mag.  (5)  36,  441. 
1893,  mJt  Wallratöl  zwischen  5,2^  und  84,5^  angestellt. 
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§  4.    Methode  der  Strömung  durch  Kapillaren. 
(Transpirationsmethode.) 

i6.  Bei  weitem  die  meisten  Untersuchungen  über  die  innere  Reibung  sind 
mittels  der  Methode  des  Durchflusses  durch  kapillare  Röhren  gemacht  worden, 
<la  einerseits  hierbei  die  Theorie  vollständig  exakt  zu  entwickeln  ist,  anderer- 
seits die  Beobachtungen  leicht  mit  großer  Genauigkeit  und  ohne  große  Mühe 
anzustellen  sind. 

Rein  empirisch  hatte  schon  Poiseuille  im  Jahre  1842  gezeigt  S  daß  die 
Gesetze  der  Strömung  von  Flüssigkeiten  durch  kapillare  Röhren  von  nicht  zu 
geringer  Länge  und  unter  nicht  zu  hohem  Drucke  sehr  einfache  seien.  Er  hatte 
aus  seinen  Versuchen  die  Formel  aufgestellt: 

L 

worin  V  die  pro  Zeiteinheit  ausgeflossene  Flüssigkeitsmenge,  P  der  Druck  (in 
Millimetern  Quecksilber),  D  der  Durchmesser,  L  die  Länge  der  Röhre  und  ^ 
ein  Koeffizient  ist,  der  nur  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  Temperatur 
abhängt.  Es  gelang  dann  Stokes^  Hagenbach  ^  F.  Neümann*,  Helmholtz*u.  a., 
dieses  Gesetz  auch  aus  den  Gmndgleichungen  der  Hydrodynamik  reibender  Flüssig- 
keiten abzuleiten. 

17.  Die  Grundvoraussetzung  ist  dabei  die,  daß  alle  einzelnen  Flüssigkeits- 
fäden in  der  Röhre  parallel  sind,  d.  h.  daß  jedes  einzelne  Teilchen  nur  eine 
fortschreitende  Bewegung  in  Richtung  der  Achse  der  Röhre  hat,  keine  Bewegung 
in  einem  Querschnitt.  Aus  dieser  Annahme  ergibt  sich,  daß  das  Gesetz  erst  für 
einigermaßen  lange  und  enge  Röhren  gelten  kann,  da  an  der  Einströmungs- 
öffnung innere  Wirbelbewegungen  stattfinden  müssen,  die  sich  erst  innerhalb  der 
Röhre  verlieren.^  Die  Röhre  muß  also  so  lang  sein,  daß  dieser  störende  Teil 
nichts  am  Resultat  ändert.  Ist  diese  Annahme  aber  erfüllt,  so  ist  in  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegimg  einzuführen  w  =  0,  t;  =  0,  wenn  die  Röhren- 
achse als  ;?-Achse  genommen  wird. 

Dann  ergibt  sich  aus  dem  Prinzip  der  Kontinuität  dwjdz  ^  0  und  weiter 
dpjdx  =  0,  dpidy  «=  0.     Es  wird  dann    ' 


dw        dp  Id^w        d^w  \ 


Da  w  also,    außer  von  /,    nur  von  x  und  y^    dagegen  p  nur  von  z  ab- 
hängig ist,   so   ist  dpfdz  ^  c  und 


dw  I  d^w 


^-07-^-0^  + 


Wenn  die  Bewegung  eine  stationäre  ist,  so  ist  dzvjdf  =  0  und 


Da  dpjdz  ^  c  also  p  —  cz  isi,  d.  h.  der  Druck  sich  linear  in  der  Röhre 
ändert,  so  läßt  sich  c  aus  der  Druckhöhe,  d.  i.  der  Differenz  von  Anfangs-  und 
Enddruck  pa  —  pt  und  der  Länge  Z,  ausdrücken  durch 


1  J.  L.  M.  Poiseuille,  C.  R.  16.  1x67.  1842.  —  2  g.  Stokes,  Cambridge  Phil.  Trans.  8. 
304.  1847.  —  3  E.  Hagenbach,  Pogg.  Ann.  109,  385.  1860.  —  ♦  F.  Neümann,  Einl.  in 
die  theor.  Physik,  p.  246.  1883  (1858/59).  —  B  h.  v.  Helmholtz,  Wien.  Ber.  40.  607.  1868. 
—  6  K.  Ludwig  u.  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  32.  25.  185Ö. 
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' Z         "        L       ' 

Die  Grenzbedingungen,    die   an    der  Grenze  der  Flüssigkeit ,    d.  h.  an  der 
Röhrenwand,  zu  erfüllen  sind,  reduzieren  sich  auf 

dw        X 

wenn  X  der  Koeffizient  der  äußeren  Reibung,  N  die  Normale  der  Röhre  ist.    Für 
kreisförmige  Röhren  vom  Radius  R  wird 


w 


einträgt, 


also,  wenn  man  den  Wert  von  c  einträgt, 
_      P 

Das  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  ausfließende  Volumen  V  ist 

R 


V^2.Ju>,,,^^[b*+'Ir') 


0 

Wenn  die  Flüssigkeit  an  der  Wand  haftet,   also  >l  =  00  ist,  so  ergibt  sich 

StfL 

Diese  Formel  stimmt  genau  mit  der  Poiseuillb  sehen  überein.  Man  nennt 
das  durch  diese  Formel  ausgedrückte  Gesetz  das  PoiSEUiLLEsche  Gesetz.. 

Die  Konstante  Jt  der  Poiseüille sehen  Formel  ist  also  gleich  7t  j  128  ri. 

Übrigens  lassen  sich  nicht  nur  fQr  kreisförmige,  sondern  für  Röhren  mit 
einer  Menge  anderer  Querschnitte  die  betreffenden  Bewegungen  vollständig  er- 
mitteln.^ 

1 8.  Das  PoiSEüiLLEsche  Gesetz  gilt  nur  für  Röhren,  deren  Länge  mehr  als 
ein  gewisses  Vielfaches  des  Querschnitts  ist.  Je  enger  die  Röhre,  um  so  kürzer 
darf  sie  sein. 

Die  Grenze  für  die  Länge  einer  Röhre,  die  noch  dem  Poiseüille  sehen 
Gesetz  genügen  soll,  wäre  nach  F.  Neumann  dann  gegeben,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit des  zentralen  Fadens  gleich  der  freien  FallgescKwindigkeit  wäre.* 
Diese  Bedingung  führt  auf  die  Formel  für  die  Grenzlänge 

«  SV    ' 

worin  P  der  Druck  der  drückenden  Flüssigkeitssäule,  d  ihre  Dichtigkeit  ist.     Die 
Versuche  von  Hagen''  ergeben  in  der  Tat  diesen  Grenzwert. 

Ausführliche  theoretische  und  experimentelle  Untersuchungen  von  O.  Reynolds* 
haben  gezeigt,  daß  von  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  die 
Bewegung  nicht  mehr  die  vorausgesetzte  lineare  ist,  sondern  eine  turbulente  wird. 

1  L.  Graetz,  Schlömilchs  Zeitschr.  f.  Math.  26.  316.  1879.  —  2  p*.  Neumann,  Ein- 
leitung in  die  thcor.  Physik,  p.  257.  1883  (1859).  —  3  e.  Hagen,  Berl.  Akad.  d.  Wiss.  1854. 
—  *  O.  Reynolds,  Phil.  Trans.  174.  935.  1883;  177.  (I)  171.  1886. 
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Diese  Geschwindigkeit  nennt  er  die  kritische  Geschwindigkeit.    Sie  ist  dann 
erreicht,  wenn  die  mittlere  Geschwindigkeit  v  den  Wert  hat 

_  2000^ 

wo  d  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  H  der  Radius  der  Röhre  ist 

Barnes  und  Coker  ^  haben  versucht,  experimentell  die  kritische  Geschwindig- 
keit von  Reynolds  festzustellen,  doch  gelang  das  nur  annähernd. 

Für  weite  oder  für  verhältnismäßig  kurze  Röhren  gelten  andere  Gesetze,  die 
experimentell  vielfach  studiert  und  auch  in  Formeln  gefaßt  wurden.*  (Weiteres 
darüber  s.  „Hydrodynamik.**) 

19.  Hagenbach  ^  hat  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  man  unter 
dem  Drucke  P  in  der  PoiSEUiLLESchen  Formel  nur  denjenigen  Druck  verstehen 
dürfe,  welcher  wirklich  zur  Überwindung  des  Reibungswiderstands  diene,  also 
von  dem  Gesamtdruck  denjenigen  abzuziehen  habe,  welcher  der  ausfließenden 
Flüssigkeit  eine  gewisse  lebendige  Kraft  erteilt  Man  hat  von  dem  nach  der 
PoiSEUiLLE  sehen  Formel  berechneten  Reibungskoeffizient  einen  Abzug  zu  o^chen 
(Hagenbach sehe  Korrektion).  Die  Größe  dieser  Korrektion  ist,  wie  Couette*, 
FiNKENER^  und  Wilberforce**  zeigten 

ÖV 

wo  d  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  ist,  so  daß 

nR^P         V6 


'         %VL        SnL 
wird. 

Die  Hagenbach  sehe  Korrektion  macht,  wie  Wilberforce  gezeigt,  die 
PoiSEUiLLE sehen  Versuche  zum  Teil  noch  besser  übereinstimmend.  Couette', 
der  eine  sehr  ausführliche  und  sorgfältige  Untersuchung  über  die  Grenzen  füi  die 
Brauchbarkeit  der  Transpirationsmethode  und  über  die  anzubringenden  Korrek- 
tionen veröffentlicht  hat,  gibt  noch  eine  andere  Korrektion  an,  die  an  der  Länge 
der  Röhre  wegen  der  Anfangs-  und  Endteile,  die  vom  permanenten  Regime 
abweichen,  anzubringen  ist  Knibbs^  hat  speziell  die  Frage  der  Korrektionen 
sehr  eingehend  untersucht,  auch  die  bis  dahin  angestellten  Messungen  kritisch 
behandelt 

Eine  ausführliche  und  sorgfältige  Untersuchung  über  die  Grenze  der  Gültigkeit 
des  PoiSEUiLLE  sehen  Gesetzes  bei  geraden  und  gewundenen  Röhren  hat  auch 
Grüneisen  •  angestellt 

Die  Hagenbach  sehe  Korrektion  ist  nur  anzubringen,  wenn  die  Flüssigkeit 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  frei  ausströmt,  nicht  auch  dann,  wenn  die 
Flüssigkeit  diese  Geschwindigkeit  zwar  in  der  Röhre  selbst  besitzt,  aber  nicht  mit 
dieser  ausströmt.  Wenn  die  Flüssigkeit  nach  dem  Durchfluß  durch  die  Röhre 
in    ein   weiteres  Gefäß  gelangt  und  dieses  allmählich   erfüllt,    so  wird  ihre  Ge- 


1  H.  T.  Barnes  und  E.  G.  Coker,  Proc.  Roy.  Soc.  74.  341.  1905.  —  2  o.  E.  Meyer, 
PoGG.  Ann.,  Jubelbd.,  p.  i.  1874.  —  ^'  Merczyng,  Wied.  Ann.  39.  912.  1890.  — 
J.  MORROW  (Proc.  Roy.  Soc.  76.  205.  1905)  bestimmte  experimentell  die  Dnickverteilung  und 
Geschwindigkeitsverteilung  im  Querschnitt  weiterer  Rohren.  —  *  E.  Hagenbach,  Pogg.  Ann. 
109.  385.  1860.  —  ♦  M.  Couette,  Ann.  chim.  phys.  (6)  21.  433.  1890;  Joum.  de  Phys. 
(2)  9.  560.  1890.  —  B  FiNKENER  u.  R.  Gartenmeister,  Ztschr.  f.  phys.  Chemie  6.  524.  1890. 
—  8  L.  R.  Wilberforce,  Phil.  Mag.  (5)  3L  407.  1891.  —  ^  M.  Couette,  Ann.  chim.  phys. 
(6)  21.  433.  1890;  Journ.  d.  Phys.  (2)  9.  560.  1890.  —  8  G.  H.  Knibbs,  Proc  Roy.  Soc. 
N.  S.Wales  1895;  ^«iW.  2L  574.  575.  1897.  --  »  E.  Grüneisen,  Wissensch.  Abhandl.  d. 
Physik. -Techn.   Reichsanstalt  4.    153.   1905. 
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schwindigkeit  unmerklich  und  die  Hagenbach  sehe  Korrektion  ist  nicht  anzu- 
bringen. In  manchen  Fällen  ist  auch  bei  sehr  sorgfältigen  Arbeiten  die  Hagen- 
bach sehe  Korrektion  zu  Unrecht  angebracht  worden. 

20.  Was  nun  die  Versuche  anbetrifOt,  so  sind  diese  mit  geringen  Modi- 
fikationen gewöhnlich  so  angestellt  worden^,  daß  die  Kapillarröhre  in  einem  Bade 
von  bestimmter  Temperatur  sich  befand,  und  einerseits  in  einem  Rohre  befestigt 
war,  welches  die  Flüssigkeit  enthielt  und  das  oben  in  ein  weites  Gefäß  auslief. 
Das  Volumen  dieses  Gefäßes  wird  bestimmt  und  die  Zeit  gemessen,  in  welcher 
dieses  Volumen  sich  durch  die  Kapillare  entleert  Eine  Schwierigkeit  bei  diesen 
Versuchen  besteht  in  der  Abhaltung  der  Staubteilchen  in  der  Kapillare. 

Bei  gebogenen  oder  gewtmdenen  Kapillaren,  die  man  zuweilen  angewendet 
hat,  um  sie  bequemer  in  Heizbädem  unterzubringen,  ist  die  Anwendung  des 
PoiSEUiiXE  sehen  Gesetzes  von  vornherein  wegen  der  Zentrifugalkräfte,  die  dabei 
auftreten,  nicht  erlaubt  und  tatsächlich  gilt  es  auch  dann  nur  in  weit  engeren 
Grenzen.* 

§  5-   Andere  Methoden. 

21.  Außer  den  drei  besprochenen  Methoden  sind  einige  andere  zuweilen 
benutzt  worden,  namentlich  bei  der  Untersuchung  sehr  zäher  Flüssigkeiten  und 
bei  der  Untersuchung  einer  etwaigen  Oberflächenzähigkeit  Diese  Methoden  — 
fallende  Kugehi,  akzidentelle  Doppelbrechung,  Kapillarwellen  —  werden  bei  der 
Besprechung  der  Reibung  sehr  zäher  Flüssigkeiten  erwähnt  werden. 


B.  Die  Beobachtungen  Ober  Zähigkeit  von  FlOssiglceiten  und  ihre  Resultate. 

22.  Weitaus  die  meisten  Versuche  sind  nach  der  Transpirationsmethode 
angestellt  worden.  Bei  den  untersuchten  Flüssigkeiten  ist  zu  unterscheiden,  ob 
sie  einfache  Flüssigkeiten,  gemischte  Flüssigkeiten  oder  Lösungen  von  Salzen  bezw. 
Säuren  sind.  Bei  den  ersteren  kommt  allein  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von 
Temperatur  und  Druck  und  von  der  chemischen  Konstitution  in  Betracht,  bei 
den  Mischungen  und  Lösungen  auch  von  dem  Gehalt  der  Flüssigkeiten  an  den 
gemischten  Teilen  bezw.  an  Lösungsmittel  und  gelöster  Substanz. 

§  6.   Die  Untersuchungen  über  einfache  Flüssigkeiten 
(organische  und  unorganische). 

23.  Nach  den  Untersuchungen  von  Poiseüille,  die  sich  auf  Wasser,  Ge- 
mische von  Alkohol  und  Wasser  und  stark  verdünnte  Salzlösungen  bezogen, 
wurden  zunächst  wahllos  Gemische  und  Lösungen  den  Messungen  unterwoifen, 
bis  zuerst  Rellstab'  eine  Reihe  von  organischen  Flüssigkeiten  der  Messung  nach 
der  Transpirationsmethode  unterwarf.  Einen  Teil  derselben  Flüssigkeiten  unter- 
suchte dann  auch  Guerout.*  Für  eine  sehr  große  Anzahl  von  organischen 
Flüssigkeiten  bestimmten  dann  Pribram  und  Hakdl^  in  drei  Arbeiten  die 
spezifische  Zähigkeit  Ihre  Arbeiten  sind  die  ersten  sehr  ausgedehnten  über  die 
Frage  des  Zusammenhangs  der  Reibung  mit  der  chemischen  Konstitution,  doch 
geht  die  Genauigkeit  ihrer  Resultate  häufig  nicht  über  2 — 3°/^.  Sie  suchten  zuerst 
den  Einfluß  der  chemischen  Konstitution  auf  die  Zähigkeit  genauer  zu  bestimmen 


^  G.  WiEDEMANN,  PoOG.  Ann.  99.  221.  1856.  —  2  E.  GrOneisen,  Abb.  d.  Phys.- 
Techn.  Reicbsanstalt  4.  153.  1905.  —  3  L.  Keixstab,  Transpir.  homol.  FlOssigk.  Diss.  Bonn 
1868.  —  *  A.  GüEROUT,  C.  R.  8L  1027.  1875;  Ö3.  1296.  1876.  —  B  R.  Pribram  und 
A.  Handl,  Wien.  Ber.  (II)  78.  113.  1878;  (II)  80.  17.  1879;  (II)  84.  717.  1881. 
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und  erhielten  auch  eine  Reihe  von  positiven  Resultaten,  denen  aber  zum  Teil 
eklatante  Ausnahmen  gegenüberstehen.  Bei  weiteren  gelegentlichen  Unter« 
suchungen  bestimmten  Rosencrakz^  die  Reibung  von  Wasser  und  Glyzerin» 
König  ^  die  von  Wasser  und  einigen  organischen  Substanzen,  letzterer  nach  der 
Dämpfungsmethode. 

24.  Die  zunächst  folgende  Arbeit,  die  direkt  einfachen  Flüssigkeiten  gewidmet 
war,  ist  die  von  Gartenmeister',  welcher  eine  große  Reihe  organischer  Sub- 
stanzen nach  der  Poiseuille sehen  Methode  untersucht  hat,  und  zwar:  Kohlen* 
wasserstofife,  Alkohole,  Säuren,  Äther  und  Ester,  Halogenverbindungen  der  Fett- 
reihe, Ketone.  Von  den  (bei  20^  aufh-etenden  Regelmäßigkeilen  ist  zu  erwähnen, 
daß  in  homologen  Reihen  die  Zähigkeit  proportional  dem  Quadrat  des 
Molekulargewichts  variieren  soll. 

CoLSON*  untersuchte  verschiedene  Flüssigkeiten,  Glyzerin,  Lösungen  der 
Xylole  in  Benzol  u.  s.  w.  Bei  den  Siedetemperaturen  der  Flüssigkeiten  warea 
die  Ausflußzeiten  ziemlich  genau  proportional  den  Wurzeln 
aus  den  Dichtigkeiten.  Das  gilt  aber  für  sehr  zähe  Flüssig- 
keiten nicht 

25.  Eine  sehr  ausführliche  und  sorgfältige  Untersuchung, 
die  ausführlichste  in  diesem  Gebiet,  von  70  organischen 
Flüssigkeiten  haben  Thorpe  und  Rodger*  ausgeführt.  Ihr 
Apparat  ist  in  Figur  454  dargestellt  Durch  die  kurze  enge 
Kapillare  C  wird  die  Flüssigkeit  bald  von  rechts  nach  links, 
bald  von  Hnks  nach  rechts  aus  den  vertikalen  Teilen  des 
Apparats  getrieben.  £s  wurde  die  Zeit  bestimmt,  in  welcher 
die  Flüssigkeit  links  von  der  Marke  m^  zu  m^  fiel,  oder 
rechts  von  m^  zu  m^.  Untersucht  wurden  7  Paraffine,  8  un- 
gesättigte Kohlenwasserstoffe,  26  Halogen  Verbindungen  aus 
der  Fettreihe,  4  Schwefelverbindungen,  5  Aldehyde  und 
Ketone,  5  Fettsäuren,  2  Anhydride,  6  aromatische  Köri>er, 
12  Alkohole,  Äther  und  Stickstofiperoxyd. 

In    einer    folgenden  Arbeit*    dehnten    sie    die    Unter- 
m^f^  f^T/iv      suchung  auf  eine  Reihe  von  Estern  aus.     Durchgängige  Be- 

ziehungen   zur   chemischen    Konstitution    ergab    das    große, 
sorgfältig  bearbeitete  Material  nicht. 

26.  GuYE  und  Friedrich^  haben  einige  Flüssigkeiten 
mit  dem  Ostwald  sehen  Transpirationsapparat®  imtersucht  und 
Werte,  die  mit  denen  von  Thorpe  und  Rodger  gut  über- 
einstimmten, gefunden. 

Vollmer®  hat  die  Reibung  von  Wasser,  Methyl-  und 
Figur  454.  Äthylalkohol,  Äther,  Benzol  in  der  Nähe  der  Siedetemperatur 

gemessen. 
Kann^^   untersuchte   die  Reibung   von   flüssigem    Brom   bei  verschiedenen 
Temperaturen  und  stellte  die  Temperaturabhängigkeit  durch  eine  sehr  komplizierte 
Formel  (mit  vier  Konstanten]  dar. 

ScARPA*^  hat  die  Reibung  von  flüssigem  Phenol  von  +80®  bis  unter  den 
Schmelzpunkt  untersucht. 


I 


1  O.  E.  Mkyek,  Wied.  Ann.  2.  387.  1877.  —  2  W.König,  Wied.  Ann.  26.  618. 
1885;  32.  194.  1887.  —  3  K.  Gartenmeister,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  6.  524.  1890;  s. 
A.  Handl  u.  R,  Pribram,  ibid.  9.  529.  1892.  —  *  A.  Colson,  C.  R.  113.  740.  1891.  — 
5  T.  E.  Thorpe  m.  J.  W.  Rodger,  Phil.  Trans.  186.  397.  1894.  —  •  T.  E.  Thorpe  u. 
J.  W.  RoDGER,  Proc.  Roy.  Soc.  Lond.  60.  152.  189b.  —  7  Ph.  a.  Guye  u.  L.  Friedrich, 
Bull.  Soc.  ChSm.  (3)  19.  164.  1898;  Chem.  CentralbL  1.  915.  1898.  —  8  w.  Ostwald,  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  1.  285.  2887.  —  9  B.  Vollmer,  Beibl.  19.  364.  1895.  —  ^^  L.  Kann,  Wien. 
Ber.  106.  431.  1897. —  1'  O.  Scarpa,  Nuov.  Cim.  6.  117.  1903. 


AUcäTphTiik.  ^^*  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur.  ^3^S 

Bbck^  bestimmte  die  Reibung  frischen  Blutes  (vor  dem  Erstarren)  und 
einiger  anderer  organischer  Stoffe.' 

27.  Es  ergab  sich  aus  diesen  Versuchen,  daß,  um  wirklich  wertvolle  und 
vergleichbare  Zahlen  zu  erhalten,  vollkommene  Reinheit  der  Substanzen  und  sehr 
genaue  Temperaturbestimmungen  notwendig  sind.  In  bezug  auf  die  Reinheit  der 
Substanzen  sind  die  Versuche  von  Thorpb  und  Rodger  bisher  die  besten.  Doch 
haben  ihre  Resultate,  da  sie  die  Hagenbach  sehe  Korrektion  an  ihren  Resultaten 
voll  angebracht  haben,  was  bei  ihrer  Methode  nicht  berechtigt  ist,  nicht  die 
Genauigkeit,  welche  sie  ihnen  zuschreiben.^ 

Durchgängige  Beziehungen  der  Reibung  zur  Konstitution  haben  sich  nicht 
ergeben. 

§  7.    Die  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur. 

28.  Alle  Versuche  über  Reibung  von  Flüssigkeiten  zeigen,  daß  die  Reibung 
auBerordentlich  stark  mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  pro  Grad  oft  um 
3 — 6*/q.  Zur  Darstellimg  der  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur 
hat  PoiSEüiLLE  die  Formel  benutzt: 

Für  kleinere  Intervalle  gab  O.  E.  Meyer*  die  abgekürzte  Formel: 
Slotte^  schlug  die  Formel  vor: 

29.  Graetz*  hat  aus  Betrachtungen  über  die  Art,  wie  die  Reibung  zustande 
kommt  (nämKch  ausgehend  von  den  oben  p.  1375 .  angeführten  Maxwell  sehen 
Erörterungen),  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Temperaturabhängigkeit  der 
Reibung  gegeben,  Ist  nämlich  /^  die  kritische  Temperatur  einer  Flüssigkeit,  P  der 
kritische  Druck,  /^  eine  Temperatur,  welche  tief  unter  der  Erstarrungstemperatur 
der  Substanz  liegt  (die  absolute  Erstarrungstemperatur),  so  muß  sich  die  Reibung 
allgemein  darstellen  lassen  durch: 

^  «  f+JLi^k-jL+ ''^  ('n  -  /)'  +.-. 


Für  Temperaturen,  welche  genügend  weit  von  der  kritischen  Temperatur 
entfernt  sind,  geht  die^e  Formel  in  erster  Annäherung  über  in': 


^  K.  Beck,  Ztschr.  f.  phys.  Cheixi.  48.  641.  1904.  —  2  über  die  Reibung  des  Blutes  und 
ihre  Beziehung  zur  Herztätigkeit  s.  die  Diskussionen  von  W.  Heubner,  K.  Beck  u.  C.  Hirsch, 
Beibl.  80.  297.  298.  1906.  —  W.  Hess,  Vierteljahrsschrift  naturf.  Ges.  Zürich  61.  236.  1906.  — 
3  Weitere  Literatur  über  Zähigkeit  von  Flüssigkeiten :  S.  Pagliani,  Suppl.  alla  Encidopaedia  di 
Chimica  6.  1888/89  (Öle).  —  H.  J.  Phillips,  Chem.  News  62.  288.  1890  (Schmieröle).  — 
Jeancard  u.  Satie,  Bull.  soc.  chim.  25/26.  519.  1901 ;  Beibl.  26.  676.  1901.  —  ^  O.  E.  Meyer, 
WiED.  Ann.  2.  387.  1877.  —  «  K.  F.  Slotte,  Wied.  Ann.  14.  13.  1881.  —  «  L.  Graetz, 
WiED.  Ann.  34.  28.  1888.  —  7  Die  Behauptung  von  Slotte  (Beibl.  16.  182.  1802),  daß  diese 
Formel  nichts  anderes  als  seine  Formel 

/• 

-  b 


a  +  t 

wäre»  ist  unrichtig.  Denn  die  Slotte  sehe  Formel  enthält  drei  aus  den  Beobachtungen  zu  be- 
stimmende Konstanten  a,  d,  f..  während  die  Formel  von  Graetz  nur  zwei  willkürliche  Kon- 
stanten, A  und  ^j,  enthält    i^  ist  die  kritische  Temperatur  der  Flüssigkeit. 
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Bei  55  von  61  untersuchten  Flüssigkeiten  zeigte  sich  diese  Formel  in  guter 
Übereinstimmung  mit  den  Beobachtungen.  Die  Formel  soll  nur  angewendet 
werden  für  Temperaturen,  die  weit  von  der  kritischen  Temperatur  entfernt  sind. 

Auch  für  sehr  viele  von  Thorpe  imd  Rodger  untersuchte  Flüssigkeiten 
ergibt  die  Formel  gute  Darstellung,  für  manche  aber  nicht  Dagegen  kann  die 
abgekürzte  Formel,  wie  aus  ihrer  Ableitung  schon  hervorgeht,  nicht  für  Flüssig- 
keiten in   der  Nähe  der  kritischen  Temperatur  gelten. 

30.  Slotte  ^  schlug  später  noch  einige  andere  empirische  Formeln  zur  Dar- 
stellung der  Beobachtungen  vor,  von  welcher  er  insbesondere  die  Formel 


'     {a  +  ty 

mit  drei  Konstanten  c,  a,  n  für  geeignet  erachtet  Wie  sehr  die  dabei  erhaltenen 
Konstanten  von  dem  benutzten  Beobachtungsintervall  abhängen,  zeigen  Bonsfield 
und  LowRY.* 

Noch  kompliziertere  Formeln  untersuchte  dann  Duff^  nämlich 


'-(^;r 


und     7]  =  Cö^^^^^'  +  Z'^ 


Batschinski*  findet  aus  den  Beobachtungen  von  Thorpe  und  Rodger, 
daß  in  sehr  vielen  Fällen  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur 
sich  durch  die  Formel 

C 

darstellen  lassen,  wo  T  die  absolute  Temperatur  ist  In  anderen  Fällen  reicht 
aber  diese  Beziehung  auch  nicht  aus.*  Seine  Berechnungen  ergeben  übrigens 
gewöhnlich  sehr  schlechten  Anschluß  dieser  Formel  an  die  Beobachtungen. 

Man  ist  im  wesentlichen  für  sehr  ausgedehnte  Temperaturintervalle  auf 
Formeln  mit  mindestens  drei  Konstanten  angewiesen. 

31.  Fächer*  behauptet,  daß  Wasser  in  der  Nähe  von  4^*  eine  Anomalie 
in  bezug  auf  die  Viskosität  besitze,  indem  der  Temperaturkoeffizient  bei  4^  einen 
Wendepunkt  besitzt  Dasselbe  fanden  Fächer  und  Finozzi^  bei  einigen  Salz- 
lösungen. 

§  8.   Die  Abhängigkeit  der  Reibung  vom  Druck. 

32.  Die  Reibung  von  Flüssigkeiten  ändert  sich  etwas  bei  höheren  Drucken, 

Versuche  darüber,  nach  der  Ausflußmethode  angestellt,  sind  zuerst  von  Röntgen  ® 

und    von  Warburg    und  Sachs  •  angestellt  worden.     Obereinstimmend    fanden 

sie,  daß  die  Reibungskonstante  des  Wassers  bei  höherem  Drucke  kleiner  wird, 

dagegen    bei    anderen  Flüssigkeiten  mit    dem   Drucke    wächst.     Setzt   man   die 

Reibungskonstante  bei  einer  bestimmten  Temperatur  /  und  dem  Drucke  1  Atm.  =  ri^^ 

ke 
so  ist  bei  derselben  Temperatur  und  einem  Überdruck  von  /  — —■  nach  Warburg 

cm 

und  Sachs 

"^  =  ^0  (1  +  «/)      ' 

1  K.  F.  Slotte,  öfvers.  Finska  Vet  Förhandl.  82.  116.  1890;  37.  11.  1894;  BeibL 
16.  182.  1892;  19.  547.  1895.  S.  auch  Ch.  Lees,  Phil.  Mag.  (6)  1.  120.  1901.  —  2  w.  R. 
Bonsfield  u.  T.  M.  LowRy,  Proc.  Roy.  Soc.  7L  42.  1902;  s.  auch  W.  Hechler,  Drude s 
Ann.  15.  157.  1904.  —  8  a.  W.  Duff,  Phys.  Rev.  4.  404.  1897.  —  ♦  A.  Batschinski, 
Beibl.  26.  231.  789.  1901.  —  *  s.  auch  A.  Batschinski,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  37.  214. 
1901;  femer  Beibl.  28.  953,  1904.  —  Ö  G.  Packer,  Nuov.  Cim.  (4)  10.  435.  1899.  — 
7  G.  Pacher  u.  L.  FiNOZzi,  Atti  Ist  Vencto  69.  (II)  1033.  1900.  —  8  W.  C.  Röntgen, 
WiED.  Ann.  22.  510.  1884.  —  8  E.  Warburg  u.  J.  Sachs,  Wied.  Ann.  22.  518.  1884. 
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wobei  sich  für  a  folgende  Werte  ergaben 

Kohlensäure      Äther  Benzol  Wasser 

a .  10*           7470               730  930  -  170 

t                   25,1              20  20  20 

Die  Drucke  gingen  dabei  bis  zu  150  Atm. 

Bei  Marineleim  fand  Röntgen  ^  eine  vorübergehende  Vermehrung  der  Reibung 
durch  den  Druck  von  600  Atm. 

Der  Koeffizient  a  ist  für  Wasser  negativ,  die  Reibung  des  Wassers  nimmt 
also  mit  wachsendem  Drucke  ab. 

33.  Dasselbe  fand  Cohen*  für  Wasser  bei  Drucken  bis  zu  900  Atm.  und 
Temperaturen  bis  zu  25  ^  Die  Änderung  der  Viskosität  ändert  sich  nicht  dem 
Drucke  proportional,  sondern  langsamer;  trotzdem  war  kein  Minimum  der  Vis- 
kosität zu  beobachten. 

Dagegen  fand  Haüser',  der  zunächst  das  Resultat  von  Röntgen,  Warburg 
und  Sachs  und  Cohen  über  den  £infiuß  des  Druckes  bei  Wasser  bestätigt,  daß  mit 
wachsender  Temperatur  der  Einfluß  des  Druckes  auf  die  Viskosität  abnimmt  und 
bei  32®  ein  Minimum  erreicht.  Bei  dieser  Temperatur  ändert  eine  Druck- 
steigerung von  400  Atm.  die  Viskosität  des  Wassers  nicht.  Oberhalb  32  ®  bewirkte 
erhöhter  Druck  Zunahme,  nicht  Abnahme  der  Viskosität. 

§  9.   Die  Reibung  des  Quecksilbers. 

34.  Für  Quecksilber  zeigte  Warbürg*  entgegen  der  Beobachtung  von 
PoiSEUiLLE,  daß  die  äußere  Reibung  gegen  Glas  unendlich  groß  ist.  Es  ergab 
sich  der  Reibungskoeffizient  bei  17,2® 


fl  =  0,016021  1 ^ 1 

\  cm  •  sec  / 


Auch  ViLLARi^  fand,  daß  das  PoiSEüiLLEsche  Gesetz  für  Quecksilber  gilt 
doch  weichen  seine  Konstanten  sowohl  untereinander,  wie  von  derjenigen  Warburg s 
außerordentlich  ab. 

35.  Die  Reibung  des  Quecksilbers  ist  dann  von  Koch®  bis  zu  hohen 
Temperaturen  (von  —  21,4®  bis  +  840®)  untersucht  worden.  Er  stellte  seine 
Beobachtungen  durch  die  Formel 

ri  =  0,016969  -  0,0000660525/  +  0,00000020847/«  -  0,0000000002455  /^ 
dar,  imd  erhielt  z.  B.  bei 

/  =  *  11,5     ,  ri  =  0,01619 

/=  196,7      ,  1^  =  0,01018 

/  =  840,1      ,  ri  =  0,008975      . 

Slotte'  hat  dann  gezeigt,  daß  die  Reibung  des  Quecksilbers  nach  diesen 
Versuchen  sich  nahezu  umgekehrt  proportional  der  absoluten  Temperatur  ändert, 
also  dargestellt  werden  können  durch 

r, lo__      _ 

'        1  +  0,00366  /      ' 

worin    ri^  =  0,01698    ist      Die   Abweichung    der   berechneten    Werte   von    den 
beobachteten  steigt  allerdings  auf  mehr  als  15  ®/jj.®     Beobachtungen  von  Hahl 

^  W.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  45.  98.  1892.  —  2  R.. Cohen,  Wied.  Ann.  45.  666. 
1892.  —  8  L,  Haüser,  Drudes  Ann.  6.  597.  1901.  —  ^  E.  Warbürg,  Pogg.  Ann.  140. 
367.  1870.  —  B  E.  ViLLARi,  Memorie  dell  Acc.  di  Bologna  (3)  6.  i,  1876.  —  ®  K.  R.  Koch, 
Wied.  Ann.  14.  i.  1881.  —  7  k.  F.  Slotte,  Beibl.  16.  182.  189a.  —  *  Auch  A.  Batschinski, 
BeibL  25.  X05.  1901,  findet,  daß  die  Beobachtungen  von  Koch  sich  in  erster  Annäherung 
durch  Tf  T  =  const  darstellen  lassen. 
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Über  Quecksilberreibung  (dem  Verfasser  nicht  zugänglich)  zwischen.  0®  und  15^ 
sollen  sich  sehr  gut  durch  die  Formel  r^T^  const  darstellen  lassen.^ 

36.  Gelegentlich  hat  Th.  Schmidt*  die  Reibung  des  Quecksilbers  nach  der 
Dämpfungsmethode  untersucht.  Weitere  Messungen  hat  v.  Schweidler^  an- 
gestellt. 

ÜMANi*  füllte  Hohlzyünder  aus  Messing  mit  Quecksilber  und  ließ  sieschwingen^ 
einmal,  wenn  der  Hohlzylinder  innen  amalgamiert  war,  also  benetzt  wurde,  das 
andere  Mal,  wenn  er  innen  vernickelt  war.  Aus  dem  logarithmischen  Dekrement 
findet  er  für  den  Reibungskoeffizienten  bei  10^ 

I?  =  0,01577  f—^    -) 
\  cm  •  sec  / 

und  endliche  äußere  Reibung  zwischen  Nickel  und  Quecksilber. 


§  10.   Die  Reibung  verflüssigter  Gase.    Die  Reibung  von  Flüssigkeiten 
oberhalb  ihrer  normalen  Siedetemperatur. 

37.  Die  Reibung  verflüssigter  Gase  wurde  zum  ersten  Male  von  Warburg 
und  Babo  untersucht,  indem  sie  die  Zähigkeit  der  Kohlensäure  sowohl  im  flüssigen, 
wie  im  gasförmigen  Zustand  bestimmten  ^  wobei  sie  ebenfalls  die  Methode  der 
Strömung  diurch  Kapillaren  anwendeten.  In  bezug  auf  die  Einzelheiten  der 
schwierigen  Versuche  muß  auf  die  Abhandlung  verwiesen  werden*  Es  ergaben 
sich  für  flüssige  Kohlensäure  unter  dem  Drucke  ihres  gesättigten  Dampfes  folgende 
Reibungskoeffizienten  t^,  die  zugleich  mit  der  Dichtigkeit  q  zusammengestellt  sind: 


5» 
10 
15 


0,922 
0,895 
0,864 


0,000925 
0,000852 
0,000784 


20  • 

25 

29 


0,827 
0,783 


0,000712 
0,000625 
0,000589 


Die  flüssige  Kohlensäure  hat  also  bei  weitem  die  geringste  Zähigkeit  von 
allen  untersuchten  Flüssigkeiten,  bei  15*^  ist  ihre  Zähigkeit  bloß  der  1 4,6  te  Teil 
von  der  des  Wassers. 

38.  Die  nächste  Untersuchung  in  dieser  Richtung  unternahm  Stoel*,  welcher 
auch  nach  der  Methode  der  Kapillarströmung  bei  flüssigem  Chlormethyl  (dessen 
normaler  Siedepunkt  bei  —  23^,  dessen  kritische  Temperatur  bei  +  148®  ist) 
zwischen  den  Temperaturen  —  28®  und  +123®  die  Reibung  bestimmte.  Die 
Beziehung  zwischen  der  Durchströmungszeit  s  (in  Sekunden)  und  der  absoluten 
Temperatur  T,  war 

r=  896 -250  log  j     . 

Zwischen'  s  und  dem  Dampfdruck  P  bestand  die  angenäherte  Beziehung 

log  j  +  -J-  log  P  a=  const 

Genauer  hat  dann  mit  demselben,  etwas  abgeänderten,  Apparat  de  Haas^ 
ebenfalls  Chlormethyl  zwischen  10®  und  186®  gemessen  und  absolute  Werte  für 
den  Reibungskoeffizienten  erhalten. 


^  K.  F.  Slotte,  Beibl.  30.  297.  1906.  —  2  Xh.  Schmidt,  Wied.  Ann.  16.  658.  1882. 
—  3  E.  V.  SCHWEIDLER,  Wien.  Ber.  104.  (Ha)  275.  1895.  —  ♦  A.  Umani,  Nuov.  Cim.  (4)  3. 
151.  1896.  —  5  E.  Warbürg  u.  A.  v.  Babo,  Wied.  Ann.  17.  390.  1882.  —  6  L.M.  J. 
Stoel,  Holländisch  Leiden  1891;  Physik.  Revue  1.  515.  1892.  —  '  M.  DE  Haas,  Dissert. 
Leyden  1894;  Versl.  Akad.  Amsterdam  1893/94.  p.  123;  Beibl.  18.  987.  1894. 


Band  L 
Allgem.  Fhyaflc. 


Die  Reibung  verflüssigter  Gase  u.  s.  w. 
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Kamerlingh  Onnes^  versuchte,  aus  diesen  Messungen  an  Chlormethyl  und 
denen  von  Warbürg  und  Babo  an  Kohlensäure  die  Theorie  der  korrespondierenden 
Zustände  auf  den  Reibungskoeffizienten  anzuwenden. 

39.  Forsch*  hat  die  Reibungskonstante  der  flüssigen  Luft  durch  den  Ausfluß 
aus  einer  Kapillaren  zu 

.1?  =  0,0033  (C.G.S.) 
beim  Siedepunkt  bestimmt 

Mc  Intosh  und  Steele*  haben  eine  Reihe  von  Konstanten  und  darunter 
auch  die  Zähigkeit  für  verflüssigten  Chlorwasserstoff,   Bromwasserstoff*,  Jodwasser- 
stoff", Schwefelwasserstoff"  bestimmt.    Sie  maßen  die  spezifische  Zähig- 
keit -?  (bezogen  auf  Wasser  von  22^  beim  Siedepunkt  und  den  Tem-       a^^gf 
peraturkoeffizienten  derselben  und  fanden 


Siedepunkt 


HCl 
HBr 
HJ 
H,S 


82,90 
68,7 
85,7 
60,2 


Spez.  Zähigkeit 


dt 


0,47 
0,83 
1,35 
0,45 


0,90 
0,58 
0,70 
1,10 


40.  Die  Reibung  von  Flüssigkeiten  oberhalb  ihres  normalen 
Siedepunktes  hat  in  einfacher  Weise  Heydweiller*  untersucht, 
allerdings  nicht  bis  nahe  an  die  kritische  Temperatur.  Sein  Apparat 
ist  in  Figur  455  gezeichnet.  Die  Kapillare  ist  an  weitere  Gefäße 
unten  angeschmolzen,  oben  eingekittet.  Die  zu  untersuchende  Flüssig- 
keit wird  in  den  Teil  cd  des  Apparats  eingeführt  und  durch  Queck- 
silber, das  in  dem  Teile  de  sich  befindet,  abgeschlossen.  Der  Raum 
oberhalb  der  Flüssigkeit  wird  luftleer  gepumpt  und  abgeschlossen.  Durch 
Quecksilberdruck  wird  die  Flüssigkeit  durch  die  Kapillare  getrieben. 
Mit  derartigen  Apparaten  untersuchte  er  Benzol,  Äther,  Äthylbromid, 
Äthylacetat,  Isobutylacetat  und  Toluol  bis  etwa  180®.  Die  Abhängig- 
keit der  Reibung  von  der  Temperatur  ließ  sich  nicht  genau,  aber  an- 
nähernd durch  die  SroELsche  Formel 

^  =  Ce-y'  Figur  455. 

darstellen. 

Für  Wasser    fand    bei  Temperaturen    oberhalb    des    normalen  Siedepunkts 
DE  Haas^  folgende  Werte: 


/=      124 
■q  a  0,00228 


142 
0,00198 


168" 
0,00181 


nachdem  vorher  Slotte'  die  absolute  Zähigkeit  des  Wassers  für*  Temperaturen 
bis  nahe  an  den  Siedepunkt  sorgfältig  bestimmt  und  folgende  Werte  erhalten  hatte: 


/==   60. 

60 

70 

80 

90 

97» 

ij  =  0,00555 

0,00474 

0,00411 

0,00368 

0,00822 

0,00298 

1  H.  Kamerlingh  Onnes,  Versl.  Akad.  Amsterdam  1893/94.  p.  126;  1894/95.  p.  62. 
—  2  c.  Forsch,  Physik.  Ztschr.  1.  177.  1900.  —  3  d^  mc  Intosh  u.  B.  D.  Steele,  Phil. 
Trans.  205.  (A.)  99.  1905.  —  ^  A.  Heydweiller,  Wied.  Ann.  65.  561.  1891;  59.  193. 
1896.  —  B  M.  DE  Haas,  Versl.  Akad.  Amsterdam  1893/94.  p.  123.  —  6  K.  F.  Slotte, 
Öfvens.  Finsk.  Vet.  Forhand.  32.  116.  1890;  Beibl.  16.  182.  1892. 
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§  11.   Die  Reibung  von  Lösungen. 

41.  Außerordentlich  zahlreich  sind  die  Untersuchungen,  welche  über  die 
Reibung  der  Lösungen  von  Salzen  und  Säuren  angestellt  wurden.  Nachdem 
schon  PoiSEUiLLE  ^  einige  stark  verdünnte  Salzlösungen  untersucht  hatte,  bestimmte 
G.  WiEDEMANN*  die  Reibung  einiger  Salzlösungen  wegen  ihrer  Beziehung  zur 
elektrischen  Leitfähigkeit.  Graham^  untersuchte  Gemische  von  Säuren  und 
Wasser,  Hübenbr*  einige  gleich  dichte  Salzlösungen. 

In  umfangreicherer  Weise  nahm  Sprukg  ^  die  Untersuchung  von  Salzlösimgen 
auf,  denen  sich  dann  weitere  Arbeiten  von  Grotrian®,  Wijkander'  (über  Schwefel- 
säure, Natronlauge),  Slotte®,  Wagner*,  Arrhenius'^  Reyher^^  über  eine 
Reihe  von  Lösungen,  von  Salzen  und  organischen  Stoffen  anschlössen.  Von 
Hannay^*  war  zuerst  die  Reibung  von  Salzlösungen  nicht  in  bezug  auf  den 
Prozentgehalt,  sondern  in  bezug  auf  den  Molekülgehalt  der  gelösten  Moleküle 
verglichen  worden.  Von  Arrhenius  wurde  zur  Reduktion  der  Beobachtungen 
die  Formel  angegeben 

wobei  ij^  die  Reibung  der  Lösung  ist,  welche  x  Volumina  gelösten  Stoffes  in 
1  —  X  Volumina  des  Lösungsmittels  enthält,  C  und  D  zwei  Konstanten  sind. 
Diese  Formel  läßt  sich  für  Salzlösimgen  so  umformen,  daß 

gesetzt  wird,  wo  x  der  Gehalt  an  der  Lösung  von  aufgelöster  Substanz  in  Bruch- 
teilen des  Molekulargewichts  ist.  Für  eine  Ijn  normale  Lösung  ist  x^Xjn. 
A  wird  dadurch  die  Reibung  der  Normallösung.  Nach  dieser  Formel  haben 
zunächst  Reyhbr  und  J.  Wagner  ^^  ihre  Untersuchungen  berechnet,  namentlich 
um  zu  sehen,  ob  die  Reibung  eine  additive  Eigenschaft  ist. 

Wagner  untersuchte  verdünnte  Lösungen  von  */j  bis  ^/g  normal  von  einer 
großen  Menge  von  Salzen  nach  der  Methode  von  Arrhenius.  Die  Formel  von 
Arrhenius  ergab  in  manchen  Fällen  gute,  in  anderen  ungenügende  Darstellung. 
Bei  den  Nitraten  und  Chloriden  zeigt  der  Reibungskoeffizient  additive  Eigen- 
schaften, in  anderen  Fällen  nicht.  Unter  Umständen  scheinen  sich  stöchiometrische 
Beziehungen,  insbesondere  Beziehungen  zum  periodischen  System  zu  ergeben. 

Lösungen  von  Chlorkalium,  Chlornatrium  und  Chlorammonium  und  ihre 
Mischungen  von  wurden  Brückner^*,  ferner  von  Mützel^^  nach  der  oben 
(Nr.  10)  angegebenen  Methode  untersucht. 

Lauenstein  ^®  bestimmte  mit  dem  Kapillarströmungsapparat  von  Ostwald  ^' 
die  Reibung  von  Lösungen  organischer  Natronsalze  bei  25^.  Es  wurden  88  Salze 
in  ^/j  bis  ^/a  Normallösung  durchgemessen.  Beziehungen  zur  Konstitution  ergaben 
sie  nicht. 

MoNTEMARTiNi  ^®  hat  wässerige  Lösungen  von  Chloroplatiniten  nach  der 
Kapillarraethode  untersucht. 


1  J.  L.  M.  POISEUILLE,  C.  R.  15.  1167.  1842.  —  2  g.  Wiedemann,  Pogg.  Ann.  99. 
221.  1856.  —  3  Th.  Graham,  Phil.  Trans.  16L  373.  1862.  —  ♦  Th.  HObener,  Pogg.  Ann. 
150.  248.  1873.  —  ß  A.  Sprung,  Pogg.  Ann.  159.  i.  1876.  —  6  0.  Grotrian,  Pogo. 
Ann.  160.  238.  1877;  Wied.  Ann.  8.  529.  1879.  —  ^  A.  Wijkander,  Beibl.  3.  8.  1879. 
—  8  K.  F.  Slotte,  Wied.  Ann.  14.  13.  1881.  —  »  J.  Wagner,  Wied.  Ann.  18.  259. 
1883.  —  '0  sv.  Arrhenius,  Ztschr.  f.  phys.  Chemie  1.  285.  1887.  —  1'  R.  Reyher,  Ztschr. 
f.  phys.  Chemie  2.  744.  1888.  —  12  j,  a.  Hannay,  Proc.  Roy.  Soc.  28.  279.  1879.  — 
13  J.Wagner,  Ztschr.  f.  phys.  Chemie  5.  31.  1891.  —  '*  H.  Brückner,  Wied.  Ann.  42. 
287.  1891.  —  16  K.  MüTZEL,  Wied.  Ann.  43.  15.  1890.  —  18  C.  Laüenstein,  Ztschr.  f. 
phys.  Chemie  9.  417.  1892.  —  17  W.  Ostwald,  Ztschr.  f.  phys.  Chemie  1.  285.  1887.  — 
18  C.  MoNTEMARTiNi,  Atti  Torino  28.  368.  378.  1892/93. 
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42.  G.  B.  Moore ^  fiand  bei  einer  Untersuchung  vieler  Salzlösungen,  daß 
die  ÄRRHENiussche  Exponentialförmel  zwar  für  verdünnte,  aber  nicht  fütr  konzen- 
trierte Lösungen  die  Beobachtungen  darstellt 

Weiter  untersuchte  Kanitz-  die  Reibung  von  Salzlösungen  und  Mischungen, 
um  additive  oder  (was  nach  der  Arrhenius  sehen  Formel  naheliegt)  logarithmisch 
additive  Eigenschaften  derselben  zu  finden,  ebenfalls  ohne  durchschlagenden  Erfolg. 

In  einer  ausführlichen  Arbeit  sucht  Euler  ^,  ausgehend  von  dem  Arrhenius- 
schen  Konzentrationsgesetz,  daß  Gesetz  zu  bestimmen,  wie  sich  die  Reibung  einer 
Salzlösung  aus  der  Reibung  der  Ionen  ergibt  und  die  Konstanten  der  lonen- 
reibung  zu  bestimmen. 

HosKiNG*  untersuchte  eine  Reihe  von  Lösungen  von  Chlomatrium  und  von 
Rohrzucker  mit  dem  Apparat  von  Thorpe  und  Rodger,  Ferrero*  Lösungen  von 
Chromalaun. 

Barnes®  findet,  aus  den  Beobachtungen  von  Reyher,  Wagner,  Kanitz, 
daß  man  die  Reibungskonstanten  verdünnter  Lösungen  aus  der  Dissoziations- 
theorie  vorhersagen  kann. 

Lyle  und  HosKiNG^  bestimmten  die  Zähigkeit  von  Chlomatriumlösungen 
und  setzten  sie  in  Beziehung  zur  molekularen  Leitfähigkeit. 

Oertel®  untersuchte  sehr  verdünnte  Salzlösungen  (1/250  normal),  Taylor 
imd  Romken®  wässerige  Lösungen  von  Chloriden,  Bromiden  und  Jodiden, 

RuDORF^^  hat  eine  Reihe  von  Lösungen  organischer  Stoffe  durchgemessen, 
einige  seiner  Resultate  hat  Fawsitt^^  nicht  bestätigt  gefunden. 

Weiter  hat  Blanchard**  eine  große  Anzahl  Lösungen  gemessen,  um  Be- 
ziehung zu  Konstitutionen  zu  finden. 

43.  Sehr  sorgfältige  Untersuchungen  über  die  Reibung  von  18  Salzlösungen 
in  verschiedener  Konzentration  hat  Grüneisen  ^^  angestellt  und  dieselben  zu 
physikalisch-chemischen  Schlüssen  benutzt.  Die  Größe  (?y  — l)/»i,  welche  die 
Änderung  der  Reibung  des  Wassers  durch  die  Auflösung  darstellen,  und  zwar 
bezogen  auf  1  Grammäquivalent  m  des  aufgelösten  Körpers,  ist  für  manche 
Elektrolyte  >  0,  für  andere  <  0  (negative  Reibung),  besitzt  aber  immer  ein 
Minimum,  während  für  Nichtelektrolyte  (Rohrzucker)  ein  solches  nicht  auftritt. 
Daraus  ist  zu  schließen,  daß  die  Dissoziation  eines  Moleküls  die  Reibung  stets 
vergrößert. 

Walden^*  findet  einfache  Beziehungen  zwischen  Reibung,  Leitfähigkeit, 
Diffusionskonstante  und  Molekulargewicht  bei  verschiedenen  Lösungen. 

44.  Auch  Lösungen  in  anderen  Lösungsmitteln  als  Wasser  wurden 
vielfach  in  bezug  auf  ihre  Reibung  untersucht.  d'Arcy^^  hat  Lösungen  von 
Salzen  in  verschiedenen  Lösungsmitteln  bei  verschiedenen  Temperaturen  gemessen. 

Smoluchowski  *®  fand,  daß  die  Reibung  von  Schwefelkohlenstoff  durch  Auf- 
lösen von  Jod  vergrößert  wird,  ebenso  die  Reibung  von  Alkohol  durch  Auflösen 
von  Jodkalium,  Chlorcalcium  und  salpetersaurem  Ammoniak,  während  die  Reibung 
des  Wassers  zwar  durch  Auflösen  von  CaCl,  vermehrt,  durch  Auflösen  von  Jod, 
KJ  und  NH^NOg  vermindert  wird. 


1  E.  B.  Moore,  Phys.  Rev.  3.  321.  1896.  —  2  a.  Kanitz,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  22. 
336.  1897.  —  3  H.  Euler,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  26.  536.  1898;  s.  auch  J.  Barnes,  Beibl 
24.  750.  1900.  —  *  R.  Hosking,  Phil.  Mag.  49.  274.  1900.  —  5  e.  Ferrero,  Nuov.  Cim. 
(5)  1.  285.  1901.  —  ö  J.  Barnes,  Chem.  News  85.  4.  30.  40.  1902.  —  7  jh.  R.  LVle  u. 
R.  HosKiNG,  Phil.  Mag.  3.  487.  1902. —  8  F.  Oertel,  Diss.  Breslau  1903;  Beibl.  27.  1039. 
1903.  —  8  W.Taylor  u.  C.  Romken,  Edinb.  Proc.  26.  231.  1903/04;  Edinb.  Trans.  45.  (II) 
Nr.  15.  1906.  —  ^0  G.  RuDORF,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  41.  601.  1902.  —  ''  E.  Fawsitt,  Edinb. 
Proc.  25.  51.  1904. —  G.  RuDORF,  Ztschr.  f.  Elektrochem.  10.  473.  1904.  —  '2  a.  Blan- 
CHARD,  Journ.  Amer.  chem.  Soc.  26,  315.  1904;  Beibl.  20.  373.  1905.  —  1^  E.  Grüneisen, 
Abh.  Phys.-Techn.  Reichsanstalt  4.  239.  1905.  —  ^*  P.  Walden,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  55. 
207.  1905;  Ztschr.  f.  Elektrochem.  12.  77,  1906.  —  «  r.  f.  d'Arcy,  Phil.  Mag.  (5)  28.  221. 
1889.  —  '6  M.  V.  Smoluchowski,  Wien.  Ber.  102.  (II)  11 36.   1893. 
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Schall  und  van  Rijn^  untersuchten  die  Reibung  von  Glyzerin  mit  Zu- 
sätzen von  anderen  Substanzen,  um  Beziehungen  zwischen  Reibungsemiedrigung 
und  Gefrierpunktserniedrigung  zu  finden,  welche  die  jÄGERsche  Theorie*  verlangt. 
Später  hat  Schall^  statt  des  Glyzerins  Thymol  für  diese  Untersuchungen  an- 
gewendet. 

£r  findet^  die  von  Jäger  abgeleitete  Beziehung  zwischen  Reibungskoef&zienten 
und  Gefrierpunktsdepression 

(wo  d"  die  Temperatur,  ^  die  Gefrierpunktsdepression  bedeutet)  am  Amylpropionat 
gelöst  in  Thymol  bestätigt,  dagegen  bei  Lösung  anderer  Körper  in  Thymol  nicht. 

Mühlenbein*  untersuchte  Lösungen  von  organischen  Körpern  in  verschie- 
denen Lösungsmitteln. 

Haffner®  fand  bei  alkoholischen  Lösungen  die  Formel  von  Arrhenius 
[ri  =  A^)  nicht  bestätigt 

Lemke'  untersuchte  Lösungen  in  Wasser,  Glyzerin  und  Mannit 

Jones  und  Carrol®  findem  bei  einigen  Lösungen  von  Salzen  in  Wasser 
und  Methylalkohol,  daß  zwischen  der  Abnahme  der  elektrischen  Leitfähigkeit  und 
der  Zunahme  der  Reibung  ein  großer  Parallelismus  besteht  Bei  Lösungen  in 
anderen  Lösungsmitteln  aber  ergaben  sich,  wie  Jones  in  Verbindung  mit  Bingham 
und  Mc.  Master*  fand,  nicht  so  einfache  Verhältnisse.  Theoretische  Betrach- 
tungen über  die  Fluidität  von  Lösungen  und  Gemischen  stellte  Bingham^®  an 
und  suchte  sie  durch  die  vorliegenden  Messungen  zu  stützen. 

Aus'  allen  diesen  Arbeiten  ergibt  sich,  daß  durchgängige  klare  Beziehungen 
noch  nicht  gefunden  worden  sind.  Die  Betrachtungen  darüber  gehören  in  das 
Gebiet  der  physikalischen  Chemie. 

§  12.   Die  Reibung  von  FlUssigkeitsmischungen. 

45.  Über  die  Reibungen  von  Mischungen  verschiedener  Flüssigkeiten  haben 
Poiseuille^^  und  Graham  ^^  festgestellt,  daß  diejenige  Mischung  von  Alkohol  und 
Wasser,  welche  die  größte  Kontraktion  besitzt,  auch  die  größte  Reibung  besitzt. 
Auch  andere  Flüssigkeitsgemische  zeigen  solche  Maxima,  wie  die  Versuche  von 
Graham,  Pagliani  und  Battelli  ^^  Noack^*,  Traube  ^^  Pagliani  und  Oddone  ^® 
zeigten.  Arrhenius  ^^  hat  versucht,  die  Reibung  gemischter  Flüssigkeiten  durch 
die  Formel 

darzustellen,  in  welcher  B  die  Reibung  der  einen  Flüssigkeit,  x  der  Gehalt  der 
Mischung  an  der  anderen  Flüssigkeit  ist. 

Thorpe  und  Rodger  ^®  haben  mit  ihrem  (oben  p.  1384  beschriebenen) 
Apparat  die  Reibung  von  Mischimgen  untersucht  aus 


t  C.  Schall  u.  W.  van  Rijn,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  23.  329.  1897.  —  2  g.  Jäger, 
Beibl.  20.  12.  1896.  —  ^  C.Schall,  Ztschr.  f.  phys.  Chemie  29.  423.  1899.  — 
*  C.  ScpALL,  Physik.  Ztschr.  3.  62.  1902;  7.  645.  1906.  —  B  J.  Mühlenbkin,  Dissertation 
Leipzig  1901;  Beibl.  26.  133.  1902.  —  ^  G.  Haffner,  Diss.  Erlangen  1903;  BeibL  28.952. 
1904;  Phys.  Ztschr.  2.  739.  1902.  —  7  N.  Lemke,  Joum.  d.  russ.  physik.-chein.  Ges.  37. 
1134,  1905;  Beibl.  30.  606.  1901.  —  8  h.  C.  Jones  u.  E.  G.  Carrol,  Amer.  chem.  Joum. 
32.  522.  1904.  —  8  H.  C.Jones  u.  E.  C.  Bingham,  Amer.  chem.  Journ.  (4)  34.  481.  1905. 

—  H.  C.  Jones  u.  L.  Mc.  Master,  ibid.  36.  325.  1906,  —  H.  C.Jones,  E.  C.  Binoham  u. 
L.  Mc.  Master,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  57.  193.  257.  1906.  —  ^0  E.  C.  Bingham,  ibid. 
36.  195.  1906;  s.  auch  H.  C.  Jones  u.  W.  R.  Veazey,  Amer.  Chem.  Joum.  37.  405.  1907. 

—  1^  J.  L.  M.  Poiseuille,  Ann.  chim.  phys.  (3)  2L  1847.  —  ^2  j.  Graham,  Phil.  Trans. 
1861.  p.  373.  —  '3  s.  Pagliani  u.  A.  Battelli,  Beibl.  10.  81.  221.  1886.  —  '♦  K.  Noack, 
AViED.  Ann.  27.  289;  28.  666.  1886.  — -  'B  J.  Traube,  Chem.  Ber.  19.  871.  1886.  — 
^6  S.  Pagliani  u.  P.  Oddone,  Beibl.  11.  415.  1887.  —  '7  Sv.  Arrhenius,  Ztschr.  f.  phys. 
Chem.  1.  285.  1887.  —  18  T.  E.  Thorpe  u.  J.  W.  Rodger,  Journ.  chem.  Soc.  71/72.  360.  1897. 
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Tetrachlorkohlenstoff  und  Benzol, 
Methyljodid  und  Schwefelkohlenstoff, 
Äther  und  Chloroform. 

Die  Mischungsregel  gilt  nicht  für  die  Zähigkeit,  sondern  die  gemischten 
Flüssigkeiten  haben  gewöhnlich  kleinere  Reibung,  als  sich  aus  der  Mischungsregel 
ergibt.  Dasselbe  fand  Linebarger  \  nur  die  Mischungen  von  Benzol  mit  Chloro- 
form und  von  Benzol  mit  Schwefelkohlenstoff  zeigten  ein  einfaches  Verhalten. 

ScARPA*  hat  die  Reibung  von  Mischungen  aus  Wasser  und  Phenol  unter- 
sucht. Aus  den  auffallenden  Erscheinungen  schließt  er  auf  eine  molekulare  Ver- 
bindung bei  bestimmten  Mischungsverhältnissen. 

Dito'  untersuchte  Mischungen  von  Hydrazin  und  Wasser. 

Für  eine  sehr  große  Anzahl  von  Flüssigkeitsgemischen  hat  Dunstan,  zum 
Teil  in  Verbindung  mit  Wilson*,  sorgfaltige  Messungen  angestellt,  ebenso  Getman ^ 
der  Mischungen  aus  Methylalkohol,  Wasser,  Benzol,  Toluol,  Äther  und  Methyl- 
alkohol untersuchte. 

Lees®  findet,  daß  von  den  verschiedenen  Formen,  in  denen  man  das 
Mischungsgesetz  zunächst  anwenden  kann,  keine  für  die  Reibung  von  Flüssig- 
keiten besonders  geeignet  ist 

Die  reziproke  Mischungsformel        —  = 

V 
die  lineare  „  t?  = 

die  logarithmische         „  log t?  =  ^^  log ly^  +  c^ log rj^  +  c^^ogt}^  +  ,  .  . 

geben  nur  in   manchen  Fällen  brauchbare  Resultate,   die  reziproken  die  besten. 
Er  wendet  eine  allgemeine  Formel  an 


Vi 
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^2 
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Wenn  man  m  passend  bestimmt,  reicht  diese  Beziehung  meistens  aus,  doch 
ist  das  eben  keine  Mischungsregel  im  eigentlichen  Sinne  mehr. 

§  13.   Unterkühlte  Flüssigkeiten.    Geschmolzene  Körper. 
Kolloidale  Lösungen. 

46.  Die  Zähigkeit  unterkühlter  Flüssigkeiten  hatTAMMANN^  untersucht,  zum 
Teil  indem  er  die  Geschwindigkeit  einer  fallenden  Platinkugel  in  ihnen  bestimmte.  Bei 
teigartiger  Beschaffenheit  der  Flüssigkeit  ändert  sich  die  Reibung  außerordentlich  rasch 
mit  der  Temperatur,  rascher  als  irgend  eine  andere  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten. 

Hechler®  bestimmte  nach   der  Transpirationsmethode  die  Reibung   unter- 
kühlter Salzlösungen,  um  einen  etwaigen  Nullpunkt  der  Fluidität  zu  ermitteln. 
Über  Lösungen  in  unterkühlten  Flüssigkeiten  s.  oben  Nr.  44. 

47.  Die  Zähigkeit  geschmolzenen  Schwefels  haben  Brunhes  und  Düssy^ 
nach  der  Strömungsmethode  bei  verschiedenen  Temperaturen  gemessen,  in  jüngster 
Zeit  auch  Beck^^,  der  auch  für  einige  andere  geschmolzene  Salze  die  Reibung 
bestimmte.     Lorenz  und  Kalmus  ^^  bestimmten  nach  der  Transpirationsmethode 


'  C.  E.  Linebarger,  Sill.  Journ.  2.  331.  1896.  —  2  o.  Scarpa,  Nuov.  Cim.  5.  277. 
1903.  —  3  J.  W.  Dito,  Versl.  Ak.  Wet.  Amsterdam  13.  iio.  1904.  —  ♦  A.  E.  Dunstan, 
Phil.  Trans.  86.  817.  1904;  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  49.  590.  1904;  61.  732.  1905.  —  A.  E.  Dun- 
stan u.  R.  W.  Wilson,  Journ.  Chem.  Soc.  91.  83.  1907.  —  6  F.  H.  Getman,  Journ.  chim. 
phys.  4.  386.  1906.  —  ß  Ch.  Lees,  Phil.  Mag.  (6)  1.  128.  190 1.  —  7  g.  Tammann,  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  28.  17.  1899.  —  8  W.  Hechler,  Drudes  Ann.  16.  157.  1904.  — 
9  J.  Brunhes  u.  J.  Dussy,  C.  R.  118.  1045.  1894;  s.  auch  C.  Malus,  C.  R.  130.  1708. 
1900.  —  W  K.  Beck,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  68.  409.  425.  1907.  —  ^^  R.  Lorenz  und 
H.  T.  Kalmus,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  59.  244.  1907. 
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die  Reibung  von  geschmolzenem  Natriumnitrat,  Kaliumnitrat,  Kaliumbichromat, 
Bleichlorid,  Bleibromid,  bis  etwa  100®  über  dem  Schmelzpunkt.  Sie  erhielten  z.  B. 
für  Kaliumbichromat  bei  397®  den  Wert  rj  =  0,1389,  bei  507®  i?  =  0,0644,  für 
Bromblei  bei  872®  ti  =  0,10190,  bei  492®  ri  =  0,04073,  für  NaNOg  bei  808® 
^  =  0,02919,    bei  418®    ij  =  0,01628. 

48.  Die  Zähigkeit  kolloidaler  Lösungen  von  Leim,  Eiweiß,  Kieselsäure 
ergibt,  wie  Garrett^  fand,  nach  der  Methode  der  schwingenden  Scheiben  unter- 
sucht, ganz  unregelmäßige  Resultate,  nach  der  Methode  der  Kapillarströmung  bessere. 
Die  Erklärung  basiert  auf  der  Quincke  sehen  Theorie  der  kolloidalen  Lösungen. 

Dieselben  Beobachtungen  machte  du  Pre  Denning*  bei  kolloidalem  Eisen- 
oxydhydrat, dessen  Reibung  er  unter  verschiedenen  Umständen  bestimmte. 

Die  Reibung  von  kolloidalem  Eisenhydroxyd  wurde  auch  von  Rossi  und 
ScARPA*  nach  der  Ausströmungsmethode  bestimmt,  so  wie  früher  die  einiger 
organischen  Kolloide. 

§  14.   Sehr  zähe  Flüssigkeiten. 

49.  Die  sehr  zähen  Substanzen,  wie  Marineleim,  Mischungen  von  Terpentinöl 
und  Kolophonium  bilden  den  Übergang  von  den  Flüssigkeiten  zu  festen  Körpern. 
Nach  der  Seite  der  Flüssigkeilen  stehen  Körper  wie  Rizinusöl,  nach  der  Seite 
der  festen  Körper  pechartige  Substanzen.  Die  Methoden  zur  Untersuchimg  der 
Zähigkeit  solcher  Körper  sind  zum  Teil  notwendig  andere,  wie  die  bei  Flüssig- 
keiten benutzten.  Hier  sollen  nur  die  Beobachtungen  an  solchen  Flüssigkeiten  be- 
sprochen werden,  welche  man  auch  zum  Fließen  durch  Kapillaren  bringen  kann. 
Für  noch  zähere  Substanzen  siehe  den  Abschnitt  über  „Reibung  fester  Körper" 
(unten  Nr.  88  ff.). 

50.  Barus*  hat  sehr  zähen  Marineleim  durch  ein  Kapillarrohr  gesaugt. 
Das  Experiment  dauerte  7  Monate  und  ergab  für  den  Reibungskoeffizient 

^„2- 10»-^-       . 
g  'sec 

Dagegen  zeigte  Paraffin  eine  so  geringe  Bewegung,  daß  seine  Zähigkeit  größer 
als  2-10"  ist. 

Röntgen^  fand,  daß  Marineleim  durch  hohen  Druck  (500  Atm.)  eine 
Erhöhung  der  Zähigkeit  erfährt. 

Barus^  hat  dann  die  Zähigkeit  des  außerordentlich  zähen  Marineleimes  bei 
Drucken  bis  zu  2000  Atm.  gemessen.  Mit  wachsendem  Drucke  nimmt  die  Zähig- 
keit zu.  Die  Abnahme  der  Zähigkeit  durch  1^  Temperaturerhöhung  kann  (bei 
normalem  Drucke)  durch  Drucksteigerung  um  67  Atm.  kompensiert  werden,  bei 
dem  Drucke  von  500  und  1000  Atm.  aber  erst  durch  256  oder  380  Atm. 

51.  Kahlbaum  und  Räber'  haben  das  PoiSEUiLLEsche  Gesetz  in  einer  1  mm 
weiten  und  16 — 82  cm  langen  Kapillare  bei  Rizinusöl  bestätigt,  gefunden  und  den 
Reibungskoeffizienten  desselben  also  etwa  4000  mal  so  groß  als  für  Wasser  bestimmt. 

Brodmann®  hat  die  Beobachtungen  bei  der  Transpiratiorismethode  etwas 
modifiziert,  um  sehr  zähe  Flüssigkeiten  (17  von  der  Ordnung  1 — 10)  zu  unter- 
suchen (Glyzerin).  Auch  nach  der  oben  Nr.  11  angegebenen,  von  ihm  be- 
nutzten Methode  ließen  sich  derartig  zähe  Flüssigkeiten  untersuchen. 

Reiger*  hat  die  Gültigkeit  des  Poiseuille sehen  Gesetzes  bei  Mischungen 
aus  Kolophonium  und  Terpentinöl  {rj  von  der  Ordnung  10^ — 10^  an  Röhren 
von  14  cm  Länge  und  0,3 — 1cm  Radius  geprüft,  ebenso  Glaser.^® 

'  H.  Garrett,  Diss.  Heidelberg  1903;  Beibl.  28.  349.  1904.  —  2  a.  du  Pre  Dennino, 
Diss.  Heidelberg  1904;  Beibl.  29.  11.  1905.  —  3  g.  Kossi  u.  O.  Scarpa,  Beibl.  29.  990. 
K)05.  —  *  C.  Barus,  Phil.  Mag.  (5)  29.  337.  1890.  —  B  W.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  45. 
08.  1892.  —  ö  C.  Barus,  Sill.  Journ.  (3)  45.  87.  1893.  —  ^  G.  W.  A.  Kahlbaum  und 
S.  RÄBER,  Acta  Leopold  84.  203.  1905.  —  8  C.  Brodmann,  AVied.  48.  188.  1893.  — 
9  R.  Reiger,  Drudes  Ann.  19.  985.  1901.  —  tO  h.  Glaser,  Ann.  d.  Phys.  (4)  22.  694.  1907. 
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Auch  Ladenbürg  ^  hat  die  PoiSEüiLLEsche  Methode  bei  solchen  Gemischen 
von  der  Zähigkeit  t^  =  10*  benutzt 

Sogar  von  festem  Menthol  (Erstarrungspunkt  41,4°)  hat  Heydwiller *  direkt 
nach  der  Transpirationsmethode  die  innere  Reibung  zu  bestimmen  versucht.  Der 
Reibungskoeffizient  ist  von  der  Ordnung  10'®,  ändert  sich  pro  Grad  etwa  um  20°/^. 
Das  Verhältnis  der  Reibung  von  erstarrtem  zu  flüssigem  Menthol  ist  etwa  10 ^^ 

52.  Eine  weitere  Methode,  welche  man  zur  Untersuchung  der  Reibung  sehr 
zäher  Flüssigkeiten  angewendet  hat,  besteht  darin,  daß  man  die  Fallgeschwindig- 
keit schwerer  Kugeln  in  ihnen  bestimmt.  Die  Theorie  der  Erscheinung  ist  von 
Stokes'  gegeben  worden. 

Nach  StOKES  erlangt  eine  kleine  Kugel  vom  Radius  a  und  der  Dichte  tf, 
wenn  sie  durch  eine  unbegrenzte  Flüssigkeit  von  der  Dichte  q  und  dem  Reibungs- 
koeffizienten ti  fällt,  bald  eine  konstante  Geschwindigkeit: 

Jones*  hat  diese  Methode  zur  Untersuchung  der  Reibung  sehr  zähflüssiger 
Öle  benutzt,  indem  er  Quecksilberkugebd  in  ihnen  fallen  ließ.  Ähnliche  Ver- 
suche stellte  DüFF*  an. 

Tammann*  hat  (oben  Nr.  46)  diese  Methode  für  die  Untersuchung  der 
Reibung  unterkühlter  Flüssigkeiten  angewendet. 

Allen  ^  untersuchte  das  Aufsteigen  von  Luftblasen  in  Wasser  und  das 
Fallen  von  Kugeln  aus  Paraffin  und  Bernstein. 

Trouton  und  Andrews  ®  haben  die  Methode  benutzt,  indem  sie  eine  Blei- 
kugel fallen  ließen  und  deren  Geschwindigkeit  durch  Beobachtung  ihrer  Lage  mit 
Röntgenstrahlen  bestimmten  (s.  auch  unten  Nr.  54). 

Eine  sehr  sorgfältige  Untersuchung  nach  dieser  Methode  hat  R.  Ladenburg  ® 
an  Mischungen  aus  Kolophonium  und  Terpentinöl  angestellt,  wobei  er  zeigte,  daß 
die  SiOKESsche  Formel  wegen  des  Einflusses  der  Wände  des  Beobachtungs- 
gefäßes eine  Korrektion  erhalten  müsse.  Die  nach  der  Stokes sehen  Methode 
erhaltenen  Zahlen  stimmten  dann  gut  mit  denen  nach  der  Poiseuille  sehen 
Methode  überein.  Ladenbürg  zeigte  auch,  daß  der  Reibungskoeffizient  dieser 
Substanzen  mit  wachsendem  Drucke  zunimmt,  bei  100  Atm.  ungefähr  um  100  ^/q, 
während  1^  Temperaturerhöhung  die  Reibung  um  etwa  25^/^  vermindert. 

53.  Metz^^  hat  durch  das  Abklingen  akzidenteller  Doppelbrechung 
die  Relaxationszeit  von  Kopallack  zu  87,6*«*^  bei  22,9®  und  145,2»«^  bei  10,75^ 
bestimmt  Aus  dem  durch  Kapillarströmung  gemessenen  Reibungskoeffizienten 
[4,80g/(cmsec)  bei  22,2^  berechnet  er  den  Elastizitätsmodul  (Starrheitskoeffizienten) 
des  Kopallackes. 

54.  Die  Reibung  bei  der  Drillüng  pechartiger  Substanzen  (Natronglas  zwischen 
500®  und  700®,  Pech  zwischen  0®  und  15®)  haben  Trouton  und  Andrews" 
bestimmt.  Trouton  ^^  bestimmte  dann  auch  die  Zähigkeit  pechartiger  Substan^ien 
durch  das  Fließen  der  Substanz  bei  Zug  oder  Druck  (s.  „Reibung  fester  Körper"). 

^  R.  Ladenburg,  Ann.  d.  Phys.  (4)  22.  287.  1907.  —  2  a.  Heydweiller,  Wied.  Ann. 
63.  56.  1897.  —  3  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  9.  8.  1851;  Phil.  Mag.  (4)  1,  337.  1851;  Math, 
and  Phys.  Papers  1.  41.  Weitere  Behandltingen  des  mathematischen  Problems  gaben  A.  Ober- 
beck, Grelles  Joum.  81.  1876.  —  H.  Hassel,  Phil.  Trans.  179.  43.  1888;  Treatise  on  hydro- 
dynamics  2.  285.  1888.  —  J.  B.  Whitehead,  Quart.  Joum.  of  Math.  23.  78.  123.  1888.  — 
LovE,  Enzykl.  d.  math.  Wiss.  4.  (2)  73.  1807.  —  G.  Picciati,  Acc.  dei  Line.  (5)  16.  i.  Sem. 
443.  1907.  —  *  O.  G.Jones,  Phil.  Mag.  (5)  37.  451.  1894.  —  Frühere  Versuche  nach  dieser 
Methode  rühren  von  K.  Schöttner  [Wien.  Ber.  79.  (2)  477.  1879]  l^er.  —  B  A.  W.  Düff, 
Phys.  Rev.  4.  23.  1896.  —  6  G.  Tammann,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  28.  17.  1893.  —  ^  E.  T. 
Allen,  Phil.  Mag.  (5)  50.  323.  1900.  —  8  f.  T.  Trouton  u.  E.  S.  Andrews,  Proc.  Phys. 
Sog.  Lond.  19.  47.  1904.  —  9  R.  Ladenburg,  Ann.  d.  Phys.  (4)  22.  287.  1907;  23.  447. 
1907.  —  ^0  G.  de  Metz,  C.  R.  136.  608.  1903.  —  "  T.  Trouton  und  E.  Andrews, 
Phil.  Mag.  (6)  7.  347.   1904.  —  ^2  F.  T.  TROUTON,  Proc.  Roy.  Soc.  77.  426.  1906. 
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§  15.    Oberflächenzähigkeit. 


55.  Daß  die  Oberflächcnteile  einer  Flüssigkeit  eine  besondere  Zähigkeit  zeigen, 
wurde  von  Plateau^  behauptet,  von  Lüvini*  bestritten,  von  Oberbeck ^  dann 
wieder  nach  besonderen  Versuchen  behauptet,  während  Marangoni*  diese  an- 
gebliche besondere  Zähigkeit  darauf  zurückführte,  daß  an  der  Oberfläche  vieler 
Flüssigkeiten  sich  eine  Haut  von  geringerer  Spannung,  als  sie  die  reine  Ober- 
fläche besitzt,  bilde  und  daß  die  Entfernung  dieser  Haut  den  Eindruck  der  be- 
sonderen Zähigkeit  mache.  Schutt^  hat  diese  Frage  durch  die  Coulomb  sehe 
Methode  der  Scheibenschwingungen  zu  entscheiden  gesucht  und  findet  keine 
besondere  Oberflächenzähigkeit,  wohl  aber  bei  manchen  Flüssigkeiten  eine  feste 
Haut,   die  Scherungsfestigkeit  zeigt 

56.  Watson*  hat  die  Kurven  der  Kapillarwellen  von  sehr  kleiner  Amplitude, 
die  er  durch  periodisches  Eintauchen  eines  Glasröhrchens  erzeugt,  benutzt,  um 
aus  ihnen  rechnerisch  und  experimentell  die  Oberflächenspannung  und  den 
Reibungskoeffizienten  zu  bestimmen.  Letzterer  ergibt  sich  nach  dieser  Methode 
nur  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  stimmt  aber  im  allgemeinen,  wenn  die 
Oberfläche  rein  ist,  mit  dem  sonst  gewonnenen  überein,  so  daß  also  auch  diese 
Versuche  keine  besondere  Oberflächenzähigkeit  ergeben. 

Vorlesungsexperimente  über  diese  Erscheinungen  hat  Burbank  ^  angegeben. 

57.  Eine  Beziehung  zwischen  der  Viskosität  einer  Flüssigkeit  und  ihrer  Ober- 
flächenspannung scheint  nicht  vorhanden  zu  sein.® 

Elektrisieren  und  Magnetisieren  einer  Flüssigkeit  hat  keinen  Einfluß  auf  ihre 
innere  Reibung. * 

§  16.    Reibung  an  der  Grenzfläche  von  Flüssigkeiten  und  Gasen 
und  zweier  Flüssigkeiten. 

58.  Zwischen  einem  bewegten  Wasserstrahle  und  der  Luft  findet  starke 
Reibung  statt,  welche  die  Luft  in  Bewegung  setzt  Einen  Apparat  zur  Messung 
des  durch  einen  Wasserstrahl  von  gemessener  Geschwindigkeit  mitbewegten  Luft- 
volumens hat  V.  V.  Lang^^  angegeben  und  zu  Messungen  benutzt. 

Markowitz  ^^  hat  mit  dem  Apparat  von  Lang  Versuche  über  die  Reibung 
an  der  Grenzfläche  von  öl  (filtriertes  Brennöl)  und  Luft  gemacht  und  findet,  daß 
an  dieser  Grenzfläche  eine  Reibung  von  derselben  Größe  stattfindet,  wie  zwischen 
Wasser  und  Luft,  so  daß  die  Erklärung  für  die  beruhigende  Wirkung  des  Öles 
auf  Wasserwellen  nicht  darauf  beruhen  kann,  daß  bewegte  Luft  das  öl  weniger 
mitnimmt  als  das  Wasser. 

59.  O.  E.  Meyer  ^*  hat  bei  seiner  Dämpfungsmethode  die  Scheiben  an  der 
Grenzfläche  zwischen  öl  und  Wasser  schwingen  lassen,  um  die  Reibung  der 
Flüssigkeiten  gegeneinander  zu  erhalten. 

§17.   Tabellen. 

60.  Eine  ziemlich  vollständige  Zusammenstellung  aller  Beobachtungen  über 
die  innere  Reibung  von  Flüssigkeiten  und  Gasen  ist  in  Landolt  und  Börnsteins 
Tabellen,  3.  Aufl.  1905,  enthalten  (Bearbeiter  K.  Stöckl).  Im  folgenden  sind 
einige  Tabellen,  hauptsächlich  nach  den  Beobachtungen  und  Interpolationen  von 
Thorpe  und  Rodger  gegeben. 

1  J.  Plateau,  Pogg.  Ann.  141.  44.  1870.  —  2  g.  Lüvini,  Phil.  Mag.  (4)  40.  190. 
1870.  —  3  A.  Oberbeck,  Wied.  Ann.  11.  634.  1888.  —  *  C.  Marangoni,  Nuov.  Cim.  (2) 
5/6.  239.  1872;  (3)  3.  50.  97.  192.  1879.  —  ^  K.  Schutt,  Drudes  Ann.  13.  712.  1904. 
—  6  F.  R.  Watson,  Phys.  Rev.  16.  20.  1902.  —  7  j.  Burbank,  Sill.  Journ.  (4)  15.  140. 
1903.  —  8  L.  Grunmach,  BOLTZMANN-Festschrift  1904.  p.  460.  —  Ö  w.  König,  Wied.  Ann. 
25.  622.  1885.  —  10  V.  v.  Lang,  Wied.  Ann.  3.  219.  1877.  —  «  St.  Markovits,  Wien. 
Ber.  100.  (Ua)  785.  1891.  —  12  o.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  113.  85.  1861. 
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A.   Wasser. 


i/.lO* 

Temperatur 

POISEUILLS 

Sprung 

Slotte 

Tho&pe  u.  Rodger 

de  Haas 

(1846) 

(1876) 

(1883) 

(1897) 

0« 

1716 

1778 

1808 

1778 



10 

1309 

1301 

1314 

1308 

— 

20 

1008 

1003 

1008 

1002 

— 

30 

803 

802 

803 

798 

.  — 

40 

653 

657 

657 

654 

— 

50 

— 

— 

553 

548 

-— 

60 

— 

— 

472 

468 

— 

70. 

— 

— 

408 

406 

— 

80 





358 

356 

— 

90 



— 

318 

316 

— 

100 

— 

— 

285 

283 

— 

124 

_« 







223 

142 

— 

— 

— 

— 

193 

153 

— 

— 

— 

— - 

181 

B.   Quecksilber. 


Temperatur 


17.10» 


Koch       I   Warburg     v.Schweidler 


-  21,4  • 

1868 

— 

-18,1 

1836 

— 

0 

1688 

— 

16,7 

1575 

— 

17,2 

— 

1642 

20,0 

1           ~~ 

— 

40 

— 

99 

1227 

— 

196 

1018 

— 

282 

950 

— 

340,1 

897,5 

— 

C.   Fett 

säuren. 

1684 


1589 
1483 


Name 

Formel 

»70 -10» 

1782 

1760-10* 

17100-10» 

Ameisensäure  .... 

CH,0, 



1031,5 

542 

Essigsäure 

C,H,0, 

— 

1219 

791 

457,5 

Propionsäure   .... 

C,H,0, 

1519 

1099 

747       . 

452 

Buttersäure       .... 

C,H,0, 

2284 

1538 

971,5 

545 

Isobuttersäure  .... 

C4H8O, 

1885 

1315 

858 

495 

D.    Alkohole. 


Name 


Methylalkohol  .  . 
Äthylalkohol  .  .  . 
Normalpropylalkohol 
Isopropylalkohol  .  . 
Normalbutylalkohol  . 
Isobutylalkohol  .  . 
Amylalkohol,  inaktiv 

„  aktiv 

AUylalkohol     .     .     . 


Formel 

»70-10* 

17.0-10* 
591 

1760 -10* 

CH4O 

818 

396 

C,H,0 

1770 

1192 

697,5 

C,H,0 

3882 

2255 

1128 

C,H,0 

4564 

2369 

1026 

C«H,„0 

5185 

2947 

1409 

C,H,„0 

8088 

3906 

1609 

C,H.,0 

8582 

4341 

1849 

» 

11129 

5091 

1985,5 

C,HeO 

2144 

1361 

759,5 

1 

i7io 


-10» 


534,5 
521 
627,5 
605 
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E.    Äther. 


Name 

Äthyläther  .  .  . 
Methylpropyläther  . 
Äthylpropyläther  . 
Dipropyläther  .  . 
Methylisobutyläther 
Äthylisopropyläther 


Formel        i/o  •  10*         17,0  •  10* 


C4H10O 
C,H,oO 
C.H„0 
CeH,,0 
C,H,,0 
CeHuO 


286 

307 

896,5 

540 

881 

482 


284,5 

251,5 

817,5 

420 

806,5 

378,5 


»750  •  10* 


287 
304,5 
230 
276,5 


F.   Fettsäureester. 


Name 


Methylformiat .  .  . 
Methylacetat  .  .  . 
Methylpropionat  .  . 
Methybiormalbutyrat 
Methylisobutyrat  .  . 
Äthylformiat  .  .  . 
Äthylacetat  .  .  . 
Äthylpropionat  .  . 
Normalpropylformiat 
Normalpropylacetat  . 


Formel 


c,H,(:), 

C,H,0, 
C.H.O, 

C,H„0, 
C.!l,0, 


»70  •  10* 

7,0 -10» 

»750 -10* 

7100-10* 

429 

347 



_ 

478 

381 

284 

— 

582 

454 

384 

— 

759 

575 

407 

256 

672,5 

518 

372 

— 

505 

402 

299,5 

— 

578 

449 

326 

— 

693 

532 

380,5 

— 

668 

516 

371 

— 

770 

581 

408 

250 

G.    Halogenverbindung  der  Fettgruppe. 


H.    Aldehyde  und  Ketone. 


Name                  ll      Formel 

170-10* 

7.0 -10» 

700-10» 

7ioo' 

Äthylenchlorid      .     .     .    |     CjH^Cl, 

1128 

833 

576,5 

^_ 

Äthylidenchlorid  . 

1 

C,H,C1, 

621,5 

490 

362,5 

— 

Methylendichlorid 

CHXL 

536 

435,5 

— 

— 

Äthylenbromid     . 

1]     C,H,Br, 

2435 

1716 

1124 

668 

Propylenbromid    . 

.     !     CHeBr, 

2299,5 

1619 

1073 

635 

Isobutylenbromid 

.         QHgBr, 

8316 

2169 

1331 

731 

Jodmethyl  .     .     . 

.    1     CHJ 

594,5 

487 

— 

""" 

Bromäthyl  .     .     . 

C^H^Br 

478 

892 

— 

Jodäthyl      .     .     . 

CtHJ 

719 

583 

444 

— 

Chlorpropyl     .     . 

C,H,Cl 

436 

352 

— 

— 

Brompropyl      .     . 

,    , 

C.H^Br 

645 

517 

887,5 

— 

Jodpropyl    .     .     . 

C,HJ 

938 

737 

543,5 

359 

Chlorisopropyl 

QH,a 

402 

822 

— 

— 

Bromisopropyl      . 

C,H,Dr 

604,5 

482 

358,5 

— 

Jodisopropyl    .     . 

1 

C,HJ 

878,5 

690 

507 

— 

Isobutylchlorid     . 

1 

C^HpCl 

583,5 

465,5 

832 

— 

Isobutylbromid     . 

CjHflBr 

823,5 

638- 

462,5 

— 

Isobutyljodid  .     . 

1 

C.HJ 

1162,5 

870 

622 

396 

Chloroform       .     . 

1 

CHC1> 

700 

564 

426 

— 

Tetrachlorkohlenstoff 

1 

CCl^ 
C,C1, 

1346,5 

969 

653,5 

— 

Perchloräthylen    . 

, 

1139 

892,5 

661 

441 

Allylchlorid      .     . 

C,H,C1 

406 

329,5 

— 

— 

AUylbromid     .     . 

1     C,H,Br 

619 

495,5 

374 

— 

Allyljodid   .     .     . 

i     C,HJ 

930 

726,5 

534,5 

352 

Acetylenbromid    . 

C,Br, 

1230 

959,5 

707,5 

473 

Name 


Aldehyd      .     .     . 
Dimethylketon 
Methyläthylketon . 
Diäthylketon    .     . 
Methylpropylketon 


Formel      | 

CH,0 
C,H,0 
QHgO 
C.H,„0 


0-10* 

7,0-10*      1 

267 
394 
538,5 

221,5 
322,5 
423 

595 
644 

465,5 
501 

750  •  10*  7ioo  •  10* 


245,5 

— 

311 

— 

344,5 

226 

366 

238 

Bandl. 
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I.    Paraffine  und  ungesättigte  Kohlenwasserstoffe. 


Name 


'Zioo  •  10* 


Pentan    .  . 

Hexan    .  . 

Heptan  .  . 

Oktan     .  . 

Isopentan  . 
Isohexan 

Isoheptan  . 

Isopren  .  . 

Diallyl    .  . 
^-Isoamylen 


Methylsulfid  .  . 
Äthylsulfid  .  .  . 
Thiophen  .  .  . 
Schwefelkohlenstoff 


331 
468 


L.    Aromatische  Stoffe. 


Formel      |       j/o  '  10*       ' 


Name 


Benzol    . 

Toluol    . 

Orthoxylol 

Metaxylol 

Paraxylol 

Äthylbenzol 


il 


C,K,(CH,). 


17,0-10^  I   750  •  10* 


902,5 
768,5 
1102,5 
802 

874 


649 

586 

807 

615 

643,5 

666,5 


437 

419,5 

555,5 

444,5 

457,5 

477 


»7100  •  10* 


269,5 

345,5 

289 

292 

304,5 


m.  Die  Seibiing  der  Oase. 

§  18.   Die  Gastheorie  und  die  Gesetze  der  Gasreibung. 

61.  Auch  Gase  und  Dämpfe  zeigen  innere  Reibung  und  diese  Eigenschaft 
ergibt  sich  sogar  mit  Notwendigkeit  aus  den  Vorstellungen  über  die  Natur  der 
Gase,  welche  die  kinetische  Gastheorie  gibt.  Nach  dieser  Theorie  besteht  die 
Reibung  bei  Gasen  nicht  in  einer  Wirkung  von  Molekularkräften,  sondern  viel- 
mehr darin,  daß  von  zwei  ungleich  rasch  bewegten  Schichten  eines  Gases  aus 
der  Schicht  mit  größerer  Geschwindigkeit  durch  die  Stöße,  welche  die  nach  allen 
Seiten  fliegenden  Moleküle  ausüben,  ein  gewisses  positives  Bewegungsmoment  auf 
die  langsamere  Schicht  übertragen  wird.  Die  auf  die  Einheit  der  Geschwindigkeits- 
differenz und  Fläche  bezogene  Größe  dieses  übertragenen  Moments  ist  gleich  dem 
Reibungskoeffizienten  (s.  „kinetische  Gastheorie"). 

Aus  dieser  Auffassung  hat  zuerst  Maxwell  entwickelt,  daß  der  Reibungs- 
koeffizient eines  Gases  vom  Drucke  unabhängig  sein  muß,  und  diese 
Forderung  wurde  durch  Versuche  von  O.  E.  Meyer,  Maxwell  u.  a.  bestätigt. 
Diese  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Drucke  (das  MAXWELLsche  Gesetz) 
gilt  aber  nur  bis  zu  einer  gewissen,  sehr  niedrigen  unteren  Grenze,  bis  zu  welcher 
die  allgemeinen  Voraussetzungen  der  Gastheorie  gültig  sind.  Unterhalb  dieser 
Grenze,  wenn  die  Weglänge  des  Moleküls  groß  geworden  ist,  muß  der  Reibungs- 
koeffizient  abnehmen,   wie  es  auch  Kundt  und  Warburg   experimentell  gezeigt 
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haben.    Ebenso  gilt  dasselbe  nicht  mehr  bei  sehr  hohen  Drucken,  wie  Warburg 
und  Babo  bewiesen  haben. 

Im  Bereich  einer  Atmosphäre  ist  die  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Drucke 
des  Gases  z.  B.  durch  folgende  Zahlen  von  Kundt  und  Warburg  bewiesen, 
welche  das  logarithmische  Dekrement  der  Schwingungen  einer  Scheibe  maßen, 
die  sich  in  dem  betreffenden  Gase  befand.  Es  ergaben  sich  für  dieses  log- 
arithmische Dekrement  £,  aus  welchem  die  Reibung  bestimmt  wird,  bei  der 
Temperatur  15®  imter  den  Drucken  p  folgende  Zahlen  für 

Luft.  Wasserstoff.  Kohlensäure. 


750  mm 
2.4  „ 


0,0580         750  mm 
0,0567  20  „ 


0,0283        750  mm 
0,0281  2,4  „ 


0,0468 
0,0461 


62.  Die  kinetische  Gastheorie  in  der  Entwicklung  von  Clausius  verlangt 
femer,  daß  der  Reibungskoeffizient  der  Gase  mit  wachsender  Temperatur  zu- 
nehmen (nicht  wie  bei  Flüssigkeiten  abnehmen)  muß  und  daß  er  der  Wurzel 
aus  der  absoluten  Temperatur  proportional,  also  t/  =  7j^(l  +  «/)'/«  sein  soll.  Die 
Forderung,  daß  t\  mit  der  Temperatur  wachsen  soll,  hat  sich  bei  allen  Gasen 
erfüllt  gezeigt,  aber  nicht  das  Gesetz  des  Wachstums,  vielmehr  wurde  allgemein 
ein  stärkeres  Wachsen  von  tj  mit  der  Temperatur  konstatiert. 

Um  die  experimentell  erhaltenen  Resultate  durch  eine  Formel  darzustellen, 
die  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur  ausdrückt,  hat  man 
zunächst  den  Ansatz  gemacht 

worin  X  der  aus  den  Beobachtungen  zu  entnehmende  Temperaturexponent  ist. 
Der  Exponent  x  ergab  sich  für  Wasserstoff  zu  etwa  0,63,  für  Luft,  Stickstoff 
zu  etwa  0,75,  für  die  Dämpfe  von  Flüssigkeiten  größer  als  0,9,  für  Quecksilber- 
dampf sogar  zu  1,6.  Was  aber  schlimmer  war  als  diese  ganz  unverständliche 
Größe  von  jp,  war  das,  daß  bei  genaueren  Untersuchungen  oder  bei  Versuchen 
in  ausgedehnterem  Temperaturintervall  sich  der  Exponent  x  nicht  konstant  ergab, 
wie  HoLMAN^  und  E.  Wiedemann^  gezeigt  haben. 

Eine  andere  Darstellung  der  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur 
hat  Schumann*  vorgeschlagen,  nämlich  durch 

worin  a  der  Ausdehnungskoeffizient  des  Gases,  also  für  Luft  =  0,003665  und  y 
der  zu  bestimmende  Temperaturkoeffizient  ist. 

Indes  auch  diese  Darstellung  ist  nur  eine  rein  empirische  und  ob  der 
Koeffizient  y  sich  in  größeren  Temperaturintervallen  als  konstant  erweist,  ist 
fraglich  oder   sogar  nach    den   Holman  sehen  Untersuchungen    unwahrscheinlich. 

63.  Die  große  Abweichung  des  tatsächlichen  Temperaturkoeffizienten  von 
dem  theoretischen  habe  ich  schon  in  der  ersten  Auflage  dieses  Bandes  auf  die  Mit- 
wirkung von  Molekularkräften  zurückgeführt.  Ich  schrieb  damals  (p.  598):  Es 
gibt  keine  genügende  Erklärung  für  dieses  Verhalten  aus  der  Gastheorie  allein. 
Es  scheint,  daß  diese  erheblichen  Abweichungen  darauf  zurückzuführen  sind,  daß 
eben  doch,  was  die  Gastheorie  außer  acht  läßt,  die  Gasmoleküle  mit  Kräften 
aufeinander  wirken,  und  daß  bei  dem  Vorgang  der  Reibung  diese  Kräfte  ganz 
wesentlich  ins  Spiel  kommen.* 

'  W.  S.  Holman,  Phil.  Mag.  (5)  21.  199.  1886.  —  2  e.  Wiedemann,  Arch.  sc.  phys. 
nat.  56.  273.  1876.  —  3  Q,  Schümann,  Wied.  Ann.  23.  353.  1884.  —  4  l.  Graetz, 
WiED.  Ann.  7.  497.    1879. 
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SüTHERLAND^  hat  gezeigt,  daß  in  der  Tat  durch  die  Annahme  der 
Molekurlarkräfte  sich  diese  Abweichung  erklären  läßt.  Er  zeigte  nämlich,  daß  die 
Zahl  der  Zusammenstöße  der  Moleküle  bei  Wirkung  von  Kräften  sich  im  Ver- 
hältnis 1  +  CjT',\  vermehre,  wo  C  eine  Konstante  für  jedes  Gas  ist,  und  daß 
daher  der  Reibungskoeffizient  sich"  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Temperatur 
durch  die  Formel 

darsellen  lassen  müsse.  Dieses  Gesetz  bestätigt  er  an  den  Untersuchungen  von 
O.  E.  Meyer,  Püluj  ,  Obermayer  ,  E.  Wiedemann,  Barus  und  Holman.*  Alle 
folgenden  Untersuchungen  haben  diese  Darstellung  bestätigt,  so  daß  die  alten 
Darstellungen  mit  einem  Exponenten  x  nun  aufzugeben  sind.  Allerdings  ist 
die  Genauigkeit,  mit  der  sich  C  berechnet,  eine  ziemlich  gering^. 

SuTHERLAND  hat  Seine  Formel  nur  für  den  Fall  abgeleitet,  daß  das  Gas 
oberhalb  seiner  kritischen  Temperatur  sich  befindet.  Doch  hat  Bestelmeyer* 
gezeigt,  daß  sich  die  Formel  für  Stickstoff  noch  bis  zur  Temperatur  der  flüssigen 
Luft  bewährt,  mit  höchstens  2%  Fehler  (s.  unter  Nr.  82  f.). 

§  19.    Die  Dämpfungsmethode  zur  Bestimmung  der  Gasreibung. 

64.  Die  Reibung  bewirkt  die  Dämpfung  aller  schwingenden  Bewegungen, 
es  läßt  sich  also  aus  Dämpfungsbeobachtungen  die  Reibungskonstante  berechnen. 

Der  Reibungskoeffizient  der  Luft  ließ  sich  schon  angenähert  ermitteln  aus 
den  Versuchen  von  Bessel  über  die  Pendelbewegung,  indem  sowohl  die  Ver- 
änderung der  Schwingungsdauer  eines  Pendels  ab  namentlich  die  Abnahme  der 
Amplitude  desselben  von  der  Reibung  der  Luft  abhängen.  O.  E.  Meyer*  be- 
rechnete aus  Bessels  Beobachtungen  den  Wert  ri  «=  0,00275,  gültig  für  etwa  12 ^ 
Ebenso  berechnete  er  aus  Giraults  Pendelmessungen '^  den  Wert  ij  «  0,0008842 
und  stellte  dann  selbst®  Pendelbeobachtungen  zu  diesem  Zwecke  mit  drei  Pendeln 
von  14,5,  9,5,  4,5  m  Länge  an,  aus  denen  sich  für  18^  C  ergab: 


n  =  0,00216 


\  cm  •  sec  / 


65.  Die  Methode  der  schwingenden  Scheiben  wurde  zuerst  von 
O.  E.  Meyer  bei  Gasen  angewendet'  Der  Apparat  wurde  so  gegenüber  dem 
bei  Flüssigkeiten  benutzten  verändert,  das  an  einer  bifilar  aufgehängten  Achse  drei 
Scheiben  parallel  befestigt  waren,  die  nach  Bedarf  zu  einer  einzigen  zusammen- 
geschoben werden  konnten.  Die  horizontalen  Schwingungen  des  Apparats  wurden 
durch  Spiegel  und  Skala  beobachtet.  Durch  diese  Versuche  konnte  Meyer  zuerst 
die  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Drucke  nachweisen  und  die  ersten  sicheren 
Werte  für  iy  ermitteln. 

Dieselbe  Methode  wurde  von  Maxwell®  1866  angewendet,  aber  insofern 
wesentlich  verbessert,  als  er  zwischen  die  drei  beweglichen  Scheiben  und  auch 
über  und  unter  dieselben  noch  vier  feste  Scheiben  in  überall  gleichem,  sehr 
geringem  Abstand  von  ihnen  anbrachte.  Dadurch  wird  erstens  die  Reibungswirkung 
der  Luft  auf  den  Apparat  vergrößert,  die  Beobachtung  also  genauer,  zweitens 
aber  läßt  sich  die  Theorie  strenger  entwickeln.     O.  E.  Meyer®  akzeptierte  dann 

1  W.  SuTHERLAND,  Phil.  Mag.  (5)  36.  507.  1893.  —  *  Siehe  O.  E.  Meyer,  Kine- 
tische Theorie  der  Gase.  2.  Aufl.  p.  79.  —  3  a.  Bestelmeyer,  Drude  s  Ann.  13.  944.  1904. 
—  *  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  126.  177.  1863.  —  6  C.  Giraült,  M6in.  de  rAcad.  de 
Caen.  1860.  —  8  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  142.  513.  1871.  —  7  o.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann. 
126.  177.  1863;  127.  253.  353.  1868.  —  8  J.  C.  Maxwell,  Phil.  Trans.  166.  249.  x866.  — 
8  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  143.  14.  1871. 
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diese  Versuchsabänderung  von  Maxwell.  Maxwell  fand  für  trockene  Luft  bei  0  ^ 
r?  =  0,0001878,  Meyer  mit  derselben  Anordnung  rj  =  0,000200  für  18®  bezw.^ 
71  =  0,000196  für  19<>. 

Eine  sehr  eingehende  Untersuchung  haben  Kundt  und  Warbürg*  über  die 
Reibung  der  Gase  ausgeführt,  indem  sie  die  MAXWELLsche  Anordnung  so 
umformten,  daß  sie  nur  eine  sich  .drehende  Scheibe  zwischen  zwei  in  genau 
ermitteltem  Abstand  stehenden  festen  Scheiben  anwendeten.^  Sie  bestätigten 
ebenfalls  innerhalb  weiter  Grenzen  die  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Drucke, 
erhielten  aber  bei  sehr  geringen  Drucken  eine  nicht  geahnte  Erscheinung,  daß 
nämlich  dann  die  Gase  an  den  festen  Wänden  Gleitung  zeigten.  Diese  letztere 
Eigenschaft  wird  weiter  unten  behandelt  werden.  Als  Resultat  ihrer  Versuche 
über  den  Retbungskoeffizienten  ergab  sich  für: 

Luft t?  =  0,000179     bei      15« 

Wasserstoff  .     .     .     .  i?  =  0,0000928     „       15        /      g      \ 

Kohlensäure      .     .     .  ty  =  0,000152       „       15        (cm-sec/ 

Wasserdampf    .     :     .  t^  =  0,0000975     „  ca. 20 

Den  Apparat  von  Kundt  und  Warburg  benutzte  Pulüj*,  um  die  Abhängig- 
keit der  Reibung  von  der  Temperatur  genauer  festzustellen,  als  es  bisher  durch 
Maxwell  und  O.  E.  Meyer  geschah.     Er  experimentierte  zwischen  3®  und  80  ^ 

Endlich  hat  Schumann*  die  Meyer- Maxwell  sehe  Methode  in  der  An- 
ordnung von  Kundt  und  Warburg  benutzt,  und  gezeigt,  daß  die  Versuche  bei 
verschiedener  Anordnung  des  Apparats  einigermaßen  verschiedene  Werte  für  ly 
geben,  die  er  durch  eine  Korrektionsformel  eliminierte.     Er  fand  für 

Luft  t?o  =  0,0001679  bei  0^ 
Kohlensäure  rj,,^  =  0,0001422  rj,^  =  0,0001972      . 

Schumann  hat  weiter,  wie  vorher  Puluj®  mittels  der  Schwingungsmethode 
einige  Dämpfe  untersucht. 

Als  Resultat  seiner  Untersuchungen  mit  Estern  stellt  Schumann  hin,  daß 
die  Abhängigkeit  der  Reibung  mit  der  Temperatur  ftir  alle  dieselben  zu  sein 
scheint,  nämlich 


V  =  %  yi  +  0,004  /(l  +  0,00164  /)«      . 

66.  Statt  der  Methode  der  schwingenden  Scheiben  benutzte  Zemplen  die 
einer  schwingenden  Kugelschale,  die  mit  einer  konzentrischen  festen  Hohlkugel 
umgeben  war.  Kugelschale  und  Zwischenraum  zwischen  den  Kugeln  waren  mit 
Luft  erfüllt.  Bei  dieser  Methode  läßt  sich  die  Rechnung  mit  großer  Strenge 
durchführen.^  Er  erhielt  für  kohlensäurefreie  Luft  den  Wert  0,0001794 
bei  28,4  ^ 

Auch  Reynolds®  hat  die  Dämpfung  schwingender  Hohlkugeln  und  auch 
schwingender  Hohlzylinder  gemessen.  Er  findet  aus  beiden  den  Wert  von  rj  zu 
0,00018697  und  0,00018711  bei  ca.  21^.  Nebenbei  untersuchte  er  den  Einfluß 
der  Röntgenstrahlen  und  zeigte,  daß  sie  eine  außerordentlich  kleine  Wirkung  haben, 
indem  die  Periode  etwas  vergrößert,  das  Dekrement  etwas  verkleinert  wird. 

1  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  148.  222.  1873.  —  2  a.  Kundt  u.  E.  Warburg,  Pogg. 
Ann.  156.  337.  1875.  —  ^  Eine  spezielle  Anordnung,  bei  der  nur  zwei  Scheiben  benutzt 
wurden,  haben  Ch.  Fabry  u.  A.  Perot  (C.  R.  124.  281.  1897)  gelegentlich  angegeben  und 
zu  Messungen  benutzt.  —  ♦  J.  PULUJ,  Wien.  Ber.  73.  (2)  589.  1876.  —  ^  O.  Schumann, 
Wied.  Ann.  23.  353.  1884.  —  Siehe  O.  E.  Meyer,  Münch.  Ber.  17.  343.  1887.  — 
6  J.  PuLUj,  Wien.  Ber.  78.  1878.  —  7  G.  Zemplen,  Drude s  Ann.  19.  783.  1906.  — 
8  F.  G.  Reynolds,  Phys.  Rev.  18.  419;  19.  37.  1904. 
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Ebenso  ließ  Hogg  *  eine  Glaskugel  in  einem  kugelförmigen  Glasgefäß  schwingen 
und  findet  für  die  Reibung  der  Luft  bei  0^  ri  =  0,0001713. 

Chella^  schlägt  vor,  statt  der  Scheiben  vielmehr  Glocken  schwingen  zu 
lassen,  bei  denen  man  den  Einfluß  des  Randes  durch  Parallelbeobachtungen 
eliminieren  könne,  er  hat  aber  nachher  selbst^  die  Reibung  der  Luft  bei  tiefen 
Temperaturen  (bis  —  145*^  durch  Beobachtung  des  Dekrements  schwingender 
Zylinder  innerhalb  fester  Zylinder  bestimmt 

§  20.    Die  Transpirationsmethode  zur  Bestimmung  der  Reibung. 

67.  Eine  zweite  Methode  zur  Bestimmung  der  Reibungskoeffizienten  der 
Gase  ist,  wie  bei  Flüssigkeiten,  die  Methode  der  Transpiration,  d.  i.  des  Durch- 
strömens  der  Gase  durch  enge  Röhren. 

Schon  Graham  *  hatte  in  den  Jahren  1 846  und  1 849  eine  Reihe  von  sorg- 
fältigen Versuchen  über  das  Durchströmen  von  Gasen  durch  Röhren  von  ver- 
schiedener Länge  und  verschiedenem  Durchmesser  angestellt  und  gefunden,  daß 
das  Verhältnis  der  Durchflußzeiten  unter  gleichen  Umständen  für  zwei  Gase 
dasselbe  ist  bei  jeder  Art  der  Röhre.  Er  hatte  daraus  für  jedes  Gas  einen  Tran- 
spirations koeffizienten  ermittelt,  bezogen  auf  Sauerstoff  als  Einheit  Diese 
Koeffizienten  sind  den  Reibungskoeffizienten  proportional. 

Die  Zahlen  von  Graham  gehören  auch  heute  noch  zu  den  genauesten, 

68.  O.  E.  Meyer*  hat  dann  gezeigt,  daß  unter  der  Annahme  des  Maxwell- 
schen  Gesetzes  von  der  Unabhängigkeit  der  Reibung  vom  Drucke  sich  für  den 
Durchfluß  der  Gase  durch  kapillare  Röhren  ebenfalls  das  PoiSEülLLEsche  Gesetz 
ergibt.  Ist  p^  der  Druck  am  Anfang,  p^  ^^^  Druck  am  Ende  des  Kapillarrohres 
und  mißt  man  das  durchströmte  Gasvolumen  unter  dem  Drucke  /i  +  ^2  /  ^ »  ^^ 
ist,  wenn    Vq  dieses  Volumen  bedeutet 

Zur  Ausführung  dieser  Versuche  bediente  sich  O.  E.  Meyer  zweier  kupferner 
Ballons,  die  durch  die  Kapillare  miteinander  verbunden  waren.  Der  Druck  in 
beiden  Ballons  konnte  durch  Verbindung  derselben  mit  je  einer  Luftpumpe  ver- 
ändert und  an  je  einem  Manometer  abgelesen  werden. 

Zugleich  berechnete  O.  E.  Meyer®  aus  den  Transpirationskoeffizienten  von 
Graham  die  Reibungskoeffizienten  (Temperatur  15® — 20^  für  die  von  Graham 
untersuchten  Gase. 

69.  Weitere  Untersuchungen  nach  dieser  Methode  mit  kleinen  Abänderungen 
führten  dann  Meyer  und  Springmühl^  v.  Obermayer®,  V.  v.  Lang®  und  Püluj  ^® 
aus,  wobei  sie  eine  große  Anzahl  verschiedener  Gase  und  Dämpfe  und  diese  bei 
verschiedenen  Temperaturen  der  Untersuchung  unterwarfen. 

70.  Nach  der  Transpirationsmethode  hat  weiter  S.  Koch^^  den  Reibungs- 
koeffizienten des  Quecksilberdampfes  bestimmt,  insbesondere,  um  zu  untersuchen, 
ob  bei  diesem  einatomigen  Molekül  die  Forderung  der  kinetischen  Gastheorie 
erfüllt  ist  daß  die  Reibung  wie  die  Wurzel  aus  der  absoluten  Temperatur  variiert. 


^  J.  L.  Hogg,  Contrib.  of  Jefferson,  Phys.  Lab.  2.  6n.  1904;  Beibl.  30.  142.  1906.  — 
2  S.  Chella,  Rend.  Acc.  dei  Line.  (5)  14.  23.  1905.  —  3  S.  Cheixa,  Phys.  Ztschr.  7.  546. 
1906.  —  *  W.  P.  Graham,  Phil.  Trans.  1846.  p.  573;  1849.  p.  349;  Lieb.  Ann.  76.  138.  1850. 
—  B  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  127.  253.  1866;  148.  i.  203.  1873.  —  ®  O.  E.  Meyer, 
Kinetische  Theorie  der  Gase.  i.  Aufl.  p.  142.  —  7  o.  E.  Meyer  u.  F.  Springmühl,  Pogg. 
Ann.  148.  526.  1873.  —  8  A.  v.  Obermayer,  Wien.  Ben  7L  (Ha)  281.  1875;  73.  (IIa) 
433.   1876;    76.  (Ha)  665.   1877.  —   •  V.  VON  Lang,    Wien.  Bcr.    60.  (II)  604.  1871.  — 

10  J.  PuLüj,   Wien.  Ber.    69.  (II)    287.    1874;    70.  (II)  243.    1875;    73.  (U)  589.  1876.  — 

11  S.  Koch,  Wied.  Ann.  19.  587.  1883. 
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Aber  auch  hier  zeigt  sich  dieses  Gesetz  durchaus  nicht  erfüllt,  vielmehr  ergab 
sich  die  Temperaturabhängigkeit  des  Hg-Dampfes  sogar  außerordentlich  viel  stärker, 
als  für  die  anderen  Gase. 

Bei  den  Versuchen  von  Koch  bestand  die  größte  Schwierigkeit  darin,  die 
hohen  Temperaturen  konstant  zu  erhalten,  bei  denen  tj  gemessen  wurde.  Die 
Einrichtungen  seiner  Apparate  sind  im  Original  nachzulesen.^  Es  wurde  mit 
zwei  Kapillaren  7}  zwischen  den  Temperaturen  272^  und  380®  gemessen  und  es 
ergab  sich  bei  800®  und  880® 

^3,,  =  0,000582     lg_\ 
^880  ="  0,000656     \  cm  •  sec  / 

Unter  der  Annahme,  daß  noch  bei  0®  das  Maxwell  sehe  Gesetz  bei 
Hg-Dampf  erfüllt  ist,  berechnet  sich  aus  obiger  Formel 

riQ  =  0,000162      . 

7 1 .  Eine  Reihe  sehr  ausführlicher  Untersuchungen  sind  von  Lothar  Meyer  * 
teils  allein,  teils  in  Verbindung  mit  Schümann^  und  Steudel*  angestellt  worden 
über  Transpiration  von  Dämpfen.  Der  Apparat,  dessen  sie  sich  bei  diesen 
Untersuchungen  bedienten,  bestand  in  der  Hauptsache  aus  einer  spiralförmig 
gewundenen  Glaskapillare,  welche  sich  in  einem  weiten  Glasrohr  befand,  das 
nach  unten  in  das  Siedegefaß  auslief.  Die  Flüssigkeiten  wurden  zum  Sieden 
gebracht,  umhüllten  mit  ihren  Dämpfen  die  Kapillare,  welche  dabei  also  stets 
die  Siedetemperatur  hatte,  und  strömten  durch  die  Kapillare  von  oben  nach  unten 
in  ein  gekühltes  Meßrohr.  Die  überschüssigen  Dämpfe  wurden  durch  einen 
Rückflußkühler  verdichtet  und  in  das  Siedegeföß  zurückgeleitet. 

Die  Versuche  von  Meyer  und  Schumann  erstreckten  sich  auf  Fettsäuren 
und  ihre  Ester  und  ergaben,  daß  alle  Ester  bei  ihrem  Siedepunkt  nur  äußerst  wenig 
verschiedene  Reibungskoeffizienten  besitzen. 

Steudel  untersuchte  Alkohole  und  die  Chlor-,  Brom-  und  Jodverbindungen 
der  Fettreihe  auf  ihre  Reibung. 

Es  zeigt  sich  durch  diese  Untersuchungen,  daß  homologe  Verbindungen  auch 
bei  sehr  verschiedenem  Molekulargewicht  meist  nahezu  die  gleiche  Reibungs- 
konstante haben.  Als  ungefähre  Mittelwerte  ergeben  sich  —  je  für  die  Siede- 
punkte genommen  —  für  die 

Alkohole,  Cjfl^^^fi 17  =  0,000142 

Chloride,  CnH,n^.iCl 17  =»  0,000150 

Ester,  CnHjnO, J7  =  0,000155 

Bromide,  C„H,n^iBr 17  =  0,000182 

Jodide,  C„H,n^  J jy  =«  0,000210 

Abweichungen  zeigen  dagegen  diejenigen  Verbindungen,  welche  nur  1  Kohlen- 
stoffatom enthalten.  Indes*  sind  von  Schumann*  auf  Grund  seiner  Schwingimgs- 
beobachtungen  wesentliche  Einwände  gegen  die  Methode  der  Transpiration  über- 
haupt gemacht  worden,  so  daß  diese  Zahlen  nur  als  ungefähr  gelten  können. 
In  der  Tat  gibt  die  oben  Nr.  65  besprochene  Untersuchung  von  Schumann 
viel  kleinere  Werte,  die  zum  Teil  über  50  ^j^  Abweichungen  gegen  die  hier  an- 
geführten zeigen. 

72.  Sehr  sorgfältige  Untersuchungen  hauptsächlich  über  die  Abhängigkeit 
der  Reibung    von    der  Temperatur  sind    von   Holman®  angestellt  worden.     Er 

1  A.  A.  NOYES  u.  H.  M.  GooDWiN  haben  ebenfalls  die  Reibung  des  Quecksilberdampfes 
untersucht  (Phys.  Review  4.  207.  18^6).  —  *  L.  Meyer,  Wied.  Ann.  26.  340.  1885.  — 
3  L.  Meyer  u.  O.  Schumann,  Wied.  Ann.  13-  i.  1881.  —  ♦  V.  Steudel,  Wied.  Ann.  16. 
369.  1882.  —  L.  Meyer,  Wied.  Ann.  16.  394.  1882.  —  80.  Schumann,  Wied.  Ann.  25. 
353.  1884.  —  öS.  W.  HOLMAN,  Phil.  Mag.  (5)  21.  199.  1886  s.  auch  ibid.  (5)  3.  81.  1877. 
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untersuchte  die  Reibung  der  Luft  zwischen  0®  und  124®  und  die  der  Kohlen- 
säure zwischen  0®  und  225®  und  zwar  ließ  er  dieselbe  Gasmenge  durch  zwei 
Kapillaren  hintereinander  gehen,  die  auf  verschiedener  Temperatur  gehalten 
wurden.  Indem  er  den  Druck  jedesmal  vor  imd  hinter  der  Kapillare  maß,  konnte 
er  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  sehr  genau  bestimmen.  Er  fand,  daß 
in  der  Formel  7/  2=  t/^  (1  +  a  /)*,  der  Exponent  x  nicht  konstant  blieb. 

73.  Barüs^  untersuchte  die  Reibung  der  Luft  und  des  Wasserstoflfs  bis  zu 
sehr  hohen  Temperaturen  (Weißglühhitze),  indem  er  sie  durch  kapillare  Platin- 
spiralen hindurchströmen  ließ.  Die  Versuche  bei  diesen  hohen  Temperaturen 
waren  naturgemäß  außerordentlich  schwierig,  gaben  aber  trotzdem  verhältnismäßig 
übereinstimmende  und  brauchbare  Werte,  die  Bakus  durch  die  Forme 

t?  =  t?,(i  +  «0*^- 

darstellen  konnte.  Je  höher  die  Temperatur  war,  um  so  genauer  ergab  sich  der 
Exponent  zu  ^/g.  Er  schlug  infolgedessen  vor,  eine  Methode  der  Messung  hoher 
Temperatur  auf  diese  Versuche  zu  gründen  (Transpirationspyrometrie). 

74.  Lord  Rayleigh*  hat  die  Transpirationsmethode  zwischen  Zimmer- 
temperatur und  100^  auf  einige  Gase,  insbesondere  auch  auf  Argon  und  Helium 
angewendet 

Breitenbach ^  hat  einige  Gase,  Luft,  Äthylen,  Kohlensäure,  Wasserstoff, 
Methylchlorid  und  Gasgemische  nach  der  Transpirationsmethode  zwischen  —  20^ 
und  800°  untersucht.  Sein  Apparat  diente  für  die  folgenden  Arbeiten  als 
Muster. 

H.  ScHULTZE  hat  Argon*  und  (nicht  ganz  reines)  Helium^  mit  einem  dem 
Breitenbach  sehen  ähnlichen  Apparat  untersucht  und  zwar  zwischen  Zimmer- 
temperatur und  188°.  Mit  demselben  Apparat  untersuchte .  Markowski  ®  Sauer- 
stoff, Wasserstoff,  Stickstoff  und  zwar  sowohl  chemischen  wie  atmosphärischen. 

§  21.   Reibung  von  Gasgemischen. 

75.  Graham''  fand  zuerst  die  auffallende  Tatsache,  daß  die  Reibung  eines 
Gases  durch  Zusatz  von  Wasserstoff  größer  wird,  obwohl  Wasserstoff  an  sich  eine 
kleinere  Reibung  besitzt. 

Dasselbe  Resultat  wurde  von  Puluj®  gefunden,  der  zur  Kohlensäure  Wasser- 
stoff zusetzte  imd  dabei  erkannte,  daß  die  Reibung  des  Gemisches  größer  wurde 
als  die  der  reinen  Kohlensäure.  Das  Ansteigen  der  Reibung  nahm  zu  bis  zu 
einem  Maximum,  welches  erreicht  wurde,  wenn  die  Mischung  25  ^Jq  Wasserstoff 
und  75  ®/^  Kohlensäure  enthielt. 

76.  PuLüj®  stellte  eine  Formel  auf,  durch  welche  man  die  Reibung  einer 
Mischung  aus  der  Reibung  der  Bestandteile,  den  Molekulargewichten  und  den 
Partialdrucken  berechnen  könne.  Sind  nämlich  r^^  und  rj^  die  Reibungskoeffizienten 
der  beiden  reinen  Gase,  m^  und  m^  ihre  Molekulargewichte,  p^  und  /,  ihre 
Partialdrucke  (/i  +/2  ~  ^)»  ^^  ^^^^  ^^®  Reibung  ty  des  Gemisches  sein: 


n  =  Vi 


I/a+^a 


[^Al0p- 


1  C.  Barus,  Wied.  Ann.  36.  358.  1889.  —  2  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  66. 
68.  iqoo.  —  3  p.  Breitenbach,  Wied.  Ann.  67.  803.  1899;  Drudes  Ann.  6.  166.  1901. 
♦  H.  ScHULTZE,  Drudes  Ann.  6.  140.  1901.  —  6  H.  Schultze,  Drudes  Ann.  6.  302.  1901. 
—  8  H.  Markowski,  Drudes  Ann.  14.  742.  1904.  —  7  th.  Graham,  Phil.  Trans.  1846. 
p.  573;  Ißl*  373-  1861.  —  ®  J.  PuLUj,  Wien.  Ber.  79.  (II)  97.  745-  1879;  Carls  Rep.  15. 
578.  633.  1879.  —   ö  J.  PüLuj,   Carls  Rep.  16.  591.  1879;  Wien.  Ber,  79.  (II)  112.  1879. 
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77.  Eine  andere  Formel  hat  Thiesen*  aufgestellt.     Nach  dieser  ist 

1  +A^        1  +B^^ 

worin  9^  und  9?^  die  Volumenprozente  der  Bestandteile  in  der  Mischung,  A  und  £ 
zwei  Konstanten  sind. 

78.  Neuere  Versuche  über  Gasgemische  stellte  Breitenbach*  an,  nämlich 
über  Gemische  von 

Äthylen  und  Luft, 
Kohlensäure  und  Wasserstoff 
und  zwar  bei  0*^  und  100^.     Die  PuLUjsche  Formel  wurde  nur  angenähert  bestätigt. 
Weitere  Versuche  wurden  von  Kleint*  auch  nach  der  Transpirationsmethode 
zwischen  0®  und  183®  angestellt.     Sie  bezogen  sich  auf  Mischungen  von 

Wasserstoff  und  Sauerstoff,  Sauerstoff  und  Stickstoff, 

Wasserstoff  und  Stickstoff. 

Er  fand,  daß  die  PüLUjsche  Formel  nur  als  Näherungsformel  gültig  ist,  die 
TniESENsche  erwies  sich  recht  gut  brauchbar,  wobei  die  Konstante  A  unabhängig 
von  der  Temperatur  blieb,  die  Konstante  B  merklich  variierte.  Die  Suther- 
LANDsche  Konstante  C  ergab  sich  für  Gemische  recht  gut  nach  der  Mischungs- 
regel.    Immerhin  waren  auch  nicht  unbedeutende  Abweichungen  vorhanden. 

Ebenso  findet  Tänzler  ^  für  Mischungen  aus  Argon  und  Helium  (die  bei 
40^/q  He  und  60  ^/^  A  ein  Maximum  für  ri  zeigen,  >^'ie  die  Wasserstoffkohlensäure - 
gemische),  daß  die  PüLUjsche  Formel  nur  als  Näherung  zu  betrachten  ist,  während 
die  THiESENsche  sie  gut  darstellt.  Auch  hier  ergab  sich  die  Konstante  C  der 
Sutherland sehen  Formel  aus  der  Mischungsregel.* 

Thiesen®  zeigt  aber,  daß  seine  Formel  mit  der  von  Sutherland  formell 
nicht  vereinbar  ist. 

79.  Bei  Transpirationsversuchen  mit  Gasgemischen  findet  H.  Schultze'  eine 
bisher  unerklärte  Anomalie,  indem  jeder  erste  Versuch  nach  längerem  Stehen  zu 
große  Reibungskoeffizienten  ergibt.  Solche  Beobachtungen  sind  auch  bei  Salz- 
lösungen in  bezug  auf  die  Wärmeleitung  und  andere  Konstanten  gemacht  worden, 
doch  bisher  unerklärt. 

§  22,    Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Dichte. 

80.  In  dem  Intervall  von  einer  Atmosphäre,  d.  h.  von  760  mm  bis  1 — 10  mm 
Quecksilberdruck  ist  das  Maxwell  sehe  Gesetz  der  Unabhängigkeit  der  Reibung 
von  der  Dichte  (dem  Drucke)  experimentell  bestätigt  worden.  Dagegen  bei  äußerst 
geringen  und  sehr  großen  Dichten  zeigt  sich  eine  wesentliche  Abhängigkeit  der 
Reibungskoeffizienten  von  derselben. 

Für  äußerst  geringe  Dichten  haben  Kundt  und  Warburg  ^  gezeigt,  daß  von 
einer  gewissen  Grenze  der  Dichtigkeit  an,  die  für  verschiedene  Gase  verschieden 
ist,  die  Reibung  sehr  rasch  abnimmt.  Es  ließen  sich  die  Drucke,  bei  denen 
das  stattfand,  nicht  mehr  in  Zahlen  genau  angeben.  Sie  sind  bezeichnet  als 
erstes  bis  sechstes  Vakuum.  Es  ergaben  sich  für  das  logarithmische  Dekrement  l 
der  Schwingungen  ihrer  Scheibe  folgende  Werte,  denen  t]  proportional  ist: 

^  M.  Thiesen,  Verb.  Phys.  Ges.  4.  348.  1902.  —  ^  "P,  Breitenbach,  Wied.  Ann.  67. 
S03.  1899.  —  3  y^  Kleint,  Dissertation  Halle  a/S.  1904;  Verh.  phys.  Ges.  7.  146.  1905.  — 
*  P.  TÄNZLER,  Verh.  phys.  Ges.  Berlin  8.  222.  1906.  —  B  Eine  sehr  geschickte  Arbeit  von 
A.  Becker  (Ann.  d.  Phys.  (4)  24.  823.  1907]  bestimmt  die  Reibung  in  der  Bunsenflammc  und 
bestätigt  auch  angenähert  die  Mischungsregel.  —  6  M.  Thiesen,  Verh.  phys.  Ges.  Berlin  8. 
236.  1906.  —  7  h.  Schultze,  Drudes  Ann.  6.  302.  1901.  —  8  A.  Kundt  und  E.  War- 
iiURG,  PoGG.  Ann.  155.  337.   1875. 
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Luft, 


iL 


750 

mm  Druck  . 

0,0800 

4. 

Vakuum   .     . 

1. 

Vakuum    . 

0,0531 

1    5. 

-    »»          •     • 

2. 

1»          • 

0,0462 

6. 

>f          •     • 

3. 

»1          • 

0,0416 

1. 

0,0374 
0,0353 
0,0326 


Das  erste  Vakuum  entsprach  einem  Drucke  von  etwa  0,04  mm  Quecksilber. 

Wasserstoff. 


750  mm  Druck  , 

1.  Vakuum    , 

2.  „ 


0,0387 
0,0216 
0,0175 


8.  Vakuum 
4.        „ 


0,0169 
0,0181 


81.  Den  entgegengesetzten  Einfluß  hat  eine  starke  Vergrößerung  der  Dichte. 
Dies  ist  von  Warbürg  und  Babo  ^  an  der  Kohlensäure  konstatiert  worden.  Sie 
haben  in  der  bereits  oben  erwähnten  Arbeit  die  gasförmige  Kohlensäure  sowohl 
unterhalb  als  oberhalb  als  bei  der  kritischen  Temperatur  sehr  hohen  Drucken  (bis 
über  100  Atm.  unterworfen  und  durch  Transpiration  die  Reibung  bestimmt. 

Während  gasförmige  Kohlensäure  bei  40,8^  unter  Atmosphärendruck,  also 
bei  normaler  Dichte  r}  =  0,000165  hat,  fanden  sie  bei  ca.  45  Atmosphären,  wenn 
die  Dichte  0,1  geworden  ist  (etwa  das  500  fache  der  normalen)  rj  =  0,000180, 
also  nur  ca.  9^0   größer.     Dagegen   wuchs    dann  mit    steigendem  Drucke    und 


steigender  Dichte  die  Reibung  kolossal, 
und  82,6®  folgendes: 


Es  ergab  sich  bei  den  Temperaturen  40,3^ 


Dichtigkeit 


/  =  40,3  <> 
Druck  17 


0,100 
0,170 
0,240 
0,310 
0,380 
0,450 
0,520 
0,590 
0,660 
0,730 
0,800 


45,3 
64,3 
75,9 
82,7 
86,8 
89,2 
91,7 
94,9 
101,6 
114,6 


0,000180 
0,000196 
0,000218 
0,000243 
0,000275 
0,000316 
0,000366 
0,000426 
0,000499 
0,000580 


32,6« 


Druck 


43,1 
60,3 
69,9 
74,6 
76,6 
77,2 
77,6 
78,2 
80,7 
88,5 
107,3 


0,000188 

0,000213 

0,000239 

0,000270 

0,000304 

0,000351  . 

0,000414 

0,000493 

0,000574 

0,000677 


Da  bei  82,6®  und  40,8®  die  Werte  von  1?  für  gleiche  Dichten  wenig  von- 
einander abweichen,  während  die  entsprechenden  Drucke  sehr  verschieden  sind, 
so*  schließen  die  Verfasser,  daß  die  Reibung  mit  der  Dichte  viel  einfacher  als 
mit  dem  Drucke  zusammenzuhängen  scheint. 

§  23.    Abhängigkeit  der  Reibung  von  der  Temperatur. 

82.  Es  wurde  schon  oben  (Nr.  63)  angeführt,  daß  die  Reibung  nach  der  ein- 
fachen Gastheorie  proportional  der  Wurzel  aus  der  absoluten  Temperatur  wachsen 
soll,  daß  sie  aber  in  Wirklichkeit  viel  stärker  wächst.  Der  Einfluß  .der  Temperatur 
läßt  sich  durch  die  SuTHERLANDSche  Betrachtung  und   Formel    darstellen,   nach 

welcher    die    Weglänge    bei    steigender    Temperatur    im    Verhältnis    1  : -—— 

abnimmt,  wo   C  eine  Konstante  für  jedes  Gas  ist.  ^  -r  ^l-^ 

Diese  Formel  hat  sich  allgemein  als  sehr  brauchbar  erwiesen.    Sutherland 


1  E.  Warburg  u.  A.  v.  Babo,  Wied.  Ann.  17.  390.  1882 
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selbst  hat  sie  an  den  vorliegenden  Beobachtungen  geprüft.  Auch  die  sehr  genauen 
Versuche  von  Holman,  die  oben  angeführt  wurden,  lassen  sich  durch  sie  dar- 
stellen, ebenso  die  Versuche  von  Barus^  innerhalb  ihrer  Genauigkeitsgrenzen. 

Auch  Breitenbach*,  der  seine  bis  300®  gehenden  Versuche  erst  Dach  der 
alten  Exponentialformel  mit  einem  zu  bestimmenden  Exponenten  der  absoluten 
Temperatur  berechnet  hatte,  konnte  die  Beobachtungen  nachträglich  sehr  gut 
nach  der  Sutherland sehen  Formel  darstellen,  wenn  auch  die  Konstante  C  bei 
ihm  ziemlich  stark  von  den  sonst  gefundenen  Werten  abweicht 

Dasselbe  Resultat  fanden  Rayleigh'^  und  ebenso  Schultze  bei  ihren  Ver- 
suchen über  Argon  *  und  Helium  ^  wobei  letzterer  das  Intervall  von  0®  bis  183®  benutzte. 

83.  Bestelmeyer®  hat  zuerst  die  Gültigkeit  der  Sutherland  sehen  Formel 
in  sehr  ausgedehntem  Temperaturintervall  geprüft,  indem  er  nach  der  Transpi- 
rationsmethode und  zwar  in  der  Art  und  Weise,  wie  sie  Holman  (oben  Nr.  ^2) 
benutzt  hatte  für  Stickstoff  (chemischen  und  atmosphärischen)  das  Verhältnis  der 
Reibungskonstante  bei  hohen  und  sehr  tiefen  Temperaturen  zu  der  bei  Zimmer- 
temperatur möglichst  genau  bestimmte.     Er  fand: 

fit  +  800,4         +  98,41         -  78,66         -  190.63 

J7i7  1,6279  1,2064  0,7207  0,3204 

und  zeigte,  daß  dieser  Gang  von  f\  sich  sehr  befriedigend  durch  die  Suther- 
land sehe  Formel  darstellt.  Die  Abweichungen  betragen  von  +  800  bis  —80® 
nur  höchstens  1,6^ Jq^,  bei  der  tiefsten  Temperatur  geht  die  Abweichung  auf  2®/^ 
hinauf.     Als  Mittelwerte  der  Konstante  C  ergab  sich  110,6. 

84.  Auch  die  Versuche  von  Markowski'  über  Sauerstoff,  Wasserstoff, 
Stickstoff  bestätigen  die  Sutherland  sehe  Formel. 

Selbst  für  Gasgemische  finden  Kleint®  und  Tänzler®  die  Sutheri  and  sehe 
Formel  sehr  gut  brauchbar  und  es  ließ  sich  sogar  die  Konstante  für  ein  Gemisch 
angenähert  nach  der  Michungsregel  aus  den  Konstanten  der  Einzelgase  berechnen. 

85.  Im  folgenden  sind  die  bisher  gefundenen  Werte  der  Konstanten  C 
zusammengestellt : 


Name 

C 

Beobachter 

Name 

Äthylen     .     .     . 
Argon  .... 

272 

225,9 

150,2 

169,9 

164,1 

Sutherland  »<> 

Breitenbach  " 

Lord  Raylei  GH  " 

Schultze  " 

Tänzler» 

Sauerstoff .     .     . 

1 
Stickstoff  .     .     .  ! 

Helium    (unrein) 

72,2 
80,3 

LordRAYLElGH" 

Schultze  ** 

Kohlensäure  .     . 
Luft      .... 

277 

239,7 

113 

111,3 

119,4 

Sutherland '0 
Breitenbach»* 
Sutherland  " 

LordRAYLEIGH" 

Breitenbach  " 

Wasserstoff    .     . 

Methylchlorid     . 

454 

Breitenbach  " 

Die    alten 
Formel  berechn 

m    Beoba 
et. 

chtungen    hat 

FisherI®    nach 

127 

128,2 

138 

136 

109 

110,6 

113 

115 

118 

79 

72,2 

71,7 

83 

91 


Beobachter 


Sutherland  »^ 

Lord  Rayleigh  " 

Markowski  " 

Kleint® 
Sutherland  *^ 
Bestklmeyer** 

I  Markowski  " 

Kleint* 

Sutherland  " 

Lord  Rayleigh  *• 

Breiten  BACH  " 

Markowski  " 

Kleint* 


der    Sutherland  sehen 


'  S.  A.  Bestelmeyer,  Diss.  München  p.  8.  1903.  —  2  p.  Breitenbach,  Wied.  Ann. 
67.  803.  1899;  Drudes  Ann.  5.  161.  1901.  —  3  Lord  Rayleigh,  Proc.  Roy.  Soc.  66.  68. 
1900.  —  4  H.  Schultze,  Drudes  Ann.  5.  140.  1901.  —  B  H.  Schultze,  Drudes  Ann. 
6.  302.  1901.  —  6  A,  Bestelmeyer,  Drudes  Ann.  13.  944.  1904;  15.  423.  1904.  — 
7  H.  Markowski,  Drudes  Ann.  14.  742.  1904.  —  8  F.  Kleint,  Verh.  Phys.  Ges.  7.  146. 
1905.  —  9  P.  Tänzler,  Verh.  Phys.  Ges.  8.  222.  1906.  —  W  W.  Sutherland ,  Phil.  Mag. 
(5)  3Ö.  507.  1893.  —  1'  P.  Breitenbach,  Drudes  Ann.  5.  166.  1901.  —  ^  Lord  Rayleigh, 
Proc.  Roy.  Soc.  66.  68.  1900.  —  '^  H.  Schultze,  Drudes  Ann.  5.  140;  6.  302.  1901.  — 
14  H.  Markowski,  Drudes  Ann.  14.  742.  1904.  —  'B  A.  Bestelmeyer,  Drudes  Ann.  13. 
944.    1904.  —  18  w.  F.  Fisher,  Phys.  Rev.  24.  237.  385.   1907. 
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§  24.    Gleitung  der  Gase. 

86.  Daß  die  Gase  an  festen  Wänden  nicht  haften,  sondern  an  ihnen  entlang- 
gleiten  können,  war  nicht  bemerkt  worden,  solange  man  die  Gase  in  nicht  zu 
sehr  verdünntem  Zustand  auf  ihre  Reibung  untersuchte.  Erst  als  Kundt  und 
Warburg*  bei  ihren  oben  angeführten  Versuchen  zu  sehr  geringen  Drucken, 
zwischen  0,6  mm  und  20  mm  Quecksilber  übergingen,  fanden  sie  Erscheinungen, 
welche  auf  eine  Gleitung  der  Gase  hinwiesen.  Als  Gleitungskoeffizient  y  ist  wieder 
das  Verhältnis  der  inneren  Reibung  f\  zur  äußeren  iL  definiert,  also  y  —  ij/A. 
Ihre  Versuche  ergaben,  daß  y  der  Dichtigkeit  des  Gases  umgekehrt  proportional 
ist  Daher  macht  sich  die  Gleitung  eben  nur  bei  verdünnten  Gasen  bemerkbar. 
So  fanden  sie  bei  Luft,  Wasserstoff,  Kohlensäure  Zahlen  für  die  Gleitung,  aus 
welchen  O.  E.  Meyer*    die  folgenden  Gleitungskoeffizienten  y  berechnet  hat: 


Name 


I 


Name 


Luft 


0,0000108 
0,0000090 
0,0000113 


Wasserstoff  . 
Kohlensäure. 


0,0000186 

0,00000652 

0,00000647 


O.  E.  Meyer  hat  aus  diesen  Zahlen  geschlossen,  daß  der  Gleitungskoeffizient 
gleich  der  mittleren  Weglänge  der  Moleküle  ist.  Die  mittlere  Weglänge  L  variiert 
ebenfalls  umgekehrt  mit  der  Dichte. 

Da  die  Transpirationszeit  eines  Gases  durch  ein  Kapillarrohr  von  dem 
Gleitungskoeffizienten  abhängt,  so  hat  Warburg ^  das  erhaltene  Resultat  durch 
Transpirationsversuche  geprüft  und  bestätigt.  Bei  Benützung  eines  Kapillarrohres 
von  0,15  mm  Radius  bewirkt  die  Gleitung  schon  bei  88  mm  Druck  eine  Abweichung 
(Verkleinerung)  von  der  Transpirationszeit  von  4 — 5^/^^  bei  Luft,  von  9^/^  bei 
Wasserstoff  gegen  die  bei  normalem  Drucke.  Die  Werte  der  Gleitungskoeffizienten 
fand  Warburg  bei  diesen  Versuchen  nahezu  ebenso  groß,  wie  früher  bei  den 
Schwingungsversuchen. 

Breiten  BACH*  fand  durch  ebensolche  Versuche,  daß  der  Gleitungskoeffizient 
mit  der  Temperatur  nur  wenig  zunimmt. 

§  25.    Zahlenwerte. 


Name 

.   \     2104 

Beobachter 

Name 

i;  I/o- 10' 

822 

Beobachter 

Argon  .     .     . 

SCHULTZE* 

Wasserstoff    . 

Graham® 

Helium      .     . 

.   1     1891 

SCHULTZE  * 

570 

857,4 

PüLÜJ  " 

Breitenbach  »® 

Luft      .     .     . 

1683 

Graham* 

841 

Markowski  ** 

;     1705 
1     1680 
'     1679 
1733,1 

V.  Obermayer' 

Holm  AN  * 

Schumann  » 

Breitenbach  " 

Kohlensäure  . 

1432 
1382,1 
1497,2 
1387,9 

PULUj" 

V.  Obermayer' 

Schumann • 
Breitenbach  *° 

Sauerstoff .     . 
Stickstoff  .     . 

1926 
.  1      1«35 

Markowski  " 
Graham  * 

Stickoxydul    , 

1353,3 

V.  Obermayer  *» 

1674 

Markowski" 

Kohlenoxyd  . 

1625,2 

V.  Obermayer  »» 

^  A.  Kundt  u.  E.  Warbürg,  Pogg.  Ann.  165.  337.  1875.  —  *  O.  E.  Meyer,  Kinetische 
Theorie  der  Gase.  i.  Aufl.  p.  152.  —  3  E.  Warbürg,  Pogg.  Ann.  159.  339.  1876.  — 
*  P.  Breitenbach,  Wied.  Ann.  67.  826.  1899.  —  ^  h.  Schultze,  Drude s  Ann.  5.  140. 
1901;  6.  302.  1901.  —  6  J.  Graham,  Phil.  Trans.  1846.  p.  573.  —  7  a.  v.  Obermayer,  Wien. 
Ber.  71,  (IIa)  281.  1875.  —  85.  Holman,  Phil.  Mag.  (5)  3.  81.  1877.  —  9  O.  Schümann, 
Wied.  Ann.  23.  353.  1884.  —  10  P.  Breitenbach,  Wied.  Ann.  67.  803.  1899.  — 
W  H.  Markowski,  Drudes  Ann.  14.  742.  1904.  —  '2  J.  PuLUj,  Wien.  Ber.  73.  (II)  589. 
1876;  78.  (II)  279.  1878.  —  W  A.  V.  Obermayer,  Wien.  Ber.  73.  (IIa)  433.  1876. 
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87.   Vorstehend  sind  eine  Reihe  von  Reibungskonstanten  bei  0®  zusammen- 
gestellt, entnommen  aus  den  Tabellen  von  Landolt  und  Börnstein,  3.  Auflage. 


ly.  Beibung  fester  Körper. 

§  26.   Innere  Reibung  fester  Körper. 

88.  Feste  Körper  besitzen  ebenfalls  innere  Reibung.  Daß  diese  der 
Reibimg  von  Flüssigkeiten  und  Gasen  analog  ist,  ist  lange  vermutet  worden. 
Jedoch  ist  es  schwer,  die  hier  in  Betracht  kommenden  Erscheinungen  genügend 
von  denen  der  elastischen  Nachwirkung  zu  trennen.  Es  werde  deshalb  auf  diesen 
Artikel  verwiegen. 

William  Thomson^  hat  den  Begriff  der  Zähigkeit  fester  Körper  eingeführt, 
definiert  und  aus  einigen  Versuchen  diese  Einführung  motiviert.^ 

W.  Voigt  •  hat  in  einigen  Arbeiten  eine  Theorie  der  inneren  Reibung  fester 
Körper  gegeben,  welche  sich  an  die  Theorie  der  reibenden  Flüssigkeiten  anschließt 
und  hat  auch  experimentell  die  Verhältnisse  untersucht  Ebenso  wie  bei  den 
Flüssigkeiten  wird  angenommen,  daß  die  infolge  der  inneren  Reibung  wirkenden 
Druckkomponenten  lineare  Funktionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten  sind. 
Sind  also  in  der  üblichen  Bezeichnungsweise  x^,  y«  .  .  •  die  Deformationskompo- 
nenten eines  elastischen  festen  Körpers,  x^\  y^  ihre  DifFerentialquotienten  nach 
der  Zeit,  so  sollen  die  Reibungsdruckkomponenten  im  allgemeinen  die 
Werte   haben: 


-  4  =  «11  <  +  a^^y^  + 


^16  ^y 


u.  s.  w.     Diese    zusammen    mit    den    elastischen    Druckkomponenlen  X^^   Y  ,  ,  . 
bestimmen  die  im  Falle  der  Bewegung  wirklich  auftretenden  Druckkomponenteü 

Es  treten  im  allgemeinen  86  Koeffizienten  a^^  auf,  die  Konstanten  der  inneren 
Reibung.  Sie  reduzieren  sich  bei  Symmetrien  des  Körpers.  Man  hat  folgende 
Zahl  der  Konstanten  a^^  und  der  gewöhnlichen  Elastizitätskonstanten  für  die 
verschiedenen  Symmetrieverhältnisse : 


Zahl  der 

Zahl  der 

ReibuDgskop  stauten 

Elastizitätskonstanten 

Triklines  System     .     .     . 

86 

21 

MoDoklines  System     .     . 

20 

18 

Rhombisches  System  .     . 

12 

9 

Quadratisches  System  I    . 

7 

6 

»     n . 

9 

7 

Ilezagonales  System  I      . 

6 

5 

M        11    . 

8 

6 

„        III  . 

11 

7 

Reguläres  System   .     .     . 

8 

3 

Isotrope  Körper      .     .     . 

2 

2 

1  W.Thomson,   Proc.   Roy.   Soc.    Mai  1865,   s.   auch  Artikel  Elasticity   in  Encydopaedia 
BriUnnica  Section  29—36.  1878.  —  2  siehe  auch  E  Warbürg,  Pogg.  Ann.  139.  89.  1869. 

—  H.  Streintz,  Pogg.  Ann.  153.  387.  1874.   —   O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  15L  i.  1874. 

—  L.  BoLTZMANN,  PoGG.  Ann.  Ergbd.  7.  653.  1876.  —  F.  Braun,  Pogg.  Ann.  151.  151. 
250.  1874.  —  P.  M.  Schmidt,  Wied.  Ann.  2.  48.  1877.  —  H.  Tomunson,  Proc.  Lond.  Roy. 
Soc.  38.  42.  1885;  *0-  240.  1886.  —  3  W.Voigt,  Abh.  Gott.  Ges.  36.  1890;  38.  1892; 
WiED.  Ann.  47.  671.   1892. 
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Man  kann  auch  umgekehrt  die  Deformationen  als  Funktionen  der  gesamten 
Druckkomponenten  und  ihrer  zeitlichen  Veränderungen  bestimmen.  Dann  erhält 
man  Gleichungen  von  der  Form 

^.  =  -  ^n  W  +  ^12  i^y)  +  •  •  • 
+  n,,{Xj)  +  n,,{F;)+  ... 

Die  Größen  n^J^  sind  dann  die  Reibungsmoduln. 

89.  Die  Formeln  werden  angewendet  auf  die  Dämpfung  von  Schwingungen 
elastischer  Stäbe  und  zwar  auf  die  Dämpfung  von  Biegungsschwingungen  und 
von  Drillimgsschwingungen,  und  zwar  für  irotrope  Körper  (Metalle).^  Kennt  man 
die  Elastizitätsmoduln,  so  kann  man  aus  den  Dämpfungskonstanten  die  beiden 
auftretenden  Reibungsmoduln  bestimmen. 

Die  Metalle  Kupfer,  Nickel  zeigten  Verhältnisse,  die  sich  nach  der  an- 
gegebenen Theorie  sowohl  für  die  Biegungs-  wie  für  die  Drillungsschwingungen 
darstellen  ließen.  Messing  und  Bronze  folgten  nur  bei  den  Biegungsschwingungen 
der  obigen  Theorie.  Bei  anderen,  z.  B.  Kadmium,  ließen  sich  die  Erscheinungen 
nicht  auf  diese  Weise,  sondern  durch  Nachwirkungsvorgänge  erklären.  Bei  weiteren 
Körpern  reichen  beide  Theorien  nicht  aus.  Für  Kupfer  und  Nickel  ließen  sich 
die  Reibungskonstanten  a^  und  a^  aus  solchen  Beobachtungen  bestimmten,  und 
zwar  war  für 

Kupfer  öj  =  47,8  •  10«  ,     ^  =  3,78  •  10« 

Nickel    «1  =  448  -10«,     a^^  12,5-10^     . 

Bei  Flüssigkeiten  entspricht  die  Reibungskonstante  der  Konstante  a^.  Da 
diese  für  Wasser  in  denselben  Einheiten  den  Wert  0,012  hat,  so  ist  sie  für  diese 
Metalle  ungefähr  das  10' fache  wie  für  Wasser, 

90.  Andere  Methoden  zur  Bestimmung  der  inneren  Reibung  fester  Körper 
sind  folgende*: 

I.  Aus  der  Deformationsgeschwindigkeit  bei  der  Biegung  oder  bei  der 
Torsion. 

Aus  Biegimgsdeformationen  haben  Mc  Connel^  und  H.  Hess*,  aus  Torsions- 
verschiebungen hat  Weinberg  ^  die  innere  Reibung  für  Eis  zu  bestimmen  gesucht, 
die  sich  zu  10^®  bis  10^^  ergab. 

Bakus*  hat  durch  Torsionsdeformation  nach  einer  von  ihm  angegebenen 
Methode'  die  Zähigkeit  eines  Stahldrahtes  mit  der  eines  Stabes  von  Marineleim 
verglichen,  von  denen  er  den  letzteren  früher  auf  seine  absolute  Zähigkeit  ge- 
messen hatte  (s.  oben  Nr.  50).     Es  ergab  sich 


V  st«hi  10 


9 


V  Marincleim  ö 

so  daß  Stahl  etwa  die  absolute  Zähigkeit  10^®cm/g.  sec  besitzt    Direkte  Messungen 
ergaben  Werte  zwischen  10^'  und  10^®,  je  nach  der  Härte  des  Stahles. 

Andere  hierhergehörige  Beobachtungen  wurden  von  Obermayer®,  Trouton 
und  Andrews®  angestellt. 


1  Schon  früher  hatte  O.  E.  Meyer,  Pogg.  Ann.  113.  385.  1861  die  innere  Reibung 
fester  Körper  durch  die  Beobachtung  der  Dämpfung  von  Schwingungen  zu  messen  gesucht.  — 
^  S.  R.  Reiger,  Drude s  Ann.  19.  985.  1906.  —  3  Mc  Connel,  Proc.  Roy.  Soc.  49.  323. 
1890/91.  —  *  H.  Hess,  Drudes  Ann.  8.  405.  1902.  —  B  B.  Weinberg,  Drudes  Ann.  18, 
8i.  1905,  s.  auch  Proc.  Phys.  Soc.  London  19.  472.  1904.  —  6  C.  Bar  US,  Phil.  Mag.  (5) 
29.  337.  1850  —7  c.  Barus  u.  E  Strouhal,  Araer.  Joum.  33.  29.  1887;  34.  2.  1887.  — 
*  A.  V.  Obermayer,  Wien.  Ber.  76.  (II)  665,  1877.  —  9  F.  T.  Trouton  u.  E.  S.  Andrews, 
Proc.  Phys.  Soc.  London  19.  47.  1904. 
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91.  II.    Aus  der  Deformationsgeschwindigkeit  beim  Druck. 

Versuche  hierüber  haben  angestellt  Obermayer  ^  an  Eis,  Kampfer,  Ton, 
Wachs  und  Tammann  mit  Werigin  und  Lewkojeff*  an  Metallen.^ 

Hierher  gehören  auch  die  Versuche  von  Segel. 

Segel*  untersuchte  die  Reibung  fester  Körper  (Siegellack)  dadurch,  daß  er 
das  Fließen  desselben  zwischen  einem  festen  äußeren  Zylinder  und  einem  inneren 
koaxialen  beweglichen  Zylinder  hervorbrachte  und  die  Geschwindigkeit  der  Senkung 
des  inneren  Zylinders  durch  Interferenzstreifen  maß.  Für  Siegellack  ergeben 
sich  Reibungskoeffizienten  von  der  Größe  10®. 

92.  III.    Durch  Messimg  der  Relaxationszeit. 

Reiger*  hat  den  Reibungskoeffizienten  ij  fester  (wenig  plastischer)  Körper 
dadurch  bestimmt,  daß  er  nach  der  MAXWELLschen  Formel  (s.  oben  Nr.  5) 

worin  E  der  Elastizitätsmodul  für  die  betreffende  Veränderung,  7  die  Relaxations- 
zeit ist,  gerade  T  zu  bestimmen  versucht  hat  und  zwar  durch  Messung  des  Ab- 
klingens akzidenteller  Doppelbrechung.  Es  ergab  sich  so  für  Kolophonium,  daß 
T  mit  abnehmender  Temperatur  außerordentlich  stark  wächst  (um  das  lO^fache). 
Es  war  nämlich  bei  55^  r=  40  sec,  bei  12®  dagegen  r=  4.10*  sec.  Für  Kolo- 
phonium erhielt  er  so  Reibungskoeffizienten,  die  bei  46®  etwa  8,0-10**  waren^ 
dagegen  bei  12®  von  der  Größe  10^'  sich  ergaben.  Gelatine  ergab,  in  gleicher 
Weise  bestimmt,  Reibungskoeffizienten  zwischen  10®  und  10®,  je  nach  dem 
Zusätze. 

93.  Auf  sehr  zähflüssige  Körper  lassen  sich  auch  die  Methoden  anwenden, 
die  oben  Nr.  4g  bis  53  angeführt  sind. 


§  27.   Äußere  Reibung  fester  Körper. 

94.  Die  äußere  Reibung  fester  Körper  aneinander,  d.  h.  der  Widerstand, 
welcher  einer  Bewegimg  zweier  fester  Körper  aufeinander  sich  entgegensetzt, 
rührt  davon  her,  daß  die  Flächen,  welche  aufeinander  sich  bewegen,  nie  absolut 
glatt,  sondern  stets  mehr  oder  minder  rauh  sind,  wodurch  der  bewegte  Körper 
fortwährend  über  die  Unebenheiten  der  Unterlage  hinweggehoben  werden  muß. 
Außerdem  kann  auch  die  direkte  Molekularanziehung  der  Teilchen  der  beiden 
Körper,  welche  man  als  Adhäsion  bezeichnet,  der  Bewegung  hindernd  entgegen 
wirken.  Je  glatter  die  Flächen  sind,  die  sich  längs  einander  bewegen,  um  so 
wirksamer  ist  die  Adhäsion,  je  rauher  die  Flächen  sind,  um  so  mehr  kommt  der 
ersterwähnte  Widerstand  der  Reibung  in  Betracht  Es  erhellt  daraus,  daß  die 
Reibung  fester  Körper  aufeinander  keine  einfache  mechanische  Bedeutung  hat. 
Sie  ist  auch  hauptsächlich  für  die  angewandte  Mechanik,  die  Technik,  von  Be- 
deutung. Man  unterscheidet  gleitende  Reibung  und  wälzende  oder  rollende 
Reibung.  Bei  der  gleitenden  Reibung  bewegen  sich  alle  Punkte  der  bewegten 
Berührungsfläche  zugleich  über  der  ruhenden  Fläche.  Die  ruhende  Fläche  ist 
immer  mit  denselben  Punkten  des  bewegten  Körpers  in  Berührung.  Bei  der 
rollenden  Reibung  kommen  dagegen  immer  andere  Punkte  des  bewegten  Körpers 
mit  der  ruhenden  Fläche  in  Berührung. 


^  A.  V.  Obermayer,  Wien.  Anz.  1904.  p.  35.  —  2  g.  Tammann,  N.  Werigin  und 
J.  Lewkojeff,  Drude s  Ann.  10.  647.  1903.  —  3  Qualitative  Versuche  über  das  Fließen  von 
Marmor  haben  F.  Adams  und  J.  Nicolson  angestellt  (Proc.  Roy.  Soc.  67.  228.  1900;  s. 
auch  E.  Weinschenk,  Centralbl.  f.  Mineralogie  1902.  p.  161;  C.  Dölter,  ibid.  1906. 
P.  193-  —  *  M.  Segel,  Physik.  Ztschr.  4«  493.  1903.  —  6  R.  Reiger,  Physik.  Ztschr.  2. 
213.   1901. 
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95.  Versuche  über  die  gleitende  sowohl  wie  die  rollende  Reibung  sind 
namentlich  von  Coulomb  ^  Morin*,  Brix^  Rennie*  u.  a.  angestellt  worden. 
Für  die  Untersuchung  der  gleitenden  Reibung  konstruierte  Coulomb  einen  Apparat, 
Tribometer,  welcher  gestattete,  direkt  die  Kraft  in  Gewichten  zu  messen,  welche 
nötig  ist,  um  einen  Körper  von  gewissem  Gewicht  mit  einer  gleitenden  Fläche 
von  bestimmtem  Material  auf  einer  ruhenden  Fläche  von  bestimmtem  Material  in 
Bewegung  zu  erhalten.  Es  ergab  sich  1.  die  Reibung  ist  dem  Drucke  proportional, 
mit  welchem  die  Flächen,  welche  aufeinander  gleiten,  aneinandergedrückt  werden, 
2.  die  Reibung  ist  unabhängig  von  der  Größe  der  reibenden  Flächen,  8.  die 
Reibung  ist  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  bewegten 
Flächen.  (Letzteres  Gesetz  nennt  man  das  Coulomb  sehe  Gesetz  für  die  Rei- 
bung.*) Die  Zahl,  welche  angibt,  der  wievielte  Teil  der  Last  zur  Überwindung 
der  Reibung  verwandt  werden  muß,  heißt  der  Reibungskoeffizient.  Allgemein: 
bewegt  sich  ein  Körper  auf  einer  Fläche  ^=0,  so  übt  er  in  Richtung  der 
Normale  einen  Druck  N  auf  dieselbe  aus,  welcher  gleich  ist  der  Normalkompo- 
nente der  wirkenden  Kräfte  abzüglich  der  Zentrifugalkraft.  Den  Widerstand  in 
der  Fläche  setzt  man  dann  =/N,  worin  /  der  Reibungskoeffizient  ist  Aus 
Vensuchen  der  Praxis  ergab  sich,  daß  für  einige  Materialien  /  folgende 
Werte    hat: 

/ 

Schmiedeeisen  auf  Schmiedeeisen 0,14 

Messing  ,,    Gußeisen  ...     .     •     .     .     4  0,19 

Schmiedeeisen    „    Gußeisen .  0,20 

Buchenholz        „    Buchenholz  (Fasern  II )     .     .  0,86 

Eichenholz         „    Eichenholz  (Fasern  || )     •     •  0,48 

„  „  „  (Fasern  ±)     .     .  0,32 

Für  Eisen  auf  Eis  (Schlittschuhe)  bestimmte  J.  Müller®  den  Koeffizienten/ 
=  0,016  bis  0,032. 

Der  Reibungskoeffizient  ist  nach  Coulomb  wesentlich  derselbe  für  alle  Ge- 
schwindigkeiten der  reibenden  Flächen.  Nach  Landsbgrg^  soll  die  äußere 
Reibung  wesentlich  beeinflußt  werden  durch  kondensierte  Gasschichten,  die  auf 
den  reibenden  Flächen  stets  vorhanden  sind.  Ob  die  Reibung  herrührt  von 
Molekularattraktion  oder  von  Unebenheiten  der  reibenden  Flächen,  haben  War- 
burg und  Babo®  durch  eine  optische  Methode  an  bestpolierten  Gläsern  zu  ent- 
scheiden gesucht  Sie  schließen  sich  der  Annahme  an,  daß  die  Reibung  dadurch 
entsteht,  daß  die  kleinen  Unebenheiten  der  Flächen  bei  der  Bewegimg  gebogen 
werden,  wodurch  die  reibende  Kraft  ihre  Quelle  in  Elastizitätskräften  hätte.® 

96.  Auch  für  die  wälzende  Reibung  hat  Coulomb  die  Gesetze  festgestellt, 
indem  er  Walzen  von  Holz  auf  Unterlagen  durch  bestimmte  Gewichte  ins  Rollen 
brachte.    Zugleich  änderte  er  auch  durch  übergehängte  Gewichte  den  Druck,  mit 

1  C.  A.  Coulomb,  Mim.  des  savants  Strang.  10.  254.  1785.  —  ^  A.  J.  MoRiN,  M6m.  de 
l'Acad.  fran^aise  2.  3.  1834.  1835.  —  3  A.  F.  W.  Brix,  Verband!,  des  Vereins  für  Gewerbefleiß 
in  Preußen  16.  186.  1850.  —  ♦  G.  Rennie,  Dingl.  Joum.  34.  165.  1829.  —  *  Über  die 
mathematische  Theorie  s.  A.  Mayer,  Sachs.  Ber.  63.  235.  1901;  54.  208.  327.  1902.  — 
E.  Daniele,  Nuov.  Cim.  (5)  7.  109.  1904.  —  L.  Lecornü,  C.  R.  140.  635.  847.  1904;  143. 
1132.  1906.  —  P.  PainlevÄ,  ibid.  140.  702.  1904.  —■  E.  Daniele,  Nuov.  Cim.  (5)  9.  174. 
266.  289.  1905.  —  De  Sparre,  C.  R.  141.  310.  1905.  —  P.  Painlevä,  C,  R.  141.  401. 
546.  1905.  —  G.  A.  Maggi,  Nuov.  Cim.  (5)  10.  240.  1905.  —  De  Sparre,  Bull.  soc.  math. 
34.  41.  108.  1906;  35.  141.  1907.  —  V.  Fischer,  Physik.  Ztschr.  7.  425.  1906.  —  G.  Al- 
mansi, Rendic.  Line.  (5)  16.  i.  Sem.  539.  1906.  —  A.  Lampa,  Wien.  Ber.  116.  (Ha)  871. 
1906.  —  P.  Appell,  Bull.  soc.  math.  36.  631.  1907.  —  ®  J.  Müller,  Pogg.  Ann.  139. 
505.  1870.  —  7  K.  E.  Landsberg,  Pogg.  Ann.  121.  283.  1864.  —  8  E.  Warbürg  und 
A.  V.  Babo,  Wied.  Ann.  2.  406.  1877.  —  ^  Siehe  die  Untersuchungen  von  F.  T.  Troüton, 
Proc.  Roy.  Soc.  69.  25.  1896.  —  H.  Chaumat,  C.  R.  136,  1634.  1903. 
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dem  die  Walzen  auf  die  Unterlagen  drückten.  Es  ergab  sieb,  daß  die  reibende 
Kraft  R  dem  Drucke  P  proportional  und  dem  Radius  q  der  Walze  umgekehrt 
proportional  ist: 

P 

R  =s  tp-  -      . 

Q 

Den  Faktor  q>  nennt  man  den  Koeffizienten  der  rollenden  Reibung.  Er  ist 
unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung.     Es  eigab  sich: 

für  Walzen  aus  Gujakholz  auf  Eichenholz  g»  »  0,018 
„         „  „     Elmenholz   „  „  9  =  0,018 

„     gußeiserne  Räder  auf  Gußeisen  g)  ==  0,018     . 

97.  Durch  Schmieren  der  reibenden  Teile  wird  die  Reibung  kleiner.  Die 
Schlüpfrigkeit  des  Eises  wird  nach  den  Untersuchungen  von  Joly^  und  Rey- 
nolds* durch  Bildung  einer  Wasserschicht  zwischen  dem  Körper  und  dem  Eise 
hervorgebracht.  Hohlräume,  die  sich  in  der  Flüssigkeit  bilden,  befördern  die 
Schlüpfrigkeit.^  Über  diese  technischen  Fragen  sind  die  technischen  Handbücher 
nachzusehen.* 


*  J.  JOLY,  Proc.  Dublin  Soc.  6.  453.  1886.  —  ^  O.  Reynolds,  Mem.  Phil.  Soc.  Man- 
chester 48.  1899.  —  3  Siehe  S.  Skinnkr,  Cambr.  Proc.  12.  86.  1903;  Phil.  Mag.  (6)  7. 
329.  1904.  —  ♦  Über  Theorie  der  Schmiermittelreibung  siehe:  O.  Reynolds,  Phil.  Trans. 
177.  157.  1886.  —  A.  Sommerfeld,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  60.  97.  1904.  —  A.  G.  M. 
MiCHELL,  ibid.  62.  123.  1905. 
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Diffusion. 

Von  K.  Waitz. 


Unter  Diffusion  versteht  man  das  langsame,  ohne  Einwirkung  äußerer  Kräfte 
erfolgende  Eindringen  zweier  Körper  (fester,  flüssiger,  gasförmiger)  ineinander,  das 
erst  sein  Ende  erreicht,  wenn  in  allen  Raumteilen  des  Gemisches  jeder  einzelne 
der  beiden  Körper  in  gleicher  Weise  verteilt  ist. 

Die  Erscheinung  schreibt  man  dem  Wirken  von  Molekularkräfteh  zu,  welche 
die  Teilchen  der  beiden  Körper  aufeinander  ausüben. 


I.  Diffnsion  von  Oasen  und  D&mpfen. 

L   Freie  Diffusion. 

Das  Wort  „Diffuse"  imd  „Diffusion"  findet  sich  schon  bei  Priestley^  und 
Dalton*,  aber  erst  Graham  führte  den  Terminus  Diffusion  allgemeiner  in  die 
Wissenschaft  ein.  Die  ersten  Versuche  über  die  allmähliche,  ohne  Einfluß  äußerer 
Kräfte  erfolgende  Mischung  zweier  Gase  rühren  von  Berthollet'  (1807)  und 
Graham*  (1829)  her,  hatten  aber,  obgleich  später  Grahams  Versuche  Maxwell 
zur  angenäherten  Berechnung  des  Diffusionskoeffizienten  diente^  für  das  Ver-- 
ständnis  der  Erscheinung  noch  geringe  Bedeutung,  da  bei  ihnen  meist  die  Kom- 
munikation der  beiden  Gase  durch  eine  engere  Röhre  stattfand. 

Aus  der  kinetischen  Gastheorie  erklärten  dann  Claüsius^  (1858)  und  Max- 
well® (1860)  die  langsame  Vermischung  der  Gase  durch  Diffusion  und  eilten 
so  den  exakten  Beobachtungen  voraus,  die  zuerst  Loschmidt^  (1870)  und  seine 
Schüler  anstellten.  Mit  diesen  Versuchen  ging  Hand  in  Hand  die  von  Stefan* 
(1871)  entwickelte  Theorie,  an  welche  sich  wieder  die  zahlreichen  Beobachtungen 
von  Obermayer*  (1880  u.  s.  w.)  anschlössen,  die  nach  den  Methoden  Loschmidt» 
und  Stefans  angestellt  wurden,  während  Waitz  ^^  (1882)  optische  Hilfsmittel  zur 


^  J.  Priestley,  Experiments  and  observations  on  different  kinds  of  air.  vol.  3.  London 
1777.  Übersetzung  Wien  und  Leipzig  1780.  —  ^  j.  D ALTON,  On  the  tendency  of  elastic 
fluids  to  diffnsion  trough  each  other.  Mem.  Manch,  phil.  soc.  new  ser.  L  p.  244.  1805;  auch  • 
Gilberts  Ann.  27.  388.  1807.  —  ^  Berthollet,  Sur  le  melange  reciproque  des  gaz.  Mem. 
d'Arcueil  2.  463.  1809.  —  ♦/Th.  Graham,  Pogg.  Ann.  17.  341.  1829  aus  Quat  Joum.  of 
sdence  etc.  new  serie  2.  74.  1829.  —  B  R.  Claüsiüs,  Pogg.  Ann.  105.  139.  1858;  auch 
Abh.  zur  mech.  Wärmetheorie  2.  260.  1867.  —  ®  J.  Cl.  Maxwell,  Phil.  Mag.  (4)  20.  21. 
1860;  Scient  Papers  1.  377.  —  ^  J.  Loschmidt,  Wien.  Ber.  61.  (II)  367;  62.  (II)  468.  1870.  — 
•  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  68.  (II)  63.  1871;  66.  (II)  323.  1872.  —  •  A.  von  Obermayer, 
Wien.  Ber.  81.  (II)  1120.  x88o;  86.  (II)  147  u.  748.  1882;  87.  (II)  188.  1883;  96.  (II) 
546,  1887.  -—  ^0  K.  Waitz,  Wied.  Ann.  17.  201  u.  351.  1882. 
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Bestimmung  des  Diffusionskoeffizienten  benutzte.  Eine  auf  der  Theorie  der 
Diflfusion  beruhende  Theorie  der  Verdampfung  entwickelte  1873  Stefan^  und 
rechtfertigte  sie  durch,  anschließende  Beobachtungen.  Eine  vollständige  Prüfung 
und  experimentellen  Beweis  der  Stefan  sehen  Betrachtungen  gab  dann  Winkel- 
mann ^  in  mehreren  Abhandlungen,  die  auch  schon  zahlreiche  Bestimmungen  der 
Diffusionskoeffizienten  von  Dämpfen  enthalten.  Andere  theoretische  Behandlungen 
der  Diffusion  vom  kinetischen  Standpunkte  finden  sich  in  der  zweiten  Theorie 
von  Maxwell^  (1868),  bei  O.  E.  Meyer*  (1877),  Boltzmann^  (1882),  Tait® 
(1887),  Sutherland''(i894),  M.  Brillouin®(i899),  Stanzel®  (1901),  Thiesen^^ 
(1902  und  1903)  und  Langevin^^  (1905).  Neue  experimentelle  Methoden  ver- 
suchten M.  Töpler"  (1896)  und  F.  A.  Schulze"  (1897). 

;    a)'  Theorie. 

Der  typische  Fall  der  Diffusion  zweier  Gase  ineinander  wird  durch  folgende 
(z.  B.  von  LoscHMiDT  benutzte)  Versuchsanordnung  verwirklicht.  Zwei  Gefäße 
von  gleichem  Querschnitt  (Hälften  eines  zylindrischen  Rohres)  sind,  durch  eine 
dUnne  Scheidewand  (Schieber)  getrennt,  senkrecht  übereinander  gestellt,  ^  Das 
untere  Gefäß  ist  mit  dem  schwereren,  das  obere,  unter  gleichem  Drucke  und 
bei  gleicher  Temperatur,  mit  dem  leidhteren  Gase  gefüllt.  Die  Scheidewand  wird 
plötzlich  entfernt,  so  daß  die  beiden  Gefäße  ein  einziges  bilden  und  durch  eine 
jhrem  Querschnitt  gleiche  Öffnung  miteinander  kommunizieren,  nach  außen  aber 
vollständig  abgeschlossen  sind.  Dann  beginnt  eine  langsame  Vermischung  der 
beiden  Gase,  das  leichtere  wandert  nach  unten,  das  schwerere  nach  obeii.  Sorgt 
man  dafür,  daß  die  Temperatur  im  ganzen  Apparat  möglichst  konstant  bleibt, 
so  dauert  dieser  Diffusionsprozeß  so  lange,  bis  in  allen  Teilen  der  beiden 
Gefäße  die  Zusainmensetzung  des  Gasgemisches  dieselbe  geworden  ist. 

Die  Vermischung  geht,  wie  die  Erfahrung  zeigt,  vor  sich,  indem  die  Dichtig- 
keit, und  also  auch  der  Partialdruck,  eines  der  beiden  Gase,  in  der  von  diesem 
Gase  anfangs  freien  Hälfte  des  Apparats  von  Schicht  zu  Schicht  stetig  zunimmt, 
bis  diese  Größen  zu  ihrem  im  ganzen  Gefäß  gleichen  Endwert  gewachsen  sind. 
Der  Vorgang  ist  also,  wie  schon  Fick^*  für  die  Diffusion  von  Flüssigkeiten  an- 
nahm, dem  der  Wärmeleitung  in  einem  Stabe,  dessen  Enden  ungleiche  Temperatur 
haben,  vollkommen  analog  und  seine  Theorie  also  ganz  der  Foürier  sehen  Theorie 
der  Wärmeleitung  nachzubilden,  in  der  an  Stelle  der  Temperatur  die  Dichtigkeit.^,, 
oder  der  Partialdruck  ^j,  de^  einen  Gases  tritt  Die  Diffusion  findet  in  verti- 
kaler Richtung  statt,  diese  sei  der  von  unten  nach  oben  positiv  gerechneten 
or  Richtung  parallel.  Betrachtet  man  ein  Gasvolumen  zwischen  zwei  um  dx  von- 
einander abstehenden  Querschnitten  Qy  so  geht  durch  den  unteren  Querschnitt 
deisselben  in  der  Zeit  dt  von  dem  in  Richtung  der  wachsenden  x  (d.h.  der  ab- 
nehmenden ^j)  sich  bewegenden  Gase  die  Menge: 

(I)  dm^^^kQ^^dt     ,  . 

1  J.Stefan,  Wien.  Ber.  68.(11)385.  1873;  98.(11)  1418.  1889;  Wikd.  Ann.  41.  723. 
1890.  —  2  A.  Winkelmann ,  Wied.  Ann.  22.  i  u.  152.  1884;  23.  203.  1884;  26.  105. 
1885;  33.  445-  1888;  36.  92.  1889.  —  3  j.  Cl.  Maxwell,  Phil.  Trans.  167.  49.  1867; 
Phil.  Mag.  (4)  36.  129.  185.  i868j  Scient.  Papers  2.  26.  —  4  o.  E.  Meyer,  Die  kinetische 
Theorie  der  (Grase,  p.  327.  Breslau  1877;  2.  Aufl.  p.  266.  1899.  —  B  L.  Boltzmann,  Wien. 
Ber.  66.  (II)  324.  1872;  86.  (II)  63.  1832;  88.  (U)  835.  1883;  Vorlesungen  über  Gastheoric. 
Leipzig  1896.  1.  93.  194  u.  s.  w.;  Enzyklopädie  d.  math.  Wiss.  V.  i.  Heft  4.  p.  527.  533. 
1907.  —  «  P.  G.  Tait,  Edinb.  Trans.  33.  266.  1887.  —  7  w.  Sütherland,  Phil.  Mag.  (5) 
38.  I.  1894.  —  8  m.  3RILL0UIN,  Ann,  chim.  phys.  (7)  18.  433.  1899;  20.  440.  1900.  — 
•  K.  Stanzel,  Wien.  Ber.  110.  (IIa)  1038.  1901.  —  W  m.  Thiesen,  Verh.  d.  deutsch,  phys. 
,Ges.  4.  348.  1902;  6,  130,  1903.  —  n  p,  I^NGEVIN,  Ann.  chim.  phys.  (8)  6.  245.  1905. — 
12  M.  TöPLER,  WiED.  Ann.  68.  599.  1896.  —  «  F.  A.  Schulze,  Berl.  Diss.  1897.  — 
1*  Ad.  FiCK,  PoGO.  Ann.  94.  59.  1855, 
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wenn    man    die  Strömung  als   proportional  dem  Druck-  oder  Dichtigkeitsgefälle 
annimmt.     Ebenso  geht  durch  den  oberen  Querschnitt  die  Menge; 

Es  entsteht  also  in  dem  abgegrenzten  Volumen  ein  Überschuß 

Dieser  Überschuß  kann  aber  auch  ausgedrückt  werden  durch: 

^        dl 
Setzt  man  die  beiden  letzten  Ausdrücke  einander  gleich,  so  erhält  man: 

Darf  man  i  als  konstant  annehmen,  so  wird  die  DIßusionsgleichung: 
U)  ^ft:^^Ü?L  oder  l^-L^k^       /       •  '        ^ 

k  heißt  der  Diffusionskoeffizient  oder  auch  die  Diffusionskonstante 
der  beiden  Gase  gegfcneinander,  der,  wenn  Gleichung  (3)  gilt,  nur  von  der  Natur 
der  Gase  abhängt. 

Nach  (i)  ist  i  definiert  als  die  Gasmenge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den 
Querschnitt  eines  Gefäßes  von  der  Querschnittseinheit  hindurchgeht,  wenn  das 
Dichtigkeits-  (oder  Druck-)  Gefalle  eins  (d.  h.  meist  eine  Druckdifferenz  von  1  Atm.) 
für  die  Längeneinheit  besteht 

Die  Dimensionen  von  k  sind,  wie  aus  (3)  abzulesen: 

_„       Flache 

Ob  ky  was  Gleichung  (3)  voraussetzt,  konstant  ist,  oder  ob  eine  Abhängigkeit 
der  k  von  q,  d.  h.  von  dem  Mischungsverhältnisse,  besteht  und  also  Gleichung  (2) 
den  Diffusionsvorgang  darstellt,  muß  der  Versuch  lehren.  Es  findet  sich,  daß, 
streng  genommen,  k  mit  q  veränderlich  ist,  doch  zeigt  sich  diese  Veränderlichkeit 
nur  klein  und  k  dar^  wie  wir  es  bis  auf  weiteres  tun  wollen,  als  in  erster  Näherung 
konstant  angesehen  werden. 

Die  Gleichung  (3)  hat  Maxwell^  aus  der  kinetischen  Gastheorie  abgeleitet 
und  Stefan*  hat  sie  aus  den  Prinzipien  der  Hydrod3aiamik  gefolgert,  indem  er 
die  Voraussetzungen  machte:  i.  in  jedem  Gasgemenge  wird  jedes  Gas  so  gedrückt, 
wie  es  selber  drückt  (DALTOKsches  Prinzip)  und  2.  in  jedem  Gemenge  erfährt 
jedes  einzelne  Teilchen  eines  Gases,  wenn  es  sich  bewegt,  von  jedem  anderen 
Gase  einen  Widerstand  proportional  der  Dichte  dieses  Gases  und  der  relativen 
Geschwindigkeit  beider.  Diese  letzte  unbewiesene  Voraussetzung  hat  Maxwell 
aus  seiner  zweiten  kinetischen  Theorie  begründet  unter  der  Annahme,  daß  die 
Moleküle  Kraftzentren  seien,  die  mit  der  fünften  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionalen  Kräften  aufeinander  wirken;    es   ergibt  sich   dabei  k  als  konstant. 

Stefans  Betrachtungsweise  ist  kurz  folgende:  Bezeichnet  Q  den  Quer- 
schnitt des  Gefäßes,  p^  den  Partialdruck  des  ersten  Gases,  ^j,  »^  bezw«  ^,,  u^ 
die  Dichte  und  Geschwindigkeit  des  ersten  bezw.  zweiten  Gases,  so  ist  die  be- 
wegende Kraft  für  das  erste   Gas    —  Qdp^y  und  der  Widerstand,   der  diesem 


^  J.  C.  Maxwell,.  Phil  Mag.  (4)  36.  1868.  —  *  J.  Stefan,  L  c. 
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vom  zweiten  Gase  entgegengesetzt  wird,  läßt  sich,  wenn  A^^  eine  Konstante  be- 
zeichnet, schreiben  A^^  q^  q^  (i/j  —  «j)  QdXy  d.  h..  die  Summe  der  auf  die  Teilchen 
des  ersten  Gases,  welche  im  Volumen  Qdx  enthalten  sind,  wirkenden  bewegenden 
Kräfte  ist:  —  Qdp^  —  ^is^^^sC^  ""  ^)Q^^'  Bezeichnet  |j  die  Beschleunigung 
der^Masse  q^  Q  dx^  folglich 

^i  ^1  =  -  Yx   "  "^^  ^1  ^«^"i  "  "^      ' 

oder  da  bei  der  Diffusion  die  Beschleunigung  %^  der  einzelnen  Elemente  der 
Gase  zu  vernachlässigen: 

(4)       •  15" +  ^'»^1^»^'^"''«^  =  ^      ' 

wozu  noch  die  Gleichung .  der  Kontinuität  kommt: 

¥ührt  man  an  Stelle  der  Dichten  die  Drucke  ein  und  sei  p^  der  Normal- 
druck (76  cm),  TJj  die  Normaltemperatur  (0^  C),  bei  denen  die  Dichten  ^  über- 
gehen in  i^  und  dg,  sei  ferner  T  die  Temperatur  und  p  "^  Pi  +  p^  der  Gesamt- 
druck der  beiden  Gase,  folglich 

Setze 

Dann  werden  die  Gleichungen  (4)  und  (5): 

^  +  ^«(/»?i-A?,)-o      «nd      ^  +  1^  =  0    . 

und  analog  für  das  zweite  Gas: 

Da  /  von  /  unabhängig,  erhält  man  hieraus  ^j  +  ^g  ~  ^»  folglich 

^  +  W^i  =  o      und       -^^-  +  ^«;>?2  =  o     , 

und  folglich  mit  Hilfe  der  Kontinuitätsgleichung: 

dp,  ^      1        d%  ^  ^  d^p, 
dt         b^^p  *   bx^  bx^ 

und  eine  analoge  Gleichung  für  das  zweite  Gas.  Es  ist  somit  der  Diffusions- 
koeffizient 

P^T^  1 

Danach  ist  i,  solange  p  und  7  dieselben  bleiben,  konstant,  während  es  T^ 
direkt  und  p  umgekehrt  proportional  ist.  Auch  die  zweite  Maxwell  sehe  Theorie* 
ergibt  einen  konstanten  Wert  von  i,  während  O.  E.  Meyer*  aus  der  kinetischen 
Gastheorie  eine  Abhängigkeit  des  k  von  dem  Mischimgsverhältnis  findet 

1  J.  Cl.  Maxwell,  Phil.  Mag.  (4)  35.  1868.  —  2  o.  E.  Meyer,  L  c. 
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b)  Verinehe  znr  Bestiinmnng  des  Difhalonskoefflneüten. 

a)    Diffusion  von  Gasen. 

Die  älteren  Versuche  von  Berthollet^  und  Graham*,  die  in  große  Ballons 
gefiillte  Gase  durch  engere  Röhren  hindurchdiffundieren  ließen,  zeigten  im  wesent- 
lichen nur,  daß  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  der  Gase  verschieden  seien  und 
auch  Grahams^  Beobachtungen,  bei  denen,  analog  seinen  Versuchen  mit  Flüssig- 
keiten, ein  Zylinder  in  seinem  unteren  Teile  mit  einem  schweren  Gase  gefüllt, 
darauf  das  leichtere  geschichtet  und  wo  dann  von  Zeit  zu  Zeit  die  obersten 
Schichten  abgehoben  und  analysiert  wurden,  bleiben  in  ihrer  Genauigkeit  weit 
hinter  denen  Loschmidts  zurück.  Vollends  die  Beobachtungen  von  Jungk*  und 
HiLDEBRANDSON  *  liefern  nur  qualitative  Resultate. 

LoscHMiDT*  unternahm  seine  Versuche  in  der  Absicht,  den  Diffusions- 
koeffizienten i  zu  bestimmen  und  verfuhr  in  folgender  Weise;  Ein  97,5  cm  langes 
und  2,6  cm  im  Durchmesser  haltendes,  vertikal  gestelltes  Glasrohr,  war  an  seinen 
beiden  Enden  durch  Spiegelglasplatten,  in  denen  Glashähne  saßen,  geschlossen 
und  in  der  Mitte  durch  einen  Schieber  aus  dünnem  Stahlblech  in  zwei  Abteilungen 
geteilt  Die  beiden  Rohrhälften  wurden  mit  den  zu  untersuchenden  Gasen  gefüllt 
und  dann  der  Schieber  so  gestellt,  daß  er  die  Kommunikation  zwischen  beiden 
vollkommen  frei  ließ.  Nach  gewisser  Zeit  schloß  man  die  Rohrhälften  wieder 
gegeneinander  ab  und  analysierte  darauf  die  Gasgemische  in  ihnen.  Durch 
passende  Umhüllungen  des  Apparats  wurde  möglichst  für  konstante  Temperatur 
gesorgt.     Es  sind  bei  diesen  Versuchen  fUr  das  Gas  1  die  Anfangsbedingungen: 

Ä   =  *  von  jc  =  0      bis  JC  =  a/2  , 

*  für  /  ' 


/j  =  0     „     x=  0/2  „    X  ^  a 
und  die  Grenzbedingungen 


1 


0  für  :r:  =  0  und  für  ^  =  ö  und  jedes  /      , 
dx 

wo  p  den  Druck,  unter  dem  beide  Gase  eingefüllt  sind,  und  a  die  Länge  des 
ganzen  Glasrohres  bedeutet.  Die  allgemeine,  diesen  Bedingungen  genügende 
Lösung  der  Diffusionsgleichung  ist: 

p       -^^    1    ,     fiTC     _v#/'!ülV        nnx 

A     ==  ^  +   >«  — Sm— — 6  V  a  ;  cos 

1 

Berechnet   man  daraus  die  nach  der  Zeit  /  in  der  unteren  bezw.  oberen 
Rohrhälfte  befindliche  Menge  des  ersten  Gases 

a/2  a 


M^^Q 

p^dx 

und 

M, 

=  ^J 

A 

dx 

•< 
Ü 

a/i 

\ 

wo 

Q 

der  Querschnitt  des 

Rohres, 

so  wird: 

\'-- 

ht 

'  + 

1        - 

25' 

26 

n*kt 

woraus 

sich  k  findet. 

]. 


^  Berthollet,  1.  c.  —  2  xh.  Graham,   1.  c.  —  3  Th.  Graham,   Phil.  Mag.  (4)  26. 
433.  1864.  —  ♦  C.  G.  Jungk,  Pogg.  Ann.  130.    i.  1867.  —  B  H.  Hildebrandson,  Carls 
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Aus  diesen  Versuchen  ergab  sich,  wie  es  Gleichung  (6)  verlangt,  k  umgekehrt 
dem  Gesamtdruck  p  und  direkt  proportional  dem  Quadrat  der  absoluten  Tempe- 
ratur T,  Ist  also  k^  der  auf  0^  C,  d.  h.  Tq  und  76  cm  Druck  bezogene  DiflFusions- 
koeffizient,  so  ist: 

<7) 


■^0 


76 
P 


Auch  eine   Beziehung   zwischen  i  und    den   Molekulargewichten    der   Gase 
schien  zu  bestehen,  doch  ließ  sich  diese  nicht  genau  bestimmen. 


LoscHMiDTs  Werte  von  i^  gibt  die  nachstehende  Tabelle: 


Kohlensäure-Stickoxydul . 

„  -Kohlenoxyd 

„  -Sauerstoff    . 

•  „  -Luft    .     ,     . 

„  -Sumpfgas.    . 


cm*/sec 
0,09831 
0,14055 
0,14095 
0,14231 
0,15856 


Kohlenoxyd-Sauerstoff     .     . 
Schweflige  Säure-Wasserstoff 
.  Kohlensäure- Wasserstoff  .     . 
Kohlenoxyd- Wasserstoff  ....     0,64223 
Sauerstoff-Wasserstoff 0,72167 


cm'/sec 
0,18022 
0,48278 
6,55585 


Nach  derselben  Methode,  bei  der  nur  der  Schieber  durch  einen  Hahn  er- 
setzt war,  und  nach  einer  anderen,  von  Stefan  bei  Versuchen  über  die  Ver- 
dampfung benutzten,  Anordnung  hat  von  Obermayer  ^  zahh-eiche  Beobachtungen 
angestellt  Die  Anordnung  von  Stefan  bestand  darin,  daß  über  die  Mündung 
d^  Glasrohrs,  in  dem  das  eine  Gas  enthalten  war,  fortwährend  das  andere  Gas 
strömte  und  so  stets  dort  die  Dichtigkeit  des  ersteren  auf  null  erhielt  Bei 
manchen  Versuchen  von  Obermater  s  nach  dieser  Methode  konnte  das  Diffusions- 
rohr noch  diu-ch  einen  Hahn  in  zwei  Teile  abgeteilt  und  beide  filr  sich  unter- 
sucht werden. 

Die  Lösung  der  Diffusionsgleichung  für  diese  Versuchsanordnung  ergibt  sich 
aus  den  Bedingimgen  für  /  =  0: 


und  für  jedes  /: 


^«0 
dx 


/j  =>     für  ^  <,x<a 


für.  AT  =  ^         und        /»i  =  0    für   ;i:  =  0 


(wenn  die  x  von  der  Mündung  des  Rohres  nach  abwärts  gerechnet  werden  und 
4Z  die  Länge  des  Rohres  ist)  als:. 


A  = 


4/ 


OD 

2*»  sin 

1 


~2~ 


^kt 


cos 


n%x 
"27" 


woraus  die  zur  Zeit  /  noch  in  deni  Rohre  befindliche  Gasmenge  M  folgt: 


M 


a 


p^dx^ 


—  >n e        \ 


■)• 


wo  Q  der  Querschnitt  des  Rohres,  und  hieraus  findet  sich  i. 

Bei  diesen  Untersuchungen  ergaben  kurze  Versuchszeiten  stets  kleinere 
Dififiisionskoeffizienten  als  man  bei  längerer  Dauer  erhielt,  und  ebenso  erwiesen 
die  i,  aus  dem  unteren  Teile  der  Diffusionsröhre  berechnet,  sich  größer,  als  wenn 
man  sie  aus  dem  Gasinhalt  des  oberen  Teiles  bestimmte.  Daraus  schließt 
VON  Obermater:  die  Diffusion  geht  dort,  wo  die  kleinen  Dichtigkeitsgefälle 
herrschen,  schneller  und  dort,  wo  die  großen  Gefalle  vorkommen,  langsamer  vor 
sich  als  dies  nach  der  Theorie  zu  erwarten  wäre.    Femer  gaben  von  Obermater 


^  A,  VON  Obermayer,  1.  c. 
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die  Gase  mit  drei  und  mehratomigen  Molekülen,  in  Wasserstoff  diffundierend, 
größere  derartige  Abweichungen  als  die  Gase  mit  zweiatomigen  Molekülen,  z.  B. 
sind  diese  Abweichungen  größer  für:  H— COj;  H— N^O;  H— CH^;  H— CgH^; 
H— CjjH^  als  für  H— O;  H— CO;  H— Luft. 

Die  so  beobachteten  Veränderungen  von  k  sind  freilich  klein  und  steigen 
außer  bei  den  drei  und  mehratomigen  Molekülen  fast  nie  über  4  ^/^  des  Wertes 
von  ky  doch  übertreffen  sie  durchaus  die  Versuchsfehler  und  finden  sich  bei 
beiden  benutzten  Methoden. 

Seine  bei  verschiedenen  Temperaturen  gewonnenen  Werte  von  k  hat 
VON  Obermayer  auf  0®  C  und  76  cm  Druck  nach  der  Formel  reduziert: 


k   ^  k 


P 

76 


Dabei  ist  der  Temperaturkoeffizient  n  nicht  durchweg,  wie  bei  Stefan, 
=  2  gesetzt,  sondern  nach  eigenen  Versuchen  (s.  später)  benutzt  von  Obermayer 
diese  Zahl  nur  für  die  Kombinationen  von  Kohlensäure  mit  Luft,  Sauerstoff  und 
Stickoxydul,  .während  er  für  alle  anderen  Gase  n  =  1,75  nimmt. 

So  erhält  man  folgende  Tabelle: 


Gase 


CO,-N,0 

CO.-CgH^ 

CO-C,H^ 

CO-CO, 

Luft-CO, 

0-CO, 


0,092 
0,101 
0,117 
0,131 
0,135 
0,136 


1  ^ 

.    cm* 

cm* 

Gase 

^0 

Gase 

*o 

"   sec 

"  sec 

CO,-CH^ 

0,147     : 

H-COj 

0,53 

Luft-0 

0,178 

H-N,0 

0,58 

N-O 

0,179 

H-CH^ 

0,63 

CO-0 

0,187 

H-Luft 

0,64 

H-C,He 

0,46 

H-CO 

0,65 

H.C,H, 

0,48 

H-O 

0,67 

Diese  Zahlen  sind  nur  aus  solchen  Versuchen  abgeleitet,  die  mindestens 
40  Minuten  gedauert  haben  und  also  größere  Werte  von  Jd  als  die  geben,  welche 
man  bei  kurzer  Versuchsdauer  erhält. 

Bei  seinen  Versuchen  benutzte  von  Obermayer  als  Diffusionsröhren  Gewehr- 
läufe aus  Stahl,  ihm  folgte  darin  R.  Schmidt^,  der  in  neuer  Zeit  nach  der 
LoscHMiDT sehen  Methode  die  Difiusion  von  Argon  und  Helium  gegeneinander 
untersuchte.  Die  nach  Schluß  des  Verbindungshahnes  in  den  beiden  Rohrhälften 
befindlichen  Gemische  von  Argon  und  Helium  konnten  nicht  durch  chemische 
Analyse  bestimmt  werden,  sondern  die  Dichte  jedes  Gemisches  wurde  durch  feine 
Wägung  gefunden  und  daraus  der  Prozentgehalt  der  Gase  ermittelt.  Ob  auch 
bei  diesen  einatomigen  Gasen  i  veränderlich  ist,  wurde  dadurch  geprüft,  daß 
bei  einer  Anzahl  von  Versuchen,  der  die  obere  Hälfte  des  Apparats  bildende 
Gewehrlauf  durch  einen  Hahn  in  seiner  Mitte  in  zwei  abgeschlossene  Hälften 
zerlegt  werden  konnte.  Bestimmte  man,  nachdem  die  Diffusion  eine  Zeitlang 
gedauert,  auch  den  Gasgehalt  dieser  beiden  Hälften,  so  ergab  sich  eine  Ver- 
änderlichkeit von  ^,  es  wird  nämlich  bei  15®  C  und  76  cm  Druck  für  Argon- 
Helium: 

.2 


'*16 


0,7057 


cm* 
sec 


A5  =  0,6955 


cm' 
sec 


in  der  Mitte  des  ganzen  Diffusionsrohres 


in  8/^  Höhe 


Daß  i  nicht  konstant,   hat  auch  Waitz^  aus  Beobachtungen  gefolgert,  die 
sich  auf  Luft — COg  beziehen  und  gestatten,  den  Diffusionsvorgang  in  verschiedenen 


1  R.  Schmidt,  Ann.  d,  Phys.  14.  801.  1904.  —  2  k.  Waitz,  1.  c. 
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Querschnitten  eines  Gefäßes  mit  der  Zeit  zu  verfolgen.  Sein  Apparat  bestand  aus 
einem  starken,  unten  geschlossenen,  oben  mit  einem  abhebbaren  Deckel  versehenen 
Kasten  von  Eisenblech,  der  eine  Tiefe  und  Länge  von  50,8  cm  und  eine  Breite 
von  7,1  cm  hatte.  An  der  breiten  Außenseite  desselben  waren  in  den  Abständen 
10,0  cm,  20,1  cm  und  35,2  cm  von  der  Mündung  drei  rechteckige  mit  dem 
Kasten  gleich  lange  Röhren  angelötet.  Neben  diesen  lagen  in  die  schmalen 
Vertikalwände  des  Kastens  eingeschnittene  viereckige  Fenster,  die  zusammen  mit 
den  benachbarten  Röhrenmündungen  durch  planparallele  Oläser  verschlossen 
wurden.  Der  Kasten  wurde  mit  COj  gefüllt  und  durch  ein  Paar  gegenüber- 
liegender Fenster  das  eine  Strahlenbündel  eines  Jamin  sehen  Interferentialrefraktors 
geschickt,  während  das  andere  Bündel  durch  die  anliegende  Röhre  ging.  Durch 
die  nach  Abheben  des  Deckels  im  Kasten  stattfindende  Diffusion  von  Luft  gegen 
CO2  erhielten  die  durch  den  Kasten  gehenden  Strahlen  Phasenänderungen,  welche 
ein  Wandern  der  mit  einem  Fernrohr  beobachteten  Interferenzstreifen  bewirkten. 
Aus  dieser  Bewegung  ließ  sich  auf  die  Zusammensetzung  des  Gasgemisches  an 
der  betreffenden  Stelle  im  Kasten  schließen  und  sich  der  Diffusionskoefhzient 
bestimmen.  Es  ergab  sich  derselbe  nach  unserer,  ein  konstantes  k  voraussetzenden 
Gleichung  (3)  berechnet  als  verschieden  für  die  drei  untersuchten  Querschnitte 
und  auch  in  jedem  einzelnen  Querschnitt  näherte  sich  k  erst  allmählich  einem 
konstanten  Grenzwert.  Diese  Grenzwerte  für  den  obersten  und  untersten  Quer- 
schnitt unterscheiden  sich  etwa  um  4  ^j^.  Aus  diesen  Versuchen  hat  Hausmaninger  ^ 
k  genähert  ausgerechnet  unter  der  Annahme,  daß  nicht  Gleichung  (3)  sondern  (2) 
den  Diffusionsvorgang  darstelle  und  fand  danach,  daß  k  für  Luft— Kohlensäure 
wahrscheinlich  wirklich  nicht  konstant  sei. 

Eine  andere  Methode,  um  die  Gasdiffusion  zu  untersuchen,  hat  M.  Töpler* 
vorgeschlagen.  Er  benutzt  die  von  A.  Töpler  und  R.  Hennig'  zuerst  verwendete 
Drucklibelle,  um  die  Diffusion  emes  Gases  aus  einem  offenen  Rohre  in  die  freie 
Luft  zu  untersuchen.  Bei  diesem  Vorgang  änderte  sich  das  Gewicht  des  Gases 
in  dem  Rohre,  was  der  Stand  der  Libelle  anzeigt. 

Die  Diffusion  von  Wasserstoff  gegen  andere  Gase  (z.  B.  Luft)  in  einem 
Apparat  wie  dem  Loschmidts  an  verschiedenen  Stellen  des  Rohres,  kann  man 
nach  F.  A.  Schulze*  vermittelst  Absorption  des  Wasserstoffes  durch  Palladium- 
schwarz verfolgen.  Im  Moment  der  Absorption  an  der  Stelle,  wo  das  Palladium 
sich  befindet,  nimmt  der  Gesamtdruck  ab  und  das  wird  an  einem  empfindlichen 
Manometer  beobachtet.  Der  unbekannte  absolute  Wert  des  sehr  kleinen  Partial- 
drucks  des  Wasserstoffes,  der  zur  Absorption  nötig  ist,  muß  durch  Kombination 
von  zwei  Beobachtungen  eliminiert  werden.  Die  Zahl,  die  Schulze  so  für  k 
findet,  stimmt  mit  der  nach  anderen  Methoden  gewonnenen  leidlich  überein. 

Über  die  Diffusion  eines  Gemenges  von  3  Gasen  haben  Wretschko * 
und  Benigar*  mit  Loschmidts  Apparat  Versuche  angestellt,  um  die  Theorie 
von  Stefan'  zu  prüfen.  Dieser  erhält  für  drei  Gase  analog  der  früheren  Enl- 
wickelung  für  zwei  Gase,  die  Gleichung: 

für  das  erste  Gas  und  eben  solche  Gleichungen  für  die  beiden  anderen,  wo  die 
Zeichen  die  frühere  Bedeutung  haben.     Daraus  folgt  wieder: 

wozu  die  Kontinuitätsgleichung  dp^ldl+  dg^jdx^  0  kommt. 

1  V.  Hausmaninger,  Wien.  Ber.  86.  1074.  1882.  —  2  m.  Töpler,  1.  c  —  3  A.  Töpler 
und  R.  Hennig,  Wied.  Ann.  34.  790.  1888.  —  ♦  F.  A.  Schulze,  1.  c,  —  B  A.  Wretschko, 
AVien.  Ber.  62.  (II)  575.  1870.  —  ®  J.  Benigar,  Wien.  Ber.  62.  (II)  687.  1870.  — 
7  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  63.  (II)  63.  1871. 
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Unter  der  Voraussetzung,  dafi  das  dritte  (beigemengte)  Gas  gleichförmig 
verteilt,  d.  h.  ^j  =  0  oder  p^  «  const  sei,  erhält  man 

iA i ^i^y^i 

dt  ^u/ -  (^U  -  ^i8)/8      ^^'  ^^ 

und 

wo  /  der  konstante  Gesamtdruck  der  drei  Gase  ist,  unter  dem  die  Diffusion  erfolgt. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  nachstehende  Sätze  für  die  Gase  A 
und  B,  denen  das  Gas  C  beigemengt  ist:  Ist  C  eines  der  Gase  A  und  B,  so 
wird  die  Diffusionsgeschwindigkeit  von  A  und  B  nicht  geändert.  Das  Gas  C 
vergrößert  oder  verkleinert  die  Diffusionsgeschwindigkeit  für  jedes  der  beiden 
Gase  A  und  B,  je  nachdem  sein  spezifisches  Gewicht  unter  oder  über  dem  des 
anderen  der  beiden  Gase  liegt.  Das  Gas  C  wird  bei  dieser  Diffusion  auf  die 
Seite  des  spezifisch  leichteren  getrieben. 

Bei  Ableitung  dieser  Sätze  ist  von  der  Beziehung  Gebrauch  gemacht,  daß 
die  Diffusionskoeffizienten  sich  ungefähr  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  aus 
den  Dichten  der  Gase  verhalten.  Femer  ist  die  Annahme  benutzt,  daß  ^3  =  0 
sei,  was  nicht  richtig  ist,  wie  die  Sätze  selbst  schon  zeigen.  Trotzdem  jedoch 
sind  diese  Resultate  Stefans  durch  die  Beobachtungen  von  Wretschko  und 
Benigar  im  ganzen  bestätigt  worden.  Stefan  hat  seine  Theorie  aber  noch 
genauer  geprüft,  indem  er  eine  approximative  Integration  der  Grundgleichungen 
vornahm  und  dann  die  Gasmengen  berechnete,  welche  in  den  beiden  Rohr- 
hälften nach  der  Zeit  /  vorhanden  sind.  Die  Rechnungsergebnisse  stimmen  gut 
mit  den  Beobachtungen  Wretschko  s  und  Benigar  s  überein. 

ß)   Diffusion  von  Dämpfen. 

Stefan  ^  hat  nachgewiesen,  daß  die  Geschwindigkeit  der  Verdampfung  einer 
Flüssigkeit  in  eine  Gasatmosphäre  (Luft,  Wasserstoff)  von  der  Natur  des  Gases 
abhängt,  und  daß  dieser  Prozeß  sich  nach  der  Theorie  der  Diffusion  entwickeln 
läßt.  Zu  dem  Zwecke  stellte  Stefan  Versuche  über  die  Verdampfung  einer 
Flüssigkeit  aus  einem  engen,  mit  Teilung  versehenen  Röhrchen  in  die  freie  Atmo- 
sphäre, oder  in  einen  gleichmäßigen,  über  das  Röhrchen  geleiteten  Gasstrom  an. 
Er  beobachtete  dabei  die  Zeiten,  in  denen  die  Flüssigkeitsoberfläche  eine  gemessene 
Strecke  im  Röhrchen  sank,  diese  Zeiten  sind  bestimmt  durch  die  Diffusions- 
geschwindigkeit des  Dampfes  in  das  strömende  Gas. 

Ausgehend  von  seinen  früher  angeführten  Voraussetzungen  und  Entwickelungen 
und  bei  Benutzung  derselben  Zeichen,  erhielt  Stefan  unter  der  Annahme,  daß 
ein  stationärer  Zustand  in  der  Verdampfung  eingetreten  sei  und  das  Niveau  der 
Flüssigkeit  stets  auf  derselben  Höhe  gehalten  werde;  die  Ausgangsgleichung  ^; 

(8)  ^  +  A,^Q,Q^u^=^0     ,  da     «,  =  0      . 

Nimmt  man  den  Querschnitt  des  Röhrchens  =  1  an,  führt  wieder  die  Drucke  p 
statt  der  Dichten  q  ein  und  bedenkt,  daß  u^  Q^  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den 
Querschnitt  gehende  Dampfmenge  ist,  deren  Volumen,  unter  dem  herrschenden 
Gesamtdrucke  p  und  der  Temperatur  T,  v^  heiße,  so  wird  Gleichung  (8) 

1  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  68.  (II)  385.  1873;  Ö8.  (II)  1418.  1889;  WiED.  Ann.  41.  723. 
1890.  —  2  Eine  strengere,  als  die  hier  angedeutete,  Theorie  findet  sich  in  der  Abhandlung 
von  1889. 
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und  setzt  man  wieder 

SO  bedeutet,  wie  früher,  k  den  Diüusionskoeffizienten  und  man  hat  einfach 


dx 


+A^'i=o 


da  /j  =  /  —  /i ,     folglich 

,^^-k-^^         oder         .^«iJ^e^ifrM      . 

Hat  der  Partialdruck  des  Dampfes  an  der  Flüssigkeitsoberfläche  den  Wert  py\ 
am  oberen  offenen  Ende  der  Röhre  den  Wert  p^"  und  ist  h  der  Abstand  des 
Niveaus  der  Flüssigkeit  vom  oberen  Rohrende,  so  wird: 

Bei  den  Versuchen  kann  /»i"=  0  gesetzt  werden  und  p^  (kurz  statt  p^  ge- 
schrieben) gibt  den  Maximaldruck  des  gesättigten  Dampfes  bei  der  Versuchs- 
temperatur, also: 

(9)  i;i  =  — log      ^ 


P-Pi 

Der  in  der  Zeit  dt  entwickelten  Dampfmenge  entspricht  die  Senkung  dk 
das  Flüssigkeitsniveaus  im  Röhrchen.  Ist  S  die  Dichte  des  Dampfes  bei  der 
Beobachtungstemperatur  T  und  dem  Drucke  /  und  s^  die  Dichte  der  Flüssigkeit 
bei  Tf  so  wird 

6'  v^' dt  =  s^*d/t 

Setzt  man  hier  den  Wert  von  Vy^  ein  und  bezeichnet  mit  A^  bezw.  h^  die  Tiefe 
des  Niveaus  der  Flüssigkeit  unter  der  Mündung  des  Röhrchens  zur  Zeit  /^  bezw.  /j, 
mit  dj  (wie  bisher)  die  Dichte  des  Dampfes  bei  O^C  und  76  cm  Druck,  so  erhält 
man  als  Diffusionskoeffizient  bei  76  cm  Druck  und  der  Versuchstemperatur  T: 

^     '  2  6,     T,  {i,-i,)[\ogp-\og{p-p,)] 

Stefan  fand  so  für: 

Äther-Luft /&  =  0,0844  1  cm»  bei  19  <^  C 

Schwefelkohlenstoff'-Luft       .  k  =  0,1053 /"sec   bei  16®  C     » 

Für  Äther-Wasserstoff"  war  bei  19,2®  C  k  etwa  8,7  mal  so  groß  als  für 
Äther-Luft. 

Nach  Formel  (ig)  hat  auch  Winkelmann ^  seine  zahlreichen  Beobachtungen 
des  i  berechnet.     Seinen  Apparat  zeigt  Figur  456. 

ad  ist  ein  Glasrohr  von  20mm  Durchmesser  und  200mm  Höhe,  das  unten 
in  ein  enges  Röhrchen  de  (6mm  Durchmesser,  90mm  Höhe)  ausläuft  In  das 
letztere  wird  ein  unten  geschlossenes,  mit  Millimeterteilung  versehenes  Röhrchen 
gebracht,  das  die  zu  verdampfende  Flüssigkeit  enthält.  Das  obere  Ende  dieses 
Röhrchens  ragt  etwas  über  die  untere  Mündung  der  Röhre  /k  hinaus,  die  durch 
einen  Kork  im  Rohre  a  b  befestigt  ist.  Das  Gas  in  dem  die  Verdampfung  vor 
sich  gehen  soll,  wird  durch  fh  ein   und   durch  /  abgeführt.      Das  Ganze  konnte 

1  A.  Winkelmann,  Wied.  Ann.  22.  i  u.  152.  1884;  23.  203.  1884;  26.  105.  1885; 
33.  445.  1888;  86.  93.  1889. 
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in  ein  Wasserbad  gesetzt,  dessen  Temperatur  das  enge  Röhrchen  b  c  mit  der  Flüssig- 
keit schnell  annahm,  und  so  bei  verschiedenen  Temperaturen  beobachtet  werden. 

Bei  einigen  der  untersuchten  Dämpfe,  besonders  bei  Wasser, 
machte  sich  ein  Einfluß  der  Tiefe  h  des  Flüssigkeitsniveaus  auf  den 
Wert  von  k  geltend,  so  daß  k  mit  zunehmender  Tiefe  sich  einem 
größten  Grenzwert  näherte.  In  den  Tabellen  sind  für  Wasser  diese 
Grenzwerte  angegeben.  Über  die  Quellen,  woher  die  anderen  nach 
Gleichung  (10)  zur  Berechnung  von  k  nötigen  Größen  genommen  sind, 
muß  auf  die  Abhandlungen  verwiesen  werden. 

Um  die  Diffusionskoeffizienten  untereinander  vergleichbar  zu 
machen,  sind  sie  alle  auf  0^  C  reduziert  unter  der  Voraussetzung, 
daß  die  Gleichung  (6)  der  Stefan  sehen  Theorie  gültig,  d.  h.  k  pro- 
portional T^  sei,  dabei  sind  z.  B.  die  Beobachtungen  mit  Wasser- 
dampf meist  bei  den  zwei  Temperaturen  92,4^  und  49,5®  C  aus- 
geführt, so  daß  die  nötige  Temperaturkorrektion  groß  ist. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  eine  Zusammenstellung  von  Winkel- 
manns Resultaten]  die  Überschriften  der  drei  Kolumnen  geben  die 
Gase,  in  die  die  links  stehenden  Flüssigkeiten  verdampfen:  T^gar  456. 

Diffusionskoeffizienten  (incm*/sec)  der  Dämpfe  bei  O^C  und  760mm  Druck. 


I   Wasserstoff 


Wasserdampf  .     . 
Äther     .... 
Schwefelkohlen  stoff 
Benzol    .... 
r  Methyl 


Alkohole 


Äthyl . 

Propyl     

Isobutyl 

Normal-ßutyl  .     .     .     , 
Gärungs-Amyl       .     . 
Normal-Amyl  ... 
Normal- Hexyl .     .     . 

Ameisensäure 

Essigsäure 

Propionsäure 

Buttersäure 

Isobuttersäure 

Isovaleriansäure    ,....., 
'  Ameisensäure-Äthyl  .     , 

-Propyl 
Essigsäure-Methyl 

-Äthyl  .     .     , 
-Isobutyl    . 
Propionsäure-Methyl 
-Äthyl  . 
-Propyl . 
-Isobutyl 
-Amyl   .     , 
Buttersäure-Methyl    . 
-Äthyl.     . 
„         -Propyl     . 
„         -Isobutyl  . 
Isobu  ttersäure- M  ethy  1 
„  -Äthyl. 

-Propyl 
„  -Isobutyl  , 

-Amyl . 
Valeriansäure-Äthyl  . 
-Propyl. 
-Isobutyl    , 
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Ester 


0,687 

0,296 

0,369 

0,294 

0.5001 

0,8806 

0,3153 

0,2771 

0,2716 

0,2340 

0,2851 

0,1998 

0,5131 

0,4040 

0,3315 

0,2639 

0,2713 

0,2118 

0,3238 

0,2810 

0,3357 

0,2727 

0,2237 

0,2949 

0,2373 

0,2121 

0,1998 

0,1796 

0,2422 

0,2238 

0,2059 

0,1850 

0,2567 

0,2312 

0,2120 

0,1889 

0,1724 

0,2050 

0.1891 

0,1694 


Luft 


0,198 

0,0775 

0,0883 

0,0751 

0,1825 

0,0994 

0,0803 

0,0688 

0,0681 

0,0585 

0,0589 

0,0499 

0,1315 

0,1061 

0,0854 

0,0680 

0,0704 

0,0555 

0,0834 

0,0713 

0,0852 

0,0709 

0,0552 

0,0745 

0,0630 

0,0554 

0,0506 

0,0442 

0,0640 

0,0573 

0,0523 

0,0474 

0,0641 

0,0592 

0,0539 

0,0468 

0,0426 

0,0505 

0,0466 

0,0423 


Kohlensäure 


0,131 
0,0552 
0,0629 
0,0527 
0,0880 
0,0693 
0,0577 
0,0483 
0,0476 
0,0419 
0,0422 
0,0351 
0,0879 
0,0713 
0,0593 
0,0476 
0,0472 
0,0375 
0,0547 
0,0490 
0,0572 
0,0187 
0,0400 
0,0528 
0,0450 
0,0396 
0,0365 
0,0319 
0,0438 
0,0406 
0,0364 
0,0332 
0,0450 
0,0419 
0,0888 
0,0366 
0,0805 
0,0366 
0,0341 
0,0308 
90 
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Bildet  man  für  die  Ester  der  Tabelle  die  Produkte  aus  dem  Diffusions- 
koeffizienten (in  Luft)  und  der  Dampfdichte,  so  liegen  deren  Werte  zwischen 
0,216  und  0,248,  d.  h.  sind  also  näherungsweise  konstant  Wäre  das  Produkt 
völlig  konstant,  so  hätte  man  das  Resultat:  Es  diffundiert  unter  gleichen  Um- 
ständen (gleicher  Temperatur  und  gleichem  Druckgefälle)  in  der  gleichen  Zeit 
die  gleiche  Gewichtsmenge  der  verschiedenen  Dämpfe. 

Weitere  Bestimmungen  von  k  nach  der  Methode  der  Verdampfung  unter 
Benutzung  der  Stefan  sehen  Formel  hat  Güglielmo^  gemacht  und  ähnliche  Werte 
wie  Winkelmann  für  k  bei  der  Verdampfung  von  Wasser  in  Wasserstoff  oder 
Luft  oder  Kohlensäure  gewonnen. 

Auch  Gribojedoff*  hat  bei  verschiedenen  Temperaturen  und  Drucken  k 
für  Äthyläther,  Benzol,  Methylformiat,  Methylacetat,  Methylpropionat  durch  Ver- 
dampfung dieser  Flüssigkeiten  bestimmt. 

0)   Einfluß  der  Temperatur  auf  den  SiffuBionskoeffizienten. 

Schon  LosCHMiDT  fand  durch  seine  Versuche,  daß  die  Diffusionskoeffizienten 
nicht  wie  es  die  Stefan  sehe  Theorie  (und  auch  die  zweite  Theorie  von  Maxwell) 
verlangte  dem  Quadrat  der  absoluten  Temperatur  [T^  proportional  sind.  Genauere 
Versuche  in  einem  größeren  Temperaturintervall  hat  über  den  Einfluß  der  Temperatur 
VON  Obbrmater^  angestellt,  indem  er  seinen  Apparat  einmal  bei  Zimmer- 
temperatur (8 — 13^  C)  hielt,  das  andere  Mal  in  schmelzendes  Paraffln  (61,5^  C) 
tauchte.     Er  fand  so  in  der  Formel 


den  Wert  von  n  für  Kombinationen: 


-^xfr 


Kohlensäure-Stickoxydul 

-Luft  .     .     . 

„  -Wasserstoff 


2,050 
1,968 
1,742 


Sauerstoff-Stickstoff .  , 
„  -Kohlenoxyd  . 
,,       -Wasserstoff  . 


1,792 
1,785 
1,755 


Hieraus  schloß  von  Obermayer,  daß  n  für  die  sogenannten  permanenten  Gase 
ungefähr  1,75,  für  die  anderen  Gase  etwa  2  sei;  danach  ist  in  der  Tabelle  (p.  1421) 
die  Reduktion  der  k  auf  0*^  C  vorgenommen.  Bei  späteren  Versuchen*  ergab 
sich  für  COa-Luft  «  =  1,86. 

Für  den  Diflfusionskoeffizienten  des  Wasserdampfes  in  H,  Luft  und  CO, 
hat  Winkelmann*  das  n  bestimmt,  indem  er  für  diese  Kombinationen  sowohl 
bei  Temperaturen  zwischen  16®  und  23*^0  als  bei  99— 100®  C  Verdampfungs- 
versuche nach  der  oben  beschriebenen  Methode  machte.  Um  die  Schnelligkeit 
der  Verdampfung  bei  den  hohen  Temperaturen  zu  vermeiden,  die  eine  Fehler- 
quelle bilden  konnte,  geschah  diese  Verdampfung  unter  höherem  Drucke  (150  bis 
165  cm).     Es  fand  sich  so  für: 


Wasserdampf- Wasserstoff 
-Luft      .     . 
„  -Kohlensäure 


1,712 
1,774 
1,972 


0,7516 
0,2162 
0,1387 


1  G.  OUGLXELMO,  Atti  della  R.  Acc.  dclla  Sc.  di  Torino  17.  1881;  18.  1882;  auch 
Beibl.  e.  475,  1882;  8.  20.  1884.  —  2  S.  Gribojedofk,  Journ.  d.  niss.  phys.-chem.  Ges.  25. 
(I)  36.  1893;  auch  Beibl.  17.  725.  1893.  —  ^  A.  von  Oberjwayer,  Wien.  Ber.  81.  (II)  1102. 
1880.  —  ♦  A.  VON  Obermayer,  Wien.  Ber.  87.  (II)  207.  i88j.  —  5  a.  Winkelmann,  Wied. 
Ann.  80.  93,  1889. 
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Benutzt  man  diese  Werte  von  n  zur  Reduktion  der  bei  anderen  Tempera- 
turen beobachteten  Diffusionskoeffizienten  auf  0^  C,  so  sind  statt  der  in  der 
früheren  Tabelle  angefahrten  Werte  jetzt  die  in  der  letzten  Kolumne  gegebenen 
Zahlen  für  i^  zu  setzen. 

Die  Versuche  geben  nach  dem  bisher  Gesagten  für  die  Abhängigkeit  der  i 
von  der  Temperatur  also  weder  eme  Übereinstimmung  mit  der  Theorie  von 
Stefan  und  der  zweiten  kinetischen  Theorie  von  Maxwell,  die  ^  proportional  T^ 
verlangen,  noch  mit  der  Theorie,  wonach  die  Molekeln  beim  Zusammenstoß  wie 
elastische  Kugeln  angesehen  werden  dürfen  und  k  proportional  T*l*  sein  soll. 

d)   Vergleioh  der  Beobaohtnngen  mit  der  Theorie;   Veränderlichkeit  Yon  k. 

Alle  kinetischen  Theorien  verlangen,  wie  auch  die  Stefan  sehe  Formel  (6), 
daß  der  Diffusionskoeffizient  umgekehrt  proportional  dem  Gesamtdrucke  p  sei, 
das  wird  durch  die  Versuche  völlig  bestätigt  Ebenso  haben  die  Beobachtungen 
von  Winkelmann  ^  den  Zusammenhang  zwischen  k  und  dem  äußerem  Drucke  p, 
den  Stefan  aus  seiner  Theorie  der  Verdampfung  in  Formel  (q)  abgeleitet  hat, 
als  für  das  benutzte  Druckintervall  richtig  ergeben.  Bei  diesen  Versuchen  ver- 
dampfte Wasser  in  Luft  unter  dem  äußeren  Drucke  von  etwa  74  cm  bezw.  5 — 6  cm, 
der  aufsteigende  Dampf  wurde  durch  konzentrierte  Schwefelsäure  absorbiert. 

Einen  Vergleich  der  aus  Loschmidts  Versuchen  gewonnenen  Werte  von  i 
mit  anderen  aus  der  kinetischen  Theorie  der  elastischen  Kugeln  abgeleiteten 
Daten  hat  Maxwell  vorgenommen.  Maxwell*  entwickelt  für  den  Diffusions- 
l^oef&zienten  die  Formel: 


wo  s^^  den  Abstand  zwischen  den  Zentren  der  zwei  Molekeln  beim  Zusammen- 
stoß bezeichnet,  u  ist  die  Geschwindigkeit  eines  H-Molekels  bei  0®,  die  sich  ergibt, 
wenn  man  den  Mittelwert  von.«*  berechnet,  und  N  die  Zahl  der  Molekeln  in 
der  Volumeinheit  und  im  Normalzustand.     Die  Größe 


2y6Ä     ^ 
ist  für  alle  Gase  dieselbe,  und  setzt  man 


*'       k   y  m^       m^ 


so  kann  diese  aus  Loschmidts  Versuchen  gefunden  werden.  Es  ist  femer 
5jj  =  ^^12'  ^^^^  ^  ^^^  ^3  ^^®  Durchmesser  der  zwei  Molekeln,  d.  h. 
^ij  =  iK  +  ^2)  ^^^  ^^^^  ™^^  ^~  ^^''  folglich  gj2  =  i(^i'  +  40«  Maxwell 
vergleicht  nun  die  Werte  von  \  [d^  +  d^)  mit  den  von  Loschmidt  beobachteten  von 


1/^ 


+ 


und  findet  eine .  gute  Obereinstiinmung.  .- 

Während  die  Thfeorie  StÄFÄ^s  und  die  zweite  MAk^'ELLsqhe  Theorie,  nach 
der  die  Molekeln  umgekehrt  proportional  der  fünften  Potenz  der.  Entfernung  auf- 
einander wirken  sollten,  einen  konstanten  Wert  von  k  verlangen,  schloß  Ö.  E.  Mkyer 
aus   det ' kinetischen   Theorie,    daß  k  variabel  sei.     Die  Beobachtungen    ergäben 


»  A.  WiNKfitMANN,  WiED.  Ann.  33.  445.  1888.  —  2  j.  Cl.  Maxwell,  Nature. 1873. 
p. '2^8;  Sdent.  Papert  2.  343.  .     J 
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aber  übereinstimmend,  daß  k  variabel  ist;  somit  verlangen  die  erst  genannnte 
Theorien  eine  Korrektion  und  es  bleibt  nur  die  Formel  von  O.  E.  Meyer  zum 
direkten  Vergleich  übrig. 

Eine  solche  Prüfung  hat  Winkelmann  nach  seinen  Versuchen  mit  der  von 
O.  E.  Meter  abgeleiteten  Beziehung  vorgenommen,  nach  der: 

7t     iiv^u^'     ,   iVV 


>J  =  8     1       4- 

8/V  [     C,      ^      C, 

ist,  wo  -A^  bezw.  N^  die  Anzahl  der  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen  Teilchen 
des  ersten  bezw.  zweiten  Gases  bedeutet  und  N  ^  N^  +  N^  ist  u^  und  u^  sind 
die  molekularen  Geschwindigkeiten  der  beiden  Gase  und  C^  bezw,  C^  die  Zahl 
der  Zusammenstöße,  die  ein  Molekel  des  ersten  bezw.  zweiten  Gases  erfährt. 
Durch  Einführung  der  Molekulargewichte  m^,  m^  und  der  mittleren  Weglängen 
/j,  /g  kann  man  dieser  Formel  die  Gestalt  geben: 


i^  --u^m 


-'tw-r^J^-ft^,^^" 


wo 


Danach  hängt  k  von  dem  Mischungsverhältnis  N^  jN^  der  beiden  Gase  ab 
und  variiert  mit  diesem.  Bezeichnen  i^,  bezw.  ij,'  die  Werte  von  i  für  zwei 
verschiedene  Größen  von  ^ilN^  und  haben  k^^  bezw.  k^^  analoge  Bedeutung, 
so  lassen  sich  aus  Winkelmanns  Versuchen  bei  zwei  Temperaturen  die  Ver- 
hältnisse ^^12/ ^18  ^^^  ^12/^13'  bestimmen  und  mit  der  Theorie  vergleichen. 
Diffundiert  nämlich  z.  B.  Wasserdampf  einmal  in  H,  das  andere  Mal  in  COg 
unter  gleichen  Umständen  und  sind  a^^  bezw.  a^^  die  in  der  Zeiteinheit  bei  der 
Diffusion  in  H  bezw.  COg  durch  den  Querschnitt  der  Röhre  tretenden  Dampf- 
mengen, so  darf  man  setzen:  a^^  =  ^ia/(AA)  ^^^  ^13  ~  ^is/CAA)»  ^^  P  bezw. /^ 
der  Gesamtdruck  von  Gas  und  Dampf  bezw.  der  Maximaldruck  des  Dampfes 
ist     Man  hat  daher 

^is        ^3 

In  gleicherweise  läßt  sich  das  Verhältnis  ^^^Ihz  ^^^  ^^^  Maximaldruck  ^j' 
des  Dampfes  bestimmen  und  so  eine  Prüfung  der  Theorie  durch  die  Beobachtung 
ohne  Kenntnis  der  Funktion  /  anstellen.  Die  Größen  a^^  u.  s.  w.  sind  proportional 
mit  den  (vgl.  10)  direkt  durch  den  Versuch  gegebenen  /^  —  ^o/H^i  +  ^o)(^i  "~  ^0) 

und  das  Verhältnis  N^jN^  ist  genähert  = —  /  9"  •  -^^^  ^^^  Vergleich  be- 
nutzten Versuche  bezogen  sich  auf  die  Temperaturen  92,4^  bezw.  49,5®  für  die 
iVi/iVg  =  288/442  bezw.   =44,8/685,2  waren,  wenn 

ijj  Diffusionskoeffizient  von  HgO-Dampf— H 


ij3         Diffusionskoeffizient  von  HgO-Dampf— CO3 

oder  benutzte  ^12/^^14  ^^°^  Vergleich,  wo  das  Gas  4  Luft  war.  Diese  Prüfung 
ergab  einen  großen  Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung,  so  daß  die 
Formel  von  O.  E.  Meyer  die  Beobachtungen  nicht  darzustellen  imstande  war. 

Auch  R.  Schmidt   fand   bei   seinen   früher  angeführten  Beobachtungen  über 
die  Diffusion  von  Argon  gegen  Helium  eine  viel  kleinere  Veränderlichkeit  des  k 
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• 
als  die  Theorie  von  O.  E.  Meyer  oder  deren  von  C,  Gross  ^  versuchte  Modifi- 
aktion  verlangte. 

Eine  bessere,  wenn  auch  nicht  befriedigende  Übereinstimmung  mit  seinen 
Versuchen  lieferte  Winkelmann  die  Stefan  sehe  Theorie,  wo  der  dort  eingeführte 
Widerstand  A^^,  den  ein  Gas  der  Diffusion  eines  anderen  entgegensetzt,  als  die 
Bewegungsgröße  aufzufassen  ist,  die  das  eine  Gas  an  das  andere  abgibt. 
Stefan  nimmt  mit  Clausiüs  und  der  ersten  Maxwell  sehen  Theorie  an,  daß  die 
Molekeln  nur  beim  Zusammenstoße  und  zwar  wie  elastische  Kugeln  aufeinander 
wirken  und  findet  so 

wo  j »  Summe  der  Kugelradien  der  Molekeln  der  ersten  und  zweiten  Art. 
Danach  würde  sich  der  Temperaturkoeffizient  zu  '/^  ergeben.  Betrachtet  man 
das  Gas  bei  Normaldruck  und  Normaltemperatur,  so  wird 


wo  u  und  m  sich  auf  ein  drittes  Normalgas,  z.  B.  Wasserstoff*,  beziehen. 

Aus  allem  Angeführten  geht  hervor,  daß  der  Diffusionskoeffizient  zwar  ver- 
änderlich mit  dem  Mischungsverhältnis  ist,  daß  aber  diese  Veränderlichkeit  wohl 
nur  gering  sein  wird,  da  seine  Berechnung,  unter  der  Voraussetzung,  er  sei  kon- 
stant, nicht  allzu  weit  von  der  Beobachtung  abliegende  Werte  ergibt. 

Über  eine  Fortbildung  der  Theorien  sind  die  in  der  Einleitung  angeführten 
Abhandlungen  zu  vergleichen. 

Aus  der  Literatur  seien  noch  angeführt: 

J.  MOUTIER,  Sor  la  diffusion  des  gas.  Bull,  de  la  soc.  phil.  (7)  6.  136.  1881.  — 
A.  Winkelmann,  Ein  Vorlesimgsversuch  über  GasdifFusion.  Wi£D.  Ann.  27.  479.  1886.  — 
C.  Christiansen,  Atmolytische  Strömung  der  Gase.  Wied.  Ann.  41.  565.  1890.  —  W.  C. 
Röntgen,  Einige  Vorlesungsversuche:  2.  Diffusionswage.  Wied.  Ann.  40.  11  o.  1890.  — 
H.  BiLTZ,  Einige  Vorlesungsversuche  die  Diffusion  der  Gase  betreffend.  Ztschr.  f.  phys.  Chem. 
9.  152.  1892.  —  S.  H.  BUEBURY,  On  the  diffusion  of  gases.  Phil.  Mag.  (5)  24.  471.  1887; 
On  some  problems  in  the  kinetik  theory  of  gases.     Ibid.  SO.  298.  1890. 

2.   Diffusion  durch  Öffnungen  in  dünner  Wand. 

Dies  Problem  ist  von  H.  T.  Brown  *  in  botanischem  Interesse  zur  Erklärung 
.  der  Aufnahme  der  Kohlensäure  in  der  Atmosphäre  durch  die  Blätter  der  Pflanzen 
in  Angrifif  genommen  worden  und  hat  zu  dem  Resultat  geführt,  daß,  wenn  ein 
stationärer  Zustand  eingetreten  ist,  die  diffundierende  Menge  eines  Gases 
nicht  der  Größe  der  Öffnung,  durch  die  das  Gas  hindurchgeht,  sondern  dem 
Durchmesser  der  Öffnung  proportional  ist 

Das  Gesetz  wurde  u.  a.  durch  folgende  Versuche  bestätigt.  Eine  Anzahl 
von  gleichen  Flaschen  wurden  alle  in  gleicher  Weise  zum  Teil  mit  Natronlauge 
gefallt,  die  Öffnung  der  Flaschen  durch  dünne  Metall-  oder  besser  Zelluloid- 
scheiben mit  verschieden  großen  kreisförmigen  Öffnungen  verschlossen  und  nach 
längerer  Zeit  die  von  der  Flüssigkeit  aus  der  Luft  absorbierte  Kohlensäuremenge 
bestimmt.     So  erhielt  Brown  z.  B.  die  Tabelle: 


1  C.  Gross,  Wied.  Ann.  40.  424.  1890.  —  *  H.  T.  Brown,  Chem.  News  82.  161. 
1900.  —  H.  T.  Brown  u.  F.  Escombe,  Phil.  Trans.  193.  (B)  223.  1900.  —  H.  T.  Brown, 
Kature  64.  171  u.  193.  1901. 
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Handb.  d. 
Phys.    8.  Anfl. 


Durchmesser 
der  Öffnung 


Verhältnis  des 
Flächeninhalts 
der  Öffnungen 


Verhältnis  der 

Öffnungs- 
durchmesser 


Verhältnis  der 

diffundierten 

CO, 


in  der  Stunde 


CO,  diffundiert  in 

der  Stunde  pro 

Quadratzentimeter 


22,7  mm 
6,03 
8,23 
2,11 


1,00 
0,07 
0,023 
0,008 


1,00 
0,26 
0,14 
0,093 


1,00 
0,26 
0,16 
0,10 


0,2380  ccm 
0,0625 
0,0398 
0,0260 


0,0588  ccm 
0,2186 
0,4855 
0,8258 


Dasselbe  Gesetz  ergab  sich,  wenn  die  Natronlauge  durch  konzentrierte 
Schwefelsäure  ersetzt  wurde,  für  die  Diffusion  des  Wasserdampfes  aus  der  Luft 

Bei  größerer  Öffnung  wird  der  stationäre  Vorgang  leicht  durch  Ungleich- 
mäßigkeiten  der  Temperatur  oder  Luftbewegung  gestört. 

Die  Ursache  dieser  Erscheinung  ist,  daß  bei  stationärem  Zustand  die  CO, 
durch  die  Luft  sich  nach  der  Öffnung  hin  in  Strömungslinien  bewegt,  die  kon- 
vergieren. Betrachtet  man  einen  Vertikalschnitt  durch  den  Mittelpunkt  der 
Öffnung,  so  sind  die  Strömungslinien  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkt  im  Zentrum 
und  deren  Brennpunkte  im  Rande  der  Öffnung  liegen,  und  die  Linien  gleicher 
Dichten  Ellipsen.  Diese  Linien  stimmen  überein  mit  den  Kraftlinien  bezw.  Linien 
konstanten  Potentials,  die  eine  mit  Elektrizität  geladene  leitende  Scheibe  an  Stelle 
der  Öffnung  gesetzt  im  isolierenden  Luftraum  erzeugen  würde.  Aus  dieser  Ana- 
logie lassen  sich  auch  leicht  die  Fälle  beurteilen,  bei  denen  nicht  eine,  sondern 
mehrere  kreisförmige  Öffnungen  vorhanden  sind. 

Liegen  die  kleinen  Öffnungen  nahe  beieinander,  so  beeinflussen  sich  die  zu 
den  einzelnen  führenden  Strömungslinien,  wie  es  die  Kraftlinien  bei  nebeneinander 
liegenden  gleichnamig  elektrisch  geladenen  Platten  tun.  Für  eine  gegebene  Scheibe 
läßt  sich  nun  eine  Anordnung  der  Öffnungen  von  bestimmtem  Durchmesser  finden, 
bei  der  die  Diffusion  durch  die  Löcher  ein  Maximum  ist.  Diese  Anordnung  soll 
nach  Brown  bei  den  freien  Öffnungen  in  der  Epidermis  der  Pflanzenblätter  er- 
reicht sein. 

Dieselben  Gesetze  gelten  für  Salzlösungen,  die  z.  B.  durch  enge  Öffnungen 
in  einer  sie  trennenden  horizontalen  Zelluloid  wand  ineinander  diffundieren,  und 
ähnliche  Verhältnisse. 

Endlich  besteht  eine  vollkommene  Analogie  zwischen  den  angeführten  Diffusions- 
erscheinungen und  der  Theorie  der  Verdampfung  wie  sie  schon  von  Stefan* 
entwickelt  wurde  und  deren  Grundgleichung  wir  unter  (8)  des  ersten  Kapitels 
angefahrt  haben.  Denkt  man  sich  aus  einem  kreisförmigen  Gefäße  Wasser  ver- 
dampfen in  eine  Atmosphäre,  die  keinen  oder  nur  Dampf  von  geringerer  Spannung 
enthält,  als  der  Temperatur  des  Wassers  im  Gefäß  entspricht,  so  sind  die 
Strömungslinien  des  entwickelten  Dampfes  und  die  Flächen  gleicher  Dichtigkeit 
dieselben  wie  in  dem  angeführten  Diffusionsproblem.  Stefan  hat  auch  schon 
von  der  Analogie  zwischen  den  stationären  Verdampfungserscheinungen  und  denen 
der  Elektrostatik  (und  Wärmeleitung)  Gebrauch  gemacht  Er  fand*  so  die 
Menge  Dampf  {M\  die  in  der  Zeiteinheit  aus  einem  kreisförmigen  Becken  vom 
Radius  a  in  die  Atmosphäre  übergeht  Bedeutet  p  den  Gesamtdruck  (Druck  der 
trockenen  Luft  und  Druck  des  Wasserdampfes),  der  überall  konstant  sei,  p^  deii 
Druck  des  Dampfes  an  der  Wasseroberfläche,  p^'  den  Druck  des  Dampfes  sehr 
weit  entfernt  von  dem  Verdampfungsgefäß  und  i  den  Diffusionskoefflzient  von 
Wasserdampf  gegen  Luft,  so  ist: 


M  =s  4:ak  log 


P-Px 


1  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  83.  (II)  943.  1881.  —  ^  J.  Stefan,  1.  c.  p.  556. 
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oder  wenn  p^  und  p^  klein  gegen  p\ 

P 
d.  h.  die  Verdampfungsmenge  ist  dem  Durchmesser  der  verdampfenden  Fläche 
proportional  und  wächst,  auf  das  Quadratzentimeter  berechnet,  je  kleiner  diese 
Fläche  wird;  ganz  wie  es  die  Zahlen  der  letzten  Kolumne  in  der  Tabelle  auf 
der  vorhergehenden  Seite  für  die  Diffusion  zeigen.  Dies  Gesetz,  daß  die  Ver- 
dampfung von  den  linearen  Abmessungen  der  verdampfenden  Fläche  abhängt, 
wurde  qualitativ  bestätigt  von  Sresnewsky^  und  Winkelmann*,  auch  Brown* 
hat  Verdampfungsversuche  angestellt,  die  quantitativ  in  leidlicher  Obereinstimmung 
mit  der  Stefan  sehen  Theorie  sind. 

3.   Diflfusion  durch  feste,  poröse,  nicht  absorbierende  Körper. 

Viele  der  unter  der  Bezeichnung  „Diffusion  von  Gasen  durch  poröse  Körper" 
angestellten  Versuche  gehören  eigentlich  nicht  in  unser  Kapitel,  da  sie  entweder 
die  Vermischung  der  Gase  nicht  ohne  Einwirkung  äußerer  Kräfte  darstellen^ 
sondern  diese  Mischung  unter  einem  Oberdruck  auf  einer  Seite  des  porösen 
Körpers  erfolgen  lassen,  oder  überhaupt  nur  den  Durchtritt  von  Gasen  durch  die 
poröse  Scheidewand  nicht  in  ein  anderes,  sondern  in  dasselbe  Gas  oder  in  ein 
Vakuum  behandeln.  Weil  aber  die  Bezeichnung  Diffusion  auch  für  diese  Vor- 
gänge allgemein  üblich  geworden  ist,  wollen  wir  auch  sie  in  folgendem  kurz 
anfahren. 

Die  Beobachtimg,  daß  Gase,  besonders  Wasserstoff,  durch  sehr  feine  Öff- 
nungen (Sprünge  in  Gläsern,  kapillare  Zwischenräume  zwischen  eingeschliffenen 
und  nicht  gefetteten  Glasstöpseln  und  Flaschen)  hindurchdringen,  machten  Döber- 
einer* (1823),  Faraday*  (1826),  Magnus®  (1827)  u.  a.  Durch  ihre  Wahr- 
nehmungen angeregt  wendet  sich  Graham^  (1833)  diesen  Erscheinungen  zu,  die 
er  „Diffusion"  nannte;  er  benutzte  bald  Gips  als  porösen  Körper  und  stellte 
das  nach  ihm  benannte  Gesetz  auf.  Die  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  wurde  dann 
von  BuNSEN®  (1857)  für  Gips  bestritten  und  von  Graham  nur  für  Körper  mit 
sehr  feinen  Öffnungen  aufrecht  erhalten.  Bunsen  bewies  auch,  daß  die  Diffusions- 
geschwindigkeit innerhalb  gewisser  Grenzen  der  Druckdifferenz  des  Gases  auf 
beiden  Seiten  der  Scheidewand  proportional  ist.  1871  entwickelte  Stefan^  eine 
Theorie  der  Erscheinungen,  die  sich  ganz  an  seine  Theorie  der  freien  Diffusion 
der  Gase  anschloß,  aber  durch  die  Überlegungen  und  Versuche  von  Kirchhoff  ^^ 
und  Hansemann  ^^  (1884)  nicht  bestätigt  wurde.  Die  Diffusion  von  Dämpfen 
durch  eine  Tonzelle  hat  Püluj  (1877)  untersucht. 

Grahams  ^^  grundlegende  Untersuchungen  wurden  so  angestellt,  daß  die 
Diffusion  eines  Gases  durch  einen  Gipspfropfen  beobachtet  wurde,  der  oben 
eine  Glasröhre  verschloß,  in  welcher  unten  das  Gas  durch  Wasser  abgesperrt  war. 
Die  Diffusion  dieses  beschränkten  Gasvolumens  geschah  stets  gegen  die  Luft 
der  freien  Atmosphäre  und  das  Gas  wurde   möglichst  unter  Atmosphärendruck 


1  B.  Sresnewsky,  Jonrn.  d.  niss.  ehem.  phys.  Ges.  14.  420.  487.  1882;  16.  I.  1883. 
—  2  a.  Winkelmann,  Wied.  Ann.  36.  401.  1888.  —  3  H.  T.  Brown  u.  F.  Escombe,  1.  c» 
p.  247.  —  ♦  Döbereiner,  Über  eine  neu  entdeckte,  höchst  merkwürdige  Eigenschaft  des  Platins 
nnd  die  pneumatisch  kapillare  Tätigkeit  gesprungener  Gläser.  Jena  1823.  —  *  M.  Farad AT^ 
Pooo.  Ann.  8.  124.  1826.  —  *  G.  Magnus,  Pogg.  Ann.  10.  153.  1827.  —  7  th.  Graham^ 
Quat.  Joum.  of  Sc.  2.  74.  1829;  PoOG.  Ann.  17.  341.  1829;  28.  331.  1833;  Phil.  Mag.  (3)  2. 
175.  269.  351.  1833.  Die  Abhandlungen  von  Graham  sind  vereinigt  in:  Graham,  Chem.  and 
Phys.  Kesearches  Edinburgh  1876.  —  8  r,  Bunsen,  Gasometrische  Methoden.  Braunschweig 
1857.  p.  209.  —  •  J.  Stefan,  Wien.  Bcr.  63.  (II)  63.  1871.  —  W  g.  Kirchhoff,  Wied. 
Ann.  21.  563.  1884.  —  <<  G.  Hansemann,  Wied.  Ann.  21.  545.  1884.  —  W  th.  Graham, 
Phü.  Mag.  (3)  2.  175.  269.  351,  1833;  Pogg.  Ann.  28.  331.  1833. 
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gehalten,  indem  das  Glasrohr  in  ein  weiteres  Wassergefäß  tauchte  und  gehoben 
oder  gesenkt  wurde,  so  daß  das  Wasser  im  Rohre  und  äußeren  Gefäße  gleich 
hoch  stand.  Um  auch  die  äußere  Luft  gleich  dem  Gas  in  der  Diffusionsröhre 
mit  Wasser  zu  sättigen,  setzte  Graham  über  den  Gips  eine  mit  Wasser  be- 
feuchtete Tüte  von  Papier.  Erst  nach  längerer  Zeit,  wenn  man  den  Austausch 
des  Gases  und  der  Luft  als  beendigt  ansehen  konnte,  wurde  das  eingetretene 
Luftvolumen  gemessen.  Das  Gasvolumen,  das  für  die  Einheit  des  Luftvolumens 
ausgetreten  war,  nannte  Graham  das  Diffusionsvolumen  des  Gases.  Graham 
stellt  seine  Resultate  in  folgender  Tabelle  zusammen,  wo  6  die  Dichtigkeit 
bezeichnet: 


Gase  ■ 


Spcz.  Gew. 


/i 


Wasserstoff  .  . 
Kohlenwasserstoff 
Ölbildendes  Gas 
Kohlenozyd .  . 
Stickstoff .  .  . 
Sauerstoff.  .  . 
Schwefelwasserstoff 
Stickstoffoxydul . 
Kohlensäure .  . 
Schweflige  Säure 


0,0694 

0,555 

0,972 

0,972 

0,972 

1,111 

1,1805 

1,527 

1,527 

2,222 


3,7947 
1,3414 
1,0140 
1,0140 
1,0140 
0,9487 
0,9204 
0,8091 
0,8091 
0,6708 


Diffusions- 
volumen 


3,83 

1,344 

1,0191 

1,0149 

1,0143 

0,9487 

0,95 

0,82 

0,812 

0,68 


Danach  ergab  sich  Graham  das  Gesetz:  Sind  zwei  chemisch  nicht  auf- 
einander wirkende  Gase  durch  eine  poröse  Scheidewand  getrennt  und  hält  man 
den  Druck  auf  beiden  Seiten  der  Wand  stets  gleich  groß,  so  Verhalten  sich 
die  durch  den  porösen  Körper  hindurchdiffundierenden  Volumina  der 
beiden  Gase  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Dichten  der 
Gase. 

BüNSEN*,  der  ähnliche  Versuche  anstellte  und  durch  eine  passende  Vor- 
richtung das  Difiusionsrohr  in  viel  genauerer  Weise  als  Graham  heben  und 
senken  konnte,  so  daß  der  Druck  in  ihm  und  außen  bis  auf  0,1  mm  Hg  derselbe 
blieb,  fand  für  einen  Gipspfropfen  dies  Gesetz  nicht  bestätigt  Er  machte  femer 
darauf  aufmerksam,  daß  bei  der  Dififusion  eines  begrenzten  Gasvolumens  gegen 
ein  unbegrenztes  der  Austausch  der  Gase  mit  der  Verdünnung  des  anfänglich 
im  Difiusionsrohr  enthaltenen  immer  langsamer  werden  müsse,  so  daß  dann  in 
den  späteren  Stadien  des  Prozesses  keine  Beobachtung  mehr  möglich  sei,  da  der 
nicht  mehr  zu  korrigierende  Oberdruck  von  0,1  mm  in  diesen  Zeiträumen  be- 
trächtliche Gasmengen  durch  den  Gips  zu  pressen  imstande  sei.  Zugleich  aber 
ergaben  sich  bei  Bünsen  für  den  von  ihm  benützten  Gips  die  sich  austauschenden 
Mengen  der  Gase  während  der  ganzen  Zeit  seiner  Beobachtung  konstant. 

Um  die  Geschwindigkeit  zu  bestimmen,  mit  der  ein  Gas  durch  den  Gips- 
pfropfen hindurchdrang,  konstruierte  Bunsen  sein  Diffusiometer.*  Das  ist  im 
wesentlichen  eine  kalibrierte,  nicht  weit  von  ihrem  oberen  Ende  durch  den  porösen 
Körper  verschlossene  Glasröhre;  das  über  den  Gipspfropfen  hinausragende  Rohr- 
ende hat  nach  zwei  Seiten  Ansatzstücke,  durch  die  ein  über  den  Gips  streichender 
Gasstrom  zu-  und  abgeführt  werden  kann.  Der  untere  Teil  des  DifFusionsrohres 
ist  durch  Quecksilber  abgesperrt,  dessen  Stand  durch  exaktes  Heben  des  Rohres 
stets  in  derselben  Höhe  über  dem  Niveau  des  äußeren  absperrenden  Queck- 
silbers gehalten  wurde,  so  daß  das  Gas  in  dem  Rohre  immer  unter  konstantem, 
nur  wenig  geringerem  Drucke  als  dem  der  Atmosphäre  stand.  Bei  den  Ver- 
suchen war  das  Diffusionsrohr  mit  demselben  Gase  gefüllt,  das  über  den  Gips- 
pfropfen  imter  Atmosphärendruck  strömte,    und  Bunsen  beobachtete  die  Ein- 


*  R.  Bunsen,  1.  c.  p.  224  u.  s.  w.  —  *  R.  Bunssn,  1.  c  p.  214. 
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Strömungsgeschwindigkeit  des  Gases  unter  Oberdruck  durch  den  Gips. 
Er  fand  so  diese  Geschwindigkeit  dem  Oberdrucke  innerhalb  der  Beobachtungs- 
grenzen proportional,  das  Graham  sehe  Gesetz  aber,  wonach  die  Geschwindigkeit 
der  Wurzel  aus  der  Dichte  der  Gase  umgekehrt  proportional  sein  sollte,  bestätigte 
sich  nicht 

Graham^  wiederholte  Bunsens  Versuche  mit  einem  viel  feinporigeren 
Materiale  als  Gips,  mit  künstlich  gepreßtem  Graphit,  und  benutzte  dabei  auch 
Oberdnicke  bis  fast  von  einer  Atmosphäre.  Es  wurden  die  Zeiten  beobachtet, 
während  deren  das  Quecksilber  im  Diffusionsrohre  für  verschiedene  Gase  bei 
gleichem  Oberdrucke  um  dieselbe  Strecke  (70  bis  80  mm)  sank.  Es  ergab 
sich  z.  B.: 


Gas 


Diffusionszeit 


Sauerstoff     ...  I!  1 

Wasserstoff.     .  0,2505 

Luft   ....  I  0,9501 

Kohlensäure     .  |;  1,1860 


Vö 


1 

0,2502 
0,9507 
1,176 


Diese  Versuche  zeigen  deutlich  das  Gesetz,  daß  die  imter  Oberdruck  be- 
stimmten „DifFusionsgeschwindigkeiten"  der  Gase  der  Quadratwurzel  aus  deren 
Dichtigkeiten  umgekehrt  proportional  sind.  Die  Abweichungen  von  Bunsens 
Resultaten  schreibt  Graham  der  gröberen  Struktur  des  benutzten  Gipses  zu. 
Unter  Berücksichtigung  auch  von  späteren  Beobachtungen,  z.  B.  von  Hüfner* 
für  den  von  Reusch'  als  geeignetes  Material  erkannten  Hydrophan,  wird  man 
das  Graham  sehe  Gesetz  als  genähert  gültig  ansehen  müssen  bei  sehr  feinporigen 
Körpern,  die  keine  merkliche  Absorption  der  Gase  zeigen  und  durch  die  keine 
Strömung  der  Gase  als  Ganzes  stattfindet. 

Bunsens  Satz,  daß  die  Diflusionsgeschwindigkeit  eines  Gases  durch  Gips  der 
Druckdiflferenz  auf  beiden  Seiten  des  Gipses  proportional  sei,  war  nur  für  kleine 
Druckdifferenzen  (bis  72  mm)  gewonnen,  er  wurde  von  Hüfner  für  Hydrophan 
und  von  Stefan*  für  Gips  in  engen  Grenzen  bestätigt,  endlich  von  Hansemann ^ 
bis  zu  Oberdrucken  von  690  mm  bei  Gips  als  richtig  nachgewiesen. 

Stefan^  hat  für  die  Diffusion  der  Gase  durch  poröse  Scheidewände  eine 
Theorie  entwickelt,  die  sich  ganz  an  seine  Theorie  über  freie  Gasdiffusion  (s.  d.) 
anschließt  und  die  poröse  Wand  als  ein  unbewegliches  Gas  betrachtet.  Geht  nur 
ein  Gas  durch  die  Wand  und  setzt  man  für  diese  der  Annahme  nach  u^  =  0, 
so  werden  die  Grundgleichungen  für  die  Bewegung: 

Sind  i\  und  Pj'  die  Drucke  vor  imd  hinter  dem  Diaphragma,  dessen  Dicke 
D  tmd  a  eine  von  der  Natur  desselben  abhängige  Konstante,  folglich 

iA ^5^^ 

dx  D 

Definiert  man  den  Diffusionskoeffizienten  des  Gases  gegen  das  Diaphragma 
in  Obereinstimmung  mit  früherem  durch: 


\%  Q2  ^1 


^  Th.  Graham,  Phil.  Trans.  1863.  p.  385;  Pogg.  Ann.  120.  415.  1863.  —  2  g.  Hüfner, 
Wmn.  Ann.  10,  260.  1884.  —  3  e.  Reusch,  Pogg.  Ann.  124.  434.  1865.  —  *  J.  Stefan, 
Wien.  Ben  68.  (II)  63.  1871.  —  B  G.  Hansemann,  Wied.  Ann.  21.  557.  1884.  — 
«  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  63.  (II)  63.  187 1. 
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wo  ^1  die  Dichte  des  Gases  beim  Normaldruck  p^  und  der  Versuchstemperatur, 
so  wird  das  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  des  Diaphragmas  gehende 
Gasvolumen  für  Normaldruck  und  Versuchstemperatur: 

woraus  die  von  Bünsen  beobachtete  Proportionalität  des  v  mit  der  Druckdifferenz 
unmittelbar  folgt. 

Die  Größe  a  bezeichnet  das  Verhältnis  der  Porenräume  zu  dem  ganzen 
Volumen  des  porösen  Körpers,  wenn  keine  Kondensation  des  Gases  in  den  Poren 
stattfindet  und  es  ist  a  —  p^l^x»  wo  P^  den  Druck  des  freien  und  /^  des  in  dem 
Diaphragma  eingeschlossenen  Gases  bedeutet  —  Für  die  Bewegung  zweier  Gase 
durch  die  Scheidewand  geht  Stefan  von  seinen  Gleichungen  für  ein  Gemenge 
von  drei  Gasen  aus,  wo  die  Scheidewand  als  das  dritte,  ruhende  Gas  angesehen 
und  «j  =  0  gesetzt  wird,  di  h.  von 

-^  +  ^H^lft(«l  -  «l)  +  ^18^8^1«!  =  0    U.  S.  W.        , 

welche  Gleichungen  bei  Vernachlässigung  des  Widerstandes  der  zwei  Gase  gegen- 
einander, d.  h.  bei  Weglassung  des  mittleren  Gliedes  in  diejenigen  übergehen,, 
welche  schon  Bünsen  aufgestellt  hatte,  unter  Zugrundelegung  der  beiden  von 
ihm  für  Gips  experimentell  gefundenen  Sätze,  daß  das  diffundierende  Gasvolumen 
der  Druckdifferenz  zu  beiden  Seiten  des  Diaphragmas  proportional  sei  und  daß» 
bei  konstant  gehaltenem  Drucke,  die  durch  die  Scheidewand  sich  austauschenden 
Mengen  zweier  Gase  .in  einem  konstanten  Verhältnis  stehen.  Durch  Umformung 
dieser  und  der  Kontinuitätsgleichung  erhält  man  so: 

p^    dt  dx  '        pQ     dt    ^    dx 

als    Grundgleichungen    für    unseren   Vorgang,    wo    k    der   Koeffizient   der    freien 

Diffusion  der  beiden  Gase  gegeneinander  beim  Normaldruck  p^  ist  und  die  anderen 

Größen  früher  schon  angegebene  Bedeutungen  haben. 

Um   eine  genäherte  Vorstellung  von   der  Größe   der   Diffusionskoeffizienten 

der  Gase  gegen  eine  solche  poröse  Wand  zu  bekommen,  berechnete  Stefan  ij 

für  einen  Versuch,   in   dem  Luft  durch  eine  Tonzelle  getrieben  wurde  nach  der 

cm* 

Formel  (i)  xmd  findet  >f,  =  0,30 .    Ebenso  berechnet  Stefan  aus  den  letzten 

^  '  *  sec 

Gleichungen  unter  vereinfachenden  Voraussetzungen   den  Austausch  zwischen  O 

und   N    durch    ein  solches   Diaphragma,    wenn  jedes  der  beiden  Gase  auf  der 

einen  Seite  unter  dem  konstanten  Drucke  Pq/^  und  auf  der  anderen  unter  dem 

Drucke  o  gehalten  wird  und  findet,  daß  die  Widerstände  solcher  poröser  Körper 

von  derselben  Ordnung  sind  wie  die,  mit  denen  Gase  bei  freier  Diffusion  einander 

widerstehen. 

Diesem  Resultat  widersprechen   aber  die  Beobachtungen  von  Hansemann  \ 

der  zur  Berechnung  seiner  Versuche  Gleichungen  benutzte,  welche  Kirchhoff* 

^  G.  Hansemann,  Wied.  Ann.  2L  545.  1884.  —  2  g.  Kirchhoff,  Wikd.  Ann.  21. 
563.  1884. 
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aus  den  zuletzt  angeführten  Stefan  sehen  Formeln  entwickelt  hat.  Der  komplizierte 
Apparat  von  Hansemann  sollte  im  Gegensatz  zu  der  Bunsen  sehen  Anordnung 
dazu  dienen,  die  Mischung  der  Gase  durch  ein  Diaphragma  zu  beobachten, 
während  das  Gasvolumen  konstant  blieb  und  die  sieh  verändernden  Drucke 
gemessen  wurden.  "  Das  Diaphragma  bildete  dabei  die  Öffnung  eines  Hahnes, 
der  bei  passender  Drehung  die  zwei  Kammern  miteinander  verbinden  konnte,  in 
denen  sich  die  beiden  Gase  vor  dem  Versuch  getrennt  befanden.  Rühr- 
vorrichtungen in  den  Kammern  sollten  die  schnelle  Mischung  der  diffundierten 
Gase  bewirken,  sie  erwiesen  sich  aber  als  unnötig,  da  die  Diffusion  in  merklich 
gleicher  Weise  erfolgte,  mochten  die  Rührer  nun  in  Bewegung  sein  oder  nicht. 
Die  eine  Wand  jeder  Kammer  war  durch  eine  gewellte  Stahlblechscheibe  ge- 
bildet, die  sich  bei  Änderung  des  Druckes  deformierte,  und  diese  Deformation, 
auf  einen  Spiegel  übertragen,  diente  zur  Messung  des  Druckes,  während  das 
Volumen  der  Kammer  merklich  konstant  blieb.  Die  nähere  Einrichtung  des 
Apparats  und  die  Berechnung  der  Versuche  muß  in  den  Abhandlungen  von 
Hansemann  und  Kirchhoff  nachgesehen  werden.  Berechnet  man  aus  den 
Versuchen  für  die  Diffusion  von  H  und  O  den  Koeffizienten  der  freien  Diffusion 
dieser  Gase,  so  fand  sich  dieser  mehr  als  10  mal  so  groß  als  der  von  Loschmidt 
bestimmte,  und  Stefans  Theorie  wurde  also  nicht  bestätigt.  Hansemann  scheint 
es  demnach  wahrscheinlich,  daß  die  freie  Diffusion  zweier  Gase  in  den  sehr 
kleinen  Räumen  des  porösen  Körpers  nicht,  wie  dies  Stefan  voraussetzt,  gerade 
so  vor  sich  gehe  wie  in  großen  Räumen  und  die  Widerstände  der  Diaphragmen 
sollen  sehr  viel  größer  sein  als  es  Stefan  annimmt.  Ob  diese  Resultate  von 
Hansemann  wirklich  die  Stefan  sehe  Theorie  gänzlich  widerlegen,  müssen  weitere 
Beobachtungen  lehren. 

Eine  andere  Versuchsanordnung  für  die  Diffusion  der  Gase  durch  Tonzellen 
als  die  von  Graham  und  Bunsen  hat  v.  Lang  ^  angegeben.  Die  Diffusionszelle 
ist  eine  zylindrische,  mit  einem  Metalldeckel  geschlossene  Tonzelle;  durch  den  Deckel 
geht  ein  Messingrohr,  das  mit  dem  Leitungsrohr  eines  Gasvolumenometers  durch 
einen  Kautschukschlauch  verbunden  ist.  Dies  Volumenometer  besteht  aus  einer 
WouLF sehen  Flasche  mit  zwei  Hälsen  und  einem  Tubulus  unten.  Durch  den 
einen  Hals  wird  die  Flasche  mit  Wasser  gefüllt  und  dieser  dann  luftdicht  ver- 
schlossen, durch  den  anderen  Hals  geht  luftdicht  die  Zuleitungsröhre,  deren  untere 
Öffnung  in  derselben  Höhe  ist  wie  das  durch  den  Tubulus  gehende  Ausflußrohr. 
Das  Gas  in  dem  Zuleitungsrohr  befindet  sich  unter  dem  äußeren  Luftdruck 
und  bei  der  geringsten  Volumenvermehrung  dieses  Gases  treten  Gasblasen  in 
die  WouLFSche  Flasche.  Hierdurch  wird  Wasser  aus  dem  Ausflußrohr  getrieben 
und  dies  dient  als  Maß  der  Volumenvermehrung  des  Gases.  Füllt  man  nun 
die  Tonzelle  mit  einem  Gase  und  taucht  sie  dann  in  ein  spezifisch  leichteres,  so 
tritt  eine  stärkere  Diffusion  nach  innen  imd  also  die  oben  angeführte  Volumen- 
vermehrung ein. 

Die  Diffusion  der  Dämpfe  durch  eine  Tonzelle  hat  Puluj*  untersucht, 
indem  er  an  der  Innenseite  der  Zelle  den  Dampf,  an  der  Außenseite  Luft  vorbei- 
leitete und  darauf  achtete,  daß  zu  beiden  Seiten  der  Zelle  möglichst  der  gleiche  Druck 
herrschte.  Über  die  Versuchsanordnung  muß  auf  das  Original  verwiesen  werden.  Das 
Diffusiometer  (eine  geteilte  Glasröhre)  war  durch  eine  Seifenblase  oder  durch  eine 
dünne  Glimmerscheibe  abgeschlossen,  die  durch  Seifenwasser  an  der  Wand  der 
Röhre  gehalten  wurde.  Diese  Lamellen  folgten  dem  kleinsten  Überdruck  imd 
die  Geschwindigkeit  ihrer  Bewegung  an  der  Teilung  der  Röhre  vorbei  diente  als 
Maß  für  die  Stärke  der  Diffusion.  Die  Versuche  (die  freilich  untereinander 
beträchtlich  abweichen)  ergeben  auch  für  die  Dämpfe  von  Wasser,  Alkohol,  Äther 


^  V.  v.  Lang,  Wien.  Ber.  61.  (II)  288.    1870.  —  ^  J.  Pulüj,    Carls  Rep.  13.  469. 
533.   ^^77' 
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und  Chloroform  Zahlen,   die   sich  von   den  durch  das  Graham  sehe  Gesetz  ge- 
forderten nicht  zu  weit  entfernen.     Es  ist  nämlich: 


Wasser 
Alkohol    . 
Äther  .     . 
Chloroform 


0,623  j 

1,613  ' 

2,586  ' 

4,188  I 


1,267 
0,787 
0,622 
0,492 


1,139 
0,759 
0,695 


(?). 


1,268 
0,865 
0,727 
0,461 


wo  Z?/Z  das  Verhältnis  des  diffundierten  Dampf-  zu  dem  Luftvolumen  bedeuten 
und  [DlL\  bezw.  {D/L)^  nach  einer  von  Zeuner  bezw.  von  Hering  gegebenen 
Formel  für  das  spezifische  Volumen  des  Dampfes  berechnet  ist 

Die  Abhängigkeit  der  Diffusionsgeschwindigkeit  des  Wasserdampfes  von  der 
Temperatur  soll  durch  dieselbe  Temperaturfunktion  bestimmt  sein  wie  das  Maximum 
der  Spannkraft. 

Eine  außerordentlich  starke  Diflfusion  von  Gas  (Luft)  durch  eine  Tonzelle, 
wie  sie  zu  -galvanischen  Elementen  gebraucht  wird,  kann  man  in  einem  von 
Merget^  herrührenden  Versuche  demonstrieren,  dessen  Erklärung  Kundt^ 
gegeben  hat.  Nachdem  man  die  Tonzelle  mit  porösem  Material  (Tonstücken, 
Bimsstein),  die  wie  die  21elle  mit  Wasser  oder  anderen  flüchtigen  Substanzen 
(Alkohol,  Äther  u.  dgl.)  durchtränkt  sind,  gefüllt  hat,  schließt  man  sie  luftdicht  mit 
einem  Pfropfen,  durch  den  ein  Gasentbindungsrohr  geht,  das  unter  Wasser  mündet. 
Erhitzt  man  dann  die  Zelle  durch  einen  Bunsenbrenner  oder  dgl.  stark,  so  tritt 
ein  kräftiger  Strom  von  Gasblasen  aus  dem  Entbindungsrohr,  deren  Volumen  das 
40.  und  mehrfache  des  Volumens  der  Zelle  betragen  kann.  Die  Ursache  ist, 
daß  der  durch  die  Erhitzung  entwickelte  leichte  Dampf  in  der  Tonzelle  schneller 
aus  ihr  herausdiflfundiert  und  durch  den  so  außen  entstehenden  Überdruck  ein 
starker  Diflfusionsstrom  von  Luft  nach  innen  bewirkt  wird. 

Die  Diffusion  der  Gase  durch  poröse  Körper  benutzte  Prytz',  um  Gase 
aus  geschlossenen  Röhren  ineinander  überzuführen.  Zwei  Röhren  sind  an  je 
einem  Ende  zugeschmolzen,  an  dem  anderen  Ende  durch  einen  porösen  Pfropfen 
verschlossen.  Stehen  die  letzteren  im  Quecksilber,  so  sind  die  Gase  fest  ab- 
geschlossen, preßt  man  die  porösen  Stopfen  unter  Quecksilber  aneinander,  so 
findet  eine  Diflfusion  der  Gase  durch  die  Stopfen  statt  und  die  Gase  können  je 
nach  ihrer  Diflfusionsgeschwindigkeit  u.  s.  w.  miteinander  gemischt  werden. 

Eine  durch  Diffusion  hervorgerufene  Temperaturänderung  hat 
L.  DüFOUR*  beobachtet,  indem  er  ein  poröses  Gefäß,  das  mit  dem  langsamer 
diffundierenden  Gase  gefüllt  war,  in  einen  Raum  mit  anderem  Gase  brachte. 
Sowohl  bei  Diffusion  unter  konstantem  Drucke  als  auch  bei  Druckdifferenzen  auf 
den  zwei  Seiten  des  Gefäßes  soll  stets  an  der  Seite  der  porösen  Wand,  wo  das 
rascher  diffundierende  Gas  eintritt,  eine  Temperaturerhöhung,  auf  der  anderen 
Seite  eine  Erniedrigung  stattfinden.  Die  Umkehr  dieses  Phänomens  gelang 
Feddersen  \  durch  theoretische  Betrachtungen  von  C.  Neumann  veranlaßt,  nach- 
zuweisen. Diese  Thermodiffusion,  wie  sie  Feddersen  nennt,  besteht  darin, 
daß  poröse  Körper,  deren  beide  Seiten  ungleich  erwärmt  sind,  die  Gase  in  der 
Richtung  von  der  kalten  zur  warmen  Seite  durch  sich  hindurchzuziehen  suchen. 
Es  wurde  zum  Nachweis  dieser  Erscheinung  eine  pulverförmige  Substanz  in  eine 
horizontale  Glasröhre  fest  hineingestopft,  so  daß   sie   darin  einen  unbeweglichen 

1  A.  Merget,  C.  R.  78.  884.  1874.  —  2  a.  Kundt,  Wikd.  Ann.  2.  17.  1877,  wo 
auch  die  „hygrometrische  DifTusion"  L.  Düfours  (Arch.  de  Genöve  (2)  49.  316.  1874;  ^3. 
^77-  '875)  auf  dieselbe  Ursache  zurückgeführt  wird.  —  ^  K.  Prytz,  Ann.  d.  Phys.  18.  617. 
1905.  — •  *  L.  DüFOUR,  Arch.  de  Gen^ve  (2)  45.  9.  1872;  49.  103.  1874;  Pogg.  Ann.  148. 
490.  1873.  —  BW.  Feddersen,  Pogg.  Ann.  148.  302.  1873. 
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Pfropfen  bildete.  Durch  Kautschuk  war  die  Röhre  auf  jeder  Seite  mit  einer 
anderen  verbunden,  in  der  ein  Flüssigkeitsindex  sich  befand.  Wurde  der  Pfropfen 
auf  einer  Seite  erwärmt,  auf  der  anderen  abgekühlt,  so  zeigten  die  Bewegungen 
der  Indizes  die  Luftströmung  an.  Der  in  dem  obigen  Satze  ausgesprochene 
Effekt  zeigte  sich  bei  allen  angewandten  porösen  Substanzen:  Platinschwamm, 
Palladiumschwamm,  Gips,  Holzkohle,  Kieselsäure,  Magnesia  u.  s.  w. 
Aus  der  Literatur  seien  noch  angeführt: 

T.  S.  Thomson,  Bemerkungen  Über  Grahams  Gesetz  u.  s.  w.  Pogg.  Ann.  34,  628. 
1835  aus  Phil.  Mag.  (3)  4.  321.  1834.  —  J.  Jamin,  Note  sur  Tendosmose  des  gaz.  C.  R.  43. 
234.  1856;  Pogg.  Ann.  99.  337.  1856.  —  J.  Boussinesq,  Essai  theorique  sur  la  loi  de 
M.  Graham,  C.  R.  67.  319.  1868.  —  Lord  Rayleigh,  On  the  work  that  may  be  gaincd 
during  the  mixing  of  gascs.  Phil.  Mag.  (4)  49.  311.  1875.  —  C.  J.  Woodward,  Description 
of  an  apparatus  to  iUustrate  the  production  of  work  by  difFusion.  Phil.  Mag.  (5)  16.  375. 
1883.  —  Lord  Rayleigh,  Theorelical  considerations  respecting  the  Separation  of  gases  by 
diffusion  and  similar  processes.  Phil.  Mag.  (5)  42.  493.  1896.  —  H.  DuFOUR,  Arch.  de  Genfeve 
(3)  2.  527.  1879  (Über  die  „hygrometrische  Diffusion").  —  F.  Schidlowski,  Versuch  ein« 
Anwendung  der  Diffusion  u.  s.  w.  zur  Bestimmung  der  Feuchtigkeit  u.  s.  w.  Beibl.  11.  618. 
1887,  aus  Joum.  d.  russ.  ehem.  phys.  Ges.  (6)  18.  182.  1886.  —  G.  Hüfner,  Beitrag  zur 
Lehre  von  der  Atmung  der  Eier.  Archiv  f.  Anat  u.  Phys.  1892.  p.  467  (Diffusion  von  O,  N, 
H,  CO,  durch  Schalen  von  Gänse-  und  Hühnereiern). 


4.   Diffusion  durch  absorbierende  feste  Körper  (Kautschuk,  Metalle). 

a)   Diffusion  dnroh  Kautsohnk. 

Schon  Priestley^  beobachtete,  daß  eine  fest  geschlossene,  mit  Gas  gefüllte 
Blase  ihren  Inhalt  allmählich  mit  dem  äußeren  umgebenden  Gase  austauschte. 
Mitchell*  machte  die  ersten  Versuche  mit  Kautschuk  und  fand,  daß  die  Gase 
mit  sehr  verschiedener  Geschwindigkeit  eine  dünne  Kautschukmembran  durch- 
drangen, Kohlensäure  schneller  wie  Wasserstoff  und  dieser  wieder  schneller  als 
Sauerstoff  u.  s.  w. 

Ausführlicher  untersuchte  dann  Graham^  diese  Verhältnisse.  Er  spannte 
über  einen  sehr  großporigen  Gipspfropfen  seines  Diffusionsrohres  eine  Kautschuk- 
membran und  ließ  über  dieselbe  unter  Atmosphärendruck  6inen  Strom  des  zu 
untersuchenden  Gases  streichen.  Das  Diffusionsrohr  hatte  Barometerlänge  und 
über  dem  absperrenden  Quecksilber  war  ein  Vakuum,  in  welches  das  Gas  durch 
die  Membran  hindurch  eindrang,  die  Geschwindigkeit  des  Eindringens  betrug  für: 


Stickstoff 1 

Kohlenoxyd 1,113 

Luft 1,149 

Sumpfgas 2,148 


Sauerstoff 2,556 

Wasserstoff 5,500 

Kohlensäure 13,585 


Mit  der  Temperatur  stieg  die  Durchlässigkeit,  so  daß  bei  60^  in  1  Min. 
6,63  ccm  Luft  hindurchgingen,  während  bei  4^  nur  0,56  ccm  diffundierten. 

Die  verschiedenen  Diffusionsgeschwindigkeiten  ermöglichten  Graham  eine 
teilweise  dialytische  Trennung  der  in  einem  Gemisch  enthaltenen  Gase  (z.  B. 
Stickstoff  und  Sauerstoff  aus  Luft)  voneinander  durch  Diffusion.  i« 

VON  Wroblewski*  hat  die  Diffusion  durch  eine  Kautschukmembran  xmter- 
sucht,  die  auf  einer  mit  hunderten  von  Löchern  versehenen  Messingscheibe  auf- 
lag,   indem    er   entweder    das    durch   Quecksilber  unter  dem   Atmosphärendnick 


'  Priestley,  Versuche  und  Beobachtungen  über  verschiedene  Teile  der  Naturlehre.  Aus 
dem  Englischen.  Wien  und  Leipzig  1787.  3.  304.  —  *  j,  K.  Mitchell,  Joum.  of  the  Roy. 
Inst.  2.  loi,  307.  London  1831;  s.  auch  Pogg.  Ann.  28.  Anmerkung  p.  334  u.  352.  1833 
und  in  der  unter  5)  genannten  Arbeit  von  Graham.  —  3  Th.  Graham,  Phil.  Trans.  156, 
399.  1866;  Pogg.  Ann.  129.  549.  1866.  —  ♦  S.  v.  Wroblewski,  Pogg.  Ann.  158. 
539.   1876. 
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abgesperrte  und  mit  der  Membran  überbundene  Diffusionsrohr  mit  COj  füllte 
und  das  Steigen  des  Quecksilbers  in  dem  Rohre  beobachtete,  wenn  die  CO3  in 
die  Luft  der  freien  Atmosphäre  diffundierte,  oder  indem  er  COj  unter  weniger 
als  dem  Luftdruck  in  das  Rohr  füllte  und  von  außen  aus  einer  CO^-Atmosphare 
über  der  Membran  das  Gas  in  die  Röhre  diffundieren  ließ.  Es  zeigte  sich  dabei 
die  Geschwindigkeit  der  Diffusion  dem  Drucke  merklich  proportional. 

Später  suchte  v.  Wroblewski^  den  Diffusionskoeffizient  verschiedener  Gase 
(COj,  NjO,  H)  durch  Kautschuk  zu  bestimmen.  Den  Durchgang  eines  Gases 
durch  einen  absorbierenden  Körper  (Flüssigkeit,  Kolloid)  dachte  er  sich  dabei  so 
vor  sich  gehend*,  daß  das  Gas  zuerst  die  ihm  anliegende  Seite  des  Körpers 
sättige,  wie  es  der  Absorptionskoeffizient  desselben  für  das  Gas  verlange,  dann 
sollte  sich  dieses  allmählich  ebenso  durch  den  Körper  verbreiten  wie  nach  der 
FouRiER sehen  Theorie  die  geleitete  Wärme  durch  ein  Metall;  eine  Ansicht,  welche 
gleichzeitig  von  Stefan  '  für  die  Diffusion  von  Gasen  durch  Flüssigkeiten  (s.  später) 
theoretisch  und  experimentell  entwickelt  wurde.  Die  Versuche  v.  Wroblewskis 
gaben  aber  keine  zuverlässigen  Resultate. 

Dieselben  Vorstellungen  benutzte  Kayser^  um  seine  Versuche  über  den 
Durchgang  der  Kohlensäure  und  des  Wasserstoffes  durch  Kautschuk  darzustellen. 
Danach  ist  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  Q  einer  Kautschuk- 
membran von  der  Dicke  D  diffundierende  Gasmenge  (3/): 

wo  u  die  Geschwindigkeit  des  Gases  in  der  Membran  angibt  und  a^^^  bezw. 
ap,|  die  von  der  Volumeneinheit  an  den  beiden  Grenzflächen  unter  den  Partial- 
drucken  p^  und  p^  absorbierten  Gasmengen  bei  der  Temperatur  i^  C  bedeuten. 
Nach  experimenteller  Bestimmung  der  Absorptionskoeffizienten  a  zwischen 
etwa  0®  und  70®  C  wurden  die  Diffusionsversuche  mit  dem  Apparat  (Figur  457) 
angestellt. 

A  ist  ein  Trichter,  auf  den  ein  Messingring  B  aufgekittet  ist;  auf  B  ist  die 
stark  gespannte  Kautschukmembran  C  gekittet,  die  durch  ein  weitmaschiges  Draht- 
netz gestützt  wird.  In  die  untere  Öffnung  des 
Trichters  war  ein  GJashahn  D  und  ein  Rohr 
eingekittet,  das  zu  der  durch  einen  Hahn  ver- 
schließbaren mit  Quecksilber  gefüllten,  in  ^6  c^™ 
geteilten  Bürette  E  führte.  F  ist  ein  Glyzerin- 
manometer, G  ein  Dreiweghahn.  Zur  Verklei- 
nerung des  Gasraumes  (wodurch  der  Apparat 
empfindlicher  wurde)  setzte  man  in  das  Innere 
von  A  einen  kleineren  Trichter  mit  abge- 
sprengter Ausflußröhre  ein,  der  oben  und  unten 
Figur  457.  ■     geschlossen  war.     Die  Hähne  G  und  D  dienen 

bei  der  Füllung  zum  Ein-  und  Ausströmen  des 
Gases.  Ist  der  Raum  zwischen  A  und  H  mit  Gas  (COj,  H)  gefüllt,  so  schließt 
man  D  und  stellt  G  so,  daß  A  mit  F  kommuniziert;  dann  beginnt  das  Gas 
durch  C  hinauszudiffundieren.  Man  öffnet  den  E  verschließenden  Hahn  und 
regelt  den  Zufluß  des  Quecksilbers  von  E  nach  A  so,  daß  das  Manometer  stets 
gleichen  Druck  anzeigt,  zugleich  bestimmt  man  die  Zeit,  die  zum  Ausfluß  von 
5  ccm  Quecksilber  aus  -£*,  d.  h.  zur  Diffusion  von  5  ccm  Gas  durch  den  Kaut- 
schuk nötig  ist.     Die  eigentlich  erforderliche' Korrektion  wegen  der  Gegendiffusion 


1  S.  v.  Wroblewski,  Wied.  Ann.  8.  29.  1879.  —  ^  S.  v>  Wroblkwbki,  Wied.  Ää». 
2.  481.  1877.  —  3  J.  Stefan,  Wien.  Ber.  77.  (II)  371.  t%^%,  —  ^  H.  Kaybkä,  WlKD 
Ann.  43.  544.  1891. 
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von  Luft  in  den  Apparat  war  so  klein,  daß  sie  vernachlässigt  werden  konnte.  Die 
Dicke  der  benutzten  Membranen  lag  zwischen  0,008  und  0,015  cm.  Kayser 
findet  so  fttr  Beobachtimgen  zwischen  etwa  9  ^  und  38  ®  C  die  DifFusionsgeschwindig- 
keit  bei  der  Temperatur  /®  C,  die  durch  ein  feines  über  der  Membran  angebrachtes 
Thermometer  gemessen  wurde, 

für  CO.:    tt  =  (- 19,179 +  3,7285/). 10-«-^      , 
'  mm 

für       H:    «  =  (-537,6    +    158,6/).  10"«-^      • 

mm 

Die  Geschwindigkeit  wächst  also  der  Temperatur  proportional.  Freilich 
führen  diese  Ausdrücke  bei  geringer  Extrapolation  zu  dem  merkwürdigen  Resultat, 
daß  für  CO3  bei  etwa  +  5  ^  C  die  Diffusion  null  sein  würde,  während  doch  nach 
ELatsers  Bestimmungen  die  Absorption  für  CO3  bei  0®  C  einen  sehr  beträcht- 
lichen Wert  hat.  Auch  ist  nach  diesen  Beobachtungen  die  Diffusionsgeschwindig- 
keit für  H  größer  als  für  COj,  während  Mitchell  und  Graham  das  Entgegen«: 
gesetzte  fanden. 

Der  Einfluß  der  Temperatur  ist  offenbar  sehr  groß  wie  auch  das  an- 
geführte Beispiel  von  Graham  (s.  oben)  und  Versuche  v.  Wroblewskis  ergaben. 

Aus  der  Literatur  sei  noch  angeführt: 

Peyron,  Note  STir  la  propri6t6  qu*a  le  caoutschouö  de  laisser  passer  les  gaz.  C.  R. 
13.  820.  1841.  —  A.  Reychler,  Sur  la  prötendue  diffisubilit^  des  certains  gaz  k  travers  une 
membrane  de  caoutscbouc.  Bull.  soc.  chim.  de  Paris  (3)  9.  404.  1893.  —  Lord  Rayleigh, 
On  the  passage  of  Argon  through  thin  films  of  India  rubber.  Phil.  Mag.  (5)  49.  220.  1900.  — 
L.  Grunmach,  Diffusion  von  CO,  durch  Kautschuk.    Phys.  Ztschr.  6.  795.  1905. 

b)  BifEiuion  daroh  Metalle. 

Die  Entdeckung,  daß  Metalle  wie  Pt  und  Fe  bei  höherer  Temperatur  (Rot- 
glut) für  Gase,  besonders  H,  durchlässig  sind,  wurde  von  H.  St.  Claire-Deville 
und  L.  Trogst^  1863  gemacht,  ihre  Beobachtungen  vermehrte  Graham*  1866. 
Später  untersuchte  Ramsay^  (1^94)  ^^J^  Durchgang  des  Wasserstoffes  durch 
Palladium  und  schloß,  daß  das  H- Molekel  dabei  in  seine  Atome  zerlegt  werde. 
Ähnliches  folgerte  Winkelmann*  (i 901  — 1902)  aus  seinen  Versuchen  über  die 
Diffusion  des  H  durch  Pd  und  Pt  und  Richardson^  (1904)  bei  der  sorgfältigen 
Untersuchung  des  Durchgangs  von  H  durch  heißes  Pt.  —  Baß  auch  bei  Zimmer- 
temperatur Fe  von  naszierendem  H  durchdrungen  wird,  haben  Bellati  und 
Lussana®  (1890 — 1891)  gezeigt  und  Winkelmann^  hat  1905  diese  Erscheinung 
eingehend  untersucht. 

H.  St.  Claire-Deville  und  Trogst  legten  ein  Rohr  von  Pt  oder  Fe,  um- 
geben von  einem  größeren,  undurchlässigen  Porzellanrohr,  in  einen  Ofen,  füllten 
jenes  mit  Stickstoff  und  ließen  durch  den  ringförmigen  Raum  zwischen  beiden 
Rohren  Wasserstoff  streichen.  Wurden  die  Metallröhren  bis  zur  Rotglut  erhitzt, 
so  trat  Wasserstoff  durch  die  Wandung  in  ihr  Inneres.  Graham®  hat  die  Metall- 
röhren mit  einer  Luftpumpe  verbunden  und  sie  erst  ausgepumpt,  dann  die  von 
außen  eintretenden  Gase  durch  die  Pumpe  in  einen  auffangenden  Zylinder  ge- 
schafft und  dort  gemessen. 


t  H.  St.  C1.AIRE  Deville  u,  L.  Trogst,  C.  R,  67.  965.  1863;  ^^'  S-^Sj  69.  102,  1864; 
"PoöG.  Ann.  122.  33T.  1863.  —  Ä  xh.  Graham,  Phil.  Trans.  1Ö6.  4^5.  1866;  PoGö.  Ann. 
129.  576.  i866,-  B.  jtuch  Proc.  of  thc  Roy .  Soc.  I8.  42«.  1868;  17.  3i«  ü.  500.  1869;  PoGo, 
Axm.  X34.  321.  1868;  138.  49.  1869.  —  ^  W.  Ramsaf,  Phil.  Mag.  <5)  aa  206.  1894.  — 
4  a..  Winxejlmann,  Aim.  d.  Phys.  6.  J94.  1901;  8.  388.  1902;  16.  773.  1905;  19.  1045. 
1906.  —  5  O.  W.  RiCHARDSON,  J.  NicoL,  T.  Parneel,  Phil.  Mag.  (6)  8.  I.  I904;,s.  auch 
O.  W.  RICHARÖSON,  ibid.  (6)  7.  266.  1904.  —  8  M.  BEtLATi  u.  S.  LüisANA,  Atti  R.  Inst. 
Ven.  (7)  1.  1173.  1890;  2.  987.  1891.  —  7  a.  Winkelmann,  Ann.  d.  Phys.  17.  589.  1905. 
—  8  Th.  Graham,  1.  c  .        «  . 
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cc)    Diffusion  durch  heißes  Palladium. 

Graham^  fand  mit  der  angeführten  Versuchsanordnung,  daß  durch  eine 
Palladiumröhre  von  1mm  Dicke  in  1  Minute  von  außen  nach  innen  unter 
Atmosphärendruck  eindrangen: 

pro  1  Quadratmeter  bei  265®  C     .     .     327  ccm  H 

„     1  „  nahe  der  Rotglut     423  ccm  H 

oder    „     Quadratzentimeter  in  1  Sekunde  .     0,000705  ccm  H. 

Aus  Kohlengas  sonderte  eine  solche  Palladiumröhre  den  H  vollständig  .ab, 
indem  sie  ihn  allein  durchließ,  sie  wirkte  also  wie  eine  semipermeable  Scheide- 
wand. 

Ramsays*  Apparat  stellt  Figur  458  dar.  AB  ist  ein  Pt-Rohr,  dessen  KopiA 
von   einem  oben  geschlossenen   Pd-Rohr  gebildet  wird.     Unten   ist   an  B   eine* 

Glasröhre  C  mit  seitlichem  Ansatz  angeschmolzen,  die 
in  eine  geteilte  Kapillare  D  übergeht,  deren  unterer 
Teil  durch  einen  Kautschukschlauch  mit  dem  verstell- 

^ jj ]  A  baren    Quecksilberreservoir    £    verbunden     ist      Das 

Pd-Rohr  umschließt  die  Glasröhre  FG,  durch  die  ein 
Strom  Wasserstoff  zirkuliert,  und  wird  durch  die  Dämpfe 
einer  in  /  siedenden  Flüssigkeit,  die  durch  das  Um- 
hüllungsrohr ff  streichen,  auf  die  Temperatur  dieser 
Dämpfe  erwärmt 

Nachdem  der  Apparat  auf  die  konstante  Tem- 
peratur der  Dämpfe  gebracht  und  die  Pt-  und  Pd- 
Röhre  mit  Stickstoff  unter  dem  Atmosphärendrucke 
gefüllt  war,  wurde  das  Quecksilber  auf  eine  Marke  bei 
D  eingestellt  und  nun  Wasserstoff  durch  J*  ein-  und 
durch  G  abgeleitet  Der  in  -4  diffundierende  Wasserstoff 
vermehrte  den  Druck  und  deshalb  hebt  man  B,  so 
daß  das  Quecksilber  stets  auf  der  Marke  bei  D  stehen 
blieb.  War  endlich  die  Druck  Vermehrung  im  Apparat 
zum  Stillstand  gekommen,  so  wurde  der  von  dem 
hineindiffundierenden  Wasserstoffe  erzeugte  Überdruck 
abgelesen.  Bei  einzelnen  Versuchen  wurde  Kohlen- 
säure, Kohlenoxyd  oder  Cyan  statt  Stickstoff  zur  Füllung 
Figur  458.  der  Pd-Röhre  benutzt;    oder   der.  Strom   des   äußeren 

Gases  war  nicht  reiner  H,  sondern  ein  Gemisch  von 
S07o  H  und  50^0  N  bezw.  von  257^  H  und  757^  N.  Die  benutzten  Tem- 
peraturen waren  280®  C  und  835  <*C. 

Bei  all  diesen  Versuchen  blieb  der  Druck  p^  des  in  die  Metallröhre  diffundierten 
Wasserstoffes  kleiner  als  der  äußere  Druck  />^,  unter  dem  der  H  stand.  Er  war 
bei  N-FüUung  etwa  pjp^  =  0,90.  Dieser  Quotient  stieg,  wenn  der  äußere  wirk- 
same Druck  (der  Partialdruck)  des  H  auf  7,  oder  ^/^  einer  Atmosphäre  sank, 
d.  h.  wenn  statt  reinen  Wasserstoffes  die  angeführten  Gemische  von  H  und  N 
benutzt  wurden,  auf  etwa  0,93  und  auf  0,96,  wenn  COg,  CO  oder  CN  statt  N 
zur  Füllung  verwandt  wurden. 

Bei  einer  Temperatur  von  237^0  ging  die  Diffusion  des  Wasserstoffes  so 
langsam  vor  sich,  daß  sie  nach  11   Tagen  noch  nicht  sicher  beendet  war. 

Da  bei  diesen  Temperaturen  eine  Verbindung  von  Pd  und  H  nicht  bestehen 
kann,  so  hält  Ramsay  zur  Erklärung  der  Diffusionserscheinungen  es  für  wahr- 
scheinlich, daß  der  H  beim  Durchgang  durch   heißes   Pd   dissoziiert   sei. 


1  Th.  Graham,  Pogg.  Ann.  129.  602.  1866.  —  2  w.  Ramsay,  1.  c. 
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Zu  demselben  Ergebnis  kommt  auch  Winkelmann  \  der  ein  einseitig  ge- 
schlossenes Pd-Rohr  von  0,0102  cm  Wandstarke  mit  seinem  offenen  Ende  in 
den  einen  kurzen  horizontalen  Schenkel  eines  T-Rohres  einschmolz,  während  der 
andere  Schenkel,  mit  einem  Hahne  /  versehen,  zum  H- Entwicklungsapparat  führt. 
Der  vertikale  Stiel  des  Rohres  trug  eine  Teilung  und  tauchte  mit  seiner  unteren 
Öffnung  in  eine  Quecksilberwanne.  Ober  das  Pd-Rohr  war  ein  oflFenes  Messing- 
rohr gesteckt,  das  man  erhitzte.  War  bei  geöff'netem  Hahn  /  und  eingeleiteter 
Erhitzung  der  stationäre  Zustand  eingetreten,  so  schloß  man  /  der  abgesperrte  H 
diffundierte  aus  der  Pd-Röhre  heraus  und  das  Quecksilber  im  vertikalen  Schenkel 
stieg.  Man  beobachtete  die  Durchgangszeiten  der  Quecksilberkuppe,  die  einem 
Austritt  von  je  5ccm  H  entsprechen.  Dabei  zeigte  sich,  wie  schon  schwächer 
bei  Ramsay,  daß  die  Menge  des  diffundierenden  Wasserstoffes  nicht  proportional 
dem  jeweiligen  Drucke  im  Inneren  des  Rohres  ist,  sondern  daß  mit  abnehmendem 
Drucke  die  diffundierende  Gasmenge  relativ  größer  wird.  Nimmt  man  aber  an, 
daß  eine  Dissoziation  des  Wasserstoffs  eintritt,  und  daß  die  diffundierende  Gas- 
menge dem  Drucke  der  dissoziierten  Molekeln  proportional  ist,  so  lassen  sich 
die  Versuche  genügend  darstellen.  Es  ist  deshalb  wahrscheinlich,  daß  bei  diesen 
Versuchen  nur  die  Atome,  nicht  die  Molekeln  des  Wasserstoffs  durch  das  Pd 
hindurchtreten. 

Die  Diffusion  von  H  durch  Pd  hat  auch  G.  N.  St.  Schmidt*  untersucht, 
er  findet  zwischen  160 — 300®  C,  daß  sie  stark  mit  der  Temperatur  zunimmt. 

ß)    Diffusion  durch  heißes  Platin. 

Nach  Versuchen  Graham  s'"*  ging  durch  eine  Platinröhre  von  1,1mm  Dicke 
in  1   Minute  unter  Atmosphärendruck  bei  Rotglut 

pro  Quadratmeter  489,2  ccm  H      ,   also 
pro  Quadratzentimeter  in  1  Sekunde  0,000815  ccm  H 

Andere  Gase  durchdrangen  das  Pt  nur  in  sehr  geringen  Mengen. 

Winkelmann*  untersuchte  die  Diffusion  von  Wasserstoff*  durch  Platin  ähnlich 
wie  er  es  bei  Palladium  getan  hatte,  nur  wurde  das  Pt-Rohr  durch  den  elektri- 
schen Strom  statt  durch  die  Flamme  erwärmt  und  die  Erhitzung  höher  getrieben. 
Dabei  zeigte  sich,  daß  bei  längerer  Erhitzung  sich  das  Pt  veränderte,  eine  kristal- 
linische Struktur  bekam  u.  a.,  wobei  die  Diffusion  zunahm.  Um  die  Beobachtungen 
unter  möglichst  gleichen  Bedingungen  vor  sich  gehen  zu  lassen,  wurde  zwischen 
je  zwei  Versuchen  bei  verschiedenem  Drucke  eine  Erhitzung  des  Pt-Rohres  bis 
zur  Weißglut  vorgenommen. 

Auch  hier  ergab  sich  wie  beim  Palladium,  daß  die  diffundierenden .  Gas- 
mengen nicht  den  Drucken  proportional  waren.  Winkelmann  findet,  daß  die 
in  der  Zeiteinheit  unter  dem  Drucke  P  diffundierende  H- Menge  M: 


A,_.y?y?|^/7+^-|/^| 


wo  a  eine  Konstante  und  Ä^  die  Dissoziationskonstante  des  Wasserstoffes  für  die 
betreffende  Temperatur  bedeutet.  Dabei  wird  eine  teilweise  Dissoziation  der 
H-Molekeln  vorausgesetzt,  und  der  Gesamtdruck  P  setzt  sich  zusammen  aus  dem 


^  A.  Winkelmann,  Ann.  d.  Phys.  6.  104.  1901.  —  2  q.  N.  St.  Schmidt,  Ann.  d.  Phys. 
13.  747.  1904;  s.  auch  A.  Winkelmann,  ibid.  16.  773.  1905  und  O.  W.  Richardson,  Proc. 
Cambr.  Phil.  Soc.  13.  27.  1905.  —  3  Th.  Graham,  Pogg.  Ann.  129.  580.  1866.  ~ 
^  A.  Winkelmann,  Ann.  d.  Phys.  8.  388.  1902;  19.  1045.  1906. 
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Drucke  p^  des  dissozierten  und  dem  Drucke  p  der  nicht  dissoziierten  Molekeln, 
wo  nach  dem  Massen  Wirkungsgesetz: 

2 


A 


und  die  Diffusion  durch  das  Platin  nur  unter  Wirkung  des  Druckes /^  geschieht 
Mit  der  Temperatur  nahm  die  Diffusion  sehr  stark  zu,  z.  B.  sank  bei  Steigerung 
des  das  Pt-Rohr  erwärmenden  Stromes  von  14  auf  15  Amp.,  die  Diffusionszeit 
gleicher  Gasvolumina  von  339,8  auf  189,1  Sekunden;  dabei  gehen  in  dem  letz- 
teren Falle  durch  das  0,1  mm  dicke  Pt-Rohr  unter  dem  Drucke  von  1  Atmo- 
sphäre in  1  Sekunde  pro  Quadratzentimeter  0,0018  ccm  H. 

Bei  den  sehr  sorgfältigen  Versuchen  von  Richardson,  Nicol  und  Parnell 
wurde  ein  beiderseits  offenes  Platinrohr  von  0,1  mm  Wandstärke  und  2  mm  äußerem 
Durchmesser  benutzt,  das  einen  Teil  eines  mit  H  gefüllten,  abgeschlossenen 
Röhrensystems  bildete.  Die  Temperaturdifferenz  zwischen  dem  vertikal  gestellten 
elektrisch  erhitzten  Platinrohre  und  dem  übrigen  kalten  Teile  des  Röhrensystems 
hielt  den  H  stets  in  Zirkulation,  so  daß  etwa  vorhandene  Unrein igkeiten  sich 
nicht  in  dem  engen  Platinrohre  ansammeln  konnten.  Ebenso  war  durch  passende 
Anordnung  bewirkt,  daß  das  Platin  sich  ohne  Zwang,  wie  ihn  festes  Einklemmen 
oder  dgl.  hervorbringt,  ausdehnen  und  zusammenziehen  konnte,  was  sich  zur  Er- 
zielung konstanter  Versuchsresultate  als  durchaus  nötig  erwiesen  hatte.  Die  Tem- 
peratur wurde  durch  Thermoelemente  bestimmt  und  die  aus  dem  Platinrohre  in 
die  äußere  Atmosphäre  diffundierende,  unter  meßbarem  Drucke  stehende  Wasser- 
stoffmenge durch  die  Änderung  im  Stande  eines  Schwefelsäuremanometers  ge- 
messen. Die  Beobachtungen  umfassen  ein  Druckintervall  von  0,1 — 76  cm  und 
Temperaturen  zwischen  576^—1176®  C. 

Aus  theoretischen  Gründen  hatte  Richardson^  früher  eine  Formel  für  die 
Diffusion  eines  in  einem  Lösungsmittel  in  2  Atome  dissoziierten  Gases  abgeleitet, 
wonach  sich  die  diffundierende  Menge  proportional  "^F  ergibt,  wenn  F  der  äußere 
Druck  des  Gases  ist.  Das  findet  sich  durch  die  Versuche  sehr  genähert  be- 
stätigt und  die  Wasserstoffmenge  M,  die  in  1  Sekunde  durch  einen  Quadrat- 
zentimeter eines  D  cm  dicken  Platinrohres  unter  dem  Drucke  F,  bei  der  absoluten 
Temperatur  T,  hmdurchgeht,  ergibt  sich: 

P'h  9,126 

M=  6,60.10-»-— r/'-tf"^^^      . 

Dabei  ist  angenommen,  daß  der  H  dissoziiert  ist  und  die  dissoziierten  Atome 
frei  durch  das  heiße  Pt  hindurchgehen.  Manche  Beobachtungen  lassen  allerdings 
statt  der  Potenz  0,5  eine  etwas  höhere,  etwa  0,52,  als  richtiger  erscheinen. 

Winkelmann*  hebt  hervor,  daß  seine  oben  angeführte  Formel  dieselbe 
Abhängigkeit  des  M  von  dem  Drucke  F  ergibt,  wenn  Ä'/4P  klein  ist,  und  daß 
auch  recht  verschiedene  Werte  von  IC  den  Ausdruck  in  der  Klammer  nur  wenig 
ändern,  wenn  das  Druckintervall  mäßig  ist.  — 

Zahlreiche  andere  Gase  wie  Luft,  CO^,  CO,  Gl,  HCl,  CH^  u.  s.  w.  sind  nach 
Graham^  nicht  merklich  imstande  rotglühendes  Platin  zu  durchdringen. 

Die  Durchlässigkeit  des  Silbers  für  Sauerstoff  hat  Troost*  gezeigt, 
indem  er  ein  Silberrohr  auspumpte  und  langsam  an  seiner  äußeren  Wand  Sauer- 
stoff vorbeiströmen  ließ.  Bei  Erhitzung  des  Rohres  in  einem  Ofen  zur  Temperatur 
des  siedenden  Kadmiums  drangen  durch  die  noch  nicht  1  mm  dicke  Rohrwand 
in  1  Stunde  12  ccm  Sauerstoff,  während  durch  eine  0,5  mm  dicke  Silberwand  in 


1  O.  W.  Richardson,  Phil.  Mag.  (6)  7.  266.   1904.  —  2  A.  Winkelmann,  Ann.  d. 
Phys.  19.  1045.  '906-  —  ^  Th.  Graham,  1.  c.  —  ♦  L.  Trogst,  C.  R.  98.  1427.  1884. 
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1  Stunde  nur  0,4  ccm  CO^  und  0,1  ccm  CO  und  N  hindurchgingen.  Es  wäre 
dadurch  ein  Mittel  gegeben,  aus  der  Luft  durch  die  semipermeable  Silberwand 
den  Sauerstoff  vom  Stickstoflf  zu  trennen. 


y)    Diffusion  von  naszierendem  Wasserstoff  durch  Metalle. 

Während  Metalle  wie  Pt,  Pd,  Fe,  Ag  zwar  bei  gewöhnlicher  (Zimmer-) 
Temperatur  Gase  (H,  O)  in  geringem  Maße  aufnehmen  können,  geben  sie  diese 
doch  erst,  wie  Graham  in  vielen  Versuchen  feststellte,  bei  höherer  Temperatur 
wieder  ab.  Er  schloß  daraus,  daß  die  Gase  nach  der  Absorption  in  den  Metallen 
nicht  mehr  gasförmig  sein  könnten.  Eine  sehr  viel  stärkere  Wasserstoflfaufnahme 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  zeigten  Graham^  Pt  imd  Pd,  wenn  diese  als 
negative  Elektroden  eines  Stromes  dienten,  der  Wasserstoff  an  ihnen  abschied, 
aber  auch  in  diesem  Falle  entwichen  die  absorbierten  Gase  erst  bei  Erwärmung 
der  Metalle.  Daß  der  so  an  einer  Platinplatte  entwickelte  Wasserstoflf  von  der 
Seite  wo  er  entwickelt  wurde  durch  die  Platte  hindurch  bis  zur  anderen  Seite 
gelangt,  ergaben  Beobachtimgen  von  Crova*  und  Root^  bei  deren  Versuchen 
sich  die  Platte  auch  an  der  dem  Strome  abgewandten,  vor  jeder  elektrljrtischen 
Einwirkung  geschützten  Seite  elektrisch  polarisiert  erwies. 

Bellati  und  Lussana*  zeigten  dann,  daß  naszierender  Wasserstoff  durch 
eine  Eisenplatte  (und  in  viel  geringerem  Maße  durch  Pd,  Pt,  Ni)  hindurchdrang 
und  auf  der  anderen  Seite  der  Platte  wieder  frei  wurde.  Sie  schlössen  z.  B.  ein 
Barometerrohr  oben  durch  eine  Eisenplatte  (0,2  mm  Dicke)  und  benutzten  deren 
äußere  Fläche  als  Voltameterkathode  fOr  einen  Strom 
von  0,16  Amp.  Dann  sank  das  Quecksilber  im  Baro- 
meter schon  nach  wenigen  Minuten  und  nach  3  Stunden 
betrug  die  Depression  29  mm.  Als  sie  einen  einseitig 
geschlossenen  Zylinder  von  Eisen  (Wandstärke  1  mm) 
mit  dem  offenen  Ende  an  ein  Metallmanometer  an- 
schmolzen und  den  Zylinder  als  Kathode  in  einer 
NaOH- Lösung  verwandten,  drang  der  äußere,  durch 
einen  Strom  von  0,07  Amp.  entwickelte  Wasserstoff 
beständig  in  die  Eisenröhre  hinein,  trotzdem  der  Druck 
in  ihr  nach  50  Tagen  20  Atmosphären  betrug,  den 
höchsten,  den  das  Manometer  zu  messen  gestattete. 

Die  Diffusion  von  naszierendem  Wasserstoffe  hat 
Winkelmann  ^  genau  untersucht  Seinen  Apparat  zeigt 
Figur  459.  d  ist  das  unten  geschlossene  Eisenrohr  von 
0,0451  cm  Wandstärke,  das  als  negative  Elektrode  an 
dem  Drahte  /  in  einer  einprozentigen  Lösung  von 
Natronlauge  steht,  g  ist  ein  Platindraht,  der  zur  Anode, 
einer  Platinplatte,  führt.  In  d  mit  Siegellack  befestigt, 
geht  das  gebogene  Glasrohr  zu  dem  90  cm  langen, 
kalibrierten    Glasrohr  da,    das    unten    in    Quecksilber 

reicht.  Bei  c  führt  ein  Ansatzrohr  mit  Hahn  zu  einer  Quecksilberpumpe.  Nach- 
dem der  Strom  längere  Zeit  (mehrere  Tage)  gewirkt  hatte,  so  daß  der  stationäre 
Zustand  eingetreten  war,  pumpte  man  das  Rohr  aus  imd  beobachtete  dann 
nach  gleichen  Zeitintervallen  (etwa  24  Stunden)  den  Stand  des  Quecksilbers  im 
Rohre  öa,  so  findet  man  die  Abhängigkeit  der  Diffusion  vom  Druck  im  Inneren 

1  Th.  Graham,  Proc.  Roy.  Soc.  16.  422.  1868;  Pogg.  Ann.  134.  321.  1868.  — 
2  A.  Crova,  Mondes  5.  210.  1864.  —  ^  H.  Helmholtz,  Ber.  d.  Berl.  Akad.  d.  Wiss.  1876. 
p.  217;  Pogg.  Ann.  169.  416.  1876.  — ^  *  M.  Bellati  u.  S.  Lüssana,  Atti  R.  Ist.  Ven. 
(7)  1-  1173-  1890;  2.  987.  1891;  Beibl.  16.  333.  1891;  18.  434.  1894.  —  ^  A.  Winkel- 
MANN,  Ann.  d.  Phys.  17.  589.  1905. 
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des  Rohres.  Um  größere  Drucke  als  1  Atmosphäre  verwenden  zu  können,  wurde 
bei  a  eine  U-Röhre  angeschmolzen.  Es  zeigte  sich,  wie  auch  die  Versuche  von 
Bellati  und  Lüssana  ergaben,  daß  die  Diffusion  durchaus  nicht  der  Druck- 
differenz außen  und  innen  proportional  ibt,  vielmehr  erwies  sie  sich  innerhalb 
der  Beobachtungsgrenzen  0  —  89  cm  Hg  als  von  dem  Drucke  im  Innern  des 
Eisenzylinders  unabhängig.  Als  der  Apparat  passend  abgeändert  war,  zeigte  sich 
die  Diffusion  auch  als  unabhängig  von  dem  äußeren  Drucke  des  Wasserstoffes, 
mochte  er  ^2  oder  1  Atmosphäre  betragen.  Die  Beobachtungen  ließen  sich  dar- 
stellen unter  der  Annahme,  daß  der  wirksame  Druck  bei  der  Diffusion  konstant 
und ,  sehr  groß  sei,  und  zwar  nach  der  Genauigkeitsgrenze  der  Beobachtungen, 
mindestens  gleich  58  Atmosphären. 

Indem  Winkelmann  das  Gefäß  mit  Natronlauge  auf  höhere  Temperaturen, 
etwa  zwischen  15 — 60 ^C,  brachte,  fand  er  eine  sehr  starke  Zunahme,  die 
Diffusion  ergab  sich  mindestens  T^  proportional. 

Bei  konstanter  Temperatur  wuchs  die  Diffusion  langsamer  als  die  Strom- 
stärke und  war  der  wirksamen  Potentialdifferenz  annähernd  proportional. 

Diese  Erscheinungen  und  die  angeführte  Beobachtung  von  Bellati  und 
LussANA,  daß  noch  Diffusion  von  außen  nach  innen  bei  einem  Innendrucke  von 
20  Atmosphären  und  einem  Außendrucke  von  1  Atmosphäre  stattfand,  lassen 
sich  nach  Winkelmann  verstehen,  wenn  man  das  Gas  als  in  dem  Eisen  disso- 
ziiert annimmt  und  die  Diffusion  als  unter  dem  Innendrucke  vor  sich  gehend 
denkt,  der  sehr  groß  werden  kann. 

Nach  allen  angeführten  Versuchen  über  die  Diffusion  von  Gasen  durch 
Metalle  besteht  ein  Zusammenhang  zwischen  dem  Absorptionsvermögen  und  der 
Durchlässigkeit  der  Metalle  für  Gase,  da  die  am  leichtesten  absorbierbaren  Gase 
auch  am  besten  durch  heiße  Metalle  hindurchdiffundieren.  Heißes  Platin  und 
Palladium  kann,  wie  Graham^  und  Ramsay*  hervorgehoben  und  Randall*  für 
Pt  sorgfältig  untersucht  hat,  als  semipermeable,  nur  für  H  durchlässige  Wand 
angesehen-  werden.  Endlich  wird  man  annehmen  dürfen,  daß  die  Gase  im  dis- 
soziierten Zustand  durch  die  Metalle  hindurchgehen. 

Außer  den  Metallen  zeigen  sich  auch  Gefäße  von  Glas  oder  Quarz  bei 
höheren  Temperaturen  für  Gase  durchlässig.* 

Über  die  Diffusion  durch  Gelatine  oder  Gallerte  s.  unten. 


5.   Diflfusion  durch  Flüssigkeiten. 

Die  allmähliche  Verbreitung  eines  Gases  (COg)  in  einer  Flüssigkeit  (H^O)  ist 
zuerst  von  Graham^  (1850)  untersucht  worden.  Er  sättigte  das  Wasser  in  einer 
Flasche  mit  Kohlensäure  und  schob  über  den  abgeschliffenen  Rand  der  Flasche 
eine  ihr  gleiche,  deren  Wasser  kohlensäurefrei  war.  Nach  einiger  Zeit  prüfte  er 
das  Wasser  der  oberen  Flasche  auf  seinen  Gehalt  an  Kohlensäure  und  fand,  daß 
die  Bewegung  der  Kohlensäure  durch  das  Wasser  sehr  langsam  vor  sich  geht 
und  nicht  merklich  beeinflußt  wird,  wenn  ein  anderes  Gas,  z.  ß.  Stickoxydul,  in 
dem  Wasser  aufgelöst  ist.  1875  verfolgte  Exnfr®  die  Diffusion  von  Gasen  und 
Dämpfen  durch  eine  Seifenlamelle,  1877  Pranghe''  durch  Leinöl,  von  Wrob- 
LEWSKi®  faßte  (1878)  die  Ausbreitung  der  Gase  in  einer  Flüssigkeit  als  eine  der 


1  Th.  Graham,  1.  c.  —  2  w.  Ramsay,  1.  c.  —  3  w.  W.  Randall,  Amer.  Chem. 
Journ.  19.  682.  1899.  —  ♦  S.  z  B.  P.  Villard,  C.  R.  130.  1752.  1900.  —  D.  Berthelot, 
Ann.  chim.  phys.  (8)  5.  145  u,  s.  w.  1905.  —  5  Th.  Graham,  Phil.  Trans.  1850.  p  i  u.  905; 
1851.  p.  483;  LiEBiGs  Ann.  77.  $6  u.  129.  1851.  —  6  Fr.  Exner,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad. 
d.  Wiss.  70.  (II)  465.  1875;  75.  263.  1877;  auch  Pogg.  Ann.  165.  321  u.  443.  1875.  — 
7  J.  Pranghe,  Diss.  Bonn  1877.  —  85.  von  Wroblewski,  Wied.  Ann.  2.  481.  1877;  4. 
268.  1878;  7.   11.  1879;  8.  29.   1879. 
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Verbreitung  der  Wärme  in  einem  Leiter  analoge  Erscheinung  auf,  die  nach  der 
FouRiER  sehen  Theorie  der  Wärmeleitung  behandelt  werden  kann.  Gleichzeitig 
zeigte  Stefan^  (1878),  daß  seine  Theorie  der  Diffusion,  die  zu  Gleichungen 
derselben  Form  wie  die  FouRiERsche  Theorie  der  Wärmeleitung  führte,  die 
Diffusion  von  Gasen  durch  Wasser  oder  Alkohol  gut  darstelle.  Weitere  Unter- 
suchungen über  die  Diffusion  von  Gasen  und  Dämpfen  durch  Wasser,  Alkohol 
oder  Salzlösungen  haben  Johannes  Müller*,  Hüfner®,  Ardelt*  und  Mache* 
angestellt  Hüfner^  und  Hagenbach  ^  untersuchten  auch  die  Ausbreitung  von 
Gasen  in  Gallerte. 

a)   Diffusion  durch  Flüssigkeitslamellen. 

Nachdem  schon  Draper  ®  und  Marianini  *  qualitative  Beobachtungen 
über  den  Durchgang  von  Gasen  durch  Flüssigkeitslamellen  gemacht  hatten,  unter- 
suchte ExNBR^*^  die  Diffusion  verschiedener  Gase  gegen  Luft  und  gegeneinander 
durch  eine  Seifenlamelle  in -folgender  Weise:  Die  Lamelle  wurde  in  ein  weites, 
geteiltes,  vertikales  Glasrohr  gesogen,  das  an  einem  Ende  offen,  am  anderen  Ende 
durch  eine  Metallplatte  geschlossen  war. 

Durch  die  Metallplatte  trat  ein  kurzes  Kapillarrohr,  das  bis  zur  inneren 
Fläche  der  Platte  ging,  ohne  hervorzuragen.  Auf  dem  anderen  Ende  der  Kapillaren 
saß  ein  Kautschukschlauch,  den  ein  Quetschahn  unmittelbar  an  dem  Kapillarrohre 
abschloß.  Die  sehr  leichte  Lamelle  folgte  in  der  weiten  Glasröhre,  deren  Wände 
mit  Seifenwasser  benetzt  waren,  dem  kleinsten  Überdrucke.  Man  brachte  die 
Lamelle  an  einen  bestimmten  Teilstrich  des  Glasrohres,  so  daß  das  durch  sie 
und  den  Hahn  abgesperrte  Luftvolumen  unter  Atmosphärendruck  stand.  An  der 
anderen  Seite  der  Lamelle  floß,  auch  unter  Atmosphärendruck,  ein  kontinuier- 
licher Strom  des  zu  untersuchenden  Gases.  Sobald  die  Diffusion  durch  die 
Lamelle  begann,  verschob  diese  sich  und  kam  erst  zur  Ruhe,  wenn  alle  Luft 
durch  das  Gas  ersetzt  war.  Der  Anfangs-  und  Endstand  der  Lamelle  gaben 
direkt  die  Luft-  {L)  und  Gasvolumina  {Cr},  die  sich  bei  der  Diffusion  aus- 
tauschten. 

Durch  COg,  HjS  NH3  wurden  die  Lamellen  sehr  schnell  zerstört,  deshalb 
konnte  Exner  G  und  L  nur  bestimmen,  indem  er  in  einer  flachen,  zum  Teil  mit 
Seifenlösung  gefüllten  Schale,  auf  deren  Boden  sich  eine  Millimeterskale  befand, 
über  der  Lösung  Blasen  mit  den  genannten  Gasen  gefüllt  erzeugte.  Diese 
nehmen  sehr  schnell  an  Größe  ab  bis  zu  einem  kleinen  konstanten  (mit  Luft  er- 
füllten) Volumen.  G  und  L  ergab  sich  dann  wenig  genau  aus  den  an  der  Skala 
abgelesenen  Werten  der  Blasendurchmesser.  Ähnliche  Beobachtungen  stellte 
Exner ^^  über  die  Diffusion  von  Dämpfen  an,  indem  er  das  Diffusionsrohr  mit 
der  Lamelle  in  eine  weite  Flasche  tauchen  ließ,  aus  der  der  Dampf  aufstieg. 

Der  Quotient  GJ L  zeigte  sich  merklich  proportional  der  Größe:  cc/y^,  wo 
or  der  Absorptionskoeffizient  der  Seifenlösung  (H^jÖ)  für  das  Gas  oder  den  Dampf, 
ö  die  Dichte  der  Gase  und  Dämpfe  ist.  Setzt  man  a/j/j  für  Luft  =  1  und 
benutzt  die  von  Bunsen  bestimmten  AbsorptionskoefBzienten,  so  gibt  folgende 
Tabelle  eine  Übersicht  der  Resultate : 

1  J.Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  77.  (II)  371.  1878.  —  2  Johannes 
Müller,  Wied.  Ann.  43.  554.  1891.  —  ^  G.  Hüfner,  Wied.  Ann.  60.  134.  1897;  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  27.  227.  1898.  —  *  E.  Ardelt,  Diss.  Münster  1904.  —  B  H.  Mache,  Phys. 
Zuchr.  7.  316.  1906.  —  6  G.  Hüfner,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  27.  227.  1898.  —7  a.  Hagen- 
bach,.Wied.  Ann.  66.  673.  1898.  —  8  J.  W.  Draper,  Pogg.  Ann.  43.  88.  1838;  aus 
Phil.  Mag.  (3)  11.  559.  1837.  —  Ö  Marianini,  Pogg.  Ann.  65.  159.  1895;  aus  Ann.  chim. 
phys.  (3)  9.  382.  1843.  —  ^0  Fr  Exner,  1.  c.  —  ^^  Fr.  Exner,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d. 
Wiss.  76.  (II)  263.  1877. 
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Haadb.  d. 
Phys.    a.  Anfl. 


Gase  bei  18— 18«C 

Dämpfe  bei  22<^C 

Luft 

N 

0 

Leucht- 
gas 

H 

CO, 

47,1 
45,1 

H,S 

NH, 

Schwefel- 
kohlenstoff 

Chloro- 
form 

Alkohol  1  Benzin 

G 
L 
a 

VI 

'     1 

'     1 

1 

1 

0,86 
0,85 

1,95 
1,60 

1 
2,27      3,77 

2,12      8,89 

165 
168,3 

46000 
54450 

8,9 
3,8 

8,8 
3,5 

0,98 
1,0 

0,13 
0,11 

Die  genaue  Übereinstimmung  bei  H^S  ist  eine  zufällige. 

Prakghe*  bestätigte  diese  Proportionalität  und  erhielt  bei  sorgfältiger  Rein- 
darstellung von  O  bessere  Übereinstimmung  für  O  als  Exner.  Dagegen  fand  sich 
für  eine  Lamelle  aus  Leinöl  das  Gesetz  nicht  bestätigt. 

Nach  diesen  Versuchen  scheint  die  Diffusion  von  Gasen  durch  eine  dünne 
Flüssigkeitshaut  so  vor  sich  zu  gehen,  daß  zuerst  die  an  das  Gas  grenzende 
Fläche  der  Flüssigkeit  sich  mit  dem  Gase  sättigt  und  dieses  dann  durch  die 
Flüssigkeit  wie  durch   einen   porösen   nicht  absorbierenden  Körper  hindurchgeht 

b)   Diffuflion  dnroh  dickere  FlüssigkeitaBoMohten. 

Die  Diffusion  eines  Gases  durch  dickere  Schichten  einer  Flüssigkeit  hat 
Stefan  *  theoretisch  und  experimentell  verfolgt  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Differentialgleichung  (3)  p.  141 7,  die,  wie  wir  später  sehen  werden,  ebenso  für 
die  Bewegung  eines  Salzes  in  seinem  Lösungsmittel  gilt,  auch  hier  anzuwenden  sei. 

Ist  also  ^  die  Dichte  des  Gases  am  Orte  x  eines  zylindrischen  Gefäßes 
mit  Flüssigkeit,  durch  welche  Gas  diffundiert,  so  gilt  nach  dieser  Annahme  die 
Gleichung 


(1) 


dt  "     d'x^ 


Wird  an  einem  Ende  jc  =  0  des  Gefäßes  die  Dichte  q  stets  konstant  =  a 
erhalten  und  ist  für  /=0  und  alle  positiven  x,  ^  =  0,  so  wird  das  Integral 
von  (l): 


Q  =  a 


2yrt 


wo    die    Flüssigkeitssäule    als    unendlich    lang   betrachtet   wird.     Die    durch   die 
Trennungsebene  von  Gas  und  Flüssigkeit  gehende  Gasmenge  ist  folglich 


oder 


0 


wenn  Q  den  Querschnitt  bezeichnet.  Führt  man  das  Volumen  V  des  Gases  und 
seinen  Absorptionskoeffizienten  a  (bei  der  Versuchstemperatur)  ein,  so  wird,  da 
i)/«  V'd;  a  =  a*ö;  (2)  zu: 


^  J.  PB.ANGHE,  L  c.  —  2  j.  Stefan,  1.  c. 
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(2a)  F=2«Ö 


f: 


Ist  das  Gefäß  nicht  unendlich  lang,  sondern  hat  es  die  Länge  /,  so  tritt  für  o:  =  / 
eine  Grenzbedingnng  ein. 

Um  die  Diffusion  von  Kohlensäure  durch  Wasser  oder  Alkohol  zu  unter- 
suchen, wurden  enge  Glasröhren  von  höchstens  2,7  mm  Durchmesser  im  Lichten 
mit  CO2  gefüllt  und  an  beiden  Enden  zugeschmolzen,  dann  das  eine  Ende  unter 
der  Flüssigkeit  abgebrochen,  so  daß  ein  Flüssigkeitsfaden  von  passender  Länge 
in  die  Röhre  eintrat  und  nun  dessen  Bewegung  beobachtet,  wenn  die  Röhre 
vertikal  stand  oder  horizontal  gelegt  war,  wobei  wegen  ihres  geringen  Querschnitts 
sich  der  Faden  zusammenhängend  erhielt.  Diese  Bewegung  maß  direkt  die  in 
die  Flüssigkeit  eintretenden  Mengen  des  Gases.  Bei  den  Versuchen  grenzt  die 
eine  Seite  der  Flüssigkeit  an  die  Kohlensäure,  die  andere  an  die  freie  Atmosphäre, 
deren  Druck  den  Faden  so  verschiebt,  daß  die  Kohlensäure  stets  unter  demselben 
Drucke  steht,  d.  h.  die  Dichte  des  Gases  an  der  Grenzschicht  x  =  0  stets  konstant 
bleibt  Für  das  andere  Ende  x  =  l  der  Flüssigkeit  darf  man  ^  =  0  für  jedes  / 
setzen,  da  die  CO^  mit  sehr  viel  größerer  Geschwindigkeit  sich  in  der  Luft 
verbreitet  als  in  der  Flüssigkeit.  Die  Lösung  von  (1),  welche  diesen  Bedingungen 
genügt,  ist: 

/       x\      2al  ,   %x    ^'^U^      1    .     2nx    .1«'*!      1   .    ^%x    _  ?fin^        \ 
^=.^|^l_^j^_|sm  — e      i-    +-sm— -e       i^    +-sm-y-6       r,    +...J, 

woraus  für  Q  =  1  folgt: 

Setzt  man  z  =  n^ktjfl  und  vergleicht  den  Wert  der  Lösung  (3),  welche 
genau  den  Versuchsbedingungen  entspricht,  mit  dem  Werte  der  Lösung  (2),  bei 
der  die  Flüssigkeitssäule  als  unendlich  lang  angesehen  wurde,  so  zeigt  sich,  daß 
erst  für  ar  =  4  die  beiden  Werte  um  2  ^/^  voneinander  abweichen.  Man  darf 
demnach  bei  der  geringen  Genauigkeit  der  Versuche  die  Formel  (2)  in  den  meisten 
Fällen  unbedenklich  anwenden.  Die  Beobachtungen  ergaben  nun  in  der  Tat, 
daß  die  Diffusion  von  CO^  durch  Wasser  und  Alkohol  nach  Formel  (2)  verlief, 
indem  die  durch  die  Trennungsebene  der  CO3  und  der  Flüssigkeit  tretende  Gas- 
menge der  Quadratwurzel  aus  der  Zeit  proportional  war. 

Eine  andere  Art  der  Prüfung  der  Theorie  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (3). 
Mit  wachsender  Zeit  nähert  sich  M  der  Grenze  M=  akij/  +  a/jS,  d.  h. 

dM       ak  ,  dV       ak 

(4)  ^  =  —      ^^^^      -dT^T     ' 

und  dieser  Beharrungszustand  wird  um  so  eher  erreicht  werden,  je  kleiner  /  ist. 
Wurde  bei  den  Beobachtungen  nun  gerade  so  verfahren,  wie  vorher,  so  erwiesen 
sich  die  Produkte  aus  den  Verschiebungen  des  Flüssigkeitsfadens  in  seine  Längen, 
d.  h.  die  Größen  dM*  l  für  gleiche  Zeiträume  merklich  konstant,  wie  es  (4)  fordert. 
Der  Fehler,  den  die  Verdampfung  der  Flüssigkeit  in  die  Luft  bewirkt,  wurde 
dadurch  verkleinert,  daß  man  den  Flüssigkeitsfaden  schon  bei  Beginn  des  Versuchs 
tiefer  in  die  Röhre  brachte. 

Ebenso,  wie  COg  aus  dem  durch  die  Flüssigkeit  abgeschlossenen  Räume  in 
die  Luft  diffundiert,  mußte  umgekehrt  Luft  in  diesen  Raum  gelangen  und  das 
Verhältnis  zwischen  dem  anfänglichen  COg-Volumen  V  zu  dem  nach  Beendigung 
der  Diffusion  eingeschlossenen  Luftvolumen  V  dient  zu  folgenden  Schlüssen.  Hat 
man  mehrere  Gase  in   dem  Volumen   V  durch  den  Flüssigkeitsfaden  abgesperrt, 
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bedeuten  a^  und  a^'  u.  s.  w.  die  Dichten  des  ersten  u.  s.  w.  Gases  in  der  ersten 

und  zweiten  Grenzschicht  der  Flüssigkeit,  so  hat  man  nach  Analogie  mit  (4)  die 
Gleichungen 


dt  l  '  dt  l 


u.  s.  w. 


Sind  p^y  p^  u.  s.  w.  bezw.  p^^  p,^  u.  s.  w.  die  Partiaidrucke  des  ersten, 
zweiten  u.  s.  w.  Gases  in  den  beiden  Grenzschichten  der  Flüssigkeit;  cJ^,  6^  u.  s.  w. 
die  Dichten  der  Gase  bei  dem  Gesamtdruck  p\  a^,  «^  die  Absorptionskoeffi- 
zienten der  Flüssigkeit  für  diese  Gase,  so  ist 

J/,=  F^'*'      ;  M..=  vf^^-'    ...     ; 

'  P  '  P 

P\\       .  Pi^i  .  '  P\^ 

ö,  =  «,     '    '  ff„  =  ct.,     '    '    .  .  .  a,   =  «      '        u.  s.  \v. 

'  '     /  '         -     p  '  '     /> 

Es  wird  also: 

Bleibt  der  Gesamtdruck  /►  der  Gase  innerhalb  und  außerhalb  der  Flüssig- 
keit konstant,  d.  h.  /^  +  /j  +  ...=/>=  /j'  +  /g'  +..  .,  so  folgt  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen  das  Integral: 


\  «1 K       «2  h  I 


=  const 

Sind  /j,  p2  u.  s.  w.  für  den  Anfang  des  Versuchs  gegeben,  so  liefert  diese 
Gleichung  das  Verhältnis  F/F'.  Bei  den  Versuchen  diffundierte  CO,  durch 
Alkohol  gegen  Luft,  d.  h.  gegen  ein  Gemenge  von  O  und  N.  Es  ist  femer 
Pi  ^  p,  P2  '^Ps  ^  ^  am  Anfang  des  Versuchs,  wo  nur  COg  im  Volumen  V  vor- 
handen war,  am  Ende  ist  p^  =  0,  /^  =  0,21/,  p^  =  0,79/;  also: 

V  .    /0,739        6,529 

wenn  man  a^  und  a^  nach  Bunsen  einsetzt. 

Nimmt  man,  was  wohl  näherungsweise  richtig,  vfg  ==  '^3  an  und  setzt  den 
von  Bunsen  bestimmten  Wert  von  «^  ein,  so  ergibt  ein  Vergleich  der  Beobachtungen 
mit  dieser  Formel,  daß  k^  =  0,796  k^  bei  12,5®  und  >J,  =  0,813  ij  bei  17^ 
d.  h.  ij  ist  kleiner  wie  Jt^,  während  die  Absorptionskoeffizienten  von  H^O  für 
COg  und  N  bei  12,5®  etwa  a^  =  3,349  und  a,  =  0,121  nach  Bunsen  betragen. 
Es  ist  demnach  der  Diffusionskoeffizient  eines  Gases  nicht  durch 
seine  größere  oder  geringere  Absorptionsfähigkeit  bestimmt.  Ebenso 
ergab  sich  für  Alkohol,  daß  der  Diffusionskoeffizient  von  Wasserstoff  mehr  als 
doppelt  so  groß  war  wie  der  des  Stickstoffs,  während  Wasserstoff  viel  weniger 
von  Alkohol  absorbiert  >Äird  als  Stickstoff.  Aus  der  Formel  (2)  und  (4)  läßt  sich 
der  absolute  Wert  des  Diffusionskoeffizienten  berechnen;  denn  ist  S  die  Dichte  des 
Gases  bei  dem  normalen  Drucke  p,  so  wird  M=  Vd,  und  a  ^  ad  und  setzt 
man  das  ein,  so  ergeben  sich  nach  Stefans  Versuchen: 

cm' 
Difi'usionskoeffizient  CO3  — H^O        =  0,000016 


sec 

cm 

CO,-  Alkohol  =  0,000031 

^  sec 


für  16— 17®C 
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Bei  der  Bestimmung  des  letzteren  ist  auch  die  Gegendiffusion  von  Luft 
durch  Alkohol  berücksichtigt.  Stefan  schließt  aus  diesen  Untersuchungen,  daß 
die  rein  physikalische  Theorie  der  Diffusion  der  Gase  durch  Flüssig- 
keiten, wie  sie  von  ihm  nach  Analogie  mit  Fouriers  Theorie  der 
Wärmeteitung  entwickelt  wurde,  den  Beobachtungen  entspricht,  daß 
also  sich  merst  die  Oberflächenschicht  der  Flüssigkeit  mit  dem  Gase  sättigt  und 
sich  dann  im  Innern  das  Gas  von  Schicht  zu  Schicht  von  den  Orten,  wo  es 
größere  Dichte  hat,  zu  denen  geringerer  Dichte  verbreitet. 

Schon  vor  Stefan  hat  von  Wroblewski  ^  die  Annahme  gemacht,  daß  sich  ein 
Gas  nach  der  Fourier  sehen  Theorie  in  einer  Flüssigkeit  verbreite  und  hatte  zu 
dem  Zwecke  die  Formel  (2)  benutzt.  Er  versuchte  die  über  dem  Flüssigkeits- 
zylinder befindliche  Kohlensäure  immer  unter  demselben  Drucke  zu  halten,  indem 
er  sie  nach  Maßgabe  ihrer  Absorption  durch  die  Flüssigkeit  zusammendrückte. 
Es  gelang  ihm  aber  nicht,  für  Wasser  und  CO,  die  Richtigkeit  der  Formel  (2) 
nachzuweisen,  da  das  mit  CO^  beladene  Wasser  schwerer  wurde  und  der  Schwere 
folgend  untersank,  also  Strömungen  durchaus  den  Diffusionsprozeß  verdeckten. 
Diese  Störungen  wurden  sehr  vermindert,  wenn  von  Wroblewski  Kochsalz- 
lösung statt  Wasser  benutzte,  deren  Zähigkeit  und  geringe  Absorption  der  COg 
die  Strömungen  so  verlangsamten,  daß  das  FoüRiERsche  Gesetz  zur  Geltung  kam. 
Es  ergab  sich  für  konzentrierte  NaCl-Lösung  und  COg  k  =  0,0000091  cm*/sec 
bei  ca.  2®.  Später  versuchte  dann  von  Wroblewski*  für  Wasser  und  COg  in 
den  ersten  Minuten  des  Versuchs  die  Größe  k  nach  Formel  (2)  zu  bestimmen; 
in  dieser  kurzen  Zeit  sollen  die  Strömungen  noch  nicht  merklich  geworden  sein. 
Die  so  gewonnenen  Resultate  ergaben  i>  0,000022  cm*/ sec,  doch  weichen  die 
Beobachtungen  sehr  voneinander  ab  und  sind  nicht  geeignet,  die  Richtigkeit  der 
Theorie  zu  prüfen.  —  Ardelt'  hat  die  Diffusion  von  Luft,  Sauerstoff  und  Stick- 
stoff durch  drei  verschieden  konzentrierte  Lösungen  von  NaCl  untersucht  und  sie 
nach  Formel  (2)  berechnet.  Er  findet  für  die  Diffusionskoeffizienten  zwischen  den 
Temperaturen  von  etwa  16 — 20®  C  für  die  drei  Gase  Werte,  die  ungefähr  zwischen 

k  =  0,00001  ^^  und  k  =  0,00002  -^ 

sec  sec 

liegen. 

Die  Stefan  sehe  Formel  (4),  die  voraussetzt,  daß  ein  stationärer  Zustand 
eingetreten  sei,  benutzte  auch  Hüfner*,  um  seine  Versuche  zu  berechnen.  Sein 
Apparat  bestand  meist  aus  einem  an  beiden  Seiten  offenen  und  kalibrierten 
U-Rohr,  in  dessen  einem  (rechten)  Schenkel  eine  etwa  0,5  mm  dicke  Hydrophan- 
platte angebracht  war,  über  der  die  Wasserschicht  (0,5 — 2  cm  dick)  lagerte,  durch 
die  die  Diffusion  geschah.  In  der  Biegung  des  Rohres  war  Quecksilber  und  in 
dem  linken  Schenkel  konnte  Quecksilber  nachgegossen  werden,  um  das  Gas  unter 
annähernd  gleichem  Drucke  zu  erhalten.  Zwischen  der  rechten  Quecksilberkuppe 
und  der  Hydrophanplatte  befand  sich  das  schwerere  Gas  (CO^,  NO,  O),  über  der 
Wassersäule  strömte  langsam  das  leichtere  Gas  (N,  mit  Wasserdampf  beladene 
Luft).  An  der  Teilung  des  Rohres  konnten  die  durch  den  Hydrophan  und  die 
Wassersäule  ausgetretenen  Gasmengen  bestimmt  werden;  war  die  Gegendiffusion 
von  außen  nach  innen  zu  berücksichtigen,  so  ergab  die  Analyse  des  nach  dem 
Versuch  noch  vorhandenen  Gases  ihren  Betrag.  Der  Einfluß  des  Hydrophans 
konnte  durch  Messungen  mit  zwei  verschiedenen  Wasserhöhen  bestimmt  werden. 
Der  ganze  Apparat  befand  sich  in  einem  Wasserbad  von  möglichst  konstanter 
Temperatur.  Aus  solchen'  und  ähnlichen  Versuchen  findet  Hüfner  bei  etwa 
16®  C  für  die  Diffusion  im  Wasser: 

1  S.  VON  Wroblewski ,  Wied.  Ann.  2.  481.  1877.  —  *  S.  von  Wroblewski,  Wied. 
Ann.  4.  268.  1878;  7.  11.  1879;  8.  29.  1879.  —  3  E,  Ardklt,  Dissert.  Münster  1904.  — 
♦  G.  HÜFNER,  Wied.  Ann.   60.    134.    1897;   Ztschr.  f.  phys.  Chem.  27.  227.  1898. 
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1 

'        CO. 

N 

0,0000200 
0,000105 

Ö 

0,0000187 
0,000105 

N,0 

0,0000156 
0,000103 

Cl 

NH,  » 

k 

0,0000159 
0,000106 

0,0000127 
0,000106 

cm» 

0,0000128    

sec 

0,000058 

Ob  der  stationäre  Zustand  bei  allen  Versuchen  erreicht  war,  ist  freilich 
zweifelhaft.  Für  die  ersten  fünf  Gase  findet  sich  Exners  Satz,  daß  k  umgekehrt 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte,  also  auch  aus  dem  Molekular- 
gewicht (w)  ist,  bestätigt.  Nimmt  man  nach  Voigtländer*  an,  daß  die  Ab- 
hängigkeit des  k  von  der  Temperatur  sich  durch  i^  =  >^q  (1  +  j3  ff  darstellt,  so 
findet  HüFNER,  allerdings  nur  aus  Beobachtungen  zwischen  8  und  15°  C: 
^  =  0,0126.  —  Versuche  mit  Wasserstoff  ergaben  kein  eindeutiges  Resultat  — 

Die  Erscheinung,  daß  Luftbläschen,  die  an  dem  Boden  oder  den  Wänden 
eines  mit  Wasser  gefüllten  Gefäßes  sitzen,  allmählich  kleiner  werden  und  ver- 
schwinden, führt  Mache*  auf  die  Diffusion  der,  unter  höherem  als  dem  Atmo- 
sphärendrucke stehenden,  Luft  in  den  Bläschen  durch  das  Wasser  zurück  und  be- 
rechnet daraus  für  Luft  bei  etwa  17®  C:  >f  =  0,0000197  cm*/sec  in  guter  Über- 
einstimmung mit  den  oben  angeführten  Zahlen  für  N  und  O. 


0)  Diffasion  durch  Gelatine  oder  Gallerte. 


Um  für  Wasserstoff  womöglich  einen  genaueren  Wert  zu  erhalten  als  dies 
bei  Benutzung  von  Wasser  möglich  war,  verwandte  Hüfner*  in  seinem  Apparat 
27oige  Agargallerte  statt  Wasser;  so  fand  er  für  10®  C:  if  =  0,0000484  cm*/sec, 
aber  auch  dieser  Wert  soll  mehr  die  Größenordnung  von  k  als  eine  genaue  Be- 
stimmung darstellen.  Ebenso  bestimmte  Hüfner  endlich  die  Abhängigkeit  des 
k  von  der  Temperatur  für  die  Diffusion  der  CO3  durch  Agargallerte.  Aus  Beobach- 
tungen zwischen  10 — 20®  C  ergab  sich,  wenn  man  wieder  k^^  =  >&^j(l  +  j5/)*  setzte, 
|5  =  0,010295. 

Die  Diffusion  durch  20®/jjige  Gelatine  hat  Hagenbach^  für  verschiedene 
Gase  bestimmt.  Die  Gelatine  wurde  in  956  kreisrunde  Löcher  einer  etwa  1  cm 
dicken  horizontalen  Metallplatte  gefüllt,  die  zwei  Blechkasten  voneinander  ab- 
schloß. In  beiden  Kästen  war  dasselbe  Gas,  unten  aber  unter  etwa  30  cm  Hg 
Überdruck.  Die  an  einem  Manometer  ablesbare  Druckdifferenz  wurde  während 
des  Versuchs,  durch  Nachfüllen  von  Quecksilber  in  ein  mit  dem  unteren  Kasten 
verbundenes  Gefäß,  konstant  gehalten.  Der  ganze  Apparat  befanjfl  sich  in  einem 
Wasserbade  von  möglichst  konstanter  Temperatur. 

Ein  Vorversuch  mit  COg  zeigte,  daß  die  Diffusionsgeschwindigkeit  durch 
Gelatine  kleiner  war  als  durch  Wasser  und  mit  wachsendem  Gelatinegehalt  abnahm. 
Die  Absorptionskoeffizienten  (a)  für  Gelatine  waren  nach  den  nicht  sehr  genauen 
Versuchen  nur  so  wenig  von  denen  für  Wasser  verschieden,  daß  bei  der 
Berechnung  von  k  die  von  Bunsen  für  Wasser  bestimmten  a  Werte  be- 
nutzt wurden.  Bei  den  Beobachtungen  wartete  man,  bis  der  Zustand  sta- 
tionär geworden  war,  so  daß  Gleichung  (4)  von  Stefan  angewandt  werden 
konnte.  Es  fand  sich  bei  14  bis  15®  C;  NH3  bei  17®  C  und  mit  etwas  an- 
derer Versuchsanordnung: 


^  Johannes  Müller  (Wied.  Ann.  43.  554.  1891)  fand  einen  sehr  unwahrscheinlichen, 
etwa  15  mal  größeren  Wert  von  >&  für  NH,  in  Wasser.  —  2  p.  Voigtländer,  Ztschr.  f.  phjrs. 
Chem.  3.  316.  1889.  —  3  H.  Mache,  Physik.  Ztschr.  7.  316.  1906.  —  *  G.  Hüfner,  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  27.  236.  1898.  —  *>  a.  Hagenbach,  Wied.  Ann.  66.  673.   1898. 
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CO, 


0,00000978 
0,00000891  bei  0<>C 

0,0000649 


N,0 


0,00000784 
0,0000487 


NH, 


0,0000184 
0,0000759 


H,S 


0,0000114 
0,0000665 


H 


0,0000841 
0,0000482 


Für  Sauerstoff  ergab  sich  ein  abnorm  hoher  Wert  {k  =  0,0000878),  der 
vielleicht  durch  chemische  Einwirkung  des  O  auf  die  Gelatine  hervorgerufen  war.  — 

Bei  allen  Versuchen  über  die  Diffusion  von  Gasen  durch  Wasser  und  Gallerte 
hat  sich  die  ExNERsche  Regel,  wonach  die  Diffusionskoeffizienten  der  Gase  der 
Quadratwurzel  aus  (den  Dichten)  dem  Molekulargewicht  [m)  umgekehrt  pro- 
portional sein  sollen,  zwar  in  vielen,  aber  durchaus  nicht  in  allen  Fällen  als 
gültig  erwiesen. 

Daß  die  Masse  und  das  Volumen  einer  Molekel  sowohl  für  die  Diffusion 
eines  Gases  als  einer  flüssigen  Lösung  bei  ihrer  Bewegung  durch  eine  Flüssigkeit 
von  großem  Einfluß  ist,  scheint  von  vornherein  einleuchtend.  Es  sind  deshalb 
viele  Versuche  gemacht  worden,  den  Diffusionskoeffizienten  Jk  mit  diesen  Größen 
gesetzmäßig  zu  verknüpfen,  alle  so  gewonnenen  Sätze  haben  aber  nur  angenäherte 
Gültigkeit  und  beziehen  sich  meist  nur  auf  einzelne  Gruppen  von  Stoffen.  So 
z.  B.  sollen  nach  Euler ^  die  drei  Halogene:  Chlor,  Brom,  Jod  ein  konstantes 
Produkt  von  i.}^  für  jedes  Lösungsmittel  ergeben,  das  für  Wasser  aber  gleich 
10,  für  Benzol  gleich  22,  für  Schwefelkohlenstoff"  gleich  40  ist 

Walden*  findet,  daß  für  ein  gegebenes  Halogen  i-??  =  const,  wo  ri  die 
innere  Reibung,  und  unabhängig  von  dem  Lösungsmittel  sei,  während  in  allen 
Lösungsmitteln  imd  für  alle  Halogene 

k' 71-^7/1==  0,146 
sein  soll. 

Ebenso  weisen  Euler  ^  und  Thovert*  darauf  hin,  daß  für  die  untersuchten 
Nichtelektrolyte  ^•]/m  ein  nicht  sehr  veriabeles  Produkt  ergäbe  und  Sutherland* 
sucht  eine  Beziehung  zwischen  k  und  dem  Volumen  des  gelösten  Molekels  wahr- 
scheinlich zu  machen. 


d)  SifFotioiiy  bewirkt  dnroh  Temp^ratnrdifPerenzen  in  einer  IltissigkeitBsäale. 

Ist  eine  vertikale  Flüssigkeitssäule  mit  einem  Gase  gesättigt  und  hat  sie  an- 
fänglich überall  gleiche  Temperatur,  so  ändert  sich  die  Konzentration  dieser  Gas- 
lösung nach  Versuchen  von  van  Berchem®,  wenn  die  Säule  oben  dauernd 
erwärmt  und  unten  auf  kühlerer,  konstanter  Temperatur  gehalten  wird  und  zwar 
wird  die  Konzentration  in  dem  kalten  Teile  größer  als  in  dem  warmen.  Man 
kann  also  von  einer  Diffusion  des  gelösten  Gases  von  den  warmen  zu  den  kalten 
Stellen  sprechen.  Die  Versuche  wurden  mit  Lösungen  von  HCl  oder  NH3  in 
30  cm  langen  Röhren  angestellt,  sie  dauerten  13  bis  46  Tage,  während  deren 
die  Temperatur  oben  auf  50®  und  unten  auf  15®  C  gehalten  wurde,  und  nach 
denen  man  den  warmen  und  den  kalten  Teil  der  Flüssigkeit  getrennt  ausfüllte 
und  auf  ihren  Gasgehalt  untersuchte.  Für  Ammoniak  waren  die  Versuchsresultate 
nicht  so  eindeutig  und  befiriedigend  wie  für  HCl.  Eine  ähnliche  Erscheinung  ist 
schon  viel  früher  bei  Salzlösungen  beobachtet. 


1  H.  EüLER,  WiED.  Ann.  63.  273.  1897.  —  2  p.  Waldkn,  Ztschr.  f.  Elektrochem.  12. 
77.  1906;  s.  auch  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  54.  129.  1906.  —  ^  H.  Euler,  L  c.  —  *  J.  Tho- 
VERT,  C.  R  185.  579.  1902.  —  B  w.  SuTHEKLAND,  Phil.  Mag.  (6)  9.  781.  1905.  — 
Ö  P.  VAN  BsRCHEM,  Arch.  de  Genöve  (2)  23.   70.   1890. 
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II.  DifEtision  von  Flüssigkeiten. 

1.   Freie  Diffusion. 

Der  Name  rührt  von  Frankenheim ^  (1835)  her  und  ist  übertragen  von  der 
analogen  Erscheinung  für  Gase,  die  Diffusionserscheinungen  selbst  waren  aber 
schon  viel  früher,  z.  B.  Berthollet  (1803),  Parot  (18 15)  bekannt.  Eingehendere 
Untersuchungen  lieferte  zuerst  Graham*  (1850 — 51),  Fick^  (1855)  entwickelte 
dann  eine  Theorie  der  Erscheinungen  unter  der  Annahme,  daß  die  freie  Diffusion 
einer  Flüssigkeit  in  die  andere  (meist  einer  Salzlösung  in  ihr  Lösungsmittel)  nach 
denselben  Gesetzen  geschähe  wie  die  Verbreitung  der  Wärme  in  den  Leitern. 
Nach  dieser  Hypothese  berechneten  Simmler  und  Wild*  (1857)  und  Beez^  (1859) 
einige  Versuchsanordnungen,  dabei  schlugen  die  ersteren  optische  Methoden  der 
Untersuchung  vor.  Solche  Hilfsmittel  wandten  Hoppe-Seyler  ®,  E.  Voix'  (1867) 
und  JoHANNisjANZ®  (1877)  Später  an,  aber  schon  1878  zeigte  Stefan •  die  große 
Ungenauigkeit  ihrer  Methoden  und  berechnete  aus  Grahams  Versuchen  den 
Diflfusionskoeffizienten  für  eine  Anzahl  von  Stoffen  in  Lösungen  von  Wasser  oder 
Alkohol  und  fand  dabei  die  FiCKsche  Annahme  bestätigt.  Auf  elektrischem  Wege 
suchte  H.  F.  Weber  ^®  1879  eine  scharfe  Prüfung  der  FiCKschen  Anschauungen 
vorzunehmen,  deren  Genauigkeit  aber  nach  späteren  Untersuchungen  von  Seitz^^ 
fraglich  geworden  ist.  Dann  haben  Schühmeister^^  (1879),  Long^^  (1880), 
Lenz^*  (1882),  J.  D.  R.  Scheffer  ^'^  (1881  und  1884)  u.  a.  die  Abhängigkeit  der 
Diffusion  von  der  Natur  des  diffundierenden  Stoffes  und  de  Heen  ^*  die  Änderung 
mit  der  Temperatur  sich  bemüht  festzustellen,  während  Dojes^^  eine  Übersicht 
und  Kritik  der  benutzten  theoretischen  und  experimentellen  Methoden  gab  und 
neue  Versuchsanordnungen  vorschlug.  Nachdem  (1884 — 87)  van^t  Hoff^® 
den  aus  Versuchen  abgeleiteten  Begriff  des  osmotischen  Druckes  entwickelt  und 
seine  Gesetze  gefunden  hatte,  gelang  es  Nernst^*  (1887)  eine  Molekulartheorie 
der  Diffusion  aufzustellen,  die  einen  neuen  Anstoß  zu  Untersuchungen  in  unserem 
Gebiete  gab.  Folgerungen  aus  dieser  Theorie  prüften  u.  a.  Wiedeburg*^, 
Arrhe'nius*\  Abegg",  Behn**,  Böse***,  Öholm*^  u.  a. 

Eine  neue  optische  Methode,  die  nicht  von  den  Bedenken  Stefans  getroffen 
wurde  und  genauere  Werte  des  Diffusionskoefiizienten  i  lieferte  als  die  meisten 
früheren  Anordnungen,  entwickelte  Wiener*®  (1893);  ihm  folgte  Thovert*'  auf 
diesem  Wege  und  Heimbrodt*®  benutzte  Wieners  Methode  zu  sorgfältiger 
Bestimmung  von  i  und  dessen  Abhängigkeit  von  der  Konzentration. 


^  M.  L.  Frankenheim,  Die  Lehre  von  der  Kohäsion.  Breslau  1835.  —  2  Th.  Graham, 
Phil.  Trans.  1850.  p.  i  u.  905;  185 1.  p.  483;  auch  Lieb.  Ann.  77.  56  u.  129.  1 851.  —  3  A.  FiCK, 
PoGG.  Ann.  94.  59.  1855.  —  *  ^h.  Simmler  u.  H.  Wild,  Pogg.  Ann.  100.  217.  1857.  — 
*  Beez,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  von  Schlömilch  4.  212.  1859;  7.  227.  1862;  10.  358.  1865.  — 
®  Hoppe-Seyler,  Medic.  ehem.  Unters.  1.  i.  1867.  —  ^  E.  VoiT,  Pogg.  Ann.  130.  22y  u.  393. 
1867.  —  •  A.  JoiiANNisjANz,  WiED.  Ann.  2.  24.  1877.  —  8  j.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad. 
d.  Wiss.  78.  (II)  9S7-  1878;  79.  (II)  161.  1879.  —  W  H.  F.  Weber,  Wied.  Ann.  7.  469. 
536.  1879.  —  '^  W.  Seitz,  Wied.  Ann.  64.  759.  1898.  —  <2  J.  Schuhmeister,  Sitzber.  d. 
Wien.  Akad.  d.  Wiss.  79.  (II)  603.  1879.  —  '«  j.  H.  Long,  Wied.  Ann.  9.  613.  1880.  — 
t*  R.  Lenz,  M6m.  de  l'Acad.  de  St.  Petersbourg  (7)  80.  1882.  —  1B  J.  J.  R.  ScHEFFER, 
Chem.  Ber.  16.  788.  1882;  16.  1903.  1883;  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  2.  390.  1888.  — 
<6  p.  DE  Heen,  Bull,  de  l'Acad.  Roy,  de  Belg.  (3)  8.  219.  1884.  —  ^^  P.  H.  DojES,  Dissert 
Leiden  1887;  Beibl.  12.  20.  1888.  —  ^8  J.  van't  Hoff,  Arch.  n^rl.  20.  239.  1885;  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  1.  481.  1887.  —  1»  W.  Nernst,  Ztschr.  f.  phys.  Chem  2.  611.  1888.  — 
20  O.  Wiedeburg.  Wied.  Ann.  41.  675.  1890;  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  10.  509.  18^2;  80. 
586.  1900.  —  21  Sv.  Arrhenius,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  10.  51.  1892.  —  22  r.  Abegg, 
Ztschr.  f.  phys.  Chem.  11.  248.  1893.  —  R.  Abegg  u.  £.  BosE,  ibid.  30.  545.  1899.  — 
23  u.  Behn,  Wied.  Ann.  62.  54.  1897.  —  24  e.  Böse,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  29.  658.  1899. 
—  2«  L.  W.  ÖHOLM,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  60.  309.  1904.  —  28  o.  Wiener,  Wied.  Ann. 
49.  105.  1893.  —  *^  J'  Thovert,  C.  R.  184.  594.  826.  1902;  186.  579.  1902;  187.  1249. 
T903;   Ann.   chim.  phys.  (7)  26.  366.    1902.  —  28  k.  Heimbrodt,  Dissert.  Leipzig  1903. 
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a)  Theorie. 


Schichtet  man  von  zwei  miteinander  mischbaren  Flüssigkeiten  die  leichte 
über  die  schwerere,  so  tritt  Diffusion  ein,  welche  (bei  Ausschluß  von  Temperatur- 
schwankungen] bewirkt,  daß  nach  langer,  streng  genommen  nach  unendlich  langer 
Zeit,  eine  vollständig  gleichförmige  Mischung  der  beiden  FHlssigkeiten  zustande 
kommt.  Beim  Studium  dieses  Prozesses  hat  man  fast  ausschließlich  die  Ver- 
breitung eines  Salzes  in  seinem  Lösungsmittel  (oder  einer  Säure  in  Wasser),  d.  h. 
die  Diffusion  einer  konzentrierten  Lösung  in  eine  verdünntere,  oder  in  eine 
solche  von  der  Konzentration  null  betrachtet  Wir  sprechen  deshalb  der  Ein- 
fachheit halber  im  folgenden  fast  nur  von  diesem  Falle.  Die  Aufgabe  besteht 
hiemach  darin:  über  eine  Salzlösung  von  bekanntem  Salzgehalt  so  Wasser  zu 
schichten,  daß  dabei  noch  keine  Mischung  eintritt,  dann  die  beiden  Flüssigkeiten 
bei  konstanter  Temperatur  sich  selbst  zu  überlassen  und  nach  gemessenen  Zeiten 
den  Fortgang  der  Mischung  festzustellen. 

Die  Theorie  dieser  Erscheinung  ist  von  FiCK^,  lange  ehe  man  die  Gas- 
diffusion genauer  untersuchte,  der  Fourier  sehen  Theorie  der  Wärmeleitung  nach- 
gebildet worden  und  führt  also  zu  derselben  Differentialgleichung,  wie  man  sie 
bei  der  Gasdiffusion  erhält.  Geht  die  Diffusion  in  einem  Gefäß  von  konstantem 
Querschnitt  (0  vor  sich,  so  ist  die  Salzmenge  dm,  die  in  Richtung  der  posi- 
tiven ;r,  von  unten  nach  oben,  durch   Q  in  der  Zeit  dt  hindurchgeht: 

(I)  dm^^kQ-^dt     , 

wo  c  die  Konzentration,  d.  h.  die  Gewichtsmenge  Salz  in  der  Volumeneinheit  der 
Lösung  bezeichnet  und  in  Richtung  der  positiven  x  abnimmt 

k  heißt  wieder  der  Diffusionskoeffizient,  er  ist  also  die  Salzmenge,  die 
in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  eines  Gefößes  von  der  Querschnitt- 
einheit hindurchgeht,  wenn  die  Konzentrationsdifferenz  1  für  die  Längeneinheit 
besteht. 

Aus  (i)  folgt  also  die  Gleichung,  nach  der  die  Diffusion  vor  sich  geht: 


(2) 

oder  wenn  k  konstant  ist: 


bc         d    j    de 
"d7  "^  dx\    ä.r 


de  ,     d^i 


(3)  öl'^'j^c 


Sollte   der  Querschnitt  des  Gefäßes   variabel  sein,   so  lautet  die  Gleichung: 
de  _      Idh  1     dQ     de 

dl  "■     lä^  '^  Q  "dx    J^ 

die,  wenn  Q  als  Funktion  von  x  bekannt  ist,  z.  B.  wenn  das  Gefäß  Kegelform 
hat*,  sich  integrieren  läßt 

Die  hier  vernachlässigte  Kontraktion  oder  Dilatation,  die  bei  Konzentrations- 
änderungen einer  Lösung  stattfinden,  hat  Umow'^  zu  berücksichtigen  gesucht 

Diffundiert  nicht  eine  Salzlösung  in  ihr  Lösungsmittel,  sondern  diffundieren 
irgend  zwei  verschiedene  Flüssigkeiten,  die  nicht  chemisch  aufeinander  wirken, 
ineinander,  so  bezeichnet  e  die  Konzentration  einer  der  beiden  Flüssigkeiten. 

Ist  der  Diffusionskoeffizient  i,  wie  das  in  der  Tat  die  Versuche  ergeben 
haben,  keine  konstante  Größe,  sondern  eine  Funktion  der  Konzentration,  so  tritt 
die   Gleichung  (2)   an    die   Stelle    von  (3).       Ein   Integral    dieser   Gleichung    hat 


^  Ad.  Fick,   1.  c.  —  2  p.  H.  DojES,  1.  c.  —  ^  n.  Umow,   Joum.  d.  russ.   phys.-chem. 
Ges.  23.  2.  335.   1891;  Beibl.  16.  180.   1892. 
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BoLTZMANN  ^  angegeben.  Zählt  man  die  x  von  der  anfänglichen  Trennungsfläche 
der  beiden  Flüssigkeiten  positiv  nach  unten  i  sind  c^  und  c^  die  Anfiängskonzen- 
trationen  über  und  unter  dieser  Fläche  und  hat  die  Diffusion  noch  nicht  die 
Grenzschichten  erreicht,  so  ist  dies  Integral: 

X 

rxdi 

"  J    2k 


..-../4' 

X 

f«- 

+  oo 

—  oo 

-f'-t^ 


Dabei  ist  das  i  unter  dem  Integral  immer  für  den  Wert  ^/j/T  =  A  zu  ver- 
stehen.    Danach  ergibt  sich,  wenn  man  wieder  X  =  x/Y^  setzt: 

*    äk  ■"  dl  \    dl 
und  hieraus  bei  konstantem  /: 

oo 

(4)  ^-»^ 


woraus  k  für  die  Schicht  x  zur  Zeit  /  gegeben  ist.  Dabei  müßte  das  Gefälle 
der  Konzentration  {dcfdx)  im  DiJßfusionsgefäß  experimentell  bestimmt  sein,  das  ist 
bei  den  später  anzuführenden  Versuchen  von  Wiener  der  Fall,  so  daß  Gleichung  (4) 
gestattet  das  variable  k  aus  diesen  Versuchen  zu  finden. 

Unter  der  Annahme,  daß  die  aus  einer  Schicht  höherer  Konzentration  in 
die  benachbarte  niederer  Konzentration  übertretende  Salzmenge  nur  abhängig  sei 
von  der  KonzentrationsdifTerenz  dieser  beiden  und  nicht  auch  weiter  entlegener 
Schichten,  hat  Wiedebürg*  die  Diflfusionsgleichung  zu  integrieren  versucht  Es 
schreibt  sich  dann  das  Grundgesetz  nicht  mehr  in  Form  von  Gleichung  (i),  son- 
dern als: 

(I*)  dmr^^{K+7cc)Q^d^ 

ox 

und  bei  Berücksichtigung  nur  der  Glieder  erster  Ordnung  ist  zu  setzen: 

wo  K  und  X  zwei  neue  Konstanten  sind,  die  an  die  Stelle  von  k  treten. 
Gleichung  (2)  geht  über  in: 

oder 

de  d*c  ldr\^  ^  de         ^  d\        X     d\e^ 

—  ==^-— -  +  x  --  oder       -^  -  =  A^ -=— 0  +  7. rhr- 

dt  dx^  \dxj  dt  dx^       2      dx* 

Die  letzte  Gleichung  hat  Wiedeburg  durch  ein  Näherungsverfahren  integriert 


*  L.  BoLTZMANN  in:  Haüsmaninger,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  86.  (II)  1073. 
1882;  WiED.  Ann.  63.  959.  1894. —  2  O.  Wiedeburg,  Wied.  Ann.  41.  675.  1890;  s.  auch 
O.Wiener,  ibid.  49.  143.  1893. 
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und  die  beiden  Konstanten  K  und  x  durch  Vergleichung  mit  der  NERNSTSchen 
Theorie  (s.  später)  zu  bestimmen  und  diese  so  zu  prüfen  versucht  — 

Ober  die  Diffusion  eines  Salzes  in  anfangs  homogener  Lösung,  die  unter 
dem  Einfluß  der  Schwerkraft  und  des  osmotischen  Druckes  sich  befindet,  hat 
DES  CouDRES^  Rechnungen  angestellt  £r  findet,  daß  die  entstehenden  Kon- 
zentrationsdifierenzen  sich  so  langsam  herstellen,  daß  sie  (z.  B.  galvanometrisch) 
nur  schwer  beobachtbar  sind. 

Aus  der  Literatur  seien  noch  angeführt: 

K.  FüCHS,  Über  teilweise  Mischungen.  Exmers  Rep.  26.  664.  1890.  —  H.  M.  Vermon, 
On  the  law  of  diffiision  of  liquids.  Chem.  News  62.  275.  1890.  —  G.  F.  Becker,  Note  on 
Computing  diffusion.  Am.  Journ.  of  Sc.  (4)  3.  280.  1897.  —  A.  Griffiths,  Diffusive  con- 
vcction.  Phil.  Mag.  (5)  46.  453.  1898.  Note  on  the  sourcc  of  energy  in  düfosive  convection. 
Ibid.  (5)  47.  522.  1899.  A  study  of  an  apparatus  for  the  determination  of  the  rate  of  diffa- 
sion  etc.  Ibid.  (5)  47.  530.  1899.  —  E.  Solvay,  Über  eine  bei  Difiusionserscheinungen  an- 
wendbare Schwerkraftsformel.     Ztschr.  f.  Elektrochem.  8.  722.  1903. 

b)  Versuche  zur  Bestimmimg  des  Diffasiontkoeffizienten. 

a)   Methoden. 

A.   Bestimmung  der  Dichtigkeit  in  verschiedenen  Höhen  des  DifEYiBionsgef&Bes. 

FiCK*  kittete  das  oben  und  unten  oflfene,  mit  Salzlösung  gefüllte  Dififusions- 
gefäß  unten  in  ein  Reservoir  mit  Salz  ein  und  stellte  das  Ganze  in  einen  großen 
Behälter  mit  Wasser.  Nachdem  der  Apparat  sich  längere  Zeit  ruhig  selbst  über- 
lassen war,  nahm  Fick  an  der  stationäre  Zustand  sei  eingetreten.  Dann 
ist  de I dt  =  0]  unten  c  =i  Cq  (Konzentration  einer  gesättigten  Lösung),  oben  r  =  0. 
In  der  Höhe  x  über  dem  Boden,  wenn  II  die  Höhe  des  Gefäßes,  wird: 

X 

c  wurde  durch  hydrostatische  Wägung  eines  zur  Höhe  x  in  die  Lösung  gesenkten 
Glaskügelchens  gemessen.  Endlich  bestimmte  Fick  noch  die  Salzmenge  {M), 
die,  nach  Eintreten  des  stationären  Zustands,  in  der  Zeit  /  in  das  äußere  Gefäß 
übertrat,  dann  gibt  Gleichung  (i): 


woraus  sich  k  findet.     Die  Versuche  geben  nur  die  Größenordnung  von  i. 

Nach  Thomson^  kann  die  Dichtigkeit  im  Diflfusionsgefilß  gefimden  werden, 
indem  man  Glaskügelchen  oder  dgl.  von  verschiedenem  spezifischen  Gewicht, 
das  zwischen  dem  der  Lösung  und  des  Lösungsmittels  liegt,  anfangs  auf  der 
Trennungsfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  schwimmen  läßt.  Im  Verlauf  der 
Diffusion  trennen  sich  die  Kügelchen  voneinander  und  geben  durch  ihre  Lage 
das  spezifische  Gewicht  der  Mischung  und  dadurch  deren  Konzentration  in  den 
verschiedenen  Schichten  an.  —  Diese  Methode  benutzte  später  Thoulet*  zur 
Untersuchung  der  Diffusion  von  süßem  Wasser  gegen  Meerwasser. 

B.   Bestimmung  des  Baisgehalts  im  DifTosionsgefäß  oder  in   einseinen  Teilen 
desselben  nach  gemessener  Zeit  durch  Analyse  od.  dgl. 

Bei  der  ersten  (verbesserten)  Methode  von  Graham  wird  ein  kleines 
zylindrisches   mit  der  Lösung  gefülltes  Gefäß  in  ein  großes,    das  Lösungsmittel 


^  Th.  des  Coudrjes,  Wikd.  Ann.  56.  213.  1895.  —  2  A.  Fick,  1.  c.  —  3  Siehe 
J.  Cl.  Maxwell,  Theorie  der  Wärme,  deutsch  von  Neesen,  p.  311.  —  ♦  J.  Thoulet,  C.  R. 
112.  1068.  1891. 
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enthaltendes  Reservoir  so  gebracht,  daß  die  Gefäßmündung  nur  wenig  unter  dem 
Niveau  des  Lösungsmittels  sich  befindet.  Die  schwerere  herausdiffundierende 
Lösung  sinkt  im  großen  Reservoir  zu  Boden,  so  daß  die  Konzentration  an  der 
Mündung  des  Dififusionsgefäßes  stets  =  0  gesetzt  werden  darf.  Dies  wird  noch 
besser  erreicht,  wenn  über  die  Lösung  ein  langsamer  Strom  des  Lösungsmittels 
fließt.     Die  hier  geltenden  Anfangs-  und  Grenzbedingungen  sind: 

für  /  =  0:        c  ^  Cq  von  x  —  0  h\s  x  =  H     , 


für  alle  /: 


und 


^  ==  0  für  .r  =  Ä' 


Danach  findet  sich,  solange  die  Diffusion  noch  nicht  bis  zum  Boden  des 
Diffusionsgefäßes  fortgeschritten  ist,  d.  h.  der  Zylinder  als  unendlich  hoch  an- 
gesehen werden  darf,  die  Salzmenge,  die  aus  dem  Zylinder  in  das  Reservoir 
übergetreten  ist: 


(5) 


M 


-...[/.- 


Diese  Yersuchsanordnung  wurde  (modifiziert)  zuerst  von  Graham  ^  angewandt, 
doch  lassen  sich  aus  seinen  Beobachtungen  keine  Werte  von  k  berechnen.     Dann 
haben  sie  von  Wroblewski  *,  Schühmeister  ^  Scheffer  *, 
WiEDEBURG^   u.  a.  benutzt 

Die  zweite  Methode  von  Graham*  ist  vielfach 
verwendet  worden  und  auch  die  von  Graham  selbst 
nach  ihr  ausgeführten  Versuche  ermöglichten  es  Stefan  ', 
den  Wert  von  k  für  eine  Anzahl  von  Stoffen  zu  be- 
rechnen. Bei  ihr  wird  in  ein  zylindrisches  Gefäß  A  eine 
gemessene  Menge  des  Lösungsmittels  eingefüllt  und  dann 
durch  eine  feine  Pipette  B,  deren  Mündung  bis  auf  den 
Boden  reicht,  eine  bestimmte  Menge  Lösung  unter  das 
Wasser  gebracht.  Nachdem  die  Diöusion  einige  Zeit 
(Tage,  Wochen)  gedauert,  nimmt  man  die  Mischung  in 
einzelnen  Partien  vorsichtig  heraus  und  bestimmt  den 
Salzgehalt  derselben.  Natürlich  wird  für  möglichst  kon- 
stante Temperatur  während  der  Diffusion  gesorgt  Die 
Figur  460  gibt  den  Apparat  von  Arrhenius®  wieder,  der 
nach  dieser  Methode  arbeitete.  Der  nicht  ganz  ebene 
Boden  des  Glases  A ,  das  etwa  4  cm  Durchmesser  hatte, 
ist  mit  Quecksilber  bedeckt,  bis  zu  dessen  Oberfläche  a 
die  Pipette  [B)  reicht,  dann  werden  90  ccm  des  leichteren 
Lösungsmittels,  d.  h.  dreimal  der  Inhalt  der  Pipette 
zwischen  den  beiden  Marken  a  imd  /3,  eingeftillt  und 
endlich  noch  30  ccm  der  Lösung  darunter  geschichtet  und 
B  herausgezogen.  Hatte  die  Diffusion  genügend  lange  ge- 
dauert, so  setzte  man  die  Pipette  wieder  ein  und  verdrängte  aus  dem  Rohre  r, 
durch  in  B  nachgefülltes  Nitrobenzol,  die  Mischung  in  vier  Portionen  zu  80  ccm. 
Man  erhielt  so  die  vier  übereinander  lagernden  Schichten  der  Mischung  und 
untersuchte  deren  Salzgehalt.  —  Andere  Beobachter  verfahren  etwas  anders  beim 
Zu-  und  Abfüllen  der  Flüssigkeit 

'  Th.  Graham,  1.  c.  —  2  s.  v.  Wroblewski,  Wied.  Ann.  13.  606.  1881.  — 
3  J.  Schuhmeister,  l.  c.  —  *  J.  D.  R.  Scheffkr,  Chem.  Ber.  15.  788.  1882;  16.  1903. 
1883.  —  B  O.  WiEDEBüRG,  WiED.  Ann.  41.  675.  1890.  —  6  Th.  Graham,  1.  c.  — 
7  J.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  79.  (II)  161.  1879.  —  8  Sv.  Arrhknius, 
Ztschr.  f.  phys.  Chem.  10.  51.   1892. 
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Die  Berechnung  der  Graham  sehen  Versuche  durch  Stefan  gilt  auch  für 
die  anderen  Beobachtungen  nach  dieser  Methode.  Ist  h  die  Höhe  der  Lösung 
von  der  Konzentration  c^^  H  die  Höhe  der  ganzen  Flüssigkeitssäule,  so  bestehen 
die  Bedingungen: 

für  /  =  0 :     ^  =  ^0  ^^'^  Jt  =  0  bis  x^h     imd     ^  =  0  von  x^h  \f\&  x^  H    ; 

bc 
für  alle  /:     — -  «0      ,     für  o:  =  0     und     x  ^  H     . 
dx 

Diesen  Bedingungen  genügt  die  Lösung  der  Diffusionsgleichung  (3): 
Jk         2^.  ^    1    .    nnh         n%x       «»•üÜÜ 

Bei  der  Berechnung  von  Grahams  Versuchen  setzt  Stefan  k  =  \JIy  also 
wird: 


^A  2  f«   '^^    1     .     nn         nnx 

"     H >n Sm— ;r-COS    --        «6 


1 

Der  Salzgehalt  m  der  ^ten  Schicht  von  der  Höhe  h  ist  also: 
ph 


n   =  Q  \  cdx         [Q  =  Querschnitt  des  Gefäßes). 


Die  Reihe  für  c  konvergiert  langsam»  so  daß  Versuche  von  mindestens 
14  Tagen  nötig  sind,  um  aus  ihr  und  dem  gemessenen  m  ohne  zu  große  Weit- 
läufigkeiten k  zu  berechnen.  Für  kürzer  dauernde  Versucne  kann  man  c  in  ge- 
schlossener Form  darstellen,  wenn  man  das  Prinzip  benutzt,  daß  die  Dififusions- 
ströme  sich  wie  die  Wellenbewegimgen  übereinander  superponieren  und  an  den 
Grenzen  der  Flüssigkeit  total  reflektiert  werden.  Dadurch  ist  man  imstande,  die 
Diffusion  der  Lösung  von  der  Höhe  h  und  des  Lösungsmittels  von  der  Höhe  H  -^  h 
zurückzuführen  auf  die  viel  einfacher  zu  berechnende  Diffusion  unendlich  langer 
Säulen  von  Salzlösung  und  Lösungsmittel.  Wäre  z.  B.  noch  keine  merkliche  Salz- 
menge in  die  oberste  Schicht  des  Lösungsmittels  gedrungen,  so  ist  nur  die  Refie^on 
der  Salzteilchen  am  Boden  des  Gefäßes  zu  berücksichtigen  und  man  könnte 
diesen  Vorgang  ansehen  als  erzeugt  durch  die  Differenz  zweier  für  sich  bestehender 
Diffusionsprozesse  von  unendlich  langen  Säulen  von  Lösimg  und  Lösungsmittel. 
Für  den  einen  dieser  Dififusionsströme  fiele  dabei  die  horizontale  Grenze  zwischen 
der  unendlich  langen  Säule  der  Lösung  imd  des  Lösungsmittels  mit  der  Grenze 
im  Versuch  zusammen,  während  diese  Grenze  für  den  zu  subtrahierenden  Teil 
um  2  h  tiefer  läge.  Man  erhält  dadurch  die  Konzentration  in  einer  Höhe  x  über 
der  Trennungsfläche  von  Lösung  und  Lösungsmittel  im  Versuch  zur  Zeit  /: 

2A  +  aj  a 


2]/kt  2Vk« 


-Tli/'-'^-i/'-'-^'l 


Dann  bestimmt  sich  der  Salzgehalt  der /ten  Schicht  nach  der  Formel  für  w^;  in 
dem  dort  zu  bildenden  Integral  ändern  sich  innerhalb  des  Intervalls  (p  —  \)h  und  ph 
die  Grenzen  der  c  zusammensetzenden  Integrale  mn  hf  2  ^kt.  Da  Graham 
die  Mischung  in  16  einzelnen  Teilen  ausfüllte  und  deren  Salzgehalte  untersuchte, 
so   hat  Stefan   Tafeln   berechnet,    die    den  Salzgehalt  dieser   16   Schichten   für 
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Werte  von  hf 2yk7  zwischen  0,10  und  0,60  geben*,  für  kleinere  Werte  dieses 
Arguments  ist  dabei  auch  die  Reflexion  an  der  oberen  Grenze  der  Flüssigkeits- 
säule zu  berücksichtigen.  Mit  Hilfe  dieser  Tafeln  ist  eine  eingehende  Vergleichung 
zwischen  Versuch  und  Theorie  und  eine  Bestimmung  des  Diffusionskoefifizienten  k 
möglich;  sie  sind  deshalb  auch  von  den  anderen  Beobachtern,  die  diese  zweite 
Graham  sehe  Methode  anwandten,  wie  u.  a.  Scheffer*,  Arrhenius',  Abegg* 
Oholm^  benutzt  worden. 

Eine  dritte  Methode  hat  u.  a.  Schuhmeister^  benutzt.  Bei  ihr  werden 
zwei  gleiche  Zylinder  durch  einen  Schieber  getrennt,  vertikal  übereinander  ge- 
stellt, der  imtere  mit  der  Lösung,  der  obere  mit  dem  Lösungsmittel  gefüllt,  dann 
der  Schieber  weggezogen,  so  daß  eine  öffhimg  so  groß  wie  die  Querschnitte  der 
Zylinder  diese  verbindet.  Nach  gemessener  Zeit  verschließt  man  die  Zylinder 
wieder  durch  den  Schieber  und  bestimmt,  nach  guter  Durchmischimg,  den  Salz- 
gehalt in  jedem  von  beiden.  So  lange,  wie  in  Schuhmeisters  Versuchen, 
«*i//4-£r*<  1  (wo  H  die  Höhe  eines  der  beiden  Flüssigkeitszylinder),  gilt  fttr 
die  Salzmenge,  die  von  dem  einen  in  den  andern  Zylinder  getreten  ist, 


(6) 


^=('.-^«)^l/v     • 


WO   c^   und  c^    die    Anüängskonzentrationen   in    beiden    Gefäßen;    für   das    reine 
Lösungsmittel  also  ^^  »  0 . 

C.   Auflösung  eines  Salzes» 

Wie  die  Verdampfung  zur  Bestimmung  der  Diflusionskoefiizienten  von  Dämpfen 
dienen  kann,  so  kann  die  ruhige  Auflösung  eines  Salzes,  wie  Stefan^  gezeigt  hat, 
zur  Bestimmung  des  Difiusionskoeffizienten  eines  Salzes  durch  sein  Lösimg- 
mittel benutzt  werden.  Die  theoretischen  Überlegungen  fdr  beide  Fälle  sind 
einander  völlig  analog.  Den  Versuch  für  NaCl  stellte  Stefan  so  an,  daß  er  ein 
Steinsalzprisma  auf  allen  Seiten,  außer  der  obersten,  durch  mit  Kanadabalsam  auf- 
gekittete Glasplatten  gegen  Lösimg  durch  das  Wasser  schützte,  in  dem  er  das 
Prisma  untergetaucht  hatte.  Die  Abnahme  der  Höhe  des  Prismas  durch  die 
allmähliche  Auflösung  von  oben  vnirde  mit  einem  Femrohre  von  Tag  zu  Tag 
an  einer  Teilung  abgelesen,  die  auf  einer  der  vertikalen  Glasplatten  angebracht 
war,  diese  Abnahme  ist  der  Quadratwurzel  aus  den  zugehörigen  Zeiten  pro- 
portional 

D.  Farbenänderung  oder  Niedersohlagsbildong  der  Flüssigkeiten  bei  der 

Diffusion. 

Sind  die  beiden  gegeneinander  dififundierenden  Flüssigkeiten  gefärbt,  z.  B. 
durch  Lackmus,  die  Base  blau,  die  Säure  rot,  so  wandert  im  allgemeinen  die 
Farbgrenze,  und  aus  dieser  Wanderungsgeschwindigkeit  läßt  sich  auf  die  relativen 
DififusionskoefQzienten  schließen.  Colemak®  füllte  z.  B.  ein  oben  geschlossenes, 
unten  offenes  Rohr  mit  durch  Äthylorange  gefärbter  Säure,  dessen  Mündung  in 
ein  großes,  mit  Alkali  gefülltes  Gefäß  taucht,  und  beobachtete  alle  5  Tage  das 
Heraufrücken  der  Schicht,  in  der  die  Farbe  wechselt;  oder  er  verwandte  lösliche 
Silbersalze  als  Indikatoren  für  Chloride.  Ähnlich  verfuhr  Chabry^;  beide  benutzten 
auch  eine  schwache  Gelatinelösung  statt  des  Wassers. 

1  J.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  79,  (II)  184.  1879.  —  *  J.  D.  R. 
ScHEFFER,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  2.  390.  1888.  —  >  Sv.  A&kh£N1US,  1.  c.  —  ^  R.  Abegg, 
Ztschr.  f.  phys.  Chem.  IL  248.  1893.  —  6  L.  W.  Oholm,  1.  c.  —  ®  J.  Schuhmeistee,  L  c. 
—  7  J.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  98.  (II)  141 8.  1889.  —  »  D.  COLBMAN, 
Proc.  Edinb.  Roy.  Soc.  14.  374.  1887;  16.  249.  1888;  Phil.  Mag.  (5)  28.  i.  1887.  •— 
9  M.  L.  Chab&y,  Joum.  de  Phys.  (2)  7.  114.  1888. 
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Stefan  ^  ließ  gefärbte  Basen  und  Säuren  in  zwei  mit  ihren  Mündungen  über- 
einander geschobenen  Röhren  diffundieren  und  entwickelte  unter  Annahme  des 
FiCK  sehen  Gesetzes  eine  Theorie,  die  auch  die  bei  dieser  Diflfusion  auftretenden 
chemischen  Wirkungen  berücksichtigt.  Dabei  ergab  sich,  daß  eine  direkte  relative 
Bestimmung  der  DiffusionskoefBzienten  nur  unter  besonderen  Bedingungen  bei 
solchen  Versuchen  möglich  ist.  Benutzt  man  stets  denselben  Indikator  für  die 
Färbung  (wie  z.  B.  Chabry  blaue  Ordnlösung)  in  geringer  Konzentration  im 
Verhältnis  zur  Konzentration  der  diffundierenden  Flüssigkeit,  und  nimmt  man 
diese  in  Lösungen,  die  die  gleiche  Zahl  von  Äquivalenten  enthalten,  dann  ver- 
halten sich  die  in  gleichen  Zeiten  beobachteten  Steighöhen  der  Farbgrenze  wie 
die  Quadratwurzeln  aus  den  Diffusionskoeffizienten  der  zur  Untersuchung  benutzten 
Substanzen. 

Diese  Bedingungen  waren  bei  den  Verbuchen  von  Coleman  und  Chabry 
im  allgemeinen  eingehalten  und  so  fanden  sie  auch  im  ganzen  die  Folgerung  der 
FiCK  sehen  Theorie  bestätigt,  wonach  ftlr  dieselbe  Substanz  die  Steighöhen  den 
Quadratwurzeln  aus  den  Zeiten  proportional  sind.  Hat  man  aber  andere  Ver- 
suchsbedingungen, so  ist  die  Steighöhe  {k)  der  ihr  Gebiet  vergrößernden  Flüssig- 
keit gegeben  durch: 

wo  ß  und  ß^  absolute  Zahlen  sind,  deren  Berechnung  in  der  Abhandlung  nach- 
gesehen werden  muß';  i  und  ^'  bedeuten  die  Diffusionskoeffizienten  der  beiden 
ineinander  diffundierenden  Flüssigkeiten. 

Zur  Demonstration  der  Diffusionserscheinungen  hat  schon  Detlbfsen^  diese 
Methode  benutzt. 

E.  ElektrlBohe  Methoden. 

Die  erste  Methode  von  H.  F.  Weber*  benutzt  folgende  Anordnung: 
Eine  ebene,  kreisrunde,  amalgamierte  Zinkplatte  wurde  zur  Bodenfläche  eines 
etwa  11  cm  weiten  Glaszylinders  gemacht,  auf  sie  wurde  eine  Zinkvitriollösung 
(0,25 — 0,85  gr  in  1  ccm  Lösung)  geschüttet  und  über  diese  eine  zweite  verdünntere 
(0,15  — 0,20gr  im  Kubikzentimeter)  geschichtet,  welche  oben  wieder  eine  der  ersten 
gleiche  amalgamierte  Zinkplatte  berührte.  Die  elektromotorische  Kraft  zwischen 
den  Platten  ändert  sich  mit  der  Zeit  durch  die  Diffusion  der  Lösungen,  und  da 
durch  Vorversuche  diese  elektromotorische  Kraft  bestimmt  war,  als: 

wo  die  Konzentrationen  c^  und  c^  zwischen  0,15  und  0,85  liegen  dürfen,  so  gab 
eine  Messung  der  Änderung  von  E  ein  Maß  für  die  Konzentration  an  den  zwei 
Platten  und  dadurch  die  Möglichkeit  Ficks  Gesetz  zu  prüfen.  Die  Lösung  der 
Gleichung 

hat  hier,  wenn  die  x  positiv  von  der  oberen  Elektrode  nach  unten  gerechnet 
werden,  wenn  A^  die  Höhe  der  oberen,  k^  die  der  unteren  Lösung  ist  ürid 
h^  +A^  =  JI  gesetzt  wird,  den  Grenzbedingungen  zu  genügen: 


^  J.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  98.  (II)  6i6.  1889.  —  *  J.  Stefan,  1.  c. 
Formel  (5),  p.  626.  —  *  E.  Dktlkfsen,  Ztschr.  z.  Ford.  d.  phys.  Unterrichts  d.  349.  1885. 
—  ♦  H.  F.  WSBER,  WiKD.  Ann.  7«  469.  1^9.  ,.      ;.  ) 
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und  den  Anfangsbedingungen: 

für  /  «  0:     r  =  tfj  für  0  <  j;  <  Aj     ,         c  =  c^  (iXr  k  <  x  <  ff     . 
Die  allgemeine  Lösung  ist: 

(7)      ^«-^-V^ ^->T^"^1^)^^^(-^)^    ^'^  • 

Bestimmt  man  hieraus  die  Konzentrationen  c'  und  c"  an  den  Grenzschichten 
jp  «•  0  und  X  sn  H,  wählt  ^  so  klein  (etwa  3  cm),  daß  die  vierten  Glieder  der 
Reihe  schon  nach  Verlauf  eines  Tages  (/  «^  1)  kleiner  als  ^^  werden  und 
macht  A|  möglichst  gleich  Hjd,  wodurch  das  dritte  Glied  der  Reihe  verschwindet, 
so  erhalt  man  für  /  >  1  den  Wert: 

wo  A^  und  B^  konstante  Größen  bezeichnen.  Nach  den  Versuchen  war  B  sehr 
klein  gegen  A,  also  wird  nach  kurzer  Zeit  schon  der  Ausdruck  für  die  elektro- 
motorische Kraft  sich  reduzieren  auf: 

JS  wurde  mit  der  du  Bois-Retmond  sehen  Modifikation  der  Kompensations- 
methode gemessen,  bei  der  die  zu  bestimmende  elektromotorische  Kraft  gegeben 
ist  durch  E  ^ä  C'*/,  wo  C  eine  Konstante  und  /  die  Lflnge  des  Meßdrahtes  ist, 
die  als  beiden  galvanischen  Kreisen  gemeinschaftlicher  Teil  eingeschaltet  werden 
muß,  um  völlige  I^ompensation  der  zu  messenden  elektromotorischen  Kraft  im 
zweiten  Kreise  herzustellen.     Man  hat  folglich 

/=  C\A,6    ^*     -Äje     «•      1 
für  /  >  1,  und  für  größere  Werte  von  /: 

Sind  in  gleich  weit  voneinander  abstehenden  Zeitmomenten  Z^,  /^,  /,  u.  s.  w. 

die  Längen  /^,  \  u. s.w.  gefunden  worden,  so  muß  hiemach  log  (— -^ — 1   ziemlich 

\  M  + 1  / 
bald  konstant  werden.     Setzt  man  /^  —  /^  »  /^  —  /^  u.s.w.  as  ^/,  dann  wird: 

woraus  der  DifilusionskoefBzient: 

B'      1 

^^"-^-^      • 

Die  Beobachtungsmethode  war  so  empfindlich,  daß,  wenn  die  untere  Grenz- 
schicht einen  Salzverlust  von  ^/jj^  mgr  pro  Kubikzentimeter  und  die  obere  Grenz- 
schicht einen  gleichen  Salzgewinn  erlitt,  diese  Dififusions Wirkung  noch  deutlich 
wahrgenommen  werden  konnte.  Die  Temperatur  schwankte  während  der  zwölf 
Beobachtungstage  zwischen  9,9  und  9,4  ^  C  und  es  zeigte  sich  schon  vom  vierten 
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Tage  an  die  Größe  I}  als  merklich  konstant.  Sonach  ist  das  FiCKsche  Elementar- 
gesetz für  die  benutzten  Konzentrationen  als  richtig  erwiesen.  Der  Dififusions- 
koefißizient  wird  för  die  mittlere  Temperatur  9,6^  C  und  die  angewandten  Lösungen 
von  Zinkvitriol  (unten  81,82  7o  und  oben  15,207o)  l>ei  Einführung  der  Sekunde 
statt  des  Tages  als  Zeiteinheit: 

i  =  21,4.10-'  —      ■ 

sec 

Die  zweite  Methode  von  F.  H.  Webbr^  soll  die  langen  Zeiten  (mindestens 
10 — 12  Tage)  vermeiden,  die  bei  der  ersten,  und  fast  allen  anderen  Methoden, 
zur  Bestimmung  von  k  nötig  sind,  da  bei  solchen  Zeiträumen  die  notwendige 
Konstanz  der  Temperatur  nicht  herzustellen  ist  Um  deshalb  im  Verlauf  von 
einigen  Stunden  zu  einer  genauen  Messung  von  k  zu  gelangen,  läfit  Weber  eine 
nur  etwa  0,5  cm  hohe  Säule  von  Zinkvitriol,  wie  früher,  oben  und  unten  durch 
amalgamierte  Zinkplatten  begrenzen.  Die  Konzentrationsunterschiede  in  der 
Flüssigkeit  werden  durch  einen  von  unten  nach  oben  fließenden  elektrischen  Strom 
hergestellt,  dann  unterbricht  man  diesen  und  mißt  nun  von  Zeit  zu  Zeit,  wie  bei 
der  ersten  Methode,  die  durch  Diffusion  bewirkten  Ändenmgen  der  Konzentration 
an  den  Zinkplatten.  Da  der  durch  die  Lösung  gehende  elektrische  Strom,  von 
der  Intensität  /,  in  der  Zeit  dt  der  oberen  Grenzschicht  die  Salzmenge  a/dt  (wo 
a  eine  Konstante)  entzieht  und  der  unteren  Grenzschicht  zuführt,  so^JJwerden  die 
Grenzbedingungen  andere  wie  früher.  Sobald  der  Strom  beginnt  Konzentrations- 
änderungen zu  erzeugen,  tritt  Diffusion  ein,  die  diesen  Unterschied  auszugleichen 
strebt,  nimmt  man  an,  daß  beide  Vorgänge  sich  nicht  beeinflussen  (was  Versuche 
zeigten)  und  daß  der  stationäre  Zustand  eingetreten  sei,  so  muß  durch  Diffusion 
der  oberen  bezw.  unteren  Grenzschicht  so  viel  Salz  zu-  bezw.  abgeführt  werden, 
als  der  elektrische  Strom  diesen  Schichten  entzieht  bezw.  zuführt  An  der  oberen 
Grenzschicht  [x  s  0)  findet  in  der  Zeit  di  aber  ein  Salzverlust  ajdi  und  durch 
Diffusion  ein  Salzgewinn: 

statt,  wo  ö  =  Querschnitt  der  Zinkplatten.  Der  gesamte  Salzgewinn  läßt  sich 
aber  auch  durch  Q{pejdt\dxdt  darstellen,  folglich  gilt  der  Ausdruck  der  Salz- 
bewegung in  der  Grenzschicht  [x  ^  0): 

Da  außerdem  die  allgemeine  Diffusionsgleichung  —  —  k — ^  gilt,    muß    für 

dt         dx 

die  obere  Grenzschicht  in  jedem  Moment  sein: 

Eine  analoge  Bedingung  gilt  für  die  untere  Grenzfläche  [x  =s  H), 

Rechnet  man  die  Zeit  von  dem  Moment  an,  wo  der  elektrische  Strom  die 

Lösung  zu  durchfließen  beginnt  und  ist  c^  die  Anfangskonzentration,  so  wird  die 

allgemeine  Lösung  der  Diffusionsgleichung  jetzt: 


^0  + 


a/l        H\        A  a/      \       lnx\     -(f)*w      1        l^nx\      ^(^-^)\i  \ 


^  H.  F.  Weber,  Wied.  Ann.  7.  536.  1879. 
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Unterbricht  man  den  elekttrischen  Strom,  nachdem  er  eine  lange  Zeit  (/J  ge- 
wirkt hat,  so  ist  in  diesem  Moment  die  Konzentration  der  Lösung  gegeben  durch: 

Verfolgt  man  von  diesem  Zeitpunkte  (/  =  0)  an  die  jetzt  noch  allein  be- 
stehende Diffusion,  so  hat  man  die  Diffusionsgleichung  mit  den  früheren  Grenz- 
bedingungen und  der  Anfangsbedingung  für  /  =  0 :     c  ^  Cq  zxn  lösen. 

So  ergibt  sich  die  allgemeine  Lösung: 


-■%"' 


»\2, 


kt 


+i[,_,-ffi)'"]c».(^.)<-(V-)'%...} 


Hier  werden  bei  dem  kleinen  Werte  von  H  =  0,522  cm  schon  nach  kurzer 
Zeit  {I7,  Stunden)  alle  Glieder  der  Reihe,  außer  dem  ersten,  sehr  klein  und  man 
erhält  aus  der  Konzentration  der  Grenzschichten,  analog  wie  früher: 


^=^(1  +  25^-,^^ 


i-.-(;y^^le-(£)'-  =  ^,..-(;y* 


8   fl/ 

(A^  eine  Konstante) 


Die  Diffusion  lief  jetzt  so  schnell  ab,  daB  U  nur  noch  durch  den  ersten 
Ausschlag  s  eines  Galvanometers  gemessen  werden  konnte.     Es  war  dann: 

s  ^  A^'  e    H*  [A^  eine  Konstante)      , 

welche  Beziehung  die  Beobachtungen  durchaus  bestätigten. 

Als  Diffusionskoeffizient  ergab  sich  für  eine  81,20  ®/^j ige  Zinksulfatlösung  bei 
18,4öC: 

/•  =  27,8.10-'--*       . 
sec 

Beobachtungen  mit  einer  21,4 7© ig^^^  und  einer  Slfi^j^igtu  Lösung  zeigten 
eine  Abnahme  des  Jt  mit  zunehmender  Konzentration. 

Spätere  Messungen  von  Seitz^  haben  ergeben,  daß  diese  Methode  mit  sehr 
beträchtlichen  Schwierigkeiten  behaftet  ist  Vor  allem  zeigten  bei  Seitz  die  beiden 
amalgamierten  Platten  in  der  anfangs  homogenen  Lösung,  trotz  aller  Vorsicht, 
stets  eine  gewisse,  mit  der  Zeit  wechselnde  Potentialdiffereji2,  deren  Einfluß  nur 
ungenügend  in  Rechnung  zu  ziehen  war.  Es  ließen  sich  deshalb  (und  aus  anderen 
Gründen)  nur  mit  wenigen  Flüssigkeiten  erträgliche  Beobachtungen  anstellen,  deren 
Genauigkeit  sehr  hinter  der  erwarteten  zurückblieb. 

Niemöller  ^  hat  versucht,  die  Diffusion  eines  gelösten  Salzes  in  ein  anderes 
dadurch  zu  verfolgen,  daß  er  den  elektrischen  Leitungswiderstand  der  sich  durch 
Diffusion  ändernden  Flüssigkeitssäule  von  Zeit  zu  Zeit  maß;  doch  scheint  die 
Methode  nicht  geeignet,  das  erstrebte  Ziel  zu  erreichen. 

Natürlich  sind  alle  diese  elektrischen  Methoden  nur  auf  Elektrolyte  anwendbar. 


^  W.  Seitz,  Wied.  Ann.  64.   759.    1898.  —  2  f.  Niemöllkr,  Wied.  Ann.  47.  694. 
1892. 
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F.  OptiBohe  ICethoden. 

Die  schon  von  Simmler  und  Wild^  vorgeschlagene  und  später  in  modi- 
fizierter Form  von  JoHANNisjANZ*  ausgeführte,  wie  auch  die  von  Hoppe-Seylkr' 
und  von  VoiT*  benutzten  optischen  Methoden  sind,  wie  Stefan  *  gezeigt  hat, 
nicht  imstande,  ihren  Zweck  zu  erfüllen.  Sie  benutzen  alle  horizontal  auf  das 
vertikale  Dififusibnsgefäß  einfallendes  Licht  und  suchen  die  wechselnde  Konzen- 
tration einer  Horizontalschicht  der  Flüssigkeit  durch  die  sich  ändernde  Ablenkimg, 
oder  (bei  Zuckerlösungen)  Drehung  der  Polarisationsebene  der  durch  diese  Schicht 
gehenden  Strahlen  zu  bestimmen.  Dabei  war  vergessen,  daß  ein  horizontales 
Strahlenbündel,  das  in  ein  Medium  eintritt,  dessen  Brechvmgsquotient  in  vertikaler 
Richtung  veränderlich  ist,  nicht  horizontal  bleibt,  sondern  eine  krumme  Bahn 
durch  das  Medium  beschreibt  Von  diesem  Fehler  frei  ist  die  von  Dojbs*  vor- 
geschlagene Methode,  die  Difiusion  einer  Zuckerlösung  durch  die  Änderung  in 
der  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  zu  bestimmen,  wenn  man  die 
Strahlen  in  vertikaler  Richtung  durch  die  Flüssigkeitssäule  hindurchschickt. 

Die  erwähnte  Tatsache,  daß  Strahlen,  die  in  ein  Medium  von  stetig  sich 
ändernder  Dichtigkeit  (Konzentration),  also  auch  stetig  sich  änderndem  Brechungs- 
quotienten, eintreten,  dort  eine  gekrümmte  Bahn  beschreiben,  kann  dazu  dienen, 
aus  der  Beobachtung  dieser  Bahn  auf  die  Änderung  der  Konzentration  mit  der 
Zeit  zu  schließen  und  so  den  Dififusionskoeffizienten  zu  finden.  Hierauf  beruht 
die  Methode  von  Wiener',  die  nach  ihm  von  Heimbrodt®  zur  Bestimmung  von 
k  benutzt  wurde  und  die  in  eigener  Modifikation  Thovert*  zu  seinen  Messungen 
verwertet  hat  Eine  Bemerkung  über  die  Möglichkeit*  einer  solchen  Methode 
findet  sich  schon  bei  Tait.^^ 

Die  Wiener  sehe  Methode  bestimmt  die  Konzentration  [c)  durch  die  Brechungs- 
quotienten {y\  der  Zusammenhang  zwischen  beiden  kann  u.  a.  nach  den  Beobach- 
tungen von  Heimbrodt: 

f  =  öj   +  fl,  V 

geschrieben  werden,  wo  a^  und  a^  Konstanten  sind.  Dani^  wird  also  die  Diffusions- 
gleichung 

dv  d^v 

dt   "     ö^      ' 

wenn  k  konstant  ist  Die  beiden  Flüssigkeiten  sind  in  einem  Glasgefäß  über- 
einander geschichtet  imd  wählt  man  ihre  ursprüngliche  Trennungsfiäche  als 
X  Ä  0,  so  ist  für  /  =  0: 

V  =s  Vj  für  je  <  0         und  v  ==  v^  für  ;c  >  0 

Ist  die  Diffusion  noch  nicht  bis  zu  den  äußersten  Flüssigkeitsschichten  vor- 
gedrungen, so  wird  das  Integral  der  Differentialgleichung: 

+  00 


-VV' 


2VTr 

daraus  folgt  das  Gefälle  von  v: 

dv  V,  —  V,  -  r-j- 

^^         2y«i/ 

1  Th.  SiiiMLER  u.  H.  Wild,  1.  c.  —  2  a.  Johannisjanz,  1.  c.  —  ^  Hoppe -Sbyler, 
1.  c.  —  <  E.  VoiT,  1.  c.  —  B  j.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  78.  (II)  957.  1878. 
—  •?.}!.  DojES,  1.  c.  —  7  O,  Wiener,  1.  c.  —  8  F.  Heimbrodt,  Dissert.  Leipzig  1903: 
Ann.  d.  Phys.  18.  1028.  1904.  —  •  J.  Thovert,  Ann.  chim.  phys.  (7)  26.  366.  1902.  — 
W  p.  G.  Tait,  Trans.  Roy.  Soc  Edinburgh  80.  551.  1883. 
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Der  Maximalwert  des  Gefälles  tritt  für  d^vfdx^  =  0 ,  d.  h.  für  jf  =  0  ein, 
also  nimmt  v'  für  das  x,  das  dem  maximalen  Gefälle  von  v  entspricht,  den 
Wert  an 


-  .Ü."  ''i 


oder: 

(8) 


4«      .  (v-)» 


Bestimmt  man  demnach  zu  einer  gegebenen  Zeit  /  das  maximale  Gefälle  v' 
und  hat  man  vor  der  Diffusion  v^  und  v^  gemessen,  so  folgt  k. 

Die  Versuchsanordnung  von  Wiener  zeigt  Figur  461. 

Von  einem  unter  46®  gegen  die  Horizontale  geneigten,  durch  paralleles, 
homogenes  Licht  beleuchteten  Spalt  (5/)  wird  durch   die  Linse  C  ein  stark  ver- 


^ 

<^^^ 

■^ 

^^— — A--*'*''^^'''''''^ 

'\ 

ar  • 

X 

yz:^^-— ~~-__ii_ 

y^S- 

OL 

^- — Y*« 

<^     ^* '^' 

d' 

sn^y^ 

Figur  461. 

größertes  Bild  auf  dem  Schirme  Sm  (oder  in  der  Fadenkreuzebene  einer  kleinen 
Lupe)  entworfen.  Einige  Meter  von  C  steht,  senkrecht  zum  Strahlengange  (1  bis 
2,5  cm  dick),  der  parallelepipedische  Glastrog  {p i)  mit  den  difiundierenden 
Flüssigkeiten,  durch  ihn  wird  das  gerade  Spaltbild  [S^  S)  in  die  Difüisionskurve 
(»Sj  P)  verzerrt.  Der  Abstand  zweier  senkrecht  übereinander  liegenden '  Punkte 
\S  und  P)  heiße  z  imd  diese  Ablenkung  des  ursprünglich  in  ^S"  liegenden  Bild- 
punktes kann  auf  dem  Schirme  (photographische  Platte),  oder  bei  Okularbeobachtung 
mit  der  Lupe,  durch  Verschiebung  der  Lupe  gemessen  werden.  Durch  z  aber 
ist  v  bestimmt  wie  folgt:  FäUt  ein  horizontaler  Strahl  auf  die  in  vertikaler  Rich- 
tung stetig  ihren  Brechungsqu»,  aten  ändernde  Flüssigkeitsschicht,  so  ergibt  sich 
durch  Betrachtung  der  dem  ahle  entsprechenden  ebenen  Welle,  daß  der 
Krümmungsradius  (r)  dieses  Str.<<41es  gegeben  ist  durch 


r  =  —       (v  Brechungsquotient  an  der  Eintrittsstelle)   . 

Figur  462  zeigt  den  Vertikalschnitt  des  Diflfusionstrogs,  dessen  innen  gemessene 
Dicke  </  ist.  ABP  gibt  den  Strahlenverlauf,  ADD'S  ist  der  Weg  des  unabge- 
lenkten  Strahles;  M  der  Krümmungsmittelpunkt,  a^  der  Einfallswinkel  bei  B^  a^ 
der  Austrittswinkel  in  Luft,  beide  Winkel  so  klein,  daß  man  sie  selbst  für  ihren 
Sinus  oder  Tangente  setzen  darf;  a  ist  der  optische  Weg  zwischen  S  und  dem 
in  der  Mitte  des  Gefäßes  liegenden  Punkt  Z?,  d.  i.  auch  der  geometrische  Abstand 
[SD")  zwischen  S  und  dem  Schnittpunkte  D'  der  Linien  A  S  und  PB.    Dsl  d  meist 
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z  =^  a^cc^ 


a^  =  vttj  ==  V —  =  v\d 


klein   gegen  AS,    so    darf  a  auch   für   den  geometrischen   Abstand   DS  gesetzt 
werden.     Aus  der  Figur  ergibt  sich: 

r 

also 

z  ISS  a*d'v' 

und  nach  (8): 

\n  z^        t 

Die  Zeit  /  ist  dabei  vom  Beginn  der  Difüision  an  gerechnet.  Dieser  Zeit- 
punkt ist  aber  nicht  genau  festzustellen,  da  das  Einfüllen  der  schwereren  Lösung 
unter  die  leichtere  im  DiflusionsgefäB  eine 
beträchtliche  Zeit  erfordert,  deshalb  ist  es 
besser,  zu  den  zwei  Zeiten  /^  und  /,  die 
Werte  z^  und  z^  zu  beobachten,  wodurch  diese 
Unsicherheit  eliminiert  wird  und  man  erhält: 


(9) 


Figur  462. 


Außer  der  Bestimmung  des  Difiusions- 
koeffizienten  ergibt  die  Betrachtung  der  Diffu- 
sionskurven, wie  Wiener  gezeigt  hat,  noch 
andere  Resultate.  Geschieht  die  Dififusion 
nach  beiden  Seiten  der  Trennungsflache  der 
Flüssigkeiten  gleich  schnell][und  bezieht  man 
die  Diflfusionskurven  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem,  so  liegen  die  Punkte  maxi- 
malen Gefälles  (v'max)  aller  zu  verschiedenen 

Zeiten  aufgenommenen  Kurven  in  einer  vertikalen  Geraden,  zu  der  die  Kurven  nacli 
beiden  Seiten  symmetrisch  verlaufen.  Ist  das  nicht  der  Fall,  sondern  sind  die 
Punkte  (v'max)  der  verschiedenen  Kurven  gegeneinander  in  horizontaler  Richtung 
verschoben,  so  zeigt  das  eine  verschiedene  Diflusionsgeschwindigkeit  nach  beiden 
Seiten  der  Trennungsfläche  an  und  zwar  ist  (v'max)  nach  der  Seite  hin  verschoben, 
nach  der  die  Diflusion  langsamer  erfolgt.  Die  Diffiisionskurven  entwerfen  somit 
ein  getreues  Bild  des  ganzen  Diflusionsprozesses. 

Thovert^  benutzt  bei  seinen  Versuchen  als  Schirm  {Sni)  eine  photo- 
graphische Platte,  stellt  den  Spalt  [ß^  horizontal  und  zieht  ihm  parallel  durch 
4lie  versilberte  Vorderwand  des  Diffusionsgefäßes  (Z?^)  in  der  Höhe  H\Z  und 
1H\Z  je  zwei,  1  mm  voneinander  abstehende,  feine  Striche,  durch  die  zwei 
Paar  YouNGsche  Interferenzstreifen  erzeugt  werden.  Die  Ablenkung  dieser 
Streifen  bei  der  Diffusion  von  ihrer  Lage,  wenn  die  Flüssigkeiten  gut  durch- 
einander gemischt  sind,  wird  zu  zwei  Zeiten  (/^  und  /,)  gemessen,  daraus  ergibt 
sich  i. 

Die  beiden  diffundierenden  Flüssigkeiten  werden  stets  in  genau  gleichen 
Höhen  Äj  =  ä^  =  H\  2  übereinander  geschichtet,  dann  geht  die,  auch  hier  gültige, 
allgemeine  Lösung  [Gleichung  (7)]  über  in: 


^1  +^2 
2 


2(5-^2) 


00 


1 

2  «  +  i 


cos 


{:ln^\)%x\    ^  (2«^ 


r(2«  +  i)7c^| 


(2n  +  lf*f« 


B} 


'  J.  Thovwlt,  1.  c. 
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also: 


(10)  . 

dx 


ki 


Will  man  schon  das  zweite  Glied  dieser  Reihe  gegen  das  erste  vernach- 
lässigen und  dabei  eine  Genauigkeit  von  mindestens  1  ^/^  erreichen ,  so  muß  der 
Quotient  des  ersten  durch  das  zweite  Glied,  d.  h. 

e  ^'         >  100     , 
d.  h. 

(II)  '  />  0,058^' 

sein.  Beschränkt  man  die  Beobachtungen,  wie  in  Thoverts  Versuchen,  auf  die 
Ablenkung  für  x  ^  H\Z  und  Jt  =  2Ä'/8,  so  verschwindet  das  zweite  Glied  der 
Reihe  und  die  Zeit  wird  dreimal  kürzer  wie  sie  (11)  zur  Erreichung  der  ver- 
langten Genauigkeit  fordert  Thovert  wählt  meist  ZT »  8  cm  und  da  k  von  der 
Größenordnung  lO-^cm'/scc  ist,  so  folgt,  daß  nach  Verlauf  von  etwa  fünf 
Stunden  nur  noch  das  erste  Glied  der  Reihe  (11)  zu  berücksichtigen  ist,  dann 
aber  erhält  man 

woraus  k  sich  ergibt. 

Um  den  kleinsten  Fehler  in  dem  Werte  von  k  zu  erhalten,  muß  t^  —  /^ 
=  25  Stunden  sein,  die  ganze  Beobachtungszeit  also  zu  30  Stunden,  gewählt  werden. 

Man  kann  diese  Zeit  noch  sehr  herabsetzen,  wenn  man  die  Ablenkung  für 
das  maximale  Gefälle  {dc\ds^^,  wie  Wiener,  beobachtet.  Macht  man  H^\  cm, 
so  darf  nach  (11)  /=  1^40""  und  die  ganze  Versuchszeit  auf  4  Stunden  ver- 
kürzt werden.  Dabei  wiirde  statt  der  photographischen  Platte  die  subjektive 
Beobachtung  mit  verschiebbarem  Fernrohre  gewählt  —  Die  Beobachtungsfehler 
betragen  etwa  2 — 3®/^.  Die  Dimension  (^  der  Diffusionsgefäße  in  Richtung  der 
durchgehenden  Strahlen  lag  zwischen  5  und  20  cm. 

Die  Beobachtungen  von  Heimbrodt^  sind  in  der  Wiener  sehen  Anordnung 
mit  einem  2,5  cm  dicken  Glastrog  gemacht,  nur  befindet  sich  dicht  vor  dem 
Glastrog  ein  dem  ersten  genau  paralleler  zweiter  Spalt,  der  zur  Erzeugung  von 
Beugungsstreifen  dient.  Das  zeigte  sich  f^r  die  Messungen  vorteilhafter,  als  die 
Benutzung  des  einfachen  Spaltbildes. 

Die  Beobachtungsdauer  beträgt  6  bis  9  Stunden,  kann  aber  auch  auf  Bruch- 
teile einer  Stunde  (25 — 80  Minuten)*  herabgesetzt  werden,  wenn  man  sich  mit 
weniger  Beobachtungen  und  also  wohl  mit  geringerer  Genauigkeit  begnügt.  Die 
Versuchsfehler  sollen  bei  Heimbrodt  im  Mittel  etwa  \^\^  betragen. 

Nakamura'  setzt  an  die  Vorderwand  des  parallelepipedischen  gläsernen 
Diffusionstrogs  ein  Prisma  mit  vertikaler  brechender  Kante  und  beobachtet  die 
Totalreflexion  des  imter  passendem  Winkel  einfallenden  Lichtes  an  der  Flüssigkeit; 
daraus  läßt  sich  deren  Konzentration  bestimmen. 

/3)  Versuchsresultate. 

Trotz  der  zahlreichen  und  sorgfältigen  Versuche  über  die  Diffusion  der 
Flüssigkeiten  sind  doch  die  Difiiisionskoeffizienten  meist  nur  wenig  genau  (häufig 

^  F.  Heimbrodt,  1.  c.  —  2  j.  Thovkrt,  C.  R.  137.  1249.  1903.  —  3  S.  Nakamura, 
Jap.  Jonrn.  (8)  19.  i.  1903;  BeibL  28.  906.  1904. 
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bis  auf  5  und  mehr  Prozent  fehlerhaft)  bestimmt.  Das  liegt  zum  großen  Teile 
an  der  Schwierigkeit  der  Versuche,  die  wegen  der  Langsamkeit  des  Vorgangs 
fast  stets  mehrere  Tage,  ja  Wochen  dauern  und  bei  denen  dabei  jede  Temperatur- 
differenz in  der  diffundierenden  Flüssigkeitssäule  vermieden  werden  muß.  Dies  ist 
aber  bei  so  langen  Zeiträumen  fast  unmöglich,  es  werden  also  die  Resultate  der 
Di&sion  sehr  oft  durch  Strömungen  gefälscht  sein  und  man  wird  den  Methoden 
den  Vorzug  einräumen,-  die,  wie  die  optische  von  Wiener,  die  Versuchsdauer 
auf  kürzere  Zeit  (Stunden)  herabzusetzen  erlauben. 

Femer  aber  haben  die  Versuche  gezeigt,  daß  Jt  keine  konstante 
Größe  ist,  sondern  von  der  Konzentration  abhängt,  die  Beobachtungen 
und  Berechnungen  gehen  jedoch  fast  ausnahmslos  von  der  Gleichung  (3)  aus,  in 
der  i  als  konstant  angenommen  wird.  Die  so  ermittelten  i  sind  danach  nur 
Durchschnittswerte.  Um  so  eher  wird  es  erlaubt  sein,  i  als  für  den  Versuch 
konstant  anzusehen,  je  geringer  die  Konzentrationsdifferenz  der  ineinander  diffun- 
dierenden Lösungen  von  Anfang  an  war,  die  Experimente  sind  aber  für  dieselben 
Stoffe  oft  bei  sehr  verschiedenen  Konzentrationen  und  Temperaturen  angestellt, 
so  daß  sie  untereinander  nicht  vergleichbar  erscheinen. 

A.  Werte  der  DiffuBionakoeffliienten  und  ihre  Anderungr  mit  der  Konsentration. 

Schon  Graham  fand  für  Salzsäure  und  Schwefelsäure  mit  zunehmender 
Konzentration  steigende,  fQr  die  meisten  anderen  Stoffe  dagegen  abnehmende 
Diffusionskoeffizienten.  Die  folgende  Tabelle  der  Beobachttmgen  Scheffer s^ 
nach  der  zweiten  GRAHAMschen  Methode  über  die  Diffusion  wässeriger 
Lösungen  in  reines  Wasser  zeigt  deutlich  die  Veränderung  von  i  mit  der 
Konzentration.  Die  Versuchsdauer  schwankte  zwischen  '/^  und  4  Tagen  und 
betrug  meistens  1  bis  3  Tage;  die  unter  i  angeführten  Zahlen  sind  mit  10"^  cm*/sec 
zu  multiplizieren,  die  letzte  Ziffer  der  i  Werte  ist  unsicher.  Die  Anfangskonzen- 
trationen sind  meist  beträchtiich,  oft  schwanken  sie,  wie  bei  Salzsäure,  zwischen 
dem  11-  und  0,42- fachen  der  Normallösung  und  gehen  auch  bei  den  anderen 
Substanzen  nur  selten  unter  0,1  normal  herunter. 


Salzsäure, 

HQ .  nH,0 

Temp. 

n 

i 

Temp. 

n 

k 

Temp. 

n 

Jk 

Temp. 

n 

k 

00 

5 

267 

0« 

27,1 

176 

90 

66 

213 

11,50 

7,5 

317 

0 

5 

345« 

0 

129,5 

161 

9     70 

213 

11,5 

9,2 

292 

0 

6,9 

241  , 

8,5 

8 

283 

11      7,2 

809 

11,5 

69,4 

240 

0 

9,8 

215  1 

8,5 

44 

187 

11     27,6 

245 

12 

11,3 

295 

0 

9,8 

322»  1 

5 

180,7 

179 

11     69,4 

234 

12 

69,4 

256 

0 

14 

193 

8 

22 

240 

11    108,4 

213 

13 

5,2 

480* 

0 

14,2 

198 

8,5 

7,9 

284 

i  11,5 

4,6 

389 

15,5 

22 

296 

Salpetersäure , 

NO,H 

.nH,0 

Temp. 

n 

i     1  Temp. 

n 

i 

5,50 

59 

181 

8,50 

66 

198 

5,5 

66 

174 

8,5 

87 

192 

6 

16,5 

178 

9 

2,9 

225 

6 

66 

174 

9 

7,3 

284 

7 

1,9 

241 

9 

35 

206 

8 

5 

287 

9 

426 

200 

8,5 

28 

201 

9,5 

78,5 

205 

Schwefelsäure,   H^SO^  •  nHjO 


Temp. 

n 

Jk 

1  Temp.  1 

7,50 

686 

121 

1   go 

8 

18,8 

124 

8,5 

8,5 

125 

115 

11,8 

9 

686 

132 

1  18 

8 

36 

117 

13 

84  118 

84  118 

71  I    180 

0,5  I    150 

35  144 


1  J.  D.  R.  Scheffer,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  2.   397  ff.    1888.  —  2  Diffundiert  statt  in 
H,0  in  HC1.6,9H,0.  —  3  Diffundiert  in  HC1.14,2H,0.  —  4  Diffundiert  in  HC1.12,1H,Q. 
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Tcmp. 

8« 
13 
18,8 
18,6 


EssigsÄure,  C,H^Oj  •  dH,0 

n      I      k      iJTcmp.l       n 


38 

76,4 

18,6« 

84 

46 

84,5 

14 

128 

208 

90»8 

14,5 

88 

60 

88,0 

89,1 
98,8 
90,8 


Oxalsäure,  C,H,0^ .  i 

aH,0 

Temp. 

n           k        Temp. 

n 

3,6  • 

315 

70,6 

10« 

720 

4 

297 

75,2 

18,6 

1247 

5 

816 

76,4 

14 

416 

7,6 

185 

82,2 

14 

689 

9,5 

720 

98,8 

97,2 
122 
109 
117 


Weinsäure, 
C^HeO. .  nH,0 


Temp. 

« 

k 

2« 

417 

89,4 

3,5 

417 

41,7 

5 

165 

42,8 

5 

417 

42,8 

9 

156 

52,1 

Traubensäure, 
C.HeOe  •  nH,0 


Temp. 


5« 
4,8 


155 

487 


45,1 
44,0 


Bemsteinsäure. 
QHeO^  .  nH,0 


Temp. 
15* 


125 


63,7 


Citronensäure, 
CeH80,.nH,0 


Temp. 

n 

k 

8,6» 
4,5 

616 
516 
150 

37,0 
89,4 
47,5 

Kali, 
KOH.1665H,0 

Temp.  k 


Chlorammonium, 
NH4C1.61H,0 

Temp.     !         k 


Natron, 
NaOH.829H,0 

k 


\iy 


162 


Chlorcaldum, 
CaCl,  •  nH,0 


Temp. 

n 

k 

8,5« 

19,1 

81,0 

8,5 

19,1 

86,8» 

9 

18 

88,3 

9 

297 

74.1 

9 

884 

78,7 

10 

27,6 

78,7 

10 

27,6 

82,2« 

Ammon, 
NH,  .  nH,0 

Temp.       n      I      k 


4,5« 
4,5 


16 

86 


123 
123 


Chlorbaryum , 
BaCl,  .  nHjO 


Temp. 

n 

8» 

46 

8 

837 

76,4 
75,2 


Natriumchlorid, 
NaCl  •  nH,0 


Temp. 

n 

^ 

6,50 

11 

84,6 

6,6 

25 

84,5 

6.5 

52 

85,6 

5,5 

68 

88,0 

6 

107 

86,8 

7 

99 

89,1 

8 

11,1 

94,9 

Kaliumnitrat, 
KNO, .  nH,0 

Temp.l     n      \      k 


82 
107 


98,8 
106 


Natriumnitrat, 
NaNO, .  nH,0 


Temp. 

n 

k 

2,50 

7,7 

66,0 

2,5 

44 

71,8 

10,6 

18 

88,0 

10,6 

95 

96,1 

11,5 

28 

94,9 

11,5 

95 

99,5 

18 

6,9 

89,1 

13 

96 

104 

SUbemitrat, 
AgNO, .  nH,( 


Temp. 

n 

X- 

8,5« 

485 

98,8 

6,5 

10,6 

47,5» 

6.5 

10.6 

66,0 

7.6 

11,8 

75,2 

7,5 

25 

89,1 

7,5 

189 

104 

Bleinitrat, 
PbNjOe  .  nH,0 


Teinp. 

n 

k 

12« 

186 

76,4 

12 

514 

82,2 

Natriumformiat, 
COjNaH .  nH,0 


Temp. 

n 

k 

8« 

186 

79,9 

9,6 

64 

84,5 

1  Diffundiert  in  CaCl, 
in  AgNO,*14,2H,0. 


80,6 H,0.  —  «  Diflfundiert  in  CaCl,.  111,6H,0.  —  «  Difiundiert 
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Natrinmacetat, 
C,H,0,Na .  nHjO 


Temp. 


Benzolsnlfosaures  Natrium, 
CeH,SO,Na.l84H,0 

Temp.  * 


Natriumoxalat,  Natriumtartrat, 

CjO^Na, .  876  H,0      C^H^Na^Oe  •  488  H,0 


Natriumhyposiilfit, 
NajSjO, .  nHjO 


Temp. 

n 

Jt 

10,5» 
10,5 

49 
245 

62,5 
74,1 

Natriumcarbonat, 
Na,CO,.  224  H,0 

Temp.  k 


Magnetinmsulfat,  MgSO^  •  nH,0 


4,6* 


50,9 


Temp. 

n 

k 

Temp. 

n 

k 

5,6« 

45 

82,4 

70 

480 

87,0 

5,5 

184 

87,0 

10 

80 

81,2 

7 

98 

84,7 

10 

248 

89,4 

Harnstoff, 
CONjH^.llOHjO 

Temp.  i 


Mannit, 
C;Hi4O,.220H,O 


Chloralhydrat, 
CC1,C0H.184H,0 


7,50 


Temp. 


98,8 


10« 


Temp. 


44,0 


68,7 


Die  nach  derselben  Methode  angestellten  Versuche  von  Oholm^  gibt  die 
folgende  Tabelle.  Bei  ihnen  sind  alle  i  auf  18^  C  mit  Temperaturkoeffizienten 
reduziert,  die  Oholm  bestimmt  hatte.  Die  Konzentrationen  sind  in  Gramm- 
äquivalenten pro  Dter  (als  Normallosungen)  angegeben.  Die  Versuchszeit  war 
nur  selten  kleiner  als  ein  Tag,  manchmal  dauerte  ein  Versuch  auch  mehrere  Tage. 


/t.lO'- —  bei  18<^C 
sec 


Konzentration 

NaCl 

KCl 

UCl 

KJ 

HCl 

C,H,0, 

NaOH 

KOH 

norm. 

0,01 

185 

169 

116 

169 

269 

108 

166 

220 

0,02 

188 

166 

118 

165 

264 

105 

168 

219 

0,05 

182 

163 

112 

168 

261 

104 

160 

217 

0,10 

129 

161 

110 

161 

258 

102 

158 

215 

0,20 

127 

158 

108 

160 

255 

101 

155 

218 

0,50 

125 

156 

106 

159 

258 

99 

152 

218 

1,00 

124 

154 

106 

158 

257 

96 

149 

215 

2,00 

— 

158 

107 

— 

— 

— 

146 

219 

2,8 

128 

— . 

— 

166 

— 

— 

— 

— 

3,6 

— 

155 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

M 





111 



— 



— 



5,5 

128 

— 

— 

179 

— 

— 

— 

Bei  allen  hier  angeführten  Elektrolyten  nimmt  der  Diffusionskoeffizient 
mit  zunehmender  Konzentration  ab,  bei  manchen  erreicht  er  für  eine  be- 
stimmte Konzentration  ein  Minimum  und  nimmt  mit  weiterem  Wachsen  der 
Konzentration  wieder  zu. 

Ein  stetiges  Abnehmen  der  A  mit  zunehmender  Verdünnung  bis  zu  0,02  normal 
findet,  wie    die  folgende  Tabelle  zeigt,  Thovbrt*  für  HCl,  H,SO^,  KOH,  KCl 


1  L.  W.  ÖHOLM,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  60.  309.   1904. 
phys.  (7)  26.  406  ff.  1902. 


2  J.  Thov£RT,  Ann.  chim. 
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und  NaCl;  ein  schwach  ausgeprägtes  Minimum  scheint  HNO,  bei  etwa  0,1 
normal  zu  haben,  während  die  übrigen  untersuchten  Stoffe  eine  Abnahme  von  k 
mit  wachsender  Konzentration  eingaben.  Die  Untersuchung  geschah  nach  der 
etwas  modifizierten  Wiener  sehen  Methode,  es  diffundierten  dabei  stets  Lö- 
sungen iineinander,  deren  Konzentrationsdifferenz  höchstens  0,2  normal 
war,  damit  für  die  Berechnung  k  als  konstant  angesehen  werden  durfte.  Die 
Versuchsdauer  betrug  meistens  SO  Stunden,  c  bedeutet  die  mittlere  Konzen- 
tration in  Grammäquivalenten  pro  Liter;  die  Werte  von  i  für  r  <  0,1  sind  nicht 
so  sicher  wie  die  für  größere  c. 


HCl 


HNO, 


H,SO^ 


cm* 

Temp. 

c 
• 

sec 

19,4« 

3,2 

450 

0,9 

804 

0,8 

276 

20 

0.2 

278 

19,2 

0,1 

250 

Temp. 

c 

cm* 
*.10^ 

sec 

19,5  0 

8,9 

285 

0,9 

262 

19,6 

0,4 

255 

0,1 

240 

Temp. 

c 

.cm* 
*.10' 

sec 

18    • 

9,85 

278 

4,85 

220 

18,8 

2,85 

186 

0,85 

156 

0,85 

154 

0,05 

152 

C4H,0, 


KOH 


NaOH 


Temp. 

c 

cm* 
^.10' 

sec 

17,4  • 

5,95 

84 

2,45 

50 

0,95 

57 

0.85 

62 

0,10 

64 

0.0125 

66 

Temp. 

c 

cm* 

*.10^  — 

sec 

18,5« 

3.9 

281 

18,9 

0,9 

217 

18,2 

0.1 

198 

12,9 

0,02 

192 

Temp. 

c 

sec 

12,0  • 

8,9 

114 

11,4 

0,9 

118 

11,6 

0,1 

125 

KCl 


NaCl 


KNO, 


Temp. 

e 

cm* 
sec 

17.8» 

2,9 

185 

0,9 

176 

0,1 

160 

Temp. 

€ 

cm* 

>t.io»  — 

sec 

14,8  • 

8,9 

118 

1,9 

112 

0,9 

112 

15,5 

0,5 

118 

0,1 

112 

14,8 

0,025 

109 

Temp. 

c 

cm* 

*.io» 

sec 

17,6* 

8,9 

108 

1.4 

127 

0,8 

146 

18,8 

0,01 

158 

Temp. 


10,2« 


NaNOj 


**10^- 


8,9 

78 

0,9 

91 

0,1 

98 

Temp. 


11,4« 

11,6 

12,2 


AgN03 


8,9 

0,9 
0,1 


i^.lO'^ 


61 

101 
115 


Zn(NO,), 

Temp. 

c 

cm* 
*.10' 

sec 

19,5« 

8.9 
0,7 
0,1 

88 

91 

100 
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HKSO. 


Temp. 


19,6« 


c        !  >t .  10^ 

I  sec 


3,9 
0,7 
0,1 


93 
102 
118 


K,SO 

1 

Temp. 

c 

cm* 
^.10» 

sec 

19,6  0 

0,95 

92 

0,28 

100 

0,05 

112 

0,005 

117 

ZnSO^ 


Temp. 

c 

Jk 

.10'^°*" 
sec 

8    0 

2,75 

20 

1,25 

28 

0,75 

26 

0,875 

81 

0,125 

88 

6,5 

0,025 

41 

CuSO^ 


Temp. 

c 

..10^^"' 
sec 

16,6« 

1,95 

26 

0,95 

29 

0,50 

88 

17,0 

0,80 

88 

0,10 

45 

Äthylalkohol 


Temp.  I 


i>&.10'- 


10,6  • 

8,75 

51 

10,9 

0,75 

72 

11,8 

0,25 

81 

9,4 

0,05 

82 

Zucker 


Temp. 

c 

*.10''"" 
sec 

18.5  0 

1,97 

15 

0,97 

88 

0,80 

86 

0,005 

88 

Die  Zahlen  dieser  Tabellen  stimmen  bei  Reduktion  auf  gleiche  Temperatur 
(s.  später)  mit  den  Resultaten  von  Oholm  erträglich  überein,  doch  finden  sich  bei 
manchen  Stoffen,  z.  B.  NaCl,  HCl  und  NaOH  starke  Differenzen.  Läßt  man  die 
größte  und  kleinste  Konzentration  bei  NaCl  außer  Betracht,  so  findet  z.  B.  Thovert, 
daß  i  für  NaCl  unabhängig  von  c  ist,  während  nach  Öholm  Jk  deutlich  abnimmt 
mit  wachsendem  c.  Dies  letztere  wird  richtig  sein,  da  es  auch  HeimbrodtI  bei 
seinen  sorgfältigen  Versuchen  nach  der  Wiener  sehen  Methode  findet.  Er  be- 
obachtete (wie  Thovert)  die  Difiusion  von  verschieden  konzentrierten  Lösungen 
eines  Stoffes  ineinander,  die  mittlere  Konzentration  (arithmetisches  Mittel  für  die 
beiden  diffundierenden  Lösungen)  lag  zwischen  ^/^  und  ^^/^  Normallösung  und  die 
anfängliche  Konzentrationsdifferenz  betrug  ^/^  oder  ^/^  oder  1  Normal.  Er  £and 
so  eine  linear  verlaufende  Zunahme  von  i  bei  HCl  und  eine  linear  verlaufende 
Abnahme  von  k  fttr  NaCl,  Harnstoff  und  Glyzerin  mit  zunehmender  Kon- 
zentration, und  zwar  war: 


i* 

W 

cm« 
sec 

^-i 

f  a  y  normal 

Temp. 

HCl.     .     .     . 
NaQ     .     .     . 
Harnstoff  .     . 
Glyzerin     .     . 

255,6 

118,1 

i        112,6 

41,2 

287,0 
88,4 

100,6 
34,7 

14,3    0 
14,8 
14,8 
10,14 

Es  mögen  noch  folgende  Werte  von  Dififusionskoeffizienten  wässeriger  Lösungen 
angegeben  werden: 


^  F.  Heimbrodt,  Wieu.  Ann.  13.  1040.  1904. 
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Name 

Normalität 

>&.10'^"' 
sec 

Temp. 

Beobachter 

Methode 

Zinksiilfat    .     .     . 
ZinkaceUt   .     .     . 
Zinkformiat      .     . 
Kadmiumoxalat    . 

1 
2 
0,5 

1        2 

27 
24 
54 

28 

14,8  0 
18,0 
19,0 
19,0 

"                    >    zweite  elek- 
trische Methode 

Kaliumdichromat . 

0,08 
0,003 

109      i 
124       1 

18 
18 

WiEDEBURG>;    auf    1  Erste  Methode 
18^  C  reduziert      i )  von  Graham 

Jodnatrium .     .     . 

,1          •     t     • 

Jodkalium  .     .     . 

1        0,24 
0,086 
0,089 

124 

129    ; 

164       1 

18 
18 
18 

Kawalki';  auf 
IS^  C  reduziert 

Zweite  Methode 
von  Graham 

B.  DifIttBion  toh  SalagemiBohen. 

Die  ersten  systematischen  Versuche  über  die  Difiusion  von  Salzgemischen 
rühren  von  Graham^  her,  er  bestätigte  dabei  seine  früheren  gelegentlichen 
Beobachtungen,  wonach  Salze  durch  Diffusion  aus  einem  Gemenge  getrennt 
werden  können,  und  zwar  findet  die  Scheidung  der  Salze  in  stärkerem  Maße 
statt  als  man  nach  ihren  relativen  Diffusionsgeschwindigkeiten  gegen  das  Lösungs- 
mittel erwarten  sollte.  Ein  Gemisch  von  5^/^  Chlorkalium  und  5%  Chlor- 
natrium-Lösung folgte  als  Ganzes  dem  einfachen  Diffusionsgesetz,  während  die 
einzelnen  Bestandteile  dies  nicht  mehr  taten.  Während  Chlorkalium  und  Chlor- 
natrium einzeln  im  Verhältnis  von  1,19  zu  1  diffundierten,  geschah  das  im  Ge- 
misch nach  dem  Verhältnis  1,47  zu  1  und  zwar  rührte  das  nur  von  der 
schnelleren  Diffusion  des  Chlorkaliums  her,  wogegen  die  Diffusion  des  Chlor- 
natriums nicht  geändert  erschien.  Ebenso  ergab  die  Diffusion  einer  Lösung  von 
5  ^Iq  Chlomatrium  und  5  ^/^  wasserfreiem,  schwefelsaurem  Natron  eine  be- 
trächtliche Steigerung  der  Diffusionsgeschwindigkeit  für  das  erstere  und  fast  keine 
derartige  Veränderung  für  das  letztere. 

Marignac  ^  hat  später  ausgedehnte  und  sorgfältige  Beobachtungen  der  Diffu- 
sion von  Salzgemengen  angestellt,  aber  einfache  Gesetze  aus  ihnen  nicht  ableiten 
können.  Sein  allgemeinstes  Resultat  ist  eine  Bestätigung  der  Graham  sehen 
Beobachtung,  dafi  im  Gemenge  der  Unterschied  der  Diffusionsgeschwindigkeiten 
der  beiden  Salze  immer  größer  erschien,  als  wenn  jedes  Salz  für  sich  diffundierte 
und  zwar  verminderte  stets  das  weniger  difiiisible  der  beiden  Salze  im  Gemisch 
seine  Diffusibilität 

Als  Gemenge  diffundieren  nach  Rüdorff^  auch  viele  Doppelsalze,  die  sich 
in  nicht  völlig  konzentrierter  Lösung  zersetzen,  und  von  denen  dann  sich  die 
einzelnen  Bestandteile  für  sich  bewegen,  aber  stets  mit  geringerer  Geschwindig- 
keit als  wenn  sie  allein  wären.  Es  zersetzten  sich  z.  B.  in  Lösung  alle  unter- 
suchten Sulfatdoppelsalze,  während  die  meisten  Doppelsalze  der  Oxalsäure  und 
Weinsäure  dies  nicht  taten.  Rüdorff  ließ  bei  seinen  Versuchen  die  Lösungen 
durch  eine  Membran  (Blinddarm  des  Ochsen)  diffundieren^  doch  kontrollierte  er, 
daß  dieselben  Resultate  bei  freier  Diffusion  erhalten  wurden. 

Eine  Erklärung  mancher  der  angeführten  Erscheinungen  und  anderer  später 
beobachteten,  gibt  erst  die  Molekulartheorie  der  Diffusion  (s.  später). 


*  W.  SsiTz,  AViSD.  Ann.  64.  769  ff.  1894.  —  2  o.  Wikdeburg,  Wied.  Ann.  4L  701. 
1890;  umgerechnet  von  Öholm,  1.  c.  p.  333.  —  *  W.  Kawalki,  Wikd.  Ann.  62.  302. 
1894;  umgerechnet  von  Öholm,  1.  c.  —  ^  Th.  Graham,  Phil.  Trans.  16L  183.  1861;  Lixb. 
Ann.  12L  i.  1862.  —  ^  Marignac,  Ann.  chim.  phys.  (5)  2.  546.  1874.  —  ®  ROdorff, 
Ber.  ehem.  Ges.  21.  4  u.  3044.  x888. 
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C.  Sinfluß  des  gelösten  Stoffes  auf  die  DifftiBionsgesohwindigkeit. 

Die  von  Graham  ^  beobachtete  sehr  große  Verschiedenheit  in  der  Diffusions- 
geschwindigkeit  der  gelösten  Stoffe  veranlaßte  ihn,  zwei  Gattungen  von  Substanzen 
zu  unterscheiden:  Kristalloide,  die  relativ  schnell,  und  Kolloide,  die  sehr 
langsam  diffundieren.     Graham  führt  folgende  Zahlen  an: 


Stoff 


Diffusionsgeschwindigkeit 


Salzsäure 

Chlomatrium 
Rohrzucker   .... 
Schwefelsaure  l^agnesia 

Eiweiß 

Karamel 


1 

2,8 

7 

7 
49 
98 


Die  beiden  letzten  rechnet  Graham  zu  den  Kolloiden,  denen  u.  a.  Stärke- 
mehl, Dextrin,  Gmnmi,  Leim,  Kieselsäure,  Tonerde^  viele  Metalloxyde  u.  s.  w.  zu- 
zuzählen sind. 

In  Wirklichkeit  findet  aber  keine  solche  Kluft,  wie  Graham  annahm,  zwischen 
der  Diffusionsgeschwindigkeit  der  Kristalloide  und  Kolloide  statt,  vielmehr  erhält 
man  ein  stetiges  Fallen  der  k  Werte  von  seinem  Maximum  (Salzsäure)  bis  zu  dem 
k  der  Kolloide. 

Das  zeigt  im  Anschluß  an  die  früheren  Tabellen  folgende  kleine  Übersicht, 
die  von  Stefan*  aus  Grahams  eigenen  Versuchen  berechnete  Werte  von  k 
.  enthält: 


Stoff 


Temperatur 


Schwefelsaure  Magnesia    .     .    i 
Arabischer  Gummi      .     .     .    I 

Gerbsäure t 

Eiweiß ' 

Karamel 


10  • 

10 

10 
13—15 
10-11 


J^'W- 


41 

15 

12 
7,3 
5,4 


Aus  seinen  zahlreichen  Beobachtungen  folgerte  Schuhmeister*,  wie  schon 
teilweise  vor  ihm  Graham,  daß  die  Difi'usionsgesch windigkeiten  der  Salze  des 
Kaliums  größer  als  die  der  Natriumsalze  und  diese  größer  als  die  der  Lithium- 
salze seien  und  bemerkte,  daß  dieselbe  Reihenfolge  dieser  Salze  für  die  Reibungs- 
koeffizienten und  die  elektrischen  Leitfähigkeiten  bestehen. 

Eingehender  hat  Long*  den  Parallelismus  zwischen  Diffusionsgeschwindigkeit 
und  elektrischer  Leitfähigkeit  untersucht.  Seine  von  Lothar  Meyer  angegebene 
Methode  war  folgende:  An  eine  der  Biegungen  eines  mehrfach  U-förmig  ge- 
bogenen, engen  Glasrohrs  war  ein  kurzes  weiteres  Glasrohr  angeblasen,  so  daß 
durch  dasselbe  eine  freie  Kommunikation  des  Innern  der  engen  Röhre  nach 
außen  stattfand.  Dieser  Teil  der  U-Röhre  ragte  tief  in  ein  Becherglas  hinein, 
das  bis  zu  passender  Höhe  mit  der  zu  untersuchenden  Lösung  gefüllt  war. 
Durch  die  enge  Röhre  strömte  sehr  langsam  reines  Wasser.  Dies  fing  man 
beim  Ausfließen  auf  und  sein  durch  die  Analyse  bestimmter  Salzgehalt  rührte 
her  von  der  im  Becherglas  befindlichen  Salzlösung,  die  durch  das  kurze  Ansatz- 
rohr in  die  enge  gebogene  Röhre  diffundiert  war,  und  gab  ein  relatives  Maß  für 


1  Th.  Graham,  1.  c.  —  2  j.  Stefan,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  79.  (II)  161. 
1879.  —  3  j,  Schuhmeister,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  79.  (II)  603.  1879.  — 
*  H.  Long,  Wikd.  Ann.  9.  613.  1880. 
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die  Schnelligkeit  dieser  Diffusion.  Man  ließ  mehrere  derartige  gleich  funktionierende 
Apparate  zur  selben  Zeit  arbeiten.  Die  benutzten  Lösungen  waren  stets  Normal- 
lösungen oder  standen  in  einfachen  Verhältnissen  zu  diesen,  d.  h.  es  war  stets 
in  einem  Liter  Wasser  eine  dem  Äquivalentgewicht  gleiche  oder  in  einfachem 
Verhältnis  zu  ihm  stehende  Anzahl  Gramme  der  Substanz  gelöst.  Die  Bestimmung 
des  Salzgehalts  geschah  erst  nach  1 — 2  Tagen,  wenn  pro  Stunde  merklich  die 
gleiche  Salzmenge  ausfloß.  Bestimmte  Long  aus  den  diffundierten  Salzmengen 
die  relative  Anzahl  der  diffundierten  Molekehi,  so  ordnen  sich  die  Stoffe  in 
folgende  Reihe: 


Stoff 

Relative  diffundierte 
Molekelzahl 

Leitfähigkeit 

Stoff 

Relative  diffundierte 
Molekelzahl 

Leitfähigkeit 

KCl 

803 

97 

Ba(NO,), 

656 

69 

NH^a 

689 

95 

Sr(NO^ 

552 

— 

NaCi 

600 

81 

LiCl 

541 

70 

BaCl, 

450 

79 

SrCl, 

432 

77 

KBr 

811 

104 

CaCl, 

429 

75 

NH^Br 

629 

103 

MgCl, 

892 

72 

NaBr 

509 

81 

CoCl, 

306 

KJ 

828 

103 

NiCl, 

804 

— 

NaJ 
KCy 

672 

767 

84 
101 

(NH,),SO, 
Na,SO,       1 

724 

678 

76 
68 

NH4NO, 

680 

93 

MgSO^ 

348 

87 

KNOa 

607 

92 

ZnSO^         1 

832 

34 

NaNO, 

524 

76 

CuSO^         1 

316 

33 

LiNO, 

512 

— 

MnSO^        1 

298 

— - 

Auch  folgt  nach  Long  aus  Grahams  Beobachtungen,  daß  die  4  Säuren, 
HCl,  HBr,  HJ  und  HNO3,  die  nach  Kohlrausch  fast  die  gleiche  Leitfähigkeit 
haben,  auch  nahezu  gleiche  Difiusionsgeschwindigkeiten  besitzen. 

Bezeichnet  u  bezw.  v  die  Beweglichkeit  des  Kations  bezw.  Anions,  n  die 
Oberflihrungszahl  des  Anions,  so  ist 


u  +  V 

Nennt  man  d  die  Diffusionsgeschwindigkeit,  wie  sie  in  der  obigen  Tabelle 
die  relativen  diffundierten  Molekelzahlen  ergeben,  so  erweist  sich  ftlr  die  Reihe 
BaClj,  SrClg,  CaClj,  MgClg,  die  dasselbe  Anion  hat,  das  Produkt  ««^  als  kon- 
stant, dasselbe  findet  sich  für  die  Sulfate  MgSO^,  ZnSO^,  CuSO^;  ebenso  ist 
ff  •  d  konstant  für  die  Kaliumsalze  KCl,  KBr,  KJ,  die  dasselbe  Kation  haben. 
Es  gilt  also  für  jede  dieser  Gruppen 

n\n^d'\d     ,  d.h.  \—, y  =  d':d      . 

u  -Y  V     u  +v 

Da  aber  nach  Kohlrausch  für  ein  Ion  die  Beweglichkeit  in  allen  Ver- 
bindungen die  gleiche  ist,  so  wird  z.  B.  für  z;  =3  z;': 

d:  d'  =  u  +  v:  u'  -^  V  ^  l :  l'     , 

wo  die  l  die  Leitfähigkeiten  bedeuten.    Es  verhalten  sich  also  die  Leitfähigkeiten 
der  Verbindungen  einer  solchen  Gruppe  wie  deren  Diffusionskoeffizienten. 

Als  Lenz^  nach  der  Long  sehen  Methode  Diflfusionsversuche  von  alko- 
holischen Lösungen  verschiedener  Salze  anstellte,  fand  er  diese  Proportionalität 
zwischen  Diflfusionskoeffizienten  und  Leitfähigkeit  bestätigt,   wie  folgende  Tabelle 


1  R.  Lenz,  M6m.  de  l'Acad.  de  St.  PMersbouig  (7)  30.  1882;  Beibl.  7.  403.  1883. 
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zeigt.  In  ihr  gibt  s  die  Stärke  des  benutzten  Alkohols  in  Volumprozenten  bei 
etwa  15,6®  C  an;  ä  und  X  haben  die  frühere  Bedeutung  und  ihre  Werte  sind  für 
Ya  Normallösung  mit  100  bezeichnet. 
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Die  Diffusion  in  alkoholischen  Lösungen  hat  auch  Kawalki^  nach  der 
zweiten  Graham  sehen  Methode  untersucht  und  gefunden,  ,daß  die  Diffusions- 
koefi&zienten  von  KJ,  NaJ  und  einigen  anderen  Salzen  in  Wasser  und  Alkohol 
etwa  wie  2,2  zu  1  sich  verhielten. 

Alle  diese  Beziehungen  erhalten  ihre  Aufklärung  durch  die  Molekulartheorie 
von  Nernst  (s.  später). 

Aus  der  Literatur  seien  noch  angefahrt: 

F.  Beilstein,  Über  die  Diffusion  von  Flüssigkeiten.  Lieb.  Ann.  99.  165.  1856.  — 
A.  Lieben,  Ober  die  Homogenität  der  Lösungen.  Lieb.  Ann.  101.  77.  1857.  —  A.  FiCK, 
Erwiderung  auf  einige  Stellen  von  Beilsteins  Abhandlung.  Lieb.  Ann.  102.  97.  1857.  — 
Lenssen,  Eine  Diffusionserscheinung.  Erdmanns  Journ.  86.  416.  1762.  —  Dubrunfaut, 
Memoire  sur  la  diffusion  etc.  C.  R.  66.  354.  1868.  —  R.  Sachsse,  Ober  eine  Regel- 
mäßigkeit bei  der  Diffusion  voü  Salzen.  Chem.  Centralbl.  1874.  P»  237.  —  J.  May,  Ober 
Hydrodiffiision.  Carls  Repert.  11.  185.  1875.  —  J»  Mills,  On  chemical  repulsion.  Chem. 
News  40.  40.  1880.  —  E.  Lecher,  Ober  die  sogen,  „chemische  Abstoßung".  Sitzber.  d. 
Wien.  Akad.  d.  Wiss.  82.  (II)  159.  1880.  —  T.  Martini,  Diffusionsfiguren.  Nuov.  Cim.  (3) 
9.  156.  1882;  Atti  del.  R.  Inst.  Ven.  (6)  vol.  6  u.  7.  1889.  —  A.  Weinhold,  Diffusion  einer 
Salzlöstmg.  Ztschr.  f.  d.  physik.  u.  ehem.  Unterr.  1.  262.  1888.  —  Sp.  U.  Pickering,  Some 
experiments  on  the  diffusion  of  substances  in  Solution.  Phil.  Mag.  (5)  35.  127.  1893.  — 
L.  Marchlewski,  Die  relative  Diffusionsgeschwindigkeit  der  Rechts-  und  Links -Weinsäure. 
Chem.  Ber.  26.  983.  1893.  —  L.  Marini,  Coefficiente  di  diffusione  del  cloruro  di  sodio  in 
diverse  concentrazioni.  Rend.  Acc.  dei  Line.  (5)  4.  [2]  135.  1895.  —  L.  Bosse,  Difiusions- 
versuch  för  zwei  Flüssigkeiten.  Ztschr.  f.  d.  phys.  u.  ehem.  Unterr.  10.  248.  1897.  — 
J.  C.  Graham,  Diffusion  von  Salzen  in  Lösimg.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie.  60.  257.  1904. 
—  St.  Leduc,  Diffusion  von  Flüssigkeiten.    Phys.  Ztschr.  6.  793.  1905;  C.  R.  139.  986.  1904. 

D.  Einfluß  der  Temperatur  auf  die  DifCtudoiu 

Wächst  die  Temperatur,  so  steigt  die  DiflFusionsgeschwindigkeit,  dies  Resultat 
fand  schon  Graham,  als  er  für  dieselbe  Substanz  Untersuchungen  bei  15,5^  C 
und  48,8®  C  anstellte,  de  Heen*  hat  die  Änderung  der  Diflfusionskoeffizienten 
mit  der  Temperatur  zwischen  15  und  etwa  60®  C  in  folgender  Weise  unter- 
sucht. Flache,  höchstens  5  mm  hohe,  breite  Btlchsen  sind  mit  der  Salzlösung 
gefüllt,  durch  fünf  kurze,  enge,  auf  der  oberen  Seite  der  Büchsen  angebrachte 
Tubulaturen  kommunizieren  diese  nach  außen.  Über  dem  Ganzen  sitzt  eine 
schützende  Glocke,  die  unten  durch  eine  enge  Rille,  oben  durch  ein  kleines  Loch 
Öffnungen  nach  außen  hat.  Diese  Apparate  werden  auf  passenden  Trägem  in 
ein  weites  .Wassergefäß  gesetzt,  so  daß  die  mit  Salzlösung  gefüllten  Tubulaturen 
senkrecht  nach  oben  stehen.  Langsam  dringt  das  Wasser  durch  die  Rille  der 
Glocke  ein,  und  die  Luft  entweicht  durch  das  obere  Loch.  Diffusion  findet 
durch  die  kurzen  Tubuli  statt,  wo  sehr  bald,  wie  de  Heen  annimmt,  der  stationäre 
Zustand  eingetreten  sein  wird,  da  die  Menge  der  Lösung  in  der  Büchse  und  die 
des  umgebenden  Wassers  als  sehr  groß  gegen  den  Inhalt  der  Tubulaturen  an- 
gesehen werden  darf.     Nach  einiger  Zeit  werden  die  Apparate  auseinander  ge- 

1  W.  Kawalki,  Wisd.  Ann.  62.  166.  300.  1894;  ^^-  ^37>  1^96*  —  ^  P.  ds  HebN| 
BnU.  de  l'Acad.  Roy.  de  Beige  (3)  8.  219.   1884. 
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nommen  und  der  Salzgehalt  in  ihnen  bestimmt.  Nach  der  (doch  jedenfalls  nicht 
genau  gültigen)  Formel  für  den  stationären  Zustand  werden  die  Diflfusionskoeffi- 
zienten  berechnet.  Um  bei  höheren  Temperaturen  zu  beobachten,  wird  das 
Ganze  in  ein  weiteres  Gefäß  gesetzt,  in  dem  man  durch  erwärmtes  Wasser  die 
Temperatur  konstant  erhält  de  Heen  findet,  wenn  der  Nullpunkt  der  Tempe- 
ratur /  auf  60^  C  gelegt   und    von  da  ab  nach  abwärts  positiv  gezählt  wird,  für: 


MgSO^:>§,  =  85(1  -  0,01 19/)  10-' 


-,cm* 


sec 

2 


cm 
KNO,:>f,  =  807(1  -  0,0127/)- 10"' 

NaCl:>&,  =  272(1  -  0,0121 /)  10-'-=- 
'  sec 

2 


cm' 

NajHPO^:>f,  =  206(1 -0,0128/).  10-'-^=-      ; 

sec 

KjjCO,:i,=  163(1 -0,0127/)  10-' • 

sec 

Hiemach  sind  die  Temperaturkoeffizienten  für  die  verschiedenen  Substanzen 
uahe  dieselben  und  es  soll  die  Veränderlichkeit  der  Diffusion  mit  der  Temperatur 
nnabhängig  von  der  Natur  des  Salzes  sein  und  nur  von  dem  Lösungsmittel  be- 
stimmt werden.  Für  andere  Lösungsmittel  ^  als  Wasser,  z.  B.  Benzin,  Äthylalkohol, 
Amylalkohol,  Schwefelkohlenstoff  u.  s.  w.  soll  ^  um  so  stärker  mit  der  Temperatur 
wachsen,  je  mehr  das  der  Reibungskoeffizient  der  Flüssigkeit  tut. 

Aus  theoretischen  Gründen  hat  Nernst*  gefolgert,  daß  genügend  genau  bei 
verdünnten  Lösungen 

für  Neutralsalze:     A^  =  y&^g  [1  +  0,026  (/  —  18)] 

und  für  Säuren  und  Basen:     i^  =  Jt^^  [1  +  0,024(/  -  18)] 

sei,  wo  /  die  Temperatur  in  ^  C  bedeutet. 

In  der  Tat  liegen  die  von  de  Heen  für  wässerige  Lösungen  (s.  oben)  be- 
stimmten Temperaturkoeffizienten  {ß),  wenn  man  sie  auf  18^  C  als  Anfangspunkt 
der  Zählung  umrechnet,  zwischen  0,024  und  0,028  und  ähnliche  Werte  haben 
auch  diese  Koeffizienten  für  Zinksulfat  nach  H.  F.  Weber'  und  nach  Seitz*, 
ebenso  findet  Seitz*  für  Zinkacetat  ß  =  0,024  bei  Zählung  der  Temperatur  von 
18°  C  als  Ausgangspunkt. 

Die  Versuche  von  Öholm^  zwischen  etwa  5  und  18°  C,  liefern  allerdings 
für  denselben  Ausgangspunkt  der  Zählung  etwas  abweichende  Zahlen  für  ß 
z.  B.  HCl:  ß  =  0,019;  für  LiCl:  ß  =  0,027.  Öholm  schließt,  was  schon  Graham 
ausgesprochen  hatte,  daß  ß  um  so  größer  je  kleiner  der  Wert  von  i  ist  und  daß 
allgemein  der  Temperaturkoeffizient  für  einen  Elektrolyten  gleich  der  Summe  der 
Temperaturkoeffizienten  für  den  osmotischen  Druck  und  für  das  elektrische  Leit- 
vermögen des  Elektrolyten  sei.  Da  die  von  Öholm  gefundenen  Werte  von  ß, 
aber  nur  aus  einem  sehr  kleinen  Temperaturintervall  bestimmt  sind  und  nicht 
stark  von  0,024  oder  0,026  abweichen,  wird  man  wohl,  bis  zu  neuen  Be- 
stimmungen, für  verdünnte  Lösungen  die  Nernst sehen  Zahlen  benutzen  dürfen; 
s.  auch  später  unter  Molekulartheorie  der  Diffusion. 


1  P.  DE  Heen,  Bull,  de  l'Acad.  Roy.  de  Beige  (3)  19.  197.  1890.  —  «  W.  Nkrnst, 
Ztschr.  f.  physik.  Chem.  2.  624.  1888.  —  3  H.  F.  Weber,  Wied.  Ann.  7.  549.  1879.  — 
4  W.  Seitz,  Wied.  Ann.  64.  770  u.  772.  1898.  —  5  W.  Öholm,  Ztschr.  f.  phys.  Chem. 
60.  331.  1905. 
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Eine  durch  Temperaturverschiedenheiten  in  einer  Lösung  hervor- 
gerufene Diffusion  und  dadurch  bewirkte  Konzentrationsänderung  hat  Ludwig^ 
bei  Glaubersalz  zuerst  beobachtet  und  Soret^  dann  genauer  auch  bei  anderen 
Salzen  untersucht.  Hält  man  den  oberen  Teil  einer  anfänglich  homogenen  Lösung 
konstant  auf  höherer  Temperatur  (70 — 80^  bei  Soret)  und  kühlt  den  unteren 
Teil  beständig  (auf  15 — 20®  bei  Sorbt)  ab,  so  findet  sich  nach  längerer  Zeit 
(10 — 16  Tage)  die  Lösung  imten  konzentrierter  als  oben. 

Arrheniüs  *  fand,  daß  die  van't  HoFFSche  Theorie  des  osmotischen  Druckes 
(s.  später)  nicht  zur  Erklärung  der  Erscheinung  ausreichte.  Er  erwärmte  die 
Lösungen  oben  auf  67®  C  und  hielt  sie  unten  auf  27*^  C.  Da  der  osmotische 
Druck  der  absoluten  Temperatur  proportional  ist,  so  hätten  die  Konzentrationen 
unten  und  oben  {c^:c^)  sich  wie  240:200  =  1,133  verhalten  müssen.  Meist  aber 
war  bei  den  etwa  90  Tage  dauernden  Versuchen  c^:c^  <  1,133,  einzelne  Stofife 
z.  B.  Normallösungen  von  -J  (CuSO^)  oder  NaOH  gaben  auch  größere  Werte  als 
den  theoretischen.  —  Ähnliches  findet  Abegg*,  der  das  Phänomen  durch  das 
Anwachsen  eines  kleinen  Kristalls  aus  dem  gelösten  Salze  demonstriert,  der  von 
Anfang  an  in  den  unteren  kühlen  Teil  der  Lösung  gebracht  wurde.  ^ 

E.   DifEliBion  in  Kolloiden. 

Graham  ®  verglich  die  Geschwindigkeit  der  Diffusion  von  Kochsalz  in  erstarrter 
Gelatine  mit  der  in  Wasser  und  fand  sie  ziemlich  gleich,  so  daß  also  die  Bewegung 
einer  Kristalloidsubstanz  in  einem  Kolloid  keine  merkliche  Verzögerung  erfährt, 
während  ein  Kolloid  sich  nur  sehr  langsam  durch  ein  zweites  hindurchbewegt. 
Dieser  Versuch  wurde  in  einer  vertikalen  Röhre  angestellt,  dessen  untere  Hälfte  mit 
einem  Gemisch  von  Gelatine  und  Kochsalz,  dessen  obere  Hälfte  nur  mit  Gelatine 
gefüllt  war.  deVries^  hat  die  Beobachtung  bestätigt,  indem  er  u.  A.  aus  ge- 
sättigter Lösimg  Kupfersulfat  durch  Gelatine  oder  chromsaures  Kali  durch  Kiesel- 
säuregallerte diffundieren  ließ  und  sie  mit  der  Diffusion  durch  Wasser  verglich. 
Daß  die  Schwere  keinen  merklichen  Einfluß  auf  die  Diffusion  hat  zeigte  de  Vries, 
indem  er  die  farbige  Salzlösung  einmal  über,  das  andere  Mal  unter  die  Gelatine 
schichtete,  wobei  die  Färbung  derselben  in  beiden  entgegengesetzten  Richtungen 
gleich  schnell  fortschritt.  Ganz  .ähnliche  Versuche  sind  später  von  Detlefsen® 
und  von  Chabry®  beschrieben  worden,  welch'  letzterer  bei  Gelatine  und  hyalinem 
Knorpel  die  aus  dem  FiCK  sehen  Gesetz  folgende  Beziehung  a: /]//"=  const 
(x  =  Wegstrecke,  um  die  in  der  Zeit  /  die  farbige  Grenze  in  der  Gelatine  oder 
dem  Knorpel  fortgerückt  ist)  im  ganzen  bestätigt  fand. 

Auch  die  Versuche  von  Voigtländer  ^^  mit  1 — 5^/oiger  Agargallerte  ergaben 
die  Richtigkeit  dieser  Beziehung.  Die  Diffusionskoeffizienten  verschiedener  Stoffe 
(Salzsäure,  Salpetersäure,  Kaliumhydrat,  Natriumhydrat,  Kaliumchlorid  u.  s.  w.)  in 
der  Gallerte  bestimmte  Voigtländer  nach  der  ersten  Graham  sehen  Methode, 
wobei  die  Gallerte  in  einem  oben  geschlossenen  Glaszylinder  sich  befand,  dessen 
Mündung,  durch  Drahtnetz  etwas  geschlossen,  in  ein  großes  Becherglas  mit  der 
Lösung  tauchte.  Die  Lösung  wurde  durch  langsames  Nach-  und  Abfließen  frischer 
Lösung  stets  möglichst  unverändert  erhalten.  Voigtländer  brach  den  Versuch 
ab,   ehe   die  Diffusion   die   obere  Grenze   des  Gallertzylinders  erreicht  hatte  und 


^  C.  Ludwig,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.  20.  539.  1856.  —  ^  ch.  Soret,  Arch. 
de  Genöve  (3)  2.  48.  1879;  4.  209.  1880.  —  3  Sv.  Arrheniüs,  Of.  Svensk.  Vet.  Ak.  Föih. 
1894.  p.  61;  Beibl.  22.  827.  1898.  —  *  R.  Abegg,  Ztschr.  f.  physik,  Chem.  28.  161.  1898. 
—  B  Siehe  auch:  W.  D.  Banxroft,  Boltzmann  Festschrifi  p.  553.  1904.  —  0  Th.  Graham, 
Phil.  Trans.  15L  183.  186 1.  —  7  H.  DE  Vries,  Maandblad  voor  Naturw.  11.  118.  1884;  Beibl. 
9.  160.  1885.  —  8  E.  Detlefsen,  Ztschr.  ;rar  Ford.  d.  physik.  Unterrichts  2.  249.  1885; 
Beibl.  10.  558.  1886.  —  ÖL.  Chabry,  Joum.  de  Phys.  {2)  7.  114.  1888.  —  ^  F.Voigt- 
Länder,  Ztschr.  f.  physik.  Chem.  3.  3x6.  1889. 
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konnte  so  nach  Bestimmung  der  in  die  Gallerte  eingetretenen  Salzmenge  die 
Formel  (5)  zur  Berechnung  von  k  anwenden.  Die  gefundenen  Werte  von  k  sind 
meist  etwas  kleiner  als  für  Diffusion  in  Wasser,  scheinen  aber  mit  den  ver- 
schiedenen, freilich  stets  geringen*  Konzentrationen  von  Agar— Agar  sich  nicht  zu 
ändern.  —  Beobachtet  man  aber  die  Diffusion,  z.  B.  in  stärker  konzentrierter 
Agargallerte  oder  Gelatine,  so  wird  dadurch  nach  Nkll^  und  nach  Bechhold 
und  Ziegler*  die  Diffusion  sowohl  für  Elektrolyte  wie  für  Nichtelektrolyte 
verlangsamt.  Ebenso  zeigten  die  letzteren,  daß  die  Anwesenheit  von  Elektrolyten 
oder  Nichtelektrolyten  in  der  Gelatine  oder  Agargallerte  die  Diffusion  dritter 
Stoffe  in  dieser  beeinflußt  und  zwar  meistens  verzögert. 

Eine  interessante  Diffusionserscheinimg  in  Gallerte,  die  sogen.  Liesegang  sehen 
Ringe,  hat  Liesegang*  zuerst  beobachtet.  Eine  horizontal  gelegte  Glasplatte 
war  mit  Gelatine  bedeckt,  in  der  etwas  Kaliumchromat  gelöst  war.  Brachte  man 
einen  Tropfen  Silbernitrat  auf  die  Gelatine,  so  diffundierte  dieser  in  die  Gelatine 
und  erzeugte  einen  Niederschlag  von  Silberchromat,  der  nicht  kontinuierlich, 
sondern  in  deutlichen  Ringen  um  den  Tropfen  herum  sich  lagerte.  Bei  etwas 
anderer  Form  des  Versuchs  taucht  eine  offene,  enge  Glasröhre,  mit  sehr  ver- 
dünnter Lösung  von  Kaliumchromat  in  Gelatine  gefüllt,  in  ein  weites  Gefäß  mit 
konzentrierter  Silbernitratlösung.  Bei  der  Diffusion  des  Silbemitrats  in  der  Gelatine 
bilden  sich  in  dieser  dünne,  deutlich  sichtbare  Schichten  von  Silberchromat,  deren 
Abstand  genau  gemessen  werden  kann.  Diese  Erscheinungen  entstehen  nach  Ost- 
wald* durch  Übersättigung  der  Lösung  in  der  Gelatine  mit  Silbersalz,  der  Nieder- 
schlag erfolgt  aber  erst,  wenn  die  metastabile  Grenze  überschritten  ist  An  den 
gebildeten  Niederschlag  lagert  sich  das  Silberchromat,  mit  dem  die  Umgebung 
des  Ringes  übersättigt  ist;  das  dauert  so  lange,  bis  das  lösliche  Chromat  aus  der 
Nähe  in  den  Niederschlag  gegangen  ist.  Dann  wandert  das  Silbersalz  über  den 
Ring  hinaus,  übersättigt  ein  neues,  entfernteres  Gebiet  und  der  Vorgang  wieder- 
holt sich.  —  Natürlich  tritt  dies  Phänomen  außer  bei  den  genannten  Stoffen 
noch  bei  vielen  anderen  auf,  wie  Morse  und  Pierce^  gezeigt  haben;  z.  B.  bei 
Lösung  von  NagSO^  in  Gelatine  und  diffundierendem  Pb(N03)2,  wo  der  Nieder- 
schlag PbSO^  ist  u.  s.  w.  Die  genannten  Forscher  haben  mit  der  zweiten  oben 
angeführten  Form  des  Versuchs  gezeigt,  daß,  wie  es  die  Diffusionstheorie  verlangt, 
xl\T=  const  ist,  wo  x  der  Abstand  der  horizontalen,  parallelen  Niederschlags- 
schichten von  einer  Horizontalebene  ist  und  /  die  Zeit  bedeutet,  und  haben 
versucht,  einen  Wert  für  die  Diffusionskonstante  von  Sübemitrat  durch  Gelatine, 
die  festes  Kaliumchromat  enthält,  abzuleiten. 

Die  Änderung  der  Diffusionsgeschwindigkeit  mit  der  Temperatur 
in  1 — ö^/ßiger  Agargallerte  findet  Voigtländer  ebensogroß  wie  bei  der  Diffusion 
in  Wasser. 
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G.  Quincke,  Niederschlagsmembranen  und  Zellen  in  Gallerten  und  Lösungen  von  Leim,  Eiweiß 
und  Stärke.     Ann.  d.  Phys.  11.  447.   1903. 


'  P.  Nell,  Ann.  d.  Phys.  18.  323.  1905.  —  ^  H.  Bechhold  und  J.  Ziegler,  Ztschr. 
f.  physik.  Chem.  56.  105.  iqo6.  —  »  R.  E.  Liesegang,  Chemische  Femwirkungen.  Düsseldorf 
1896.  8  pp.;  Chemische  Reaktionen  in  Gallerten.  Düsseldorf  1898.  —  ♦  W.  Ostwald,  Lehr- 
buch d.  allgem.  Chemie.  2.  Aufl.  2.  Abt.  p.  780.  —  B  H.  W.  Morse  u.  G.  W.  Pierce,  Ztschr. 
f.  physik.  Chemie  45.  589.   1903. 
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2.   Diffusion  durch  Scheidewände  (Osmose), 

Die  ältesten  Versuche  stammen  von  Nullet*  (i748)>  Parrot*  (1803), 
N.  W.  Fischer'  (1812)  u.  A.,  doch  wurden  sie  nur  wenig  beaciitet,  bis  Dutrochet* 
(1826  und  später)  zahlreiche  Arbeiten  über  unseren  Gegenstand  veröffentlichte 
und  auch  den  Namen  Endosmose  und  Exosmose  einführte.  Von  dieser  Zeit  ab 
mehren  sich  die  Untersuchungen,  sind  aber  oft  mehr  physiologischen  als  physi- 
kalischen Inhalts.  Brücke*  (1842)  suchte  eine  Theorie  der  Erscheinungen  zu 
geben,  Vierordt*(i845  u.  1848)  stellte  als  erster  genaue  Versuche  an,  Jolly^(i848) 
entwickelte  den  Begriff  des  endosmotischen  Äquivalents,  dessen  Bedeutung  von 
Ludwig®  bestritten  wird  und  den  sich  Eckhard •  genauer  zu  bestimmen  bemüht. 
FiCK*®  (1854  u.  1857)  sucht  die  Brücke  sehe  Theorie  weiter  auszubilden,  findet 
sie  aber  unzulänglich,  Graham  ^^  (1861)  stellt  die  Unterscheidung  von  Kolloiden 
und  Kristalloiden  auf,  Traube^'  (1867)  lehrt  Niederschlagsmembranen  darstellen, 
die  dann  Pfeffer^'  (1877)  zu  eingehenden  experimentellen  Bestimmungen  be- 
nutzt, denen  sich  die  von  deVries^*  (1884),  Tammann'*  (1888),  Walden^* 
(1892)  u.  A.  anschließen. 

a)   Diffdsion  diurch  tioriaohe  und  pflanzUolie  Membranen. 

Die  schon  von  N.  W.  Fischer,  Magnus,  Dutrochet  beobachtete  Grund- 
erscheinung ist  die  folgende:  Trennt  eine  Scheidewand  (die  wir  oft  Membran 
nennen  werden)  zwei  miteinander  mischbare  Flüssigkeiten,  von  denen  wenigstens 
die  eine  imstande  ist,  in  den  Raum  der  Scheidewand  einzudringen  (zu  imbibieren), 
so  findet  ein  Durchströmen  dieser  Flüssigkeit  durch  die  Membran  und  ein  Mischen 
der  beiden  Flüssigkeiten  statt.  Bis  zu  Traube  s  Entdeckung  der  Niederschlags- 
membranen wandte  man,  abgesehen  von  einigen  Versuchen  Grahams,  stets 
solche  Membranen  an,  welche  von  beiden  Flüssigkeiten  (meist  eine  Salzlösung 
und  das  Lösungsmittel)  durchdrungen  wurden  und  betrachtete  diesen  doppel- 
seitigen Stronl  als  eine  bei  der  Osmose  notwendige  Erscheinung. 

Fast  alle  älteren  Untersuchungen  sind  mit  Apparaten  angestellt,  die  dem 
von  Dutrochet  benutzten  Endosmometer  ähnlich  waren.  Dies  einfache  Instrument 
besteht  in  einem  Trichter,  dessen  Ausflußröhre  verlängert  und  mit  einer  Teilung 
versehen  ist,  während  seine  weite  Öffnung  durch  die  Membran  verschlossen  wird. 
In  den  mit  der  Öffnung  nach  imten  gekehrten  Trichter  wird  die  eine  Flüssigkeit 
(kurz  die  Salzlösung)  gegossen,  und  er  dann  in  ein  weiteres  Geßlß  mit  der  anderen 
Flüssigkeit  (dem  Wasser)  gesetzt.  Durch  die  Membran  tritt  die  Osmose  ein, 
deren  Stärke  man  an  dem  Stande  der  Flüssigkeit  im  geteilten  Rohre  ablesen 
kann.     Will  man  mit  diesem   Instrument  einigermaßen  genaue  Resultate  haben, 


1  NoLLET,  Histoire  de  TAcad.  roy.  des  sciences  1748.  p.  10 1.  —  *  F.  Parrot,  Grundriß 
der  theoretischen  Physik.  Dorpat  u.  Riga  Bd.  2.  331.  181 1.  —  3  N.  W.  Fischer,  Gilberts 
Ann.  72.  300.  1822.  —  *  R.  J.  H.  Dutrochet,  Agent  imm^diat  du  mouvement  vital  etc.  Paris 
1826;  Ann.  chim.  phys.  vol.  35.  37.  49.  51 ;  Mömoires  pour  servir  k  l*histoire  anat.  et  physiol.  des 
vegeUux  et  des  animaux  t.  i.  Parfe  1837.  —  ^  E,  Brücke,  Diss.  Berlin  1842;  POGG.  Ann. 
68.  77.  1843.  —  *  K.  ViERORDT,  Griesingers  Archiv  f.  physiol.  Heilkunde  6.  651.  1847; 
7.  272.  1848;  PoGG.  Ann.  73.  519.  1848.  —  7  Ph.  Jolly,  Henle  u.  Pfeifers  Ztschr.  f.  rat. 
Med.  7.  83.  1849;  PoGG.  Ann.  78.  261.  1849.  —  8  C.  Ludwig,  Henle  u.  Pfeifers  Ztschr. 
f.  rat  Med.  8.  i.  1849;  Pogg.  Ann.  78.  307.  1849.  —  8  c.  Eckhard,  Beiträge  zur  Anat 
u.  Physiol.  1855— 1863.  —  ^^  A,  FiCK,  Pogg.  Ann.  92.  333.  1854;  Molkschotts  Unter- 
suchungen zur  Naturlehre  3.  29A.  1857.  —  "  th.  Graham,  Phil.  Trans.  161.  183.  1861; 
LiEBiGs  Ann.  121.  i.  1862.  —  «  M.  Traube,  Archiv  f.  Anat  u.  Physiol.  1867.  p.  87  u.  129; 
Botanische  Zeitung  1875.  p.  56  u.  65.  —  ^3  w".  Pfeffer,  Osmotische  Untersuchungen.  Leipzig 
1877.  —  1*  H.  deVries,  Arch,  nfeerland.  13.  344.  1878;  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  2.  415. 
1888.  —  16  G.  Tammann,  Ukm,  de  VAcad.  de  St.  P6tersbourg  36.  169.  1887;  Wied.  Ann. 
34.  299.  1888.  --  16  p.  Waide»,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  10.  619.  1892. 
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SO  muß  man  den  Druck  auf  die  beiden  Seiten  der  Membran  angenähert  gleich, 
d.  h.  die  Flüssigkeiten  in  gleichem  Niveau  erhalten,  was  durch  Zu-  oder  Abfüllen 
bei  der  äußeren  Flüssigkeit  leicht  zu  erreichen  ist.  Die  Osmose  geht  so  lange 
vor  sich,  bis  beide  Flüssigkeiten  gleiche  Zusammensetzung  haben  und  es  kann, 
wenn  z.  6.  die  Osmose  des  Wassers  sehr  viel  stärker  ist  als  die  der  Salzlösung 
bei  Vernachlässigung  der  angeführten  Vorsichtsmaßregel  zu  großen  Druckdifferenzen 
in  beiden  Gefäßen  kommen,  die  dann  einen  Filtrationsstrom  durch  die  Membran 
erzeugen,  der  das  Resultat  vollkommen  falsch  machen  würde.  Diese  Fehlerquelle 
wurde  zuerst  sorgfältig  vermieden  von  Vierordt,  der  die  Osmose  von  Zucker- 
lOsung  gegen  Wasser  und  von  Kochsalzlösung  gegen  Wasser  durch  Stücke  der 
Schweinshamblase  beobachtete.  Sein  Apparat  war  von  dem  oben  beschriebenen 
sehr  verschieden,  indem  die  bei  ihm  vertikal  ausgespannte  Membran  zwei  hori- 
zontale, mit  den  Flüssigkeiten  gefüllte  Glasröhren  trennte.  Vierordt  kam  zu 
dem,  schon  von  Dutrochet  gewonnenen  Resultate,  daß  die  Stärke  der  Endosmose 
bei  verschieden  konzentrierten  Lösungen  desselben  Körpers  proportional  sei  den 
Differenzen  zwischen  den  Konzentrationen  der  Lösungen.  Freilich  zeigen  die 
Versuche,  aus  denen  dieser  Satz  geschlossen  wurde,  große  Unterschiede  unter- 
einander. 

Zu  demselben,  nur  anders  formulierten,  Gesetz  wurde  Jolly  geführt,  indem 
er  eine  unten  mit  der  Blase  zugebundene  und  mit  der  Salzlösung  gefüllte  Röhre 
in  oft  erneuertes  Wasser  tauchen  ließ  und  die  Änderungen  der  Lösung  in  der 
Röhre  durch  Wägimg  bestimmte.  £r  bezeichnet  diejenige  Menge  Wasser,  durch 
die  eine  Gewichtseinheit  Stoff  ersetzt  wurde,  als  das  endosmotische  Äqui- 
valent des  Stoffes  und  schließt  aus  seinen  Versuchen,  daß  für  dieselbe  Temperatur 
und  Membran  das  endosmotische  Äquivalent  für  einen  Stoff  eine  konstante 
Größe  sei.  Indes  zeigen  schon  Jolly  s  Versuche,  was  auch  Ludwig  \  Clötta*u.  A. 
hervorhoben,  eine  Abhängigkeit  des  endosmotischen  Äquivalents  von  der  Kon- 
zentration der  diosmierenden  Flüssigkeiten,  die  bei  verschiedenen  Lösungen  und 
Membranen  verschieden  ist.  Deshalb  haben  Eckhard*  und  seine  Schüler  die 
Äquivalente  für  den  Herzbeutel  der  Kuh  zu  bestimmen  gesucht,  indem  sie  die 
Lösungen  möglichst  bei  konstanter  Konzentration  erhielten.  Nach  C.  E.  E.  Hoff- 
mann ^  sind  diese  endosmotischen  Äquivalente: 


Substanz 

Salpetersaorer  Baryt      .     . 
Salpetersaurer  Harnstoff     . 

Jodkalium 

Salpetersaures  Kali  .  .  .  , 
Schwefels.  Natron  +  lOaq  \ 
Chlorammonium  .     .     .     .    | 

Harnstoff 

Kochsalz ' 

Kohlens.  Natron  +  10  aq  . 


Äquivalent 


0,391 
0,842 
1,093 
1,225 
1,863 
1,967 
2,047 
3,293 
3,292 


Substanz 


Äquivalent 


Schwefels.  Magnesia  +  lOaq    i  4,918 

Schwefelsaures  Natron     .     .    {  5,480 

Phosphors.    Natron  +  24  aq  5,869 

Kohlensaures  Natron      .     .  10,554 

Schwefelsaure  Magnesia  .     .    '  12^467 

Phosphorsaures  Natron   .     .  16,292 

{'  Schwankend  für  ver- 
Ischiedene  Membranen 
zwischen  7  und  20 


Alle  diese  Versuche  sind  nach  Jolly s  Methode  angestellt  und  beziehen 
sich  auf  die  Osmose  konzentrierter  Lösungen  gegen  reines  Wasser.  Ließ  man 
Salzlösungen  gegeneinander  osmieren  und  hielt  jede  von  ihnen  stets  auf  derselben 
Konzentration,  so  änderte  sich  das  Äquivalent  nur  wenig  mit  der  Konzentration 
der  einen  Lösung,  wenn  die  andere  gesättigt  war,  und  der  Salzstrom  war  nahezu 
der  Konzentrationsdiflferenz  proportional. 


^  C.  Ludwig,  I.e.  —  2  Clötta,  Dissert.  Zürich  1851.  —  3  C.  Eckhard,  Beitrage 
zur  Anat.  u.  Physiol.  1.  95.  1855;  2.  i.  31.  159.  1860;  3.  51.  85.  1863;  Pogg.  Ann.  128. 
61.  1866.  —  4  c.  E.  E.  Hoffmann,  Eckhards  Beiträge  2,  59.  1860. 
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Andere  Versuche  von  Harzer^  und  W.  Schmidt^  gaben  abweichende 
Resultate  und  man  muß  schließen,  daß  auch  für  dieselbe  Membran  nur  inner- 
halb sehr  mäßiger  Konzentrationsunterschiede  das  endosmotische  Äquivalent  als 
nahezu  konstant  anzusehen  ist. 

Ober  die  Steighöhen  in  einem  dem  Dütrochet  sehen  ähnlichen  Endosmo- 
meter  hat  Graham  •  zahlreiche  Versuche  angestellt  und,  wie  zum  Teil  Dütrochet 
vor  ihm,  gefunden,  daß  für  tierische  Membranen  die  Säuren  negative  Osmose  zeigen, 
d.  h.  daß  sie  stärker  durch  die  Blase  strömen  als  das  Wasser,  und  daß  die 
Alkalien  dagegen  die  größte  positive  Osmose  haben.  Das  ist  neuerdings  von 
HiNTEREGGER*  bestätigt  worden. 

Das  Stärkeverhältnis  der  zwei  entgegengesetzt  gerichteten  Diffusionsströme 
durch  die  Membran  hängt  sowohl  von  der  Natur  der  beiden  Flüssigkeiten  als 
von  der  Membran  ab.  Durch  tierische  und  pflanzliche  Membranen,  die  wässerige 
Lösungen  von  reinem  Wasser  trennen,  geht  im  allgemeinen  das  Wasser  sehr  viel 
stärker  als  der  gelöste  Körper  hindurch,  so  daß  eine  beträchtliche  Niveaudifferenz 
zwischen  beiden  Flüssigkeiten  entstehen  kann.  Aber  auch  für  die  verschiedenen 
gelösten  Körper  ist  eine  solche  Membran  sehr  verschieden  durchlässig.  Schon 
Graham  fand,  daß  Kristalloidsubstanzen  fast  so  schnell  durch  eine  Membran  aus 
Kolloidsubstanz  (Pergamentpapier,  tierische  Membran  u.  s.  w.)  hindurchdiffandieren, 
als  fände  freie  Diffusion  statt,  während  die  Kolloide  nur  sehr  langsam  und  in 
sehr  geringer  Menge  hindurchgehen.  Dadurch  bot  die  Osmose  Graham  ein 
bequemes  Mittel,  um  verschieden  gelöste  Substanzen  vermittelst  seines  Dialysators, 
der  sich  nur  wenig  von  Dütrochet s  Endosmometer  unterscheidet,  zu  trennen. 
Z.  B.  diffundierten  in  24  Stunden  bei  10 — 15*^  C  folgende  relative  Gewichts- 
mengen durch  eine  Membran  von  Pergamentpapier,  die  den  wesentlichen  Bestand- 
teil des  Dialysators  bildete: 


Substanz 


Chlornatrium    . 
Stärkemehlzucker 
Alkohol  .     .     . 
Glyzerin  .     .     . 


Gewichtsmenge  ,  Substanz  i  Gewichtsmenge 


1  I  Mannit    .... 

0,284  |!  Milchzucker      .     . 

0,476  Rohrzucker.     .     . 

0,440  l|  Arabisches  Gummi 


0,849 
0,185 
0,214 
0,004 


Arabisches  Gummi,  das  einzige  Kolloid  der  Tabelle,  difiundiert  also  bei 
weitem  am  langsamsten. 

Die  Natur  der  Membran  macht  sich  z.  B.  bei  der  Osmose  von  Wasser  und 
Alkohol  sehr  geltend;  werden  die  beiden  Flüssigkeiten  durch  eine  tierische  oder 
pflanzliche  Scheidewand  getrennt,  so  geht  der  stärkere  Strom  vom  Wasser  zum 
Alkohol,  während  bei  einer  Kautschukmembran  das  Umgekehrte  stattfindet. 

Eine  Schweinsblase,  die  Methylalkohol  vom  Äther  trennt,  läßt  den  Alkohol 
hindurch,  den  Äther  nicht;  setzt  man  an  Stelle  der  Blase  eine  Kautschukmembran, 
so  diffundiert  durch  sie  der  Äther  hindurch,  während  der  Methylalkohol  nicht 
hindurchgeht.  So  konnte  Raoült*  Druckdifferenzen  bis  zu  50  Atm.  erzeugen, 
ohne  daß  die  einseitige  Diffusion  (Osmose)  aufhörte.  Schweinsblase  und  Kautschuk- 
membran sind  also  für  ein  Gemisch  von  Methylalkohol  vmd  Äther  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  semipermeabel. 

Die  Durchlässigkeit  einer  Membran  für  die  Elüssigkeiten  hängt  eng  mit  ihrem 
Absorptionsvermögen  zusammen  ^  wie  z.  B.  Flusin  '  sowohl  für  Schweinsblase  wie 
für  Kautschukmembranen  fand.     Je  größer  die  Absorption  der  Membran  für  die 


1  J,  Harzer,  Vierordts  Archiv  f.  phjrsiol.  Heilk.  16.  194.  1856.  —  ^  W,  Schmidt, 
POGG.  Ann.  102.  122.  1857.  —  3  Th.  Graham,  Phil  Trans.  144.  117.  1854.  —  *  f.  Hinter- 
EGGER,  Berl.  Ber.  12.  i6iq.  1880.  —  ß  F.  M.  Ragult,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  17.  737.  1895. 
—  «  G.  Tammann,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  22.  481.  1897.  —  7  Q.  FluSin,  C.  R.  126. 
1497.  1898;  131.  1308.  1900. 
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Flüssigkeit,  um  so  großer  war  die  Dififusionsgeschwindigkeit  durch  ae.  Doch  soll 
diese  Geschwindigkeit  nicht  mit  dem  Flüssigkeitsvolumen,  das  überhaupt  von  der 
Membran  aufgenommen  werden  kann,  proportional  sein,  sondern  mehr  von  der 
in  den  ersten  Minuten  aufgenommenen  Flüssigkeitsmenge  abhängen,  wie  folgende 
Tabellen  über  die  Diffusionsgeschwindigkeit  in  Äthylalkohol  hinein  zeigen: 

Durch  eine  Kautschukmembran 


Diffundierende 

Relative 

Anzahl  der  von  100  gr  Kautschuk  absorbierten 

Diffusions- 

Kubikzentimeter nach 

Flüssigkeit 

geschwindigkeit  ^      1  Minute 

1    5  Minuten 

24  Stunden 

Schwefelkohlenstoff"     . 

! 

198,8 

65 

233 

811 

Chloroform    . 

, 

, 

145,8 

88 

159 

964 

Toluol .     .     . 

76,0 

24 

1          116 

740 

Äther   .     .     . 

76,0 

19 

1            90 

343 

Benzin .     .     . 

57,0 

17 

96 

586 

Xylol   .     .     . 

50,8 

15 

95 

685 

Petroläther     . 

47,5 

18 

71 

438 

Benzylchlorid 

18,8 

7 

1            25 

439 

Terpentinöl    . 

11,4 

4 

i            l'^ 

552' 

Petroleum 

8.5 

3 

10 

867 

Nitrobenzol    . 

2,8 

2 

'              6 

136 

Methylalkohol 

— 

2 

Durch  Schweinsblase. 

Relative 

Anzahl  der  von 

Diffu 
Fit 

Wasser    . 

nd 

Iss 

ierende 
gkeit 

Diffusions- 
geschwindigkeit 

1 - 

4674 

100  gr  Blase  in 

5  Min.  absorbierten 

Kubikzentimeter 

121,9 

Methylalkoh 

Ol!     !     ! 

1748 

28,7 

Amylalkohol 

.     .     . 

646 

7,2 

Amylacetat 

582 

6,8 

Chloroform 

456 

5,5 

Benxin     . 

266 

5,0 

Äth 

ylal 

Iko 

ho 

['.','. 

- 

3,0 

Die  Vorstellung,  die  man  sich  hiemach  von  dem  Vorgang  der  Osmose  durch 
Membranen,  die  keine  größeren  Poren  haben,  bilden  kann,  wird  mit  den  schon 
von  Liebig  ^  und,  Graham  ^  entwickelten  Ideen  Ähnlichkeit  haben.  Die  Membran 
nimmt  je  nach  ihrem  Absorptionsvermögen  (je  nach  ihrem  LOsungsvermögen  der 
betreffenden  Substanz)  die  berührenden  Flüssigkeiten  auf,  sättigt  sich  mit  ihnen 
und  gibt  auf  der  anderen  Seite  durch  Lösung  und  Diffusion  die  hindurch- 
gegangene Flüssigkeit  wieder  ab.  Mit  Hilfe  des  Begriffs  des  osmotischen  Druckes 
(s.  später)  lassen  sich  nach  Nernst'  diese  Vorgänge  noch  genauer  verfolgen. 

Der  Einfluß  der  Temperatur  auf  die  Osmose  scheint  geringer  als  auf 
die  freie  Diffusion,  so  fand  Graham*  die  in  drei  Stunden  durch  Pergamentpapier 
diffundierten  Mengen  einer  2  ^/^  igen  Kochsalzlösung  bei 

10<>=1  80«  =  1,20 


20«=  1,07 


40«=  1,37 


^  J.  Liebig,  Ober  einige  Ursachen  der  Säftebewegung  im  tierischen  Organismus.  Braun- 
schweig 1848;  LiEBiGs  Ann.  12L  78.  1862.  —  2  th.  Graham,  Phil.  Trans.  16L  183.  1861; 
L1KBIGS  Ann.  121.  i.  1862.  —  3  W.  Kernst,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  6.  37.  1890.  — 
♦  Th.  Graham,  L  c. 
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W.  Schmidt^  konnte  die  Geschwindigkeit  (v)  der  Osmose  durch  tierische 
Membran  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  (/)  durch  einen  Ausdruck 
der  Form  v  =  a  +  ß/  +  yi*  darstellen ,  dasselbe  ergab  sich  Eckhard*  zwischen 
10  und  83<>C. 

Geschieht  die  Osmose  unter  dem  hohen  Drucke  von  500  Atm.,  so  fand 
Röntgen  ^  daß  durch  Hausenblase  oder  Goldschlägerhaut,  die  Wasser  und  Zink- 
sulfatlösung voneinander  trennte,  etwa  20  ^/^  Wasser  mehr  durch  die  Membran 
zur  Lösung  ging  als  bei  dem  Drucke  von  1  Atm.,  das  wird  verständlich  durch 
die  Abnahme  der  Viskosität  des  Wassers  bei  gesteigertem  Drucke. 

Aus  der  Literatur  seien  noch  angefahrt: 

WiTTiNG,  Bemerkungen  u.  s.  w.  über  das  Vermögen  der  tierischen  Blase  Flüssigkeiten 
durch  sich  hindurchzulassen.  Gilberts  Ann.  74.  425.  1823.  —  J.  W.  Döbereiner,  Über 
u.  s.  w.  die  pneumatisch  kapillare  Tätigkeit  gesprungener  Gläser.  Jena  1823.  —  S.  D.  Poisson, 
Note  sur  des  effets,  qui  peuvent  ^tre  produits  par  la  capillarit6  etc.  Ann.  chim.  phys.  36.  98. 
1826.  —  G.  Magnus,  Über  einige  Erscheinungen  der  Klapillarität    PoGG.  Ann.  10.  153.  1827. 

—  Wach,  Über  das  Phänomen,  welches  von  Dütrochet  mit  dem  Ausdruck  Endosmose  u.  s.  w. 
bezeichnet  wurde.  Schweiggers  Joum.  d.  Chem.  u.  Phys.  88.  20.  1830.  —  E.  B.  Jerichau, 
Über  das  Zusammenströmen  flüssiger  Körper,  welche  durch  poröse  Lamellen  getrennt  sind.  POGG. 
Ann.  34.  613.  1835.  —  G.  Matteucci  und  Ctma,  Memoire  sur  Pendosmose»  Ann.  chim. 
phys.  13.  63.  1845.  —  ^'  Gardner,  Researches  of  the  Function  of  plants  etc.  Phil.  Mag.  28. 
425.  1846.  —  G.  Raimey,  Of  the  cause  of  endosmose  and  exosmose.  Phil.  Mag.  29.  179. 
1846.  —  Barreswil,  Explication  propos^e  pour  le  phinomöne  de  Tendosmose.  C.  R.  3L 
898.  1850.  —  CiMA,  Süll'  evaporazione  e  la  trasudazione  dei  liquidi  attraverso  le  membrane 
animali.  Mem  delP  Acad.  di  Torino  (2)  13.  267.  1853.  —  Büchheim,  Beitrage  zur  Lehre 
von  der  Endosmose.  Vierordts  Archiv  f.  physik.  Heilkunde  12.  217.  1853.  —  Lhermite, 
Recherches  sur  Tendosmose.  Ann.  chim.  phys.  (3)  43.  420.  1854.  —  Th.  Graham,  On  the 
concentration  of  alcohol  in  Sömmerings  experiments.  Athen  1854.  p.  1208.  —  Morin, 
Nouvelles  experiences  sur  la  perm6abilit6  des  vases  poreux  etc.  M6m.  de  la  soc.  de  Gen^ve 
13.  251.  1854.  —  A.  P.  DuBRüNFAUT,  Note  sur  Tosmose  etc.  CR.  41.  834.  1855;  63.  838. 
944.  1866;  66.  354.  1868.  —  W.  VON  Wittich,  Über  Eiweißdiffusion.  Müllers  Archiv  für 
Anat.  u.  Physiol.  1.  97.  1855.  —  W.  Hofmeister,  Über  das  Steigen  des  Saftes  der  Pflanzen. 
Flora  1858.  p.  i.  —  Maggiorani,  Suir  endosmosi  dell'  albumina.  Cim.  6.  70.  1858.  — 
Krug,  Nonulla  de  theoria  endosmoseos  etc.  Dissert.  Lipsiae  1859.  —  W.Schuhmacher, 
Über  Membrandiffusion.  PoGG.  Ann.  110.  337.  1860.  Die  Diffusion  und  ihre  Beziehung 
zur  Pflanze.  Leipzig  und  Heidelberg  1861.  —  Botkin,  Untersuchungen  über  die  Diffusion 
organ.  Stoffe.  Virchows  Archiv  f.  pathol.  Anat.  20.  26i  1860.  —  A.  Adrian,  Über 
Diffusionsgeschwindigkeiten  u.  s.  w.  bei  getrockneten  Membranen.  Eckhards  Beiträge  2.  185. 
1860.  —  Heynsius,  Über  Eiweißdiffusion.  Stud.  des  physiol.  Inst  zu  Amsterdam  1861. 
p.  I.  —  Mandl,    De  Tosmose  pulmonaire  etc.     Arch.  gen.  de  med.  (5)   16.    49.    161.    1860. 

—  E.  PoLLACCi,  SuU'  ascensione  delle  sostanze  solubili  nel  suolo.  Cim.  14.  5.  1861.  — 
H.  Hoffmann,  Ein  Diffusionsversuch.  Pogg.  Ann.  117.  263.  1862.  —  E.  Guignet,  Phfenom^nes 
de  transport  k  travers  les  corps  poreux  etc.  C.  R.  66.  740.  1862.  —  Payen,  Osmose  dans 
les  sucreries.  C.  R.  66.  692.  1867.  —  A.  Rosenstiehl,  Sur  la  nature  de  la  force  motrice, 
qui  produit  le&  phäiomönes  d'endosmose.  C.  R.  70.  617.  1868.  —  Becquerel,  Sur 
rinfluence  de  la  pression  dans  les  phönomönes  d'endosmose  etc.  C.  R.  76.  50.  1872.  — 
J.  Baranetzky,  Diosmotische  Untersuchungen.  Pogg.  Ann.  147.  195.  1872.  —  Carlet, 
Sur  un  nouvel  osmomötre.  C.  R.  76.  377.  1873.  —  Metger,  Über  Endosmose.  Progr. 
Flensburg.  1875.  —  H.  Gal,  Recherches  sur  le  passage  des  liqueuis  alcooliques  des  corps 
poreux.  C.  R.  96.  338.  1883.  —  F.  Wibel,  JDie  Änderungen  der  osmot  Erscheinungen  u,  s,  w. 
Ahhandl.  d.  naturw.  Ver.  Hamburg -Altona  7.  1883.  —  Regeczy,  Beiträge  zur  Lehre  der 
Diffusion  der  Eiweißlösungen.  Pflügers  Archiv  f.  Physiol.  34.  431.  1884.  —  R.  A.  Lundie, 
Über  den  Durchgang  von  Wasser  und  anderen  Substanzen  durch  Gummielastikumhäutchen. 
Beibl.  23.  927.  1899;  aus  Proc.  Roy.  Soc.  Edinburgh  22.  258.  1898.  —  G.  Dorläans,  Über 
einige  Eigenschaften  der  Osmose  wässeriger  Lösungen.  Beibl.  30.  14.  1906;  aus  Soc.  franc. 
de  Phys.    No.  232.  p.  4.  1905. 

b)  SifhiBion  durch  halbdnrohlassige  Membranen. 

Während  die  bisher  besprochenen  tierischen  und  pflanzlichen  Membranen 
individuell  verschieden  sind  und  also  untereinander  kaum  vergleichbare  Resultate 


^  W.  Schmidt,  Pogg.  Ann.  102.  122.  1857.  —  2  c.  Eckhard,  Pogg.  Ann.  128,  61. 
1866.  —  *  W.  C.  Röntgen,  Wied.  Ann.  46.  loi.  1889. 
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liefern  und  während  sie  auch  fast  alle,  mehr  oder  weniger,  sowohl  für  die  Lösungs- 
mittel als  auch  für  die  gelösten  Stoffe  durchlässig  sind,  gelang  es  M.  Traube  \ 
bei  Untersuchungen  über  die  Zellbildung  halbdurchlässige  (semipermeable) 
Membranen  herzustellen,  bei  denen  von  der  berührenden  Lösung  wesentlich  nur 
der  eine  Bestandteil  (meist  das  Lösungsmittel)  durch  die  Membran  geht.  Diese 
Entdeckung  hat  den  Anstoß  zu  sehr  wichtigen  experimentellen  Untersuchungen 
von  Pfeffer^  u.  A.  gegeben,  und  van't  Hoff^  veranlaßt  den  Begriff  des  osmoti- 
schen Druckes  weiter  auszubilden,  wodurch  ein  ganz  neues  Licht  auf  die 
Diffusionserscheinungen  geworfen  und  es  Nernst*  ermöglicht  wurde,  eine  kinetische 
Theorie  der  Diffusion  zu  entwickeln. 

Die  von  Traube  hergestellten  Membranen ^sind  Niederschlagsmembranen, 
d.  h.  sie  entstehen  an  der  Berührungsfläche  zweier  chemisch  aufeinander  wirkender 
Lösungen  als  der  dort  erzeugte  Niederschlag.  Tauchte  Traube  z.  B.  die  untere 
Mündung  eines  Glasröhrchens,  in  die  einige  Tropfen  flüssigen  j3-Leims*  eingesogen 
waren,  in  Gerbsäurelösung,  so  überzog  sich  die  Öffnung  des  Röhrchens  mit  einer 
Niederschlagsmembran  von  gerbsaurem  Leim;  ebenso  erhält  man  eine  Membran 
von  Ferrocyankupfer,  wenn  man  z.  B.  Lösungen  von  Ferrocyankalium  und  Kupfer- 
sulfat zur  Berührung  bringt.  Solche  Membranen  sind  freilich  sehr  zart  und  leicht 
zerreißlich,  doch  wird  dieser  Schwierigkeit  bei  osmotischen  Versuchen  dadurch 
abgeholfen,  daß  man  den  zu  untersuchenden  Stoffen  auf  jeder  Seite  der  Membran 
kleine  Mengen  eines  der  Membranbildner  beigibt.  Die  Membran bildncr  bessern 
jeden  Defekt  in*  der  Membran  sofort  wieder  aus,  indem  sie,  chemisch  aufeinander 
wirkend,  neue  Membranstücke  erzeugen.  Traube  hat  qualitativ  die  Osmose  durch 
viele  solcher  Niederschlagsmembranen  untersucht  und  gefunden,  daß  dieselben 
für  ihre  Membranbildner  und  viele  gelöste  Stoffe  undurchdringlich  sind,  während 
sie  wieder  andere  Stoffe,  vor  allem  Säuren,  leicht  durchlassen.  Übrigens  ist  auch 
die  Undurchlässigkeit  solcher  Membranen,  wie  z.  B.  de  Vries®  und  Quincke'' 
zeigten,  für  keinen  Stoff  eine  absolute,  vielmehr  kann  man  nur  sagen,  daß  sie 
manche  Substanzen  nur  sehr  langsam  und  in  sehr  geringer  Menge  hindurchlassen. 
Die  Ursache  für  dies  Verhalten  suchte  M.  Traube®  in  der  Annahme,  daß  die 
Membranen  sehr  enge  Poren  enthielten,  durch  die  nicht  alle  Molekeln  hindurch- 
treten konnten,  die  Membranen  sollten  als  „Molekelsiebe"  wirken.  Ostwald** 
meinte,  es  seien  die  Ionen,  nicht  die  Molekeln,  der  Stoffe  der  Lösung,  deren 
Fähigkeit  oder  Unfähigkeit  durch  die  Membran  zu  gehen,  die  Erscheinung  be- 
wirke. Tammann  ^®  endlich  sieht  in  der  Lösungsfähigkeit  der  Stoffe  in  der  Membran 
die  Ursache  für  deren  Permeabilität  den  verschiedenen  Substanzen  gegenüber, 
wie  das  früher  schon  für  ein  Kautschukhäutchen  oder  Schweinsblase  angeführt 
worden  ist  und  wie  er  es  z.  B.  an  einem  bereits  von  Lhermite^*  angestellten 
Versuch  demonstrierte.  Dieser  schichtete  in  einer  vertikalen  Röhre  nach  ihren 
spezifischen  Gewichten  geordnet  Chloroform,  Wasser,  Äther  übereinander,  dann 
nahm  das  Volumen  des  schweren  Chloroforms  zu,  da  Äther,  der  in  Wasser 
löslich,  durch  dieses  hindurch  zum  Chloroform  diffundierte.  Wasser  war  also 
hier  gewissermaßen  die  halbdurchlässige  Membran. 

Besser  noch  zeigt  ein  Versuch  von  Nernst^*,  wie  die  verschiedene  Löslich- 
keit der  Stoffe  in  einer  sie  trennenden  Membran  diese  semipermeabel  machen 
kann:  Ein  umgekehrter  Trichter  läuft  nach  oben  in  eine  Kapillare  aus,  während 


1  M.  Traube,  1.  c.  —  *  W.  Pfeffer,  1.  c.  —  3  J.  H.  van't  Hoff,  Arch.  n^erland.  20. 
239.  1885;  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  l.  481.  1887.  —  ♦  W.  Nernst,  Ztschr.  f.  physik. 
Chemie  2.  611.  1888.  —  6  Längere  Zeit  auf  100®  erhitzte  Leimlösung,  die  dadurch  auch 
nach  dem  Erkalten  flüssig  bleibt.  —  8  H.  de  Vries,  Arch.  n6crland.  13.  344.  1878.  — 
^  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  160.  118.  1877.  —  8  M.  Traube,  1.  c.  —  »  W.  Ostwald,  Ztschr. 
f.  physik.  Chemie  6.  71.  1890.  —  W  G.  Tammann,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  10.  255.  1892; 
Gott.  Nachr.  1891.  p.  213.  —  t1  Lhermite,  Ann.  chim.  phys.  (3)  43.  420.  1854.  —  • 
'*  W.  Kernst,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  6.  37.  1890;  Theoretische  Chemie.    5.  Aufl.  p.  13a. 


AUcem'Fhvnk.    I^^'®'^^^  Messung  der  einseitigen  Osmose  u.  des  osmotischen  Druckes.         M^S 

seine  weite  Ofihung  unten  durch  eine  mit  Wasser  gesättigte  Schweinsblase  ge- 
schlossen ist  Füllt  man  den  Trichter  bis  in  die  Kapillare  mit  einer  Lösung  von 
Benzol  in  Äther  und  taucht  seinen  unteren  Teil  in  reinen  Äther,  so  dringt 
Äther,  der  sich  in  Wasser  löst,  während  das  Benzol  dies  nur  sehr  wenig  tut,  von 
außen  durch  die  Wassermembran  imd  man  sieht  die  Flüssigkeit  im  Kapillarrohr 
bald  steigen.  Damit  die  Wasserhaut  bei  dem  Vorgang  nicht  zerstört  wird,  müssen 
die  Flüssigkeiten  zu  beiden  Seiten  der  Membran  mit  Wasser  gesättigt  sein.^ 

Die.  Herstellung  von  Niederschlagsmembranen  gelingt  leicht*  bei  vielen 
Stoffen,  will  man  sie  aber  zu  Messungen  benutzen,  so  muß  man  ihnen  meist  eine 
größere  Festigkeit  geben  als  sie  für  sich  haben.  Zu  dem  Zwecke  lagert  man 
sie  in  dünne  Gelatinemembranen'  ein,  oder  erzeugt  sie  auf  der  inneren  Ober- 
fläche poröser  Tonzellen.^  Auf  die  letzte  Art  ist  es  Pfeffer  gelungen,  sie  so 
widerstandsfähig  zu  machen,  daß  sie  Drucke  von  mehreren  Atmosphären  aus- 
halten konnten  und  H.  N.  Morse  und  J.  C.  W.  Frazbr^  haben  dvux:h  elektro- 
lytischen Niederschlag  in  Tonzellen  Membranen  gewonnen,  die  Drucke  bis  über 
80  Atm.  ertrugen. 

Solche  halbdurchlässige  Membranen  erlauben  nun  den  einfachsten  Fall  der 
Osmose,  den  einseitigen  Flüssigkeitsstrom  durch  die  Membran  hervorzurufen. 
Übrigens  wäre  das  auch  mit  Benutzung  von  Kolloidmembranen  und  Kolloiden 
möglich  gewesen,  wie  Hofmeister*  und  Eckhard'  für  Gummi  schon  hervor- 
gehoben haben. 

a)   Direkte  Messung  der  einseitigen  Osmose  und  des  osmotischen  Druckes. 

Die  grundlegenden  messenden  Versuche  mit  Niederschlagsmembranen  hat 
Pfeffer  ausgeführt  Er  tauchte,  um  die  Membran  herzustellen,  meist  eine  Ton- 
zelle in  Kupfemitrat-  (oder  Kupfersulfat)-Lösung,  so  daß  die  Masse  der  Zelle 
von  der  Lösung  durchdrungen  wurde,  dann  spülte  er  das  Innere  der  Zelle  rasch 
aus  und  brachte  eine  Ferrocyankaliumlösung  hinein,  so  erhielt  er  im  Innern 
aufgelagerte  Ferrocyankupfermembranen,  die  sich  sehr  widerstandsfähig  erwiesen. 
Bei  fast  allen  Versuchen  mischte  er  der  äußeren  Flüssigkeit  etwas  Kupfemitrat-, 
der  inneren  etwas  Ferrocyankaliumlösung  bei,  deren  Konzentration  (0,1  bezw. 
0,09  Gewichtsprozent)  so  gewählt  wurden,  daß  sie  osmotisch  gleichwertig  waren 
und  die  ausreichten,  um  kleine  Schäden  der  Membran  auszubessern.  Die  Ton- 
zelle hing  vertikal  in  einem  großen  Gefäß  mit  Wasser  und  in  die  Zelle  wurde 
die  Lösung  gebracht,  für  die  man  die  einseitige  Osmose  des  Wassers,  den 
„Wassereinstrom",  bestimmen  wollte.  Durch  den  die  Zelle  oben  abschließenden 
Stöpsel  ging  das  lange,  enge,  kalibrierte  Glasrohr,  in  dem  nach  bestimmten  Zeiten 
die  Steighöhen  des  einströmenden  Wassers  abgelesen  wurden,  die  als  Maß  für 
den  Wassereinstrom  dienten.  Die  osmotischen  Drucke  wurden  mit  einem  Luft- 
manometer bestimmt,  das  an  eine  mit  der  Tonzelle  fest  verkittete  Glasröhre  an- 
geblasen war.  Derartige  Versuche  sind  natürlich  nur  mit  Lösungen  solcher  Stoffe 
möglich,  bei  denen  der  gelöste  Körper  gar  nicht  durch  die  Membran  hindurchgeht, 
das  war  bei  Pfeffers  Versuchen  nur  für  Rohrzucker  in  nicht  zu  starker  Kon- 


^  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  die  oben  besprochene  Frage  der  Durchlässigkeit  von 
Niederschlagsmembranen  und  deren  Ursache  näher  einzugehen,  aus  der  Litteratur  seien  noch 
angeführt:  G.  Tammann,  Wied.  Ann.  34.  299.  1888.  —  P.  Walden,  Ztschr.  f.  phys.  Chem, 
10.  699.  1892.  — J.  H.  Mekrbühg,  ibid.  11.  446.  1893.  — J.  Myers,  Reo.  des  trav.  chim.  de 
Pays-Bas  etc.  17.  177.  —  P.Enriques,  Rend.  Roy.  Acc.  dei  Lincei  (5)  11.  495.  1902.  — 
G.  Flusin,  C.  R.  132.  11 10.  1901.  —  2  Siehe  außer  den  zitierten  Arbeiten  von  M.  Traube, 
G.  Tammann,  P.  Waldkn  u.  a.  H.  N.  Morse,  Amer.  Chem.  Joum.  29.  173.  1903.  — 
3  p.  Walden,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  10. '699.  1892.  —  ♦  W.  Pfeffer,  Osmotische  Unter- 
suchungen. Leipzig  1877.  —  8  H.  N.  Morse  u.  D.  W.  Hörn,  Amer.  Chem.  Journ.  26.  80. 
1901.  —  H.  N.  Morse  u.  J.  C.  W.  Frazer,  ibid.  28.  i.  1902;  34.  i.  1905.  —  ^  W.  Hof- 
meister, Flora  1858.  p.  I.  —  7  c.  Eckhard,  Beiträge  z.  Anat.  u.  PhysioL  3.  51.  1863. 


i486 


K.  Waitz,  Diffusion. 


Handb.  d. 

Fhys.    8.  Aufl. 


zentration  (bis  6*^/^)  der  Fall,  während  die  übrigen  in  den  folgenden  Tabellen 
angeführten  Stoffe  selbst  etwas  (Salpeter  beträchtlich)  durch  die  Membran 
diosmierten. 

Den  Zusammenhang  zwischen  Wassereinstrom  e  und  Konzentration  c  (in 
Gewichtsprozenten)  für  Temperaturen  zwischen  14®  und  18®  zeigt  die  folgende 
Tabelle: 


Rohrzucker 

Arab.  Gummi 

_  ,    ^        :     Schwefels.    | 
Salpeter     ,|         ^^ 

. 

c 

./. 

.      _elc_ 

c      j    e\c    j,     c          e/c 

Für  l%ige  Lösungen  ist. 

1 
2 
6 
10 
16 
20 
32 

1 

0,98 

0,96 

1,16 

1,25 

1,27 

1,54 

'      1 
18 

1 

0,60 

0,91 

1 
2 
4 
8 
18 

1 

0,89 

0,85 

0,81 

0,66 

1 
1         1 
4         0,83 

1 

för  Zucker                 g  -  1        gesetzt, 
Gummi               g  =  0,14 
schwefeis.  Kali  g  =  4,39 
Salpeter               g  »  4,61 

Der  Wassereinstrom  e  ist  immer  auf  eine  Stunde  Versuchsdauer  bezogen. 

Hiemach  findet  für  Konzentrationen  bis  zu  etwa  6  Gewichtsprozenten  bei  der 
Zuckerlösung  Proportionalität  zwischen  e  und  c  statt,  für  höhere  Konzentrationen 
und  die  anderen  Stoffe  besteht  diese  Proportionalität  nicht  mehr. 

Der  Wassereinstrom  den  Lösungsgemische  bewirken  ist  nur  wenig  verschieden 
von  der  Summe  der  Wasserströme,  den  die  Bestandteile  der  Gemische  für  sich 
hervorrufen,  wie  folgende  Tabelle  zeigt: 


Konzentration  in 
Gewichtsprozenten 


1.  Versuch 
g  in  mm 
pro  Stunde 


1  Vo  Salpeter  . 
Ib^l^  Gummi    . 

1  «/o  Salpeter  + 
15  7o  Gummi    . 


2.  Versuch 
g  in  mm 
pro  Stunde 


Versuche  mit  Membran  von  Pergamentpapier 


Konzentration  in 
Gewichtsprozenten 


1,5  7o  Chlorcaldum 

2  7o  Arab.  Gummi 

1,5%  Chlorcalciuml 

+  2  7o  Arab.  Gummi) 


1.  Versuch 
g  in  mm 
pro  Stunde 


2.  Versuch 
g  in  mm 
pro  Stunde 


;i:^ 


6,08 
2,06 

7,9 


5,4 

1,8 

7,0 


9,9 

1,2 

11,4 


10,3 
1,8 

11,8 


Wie  der  Einfluß  der  doppelseitigen  Osmose  die  osmotische  Druckhöhe  herab- 
setzt, zeigt  die  folgende  Übersicht,  in  der  die  beiden  Kristalloide  Rohrzucker  und 
Salpeter  durch  Pergament  und  Tierblase  hindurchgehen,  während  sie  das  nur 
wenig  oder  gar  nicht  durch  die  Ferrocyankupfermembran  tun.  Die  Zahlen  in 
der  Tabelle  geben  die  osmotische  Druckhöhe  für  ö^'/^jige  Lösungen  der  an- 
geführten Stoffe  an,  d.  h.  die  Druckhöhe  (in  Quecksilber),  welche  ebensoviel 
Wasser  aus  der  Zelle  auspreßt  als  durch  Osmose  eindringt. 


Substanz 


Arabisches  Gummi 
Flüssiger  Leim 
Rohrzucker.     .     . 
Salpeter  .... 


Pergament 


17,9  cm 
21,8 
29,0 
20,4 


Membran  au 
Tierblase 

s 
Ferrocyankupfer 

13,2  cm 
15,4 
14,5 
8,9 

25,9  cm 
23,7 
287,7 
(700)  nicht  direkt 
bestimmt 

Für  1^/oige  Lösungen   erhielt  Pfeffer   mit  einer  anderen  Ferrocyankupfer- 
membran die  folgenden  Zahlen: 
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Substanz 

Rohrzucker .  .  . 
Arabisches  Gummi 
Dextrin  .... 
Salpeter  .... 
Schwefelsaures  Kali 


Druckhöhe 


47,1  cm 
6,5 

16,6 
175,8 
192,3 


Zucker  =  1 

1 

0,138 

0,352 

3,733 

4,088 


Die  Abhängigkeit  der  osmotischen  Druckhöhe  von  der   Konzen- 
tration gibt  die  nachstehende  Tabelle: 


Rohrzucker 

Arabisches  Gummi 

Konzentration 
in  Gew.-Proz. 

Druckhöhe 

Konzentration 
in  Gew.-Proz. 

Druckhöhe 

c 

0 

./. 

^Ic 

c 

0 

./. 

elc 

1 
2 
2,74 

4 
6 

58,5  cm  =  1 

1.90 
2,65 
3,89 
5,71 

1 

0,95 

0,97 

0,97 

0,95 

1      • 
0,97 

0,94 

1 

6 

18 

1  . 

6,9  cm  =  1 

3,75 
17,28 

1 

0,62 

0,96 

1 

0,60 

0,91 

Danach  ist  bei  Rohrzucker  der  osmotische  Druck  für  die  benutzten 
Konzentrationen  der  Konzentration  proportional. 

Die  Abhängigkeit  des  osmotischen  Druckes  von  der  Temperatur 
gibt  die  folgende  Tabelle  für  1^/^ige  Rohrzuckerlösungen,  freilich  mit  drei 
verschiedenen  Zellen  tf,  ^,  c  untersucht: 


1 

Osmotischer  Druck  {P) 

Temperatur 

in  cm  Hg 

in  Atmosphären  ber.  in  Atmosphären 

b       6,8« 

50,5 

0,664 

0,665 

b     13,7 

52,5 

691 

681 

a     14,2 

51,0 

671 

682 

c    15,5 

52,0 

684 

686 

b    22,0 

54,8 

721 

701 

a    32,0 

54,4 

716 

725 

c    36,0 

56,7 

746 

735 

Die  zwei  letzten  Vertikalreihen  sind  nach  van't  Hoff^  hinzugefügt,  der  die 
letzte  nach  der  Formel 

P  =  0,649  (1  +  0,00367  /) 

berechnete.  Die  scheinbare  Abnahme  des  Druckes  bei  Steigerung  der  Temperatur 
von  13,7®  auf  14,2®  und  von  22®  auf  82®  C  rührt  davon  her,  daß  verschiedene 
Tonzellen  {b  und  a)  bei  diesen  Versuchen  benutzt  wurden. 

Die  PFEFFERschen  Versuche  hat  man  oft  zu  wiederholen  unternommen,  doch 
nur  selten  ist  es  gelungen,  da  sich  meist  keine  für  die  Beobachtung  geeigneten 
Ton  Zellen  finden  ließen  und  auch  häufig  die  Membranen  sich  für  die  zur  Unter- 
suchimg benutzten  Stoffe  als  durchlässig  erwiesen.  Erst  in  neuester  Zeit  haben 
nach  langen  Bemühungen  Morse  und  Horn^  und  Morse  und  Frazer'  taugliche 
Tonzellen  herstellen  und,  wie  oben  angeführt,  Ferrocyankupfermembranen  ihnen 
einlagern  können.  Morse  und  Frazer*  fanden  für  Rohrzuckerlösungen  die 
folgenden  Resultate: 


1  J.  H.  VAN*T  Hoff,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  L  493.  1887.  —  2  H.  N.  Morse  und 
D.  W.  HoRN,  1.  c.  —  »  H.  N.  Morse  und  J.  C.  W.  Frazer,  1.  c.  — -  *  H.  N.  Morse  und 
J.  C.  W.  Frazer,  Amer.  Chem.  Joum.  34.  1.  1905. 


I4S8 


K.  Waitz,  DifüisioD. 

Haiidli.d. 
Fhy«.    t.  Aufl. 

1 
Normal- 
lö9ung 

Osmotischer  Druck 

Mittiere  Temperatur 

in  Atmosphären 

der  Lösung  während 

beobachtet    j     berechnet 

der  Beobachtung 

0,05 

1,25 

1,21 

20,8« 

0,10 

2,44 

2,40 

18,8 

0,20 

4,80 

4,84 

20,8 

0,80 

7,20 

7,20 

18,8 

0,40 

9,62 

9,65 

19,9 

0,50 

12,09 

12,09 

20,8 

0,60 

14,40 

14,68 

22,1 

0,70 

16,92 

17,08 

22,8 

0,80 

19,41 

19,22 

19,1 

0,90 

21,84 

21,70 

19,8 

1,00 

24,52 

24,84 

22,8 

Hier  ist  unter  einer  Normallösung  eine  solche  verstanden,  bei  der  1  Molekel 
Zucker  auf  1000  gr  Wasser  gehen.  Die  berechneten  Werte  des  osmotischen 
Druckes  [P)  sind  aus  dem  van't  Hoff  sehen  Gesetz,  wonach  der  osmotische 
Drück  den  Gasgesetzen  folgt,  abgeleitet  (s.  später).  Danach  stellt  sich  P  für 
das  ^  fache  der  Normallösung  dar  durch: 

P=  f.  22,488(1  +«/)      , 

wo  a  =  fT^^t  ^  ^^^  Temperatur  in  Celsiusgraden  und  22,488  nach  Morse  und 
Frazer  das  Produkt  aus  278  in  die  Gaskonstante  bedeutet,  d.  h.  den  Druck  in 
Atmosphären,  den  1  gr-Molekel  eines  Gases  bei  0^  C  in  1  Liter  auf  die  Wände 
des  Gefäßes  ausübt. 

Die  berechneten  und  beobachteten  Werte  stimmen  so  gut  überein,  wie  es 
bei  der  Schwierigkeit  der  Versuche,  und  besonders  bei  der  für  jeden  Versuch 
etwas  schwankenden  Temperatur,  nur  erwartet. werden  kann.  Messungen^  in  der 
Nähe  von  O^C  geben  den  osmotischen  Druck  um  5 — 11  ^/q  größer  als  die 
Theorie  verlangt;  die  Ursache  dieser  Differenz  ist  noch  nicht  gefunden. 

Auch  Flusin*  erhielt  mit  der  Pfeffer  sehen  Versuchsanordnung  für  ver- 
dünnte Lösungen  von  Saccharose,  Amygdalin  und  Antipyrin  Werte  des  osmotischen 
Druckes,  die  mit  der  van't  Hoff  sehen  Theorie  übereinstimmen. 

Berkeley  und  Hartley'  haben  versucht,  den  osmotischen  Druck  nach 
einer  schon  von  Tammann*  benutzten  Idee  zu  messen.  Sie  lagerten  die  Ferro- 
cyankupfermembran  auf  die  Außenseite  eines  porösen  Porzellanrohrs  (PucKALsche 
Zelle),  das  mit  Wasser  gefüllt  in  einem  kalibrierten  Kapillarrohre  endigte  und 
rings  von  der  Lösung  umgeben  war.  Diese  befand  sich  in  einem  Gefäß,  dessen 
eine  Wand  eine  kurze  Ansatzröhre  trug,  in  die  ein  Stempel  eingeschraubt  werden 
konnte.  Mit  dem  Stempel  vermochte  man  einen  Druck  von  vielen  Atmosphären 
auf  die  Lösung  auszuüben;  war  dieser  Druck  kleiner  als  der  osmotische  Druck 
der  Lösung,  so  drang  Wasser  durch  die  Membran  imd  sein  Niveau  sank  in  der 
Kapillarröhre,  wurde  der  äußere  Druck  bis  über  den  Wert  des  osmotischen  Druckes 
gesteigert,  so  stieg  das  Wasser  in  der  Kapillare.  Der  Umkehrpimkt  zwischen 
diesen  beiden  Niveauänderungen  sollte  den  Wert  des  osmotischen  Druckes  an- 
geben.    Die  Versuchsresultate  sind  noch  nicht  befriedigend. 

Versuche,  den  osmotischen  Druck  alkoholischer  Lösungen  direkt  zu 
messen,  haben  P.  Smith  Barlow^  zu  keinem  Resultat  geführt,  da  die  benutzte 
Ferrocyankupfermembran  für  Äthylalkohol,  wie  schon  Tammann  fand,  durchlässig 


^  H.  N.  Morse,  J.  C.  W.  F&azer  u.  W.  W.  Holland,  Amer.  Chem.  Joum.  37.  425. 
1907.  —  2  g.  Flusin,  C.  R.  132.  MIO.  1901.  —  8  Earl  of  Be&kslet  u.  E.  G.  J.  Hartlky, 
Proc.  Roy.  Soc.  73.  436.  1904.  —  *  G.  Tammann,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  9.  97.  1892. 
—  5  p.  Smith  Barlow,  Phil.  Mag.  (6)  IL  595.  1906;  Journ.  chem.  Soc  89.  162.  1906. 
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war  und  die  dann  verwandte  Guttaperchamembran  sich  auch  nicht  tauglich  erwies. 
—  Folgende  andere  Versuche,  nach  der  Pfeffer  sehen  Methode  den  osmotischen 
Druck  direkt  zu  bestimmen,  seien  noch  aus  der  Literatur  angefahrt: 

R.  H.  Adie,  Osmotic  pressure  of  salts  in  Solution.  Joum.  Chem.  Soc.  69.  344.  1896.  — 
A.  PoNSOT,  Recherches  osmotiques  su  rles  Solutions  tr^  6tendues  de  sucre  de  canne.  C.  R. 
125.  867.  1897.  —  A.  Nacca&i,  Misure  dirette  di  pressione  osmotice.  Rend.  Roy.  Acc.  dei 
Lincei  (5)  6.  32.  1897.  — J:  Sebor,  Über  die  Diffusionsgeschwindigkeit  von  Wasser  durch  eine 
halbdurchlässige  Wand.     Ztschr.  f.  Elektrochem.  10.  347.  1904. 

ß)  Relative  Bestimmung  des  osmotischen  Druckes.    Isotonische  Losungen. 

Kennt  man  den  osmotischen  Druck  für  verschiedene  Konzentrationen  der 
Lösung  eines  Stoffes,  so  lassen  sich  durch  Probieren  Lösungen  anderer  Stoffe 
herstellen,  die  den  gleichen  osmotischen  Druck  haben,  indem  man  die  beiden 
Lösungen  durch  eine  nur  für  das  Lösungsmittel  (Wasser)  durchlässige  Membran 
trennt  und  die  Konzentration  der  zweiten  Lösung  beobachtet,  bei  der  kein 
Wasseraustausch  zwischen  beiden  Lösungen  durch  die  Membran  mehr  erfolgt. 
Solche  Lösungen  nennt  man  isosmotisch  oder  nach  de  Vries^  isotonisch.  Auf 
dieser  Erwägung  beruhen  die  folgenden  Methoden. 

DE  Vries  benutzte  die  lebenden  Zellen  bestimmter  Blatteile  von  Tradescantia 
discolor,  Curcuma  rubricaulis  oder  Begonia  manicata,  bei  ihnen  entspricht  der 
Pfeffer  sehen  Tonzelle  die  Zellulosehaut,  imd  der  gegen  sie  gepreßte  Protoplasma- 
schlauch, der  den  Zellsaft  umschliefit,  stellt  die  Niederschlagsmembran  dar,  durch 
die  Wasser  sehr  gut,  viele  gelöste  Stoffe,  so  besonders  die  im  Zellsaft  befind- 
lichen,, aber  nicht  hindurchgehen.  Der  Plasmaschlauch  liegt  der  Zellulosehaut 
so  lange  fest  an  als  in  seinem  Innern  der  osmotische  Druck  größer  wie  außen 
ist,  sobald  das  Umgekehrte  stattfindet,  löst  er  sich  von  der  Zellhaut  ab,  es  tritt 
Plasmolyse  ein,  was  mikroskopisch  gut  beobachtet  werden  kann,  de  Vries  be- 
stimmte nun  die  isotonischen  Konzentrationen  verschiedener,  die  Zelle  nicht 
angreifender  Lösungen,  indem  er  solche  Zellen  von  Tradescantia  discolor  u.  s.  w. 
in  diese  Lösungen  brachte  und  deren  Konzentration  bei  eintretender  Plasmolyse 
beobachtete. 

Auch  tierische  Zellen  lassen  sich  zur  Bestimmung  isotonischer  Lösungen  ver- 
wenden, so  hat  zuerst  Hamburger^  rote  Blutkörperchen  zu  diesem  Zwecke  be- 
nutzt und  später  haben  Hedin '^  und  dann  Koppe*  einen  Apparat,  den  „Hämato- 
krit", konstruiert,  bei  dem  die  Volumänderung  solcher  Blutkörperchen  durch 
Wasseraufnahme  oder  -abgäbe  an  die  umgebende  Lösung  als  Kriterium  für  die 
iso tonische  Konzentration  dient,* 

Eine  optische  Methode  zur  Bestimmung  isosmotischer  Lösimgen  hatTAMMAMN^ 
angegeben.  In  einem  Glastrog  mit  planparallelen  Wänden  befand  sich  die  Lösung 
des  einen  Membranbildners  zwischen  Linse-  und  Beleuchtungsspalt  eines  TöPLERschen 
Schlierenapparats  und  in  sie  tropfte  die  Lösung  des  anderen  Membranogens. 
Es  bildet  sich  dann  eine  Zelle,  gefüllt  mit  der  eintropfenden  Lösung,  und  herrscht 
in  ihr  geringerer  bezw.  größerer  osmotischer  Druck  als  in  der  äußeren  Tlüssig- 
I  keit,   so   strömt  Lösungsmittel  in   sie  hinein  bezw.   aus  ihr  heraus.     Die  so  ent- 

stehende Konzentrationsänderung  der  äußeren  Flüssigkeit  an  der  Tropfengrenze 

I  1  H.  DE  Vries,  P&ingsheims  Jahrbücher  f.  wissensch.  Botanik  14«  427.  1884;  Ztschr.  f. 

I  physik.  Chemie  2.  415.  1888.  —  ^  H.  J.  Hamburger,  du  Bois-Reymonds  Archiv  1886.  p.  466; 

1887.  p.  31;  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  6.  319.  1890;  Rec.  trav.  chim.  Pays-Bas  11.  61.  1892; 
I  13.  67.  1894;  Versl.  K.  Ak.  van  Wet.  14.  401.  1905.  —  3  s.  G.  Hedin,  Skandin.  Archiv  f. 

Physiol.  2.    134. '360.   1892;    5.   207.   1895;  Pflügers  Archiv  f.  Physiol.   60.   360.   1895; 

Ztschr.  f.  physik.  Chemie  17.  164.  1895;  21.  272.  1896.  —  ♦  H.  Koppe,  Ztschr.  f.  physik. 
I  Chemie   16.    261;    17.   552.   1895.    —    ^  Andere   Beobachtungen   an   tierischen   Zellen   siehe 

j  A.  Wladimiroff,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie   7.   529.    1891.   —   G.  Tamhann,  ibid.  8.  685. 

1891.  —  0  G.  Tammakn,  Wied.  Ann.  34.  299.  1888. 
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kann  mit  dem  Schlierenapparat  beobachtet  werden.  Ändert  man  die  Konzen- 
tration der  eintropfenden  Lösung  so  lange  ab,  bis  die  Strömung  des  Lösungs- 
mittels sich  gerade  umkehrt,  so  hat  man  in  diesem  Moment  im  Tropfen  eine  mit 
der  äußeren  Flüssigkeit  isotonische  (wie  Tammann  sagt  isosmotische)  Lösung. 
Als  die  bei  weitem  geeignetste  Membran  zu  diesen  Versuchen  fand  Tahmann, 
wie  Pfeffer,  die  aus  Kupfersulfat  und  Ferrocyankalimnlösung  entstehende  Haut 
von  Ferrocyankupfer;  bei  ihr  war  es  auch  allein  gleichgültig,  welche  von  beiden 
Salzlösungen  die  äuBere  Flüssigkeit  bildete.  Auf  die  angegebene  Weise  wurden 
direkt  ermittelt  die  gegenüber  verschieden  konzentrierten  Ferrocyankaliumlösungen 
isotonischen  Lösungen  von:  Kupfersulfat,  Kupferacetat,  Kupferchlorid,  Kupfer- 
nitrat, Zinksulfat,  Zinkchlorid,  Zinknitrat.  Die  isotonische  Konzentration  nx  eines 
Stofifes  Xf  der  nicht  so  dirdct  mit  Ferrocyankaliumlösung  B  verglichen  werden 
konnte,  der  aber  gegen  das  Membranogen  A  nicht  reagiert  und  durch  die 
gebildete  Membran  nicht  hindurchgeht,  wurde  bestimmt,  indem  man  X  zu  A 
mischte  und  in  diese  Mischung  B  tropfen  ließ.  Die  Beobachtung  mit  dem 
Schlierenapparat  zeigte  dann  wieder  an,  wann  die  Lösung  B  mit  der  Mischung 
von  A  und  X  isotonisch  war,  ist  das  der  Fall,  wenn  die  Konzentrationen  »^, 
fiß  und  »X  sind,  so  erhält  man  nach  der  Beziehung: 

«j  +  «X  =  «Ä      > 

fix  als  isotonisch  mit  ng  —  nj^,  , 

Nach  Battblli  und  Stefanini  ^  haben  sehr  verdünnte  wässerige  Lösungen 
(solche  von  merklich  gleichem  spezifischen  Gewicht)  gleichen  osmotischen  Druck, 
wenn  sie  dieselbe  Oberflächenspannimg  besitzen  und  man  kann  folglich  isotonische 
Lösungen  dadurch  herstellen,  daß  man  die  Konzentrationen  so  lange  ändert,  bis 
die  Lösungen  gleiche  Oberflächenspannung  zeigen.  Auf  diese  Beobachtung 
gründen  Battelli  und  Stefanini  nach  dem  Vorgang  von  Jäger*,  Moore •  imd 
von  J.  Traube^  eine  Auffassung  des  osmotischen  Druckes  in  Lösungen,  wonach 
dieser  um  so  größer  sein  soll,  je  größer  die  Oberflächenspannung  der  Lösung 
ist  und  wonach  der  Durchgang  des  Lösungsmittels  durch  eine  halbdurchlässige 
Wand  geschieht,  indem  es  verdampft  und  sich  wieder  in  den  kleinen  Kanälen 
der  Wand  kondensiert 

Auf  andere  Methoden  zur  Bestimmung  des  osmotischen  Druckes,  wie  Siede- 
punktserhöhung, Gefrierpunktsemiedrigung  u.  s.  w.  einzugehen,  liegt  außerhalb  der 
Aufgabe  dieses  Artikels.  Man  sehe  z.  B.:  W.  Nernst,  Theoretische  Chemie. 
5.  Aufl.   Stuttgart  1907.   p.  135  u. s.w. 

Es  sei  hier  noch  hingewiesen  auf  die  Arbeiten  von  E.  Overton,  Vierteljahrsschrift  der 
naturforsch.  Ges.  in  Zürich  40.  i.  1895;  ^^  ^S*  1^99!  Ztschr.  f.  physük,  Chemie  22.  189. 
1897;  Studien  über  die  Narkose.   Jena  1901. 

3.  Osmotischer  Druck. 

Die  Entdeckung  Traube s  und  die  Versuche  Pfeffers,  nach  denen  es 
Membranen  gibt,  die  halbdurchlässig  sind,  d.  h.  die  z.  B.  von  einer  Salzlösung  nur 
das  Lösungsmittel  (Wasser)  durchgehen  lassen,  haben  den  Anstoß  gegeben,  den 
Begrifif  des  osmotischen  Druckes  in  etwas  anderer  Weise  wie  früher  zu  fassen 
und  mit  seiner  Hilfe  eine  Theorie  der  Lösimgen  und  der  Diffusion  aufzustellen, 
die  mehr  die  molekularen  Vorgänge  bei  diesen  Erscheinungen  berücksichtigt  als 
dies  vordem  geschah. 


^  A.  Battelli  u.  A.  Stefanini,  Physik.  Ztschr.  7.  190.  1906;  Rend.  Roy.  Acc  dei 
Lincci  14.  3.  1905;  16.  11.  1907.  —  *  G.Jäger,  Sitzber.  d.  Wien.  Akad.  d,  Wiss.  100. 
(IIa)  245.  493.  1891.  —  *  B.  Moore,  Phü.  Mag.  (5)  88.  279.  1894.  —  ♦  J.  Traube,  Phil, 
Mag.  (6)  8.  704.   1904. 
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van't  Hoff^,  von  dem  diese  Untersuchungen  ihren  Ausgang  nehmen,  definiert 
den  osmotischen  Druck  in  folgender  Weise:  Denken  wir  uns  ein  mit  Salzlösung 
ganz  geftllltes,  geschlossenes  Gefäß,  dessen  Wände  vollkommen  fest  und  nur  fdr 
das  Lösungsmittel  (Wasser)  durchlässig  bt,  in  Wasser  getaucht,  so  übt  das  Salz 
auf  das  äußere  Wasser  eine  anziehende  Kraft  aus,  dies  tritt  in  minimaler  Menge 
so  lange  in  das  GefäB,  bis  durch  den  in  diesem  entstehenden  Oberdruck  der 
wasseranziehenden  Kraft  des  Salzes  das  Gleichgewicht  gehalten  wird.  Die  Druck- 
differenz innen  und  außen  an  der  Gefäßwand  ist  der  osmotische  Druck.  Der 
entstandene  Gleichgewichtszustand  läßt  sich  natürlich  auch  von  vornherein  dadurch 
herstellen,  daß  man  im  Gefäßinnem,  etwa  durch  einen  beweglichen  Kolben,  den 
betreffenden  Überdruck  erzeugt  Man  kann  also  durch  Steigerung  und  Ver- 
kleinerung des  Kolbendruckes  willkürliche  Konzentrationsänderungen  im  Innern 
des  Gefäßes  bewirken  und  so  umkehrbare  Prozesse  hervorrufen,  die  gestatten, 
den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  anzuwenden.  Bei  diesen  Unter- 
suchungen ergab  sich  van't  Hoff  ein  Gesetz  für  den  Zusammenhang  zwischen 
osmotischem  Druck  {F),  Volum  (F)  und  absoluter  Temperatur  {T)  einer  ver- 
dünnten Lösung,  das  völlig  übereinstimmte  mit  dem  Botle-Gay  Lussac sehen 
Gesetz  für  Gase.  Später  ist  noch  in  allgemeinerer  Weise  gezeigt  worden  ^  daß 
durch  rein  thermodynamische  Betrachtungen  das  Gesetz  sich  ableiten  läßt. 
Dabei  definiert  man  mit  Hilfe  einer  halbdurchlässigen  Wand  den  osmotischen 
Druck  nach  Planck^  am  besten  in  folgender  Weise:  Der  osmotische  Druck  einer 
Lösung  von  der  Konzentration  c  bei  der  Temperatur  T  und  dem  Drucke  p  ist 
die  Differenz  der  im  thermodynamischen  Gleichgewicht  auf  beiden  Seiten  der 
halbdurchlässigen  Wand  herrschenden  Drucke,  wenn  auf  der  einen  Seite  die 
Lösung  von  der  Konzentration  c  und  der  Temperatur  T  unter  dem  Drucke  p, 
auf  der  anderen  Seite  das  reine  Lösungsmittel  von  der  Temperatur  T  und  dem 
dadurch  bedingten  Drucke  p'  sich  befindet. 

Wir  können  dann  das  van't  Hoff  sehe  Gesetz  schreiben: 

(I)  PV^c^RT     , 

dabei  bedeutet  c  die  Konzentration  der  Lösung  (ausgedrückt  als  Vielfaches  einer 
Normallösung).  R  ist  die  Gaskonstante,  d.  h.  mißt  man  V  in  Litern,  P  in  Atmo- 
sphären, so  wird 

/?  =  0.0821  * 

(MoRSB  und  Frazer  haben  bei  der  p.  1488  angefahrten  Berechnung  ihrer  Ver- 
suche R  »  0,0824  angenommen). 

In  Worten  sagt  Gleichung  (i)  aus:  Der  osmotische  Druck  einer  ver- 
dünnten Lösung  von  der  Konzentration  c  ist  im  Volum  V  bei  der 
Temperatur  T  ebenso  groß,  wie  der  Druck,  den  die  Molekeln  des 
gelösten  Körpers  ausüben  würden,  wenn  sie  allein,  ohne  das  Lösungs- 
mittel, das  Volum   V  bei  der  Temperatur  T  im  Gaszustand  erfüllten. 

Die  Richtigkeit  dieses  Gesetzes  ist  durch  die  im  vorigen  Abschnitt  angefahrten 
Versuche  von  Pfeffer  u.  a.,  vor  allem  aber  durch  die  bis  zu  Drucken  von 
24  Atm.  gehenden  Beobachtungen  von  Morse  und  Frazer  bewiesen.  —  Be- 
trachtet man,  was  sehr  naheliegend  ist,  den  den  Gasgesetzen  gehorchenden  Druck 
einer  verdünnten  Lösung  als  durch  die  Molekeln  des  gelösten  Körpers  hervor- 
gebracht, so  kommt  man  zu  der  Vorstellung  der  kinetischen  Theorie,  daß  in 
einer  solchen  Lösung  die  Molekeln  des  gelösten  Körpers  sich  in  einem  Zustand 

1  J.  VAN'T  Hoff,  Ztschr.  f.  physik.  Chcm.  1.  481.  1887.  —  «  S.  z.  B.  H.  von  Helm- 
UOLTZ,  Vorlesungen  über  theoret.  Physik  VI ;  Theorie  der  Wärme.  Herausg.  von  F.  Richarz. 
Leipzig  1903.  p.  324;  oder  M.  Planck,  Ztschr.  f.  pbysik.  Chemie  6.  187.  1890;  Thermodynamik. 
2.  Aufl.  Leipzig  1905.  p.  243.  —  ^  M.  Planck,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  42.  584.  1903.  — 
4  W.  Ne&nst,  Theoretische  Chemie«    5.  Aufl.    Stuttgart  1907.  p.  43. 
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befinden,  der  völlig  analog  ist  dem  eines  freien  Gases.    Dann  ist  die  AvoGADROsche  - 
Hypothese  direkt  auf  den  gelösten  Körper  übertragbar  und  man  erhält  den  von 
van't  Hoff  ausgesprochenen  Satz: 

Bei  gleichem  osmotischen  Drucke  und  gleicher  Temperatur  enthalten  gleiche 
Volumina  von  verdünnten  Lösungen  eine  gleiche  Zahl  von  Molekeln  des  gelösten 
Stoffes  und  diese  Anzahl  ist  gleich  der  Zahl  der  Gasmolekeln,  die  in  demselben 
Volum,  bei  demselben  Drucke  und  derselben  Temperatur  vorhanden  wären.    Oder: 

Isotonische  Lösungen  enthalten  bei  derselben  Temperatur  und 
demselben  Volum  die  gleiche   Anzahl  Molekeln   des  gelösten  Stoffes. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Molekeln  in  der  Lösung  nicht  dissoziiert 
sind;  ist  das  aber  der  Fall,  so  treten  an  Stelle  der  Molekeln  die  Ionen,  in  die 
jene  zerfallen,  und  der  Druck  vermehrt  sich  im  Verhältnis  der  lonenzahl  zur 
ursprünglichen  Zahl  der  Molekeln.  —  Während  aber  der  Satz,  der  den  Inhalt 
der  Gleichung  (i)  ausspricht,  wie  schon  gesagt,  aus  den  Prinzipien  der  Thermo- 
dynamik abzuleiten  ist,  beruhen  die  letzten  Sätze  auf  der  hypothetischen  Vor- 
stellung, daß  der  osmotische  Druck  kinetischer  Natur  sei;  man  denkt  ihn  sich 
dabei  durch  den  Stoß  der  Molekeln  des  gelösten  Stoffes  hervorgebracht,  ganz 
wie  den  Gasdruck  in  der  kinetischen  Gastheorie.  Gegen  diese  Art  der  Betrachtung 
hat  sich  Widerspruch  erhoben,  da  es  schwer  vorstellbar  erscheint,  daß  die  Molekeln 
des  gelösten  Stoffes  sich  ganz  frei,  wie  Gasmolekeln,  in  ihrem  Lösungsmittel 
sollen  bewegen  können,  während  doch  viele  Erfahrungen  eine  Anziehung  der 
gelösten  (Salz)-Teilchen  durch  das  Lösungsmittel  zu  beweisen  scheinen.^ 

Bei  großer  Verdünnung  würde  die  Schwierigkeit  im  Innern  der  Flüssigkeit 
nicht  existieren,  da  dort  die  Salzteilchen  von  allen  Seiten  gleiche  Einwirkung 
durch  das  Lösungsmittel  erfahren,  die  Wirkungen  also  sich  aufheben,  imd  die  Ein- 
wirkung der  Salzteilchen  aufeinander  bliebe  nur  fQr  den  Fall  eines  „Zusammen- 
stoßes" zu  berücksichtigen.  Der  Druck  auf  eine  für  das  Lösungsmittel  durch- 
lässige Wand  ließe  sich  auch  allein  aus  dem  Stoße  der  gelösten  Teilchen  auf 
die  Wand  erklären,  da  ja  die  durch  die  Wand  hindurchgehenden  Teilchen  des 
Lösungsmittels  keinen  Druck  ausüben  könnten. 

In  der  Form  (i)  gilt  das  van't  Hoff  sehe  Gesetz  nur  für  verdünnte  Lösungen; 
über  den  Wert  des  osmotischen  Druckes  in  konzentrierten  Lösungen  siehe  unter 
anderen  die  unten  zitierten  Arbeiten  von  Th.  Ewan. 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort  auf  diese  verschiedenen  Fragen  einzugehen,  doch 
seien  im  folgenden  die  wesentlichen  Arbeiten  über  die  Auffassung  und  die 
theoretische  Ableitung  des  osmotischen  Druckes  angeführt 

P.  DUHEM,  Sur  la  hauteur  osmotique.  Joum.  de  Phys.  (2)  6.  134.  1887.  Sur  la  pression 
osmotique.  Ibid.  p.  397.  —  Gouv  et  G.  Chapkron,  L'6quilibre  osmotique  etc.  C.  R.  105. 
117.  1887.  Sur  rtquilibre  osmotique.  Ann.  chim.  phys.  (6)13.  120.  1888.  —  P.  Duhem, 
De  l'influence  de  la  pesanteur  sur  les  dissolutions.  Joum.  de  Phys.  (2)  7.  391.  1888.  — 
M.  PupiN,  Der  osmotische  Druck  und  seine  Beziehungen  zur  freien  Energie.  Diss.  Berlin  1889. 
—  G.  Bredtg,  Bemerkungen  zu  einem  Einwand  des  Hrn.  Pupin  gegen  die  kinetische  Natur 
des  osmotischen  Druckes.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  4.  444.  1889.  —  L.  MeyER,  Übet  das 
Wesen  des  osmotischen  Druckes.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  5.  23.  1890.  —  J.  H.  van't  Hoff, 
Über  das  Wesen  des  osmotischen  Druckes  (Antwort  an  L.  Meyer).    Ztschr.  f.  physik.  Chemie 

6.  174.  1890.  —  L.  BOLTZMANN,  Die  Hypothese  van't  Hoffs  über  den  osmotischen  Druck 
vom  Standpunkt  der  kinetischen  Gastheorie.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  6.  474.  1890;  7.  88. 
1891.  —  H.  A.  LoRENTZ,  Zur  Molekulartheorie  verdünnter  Lösungen.    Ztschr.  f.  physik.  Chemie 

7.  36.  1891.  —  L.  Meyer,  Zur  Theorie  der  Lösungen.  Sitzber.  d.  Kgl.  preuß.  Akad.  d.  Wiss. 
^8-  993-  1892.  —  J.  H.  van't  Hoff,  Zur  Theorie  der  Lösungen  (Erwiderung  auf  das  Vorher- 
gehende). Ztschr.  f.  physik.  Chemie  9.  477.  1892.  Wie  die  Theorie  der  Lösungen  entstand. 
Berl.  Chem.  Ber.  27.  6.  1894.  —  E.  Bouty,  Sur  les  dissolutions  ^tendues  et  la  pression  osmotique. 
Joum.  de  Phys.  (3)  4.  154.  1895.  —  Th.  Ewan,  Über  den  osmotischen  Druck  von  Lösungen 
von   endlicher  Konzentration.     Ztschr.  f.  physik.  Chemie  14.   409.    1894.   —  J-  J*  ^^^  Laar, 


^  Siehe  z.  B.  H.  v.  Helmholtz,  1.  c.  p.  325  und  die  weiter  unten  im  Literaturverzeichnis 
angerührten  Arbeiten  von  Barm  water,  Scu  reber  u.  a. 
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Genaue  Formeln  für  den  osmotischen  Druck  u.  s.  w.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  15.  457.  1894; 
18.  245.  1895.  —  J.  Traube,  Ober  die  Ursache  des  osmotischen  Druckes  und  der  Ionisation. 
Ztschr.  f.  anorgan.  Chemie  8.  232.  1895.  —  J»  H.  Poynting,  Osmotic  pressure.  PhiL  Mag. 
(5)  42.  289.  1896;  Nature  56.  253.  272.  461.  545.  606.  1896.  Diskussion  über  den  osmoti- 
schen Druck  von  Lord  Rayleigh,  Lord  Kelvin,  Larmor,  Gibbs.  —  A.  H.  Bücherer,  Über 
osmotischen  Druck.  Wied.  Ann.  64.  549.  1 898.  —  H.  Jahn,  Assoziation  oder  Dissoziation  u.  s.  v. 
Berl.  Chem.  Ber.  30.  2982.  1898.  —  J.  Traube,  Entgegnung  auf  das  Vorstehende.  Berl.  Chem. 
Ber.  3L  154.  1898.  —  F.  Barmwater,  Über  die  Natur  des  osmotischen  Druckes.  Dissert. 
Kopenhagen  1898;  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  28.  115.  1899.  —  Th.  £wan,  Der  osmotische 
Druck  von  konzentrierten  Lösungen.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  31.  22.  1899.  —  K-  Schreber, 
Experimentalbeitrag  zur  Theorie  des  osmotischen  Druckes.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  28.  79. 
1899.  —  Arthur  A.  NOYES,  Beziehung  zwischen  osmotischer  Arbeit  und  osmotischem  Drucke. 
Ztschr.  f.  physik.  Chemie  28.  220.  1899;  36.  707.  1900.  —  C.  Dieterici,  Beziehung  zwischen 
osmotischer  Arbeit  und  osmotischem  Drucke  (Entgegnung  auf  das  Vorstehende).  Ztschr.  f. 
physik.  Chemie  29.  139.  1899;  37.  220.  1901.  —  K.  Iksda,  Einfache  Ableitung  des 
VAN'T  Hoff  sehen  Gesetzes  u.s.w.  Ztschr.  f.  physik.  Chem.  33.  280.  1900.  —  S.  R.  Milner,  Note 
on  the  theory  of  Solution  pressure.  Phil.  Mag.  (5)  49.  417.  1900.  —  M.  Planck,  Zur  Thermo- 
dynamik und  Dissoziationstheorie  binärer  Elektrolyte.    Ztschr.  f.  physik.  Chemie  41.  212.  1902. 

—  A.  SuiTS,  Sur  la  pression  osmotique.    Rec.  des  trav.  chim  des  Pays-Bas  etc.  22.  153.  1903. 

—  P.  FiREMAN,  Deduction  of  the  magnitude  of  the  osmotic  pressure  in  dilute  Solutions  according 
to  the  kinetik  theory.  Joum.  of  Phys.  Chemistry  6.  636.  1902.  —  M.  Planck,  Über  den 
osmotischen  Druck  einer  Lösung  von  merklich  variabler  Dichte.  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  42, 
584.  1903. 

4.   Die  Diffusion  als  Bewegung  der  Molekeln  (Ionen). 

Im  vorstehenden  sahen  wir,  daß  bei  Berührung  einer  Lösung  mit  ihrem 
Lösungsmittel  Kräfte  zwischen  diesen  auftreten,  die  eine  Mischung  beider  be- 
wirken, bis  ihnen  etwa  durch  den  hydrostatischen  Druck  in  der  Zelle  mit  Lösung 
das  Gleichgewicht  gehalten  wird.  Direkt  ließen  sich  diese  Kräfte,  die  man  als 
osmotischen  Druck  bezeichnete,  nur  messen,  wenn  Lösung  und  Lösungsmittel 
durch  eine  semipermeable  Wand  voneinander  getrennt  waren,  doch  muß  der 
osmotische  Druck  natürlich  stets  in  der  Lösung  vorhanden  sein,  und  wenn  sie 
mit  ihrem  Lösungsmittel  unmittelbar,  ohne  Zwischentreten  einer  semipermeablen 
Membran,  in  Berührung  ist,  wird  er  bewirken,  daß  Lösung  und  Lösungsmittel  sich 
miteinander  vermischen,  bis  die  Mischung  in  allen  Teilen  gleichartig  ist  Die 
Verschiedenheit  des  osmotischen  Druckes  in  verschieden  konzentrierten  Lösimgen, 
z.  B.  eines  Salzes,  kann  also  als  Ursache  für  die  Diffusion  dieser  Lösungen  in- 
einander angesehen  werden.  Es  verläuft  demnach  dieser  Prozeß  völlig  analog 
wie  die  freie  Diffusion  zweier  Gase  ineinander,  bei  der  auch  die  Verschiedenheit 
des  Partialdruckes  eines  Gases  im  Diffusionsgefäß  dessen  Ausbreitung  bewirkt 

Während  aber  die  Diffusionskoeffizienten  der  Gase  sich  etwa  von  der  Ord- 
nung 10"^  fanden,  haben  diese  Größen  fQr  Flüssigkeitsdiffusion  die  Ordnung 
10~*  bis  10"*,  d.  h.  die  Flüssigkeiten  diffundieren  sehr  langsam  ineinander 
im  Vergleich  mit  den  Gasen.  Der  osmotische  Druck,  der  ja  schon  in  verdünnten 
Lösungen  mehrere  Atmosphären  betragen  kann,  muß  also  bei  den  Flüssigkeiten 
sehr  großie  Widerstände  zu  überwinden  haben;  man  wird  wohl  sagen  dürfen,  daß 
sich  der  Bewegung  der  Molekeln  des  gelösten  Körpers  durch  die  Flüssigkeit 
große  Reibungswiderstände  entgegenstellen  und  man  wird  diese  mit  Hilfe  der 
Difiusionsversuche  vielleicht  berechnen  können.    . 

Solche  Überlegungen  führten  Nernst^  zu  seiner  im  folgenden  wieder- 
gegebenen Molekulartheorie  der  Diffusion,  die,  wie  die  angeführten  Gesetze  des 
osmotischen  Druckes,  streng  nur  ftir  verdünnte  Lösungen  gilt. 

Später  hat  Riecke*  durch  Betrachtungen,  die  der  kinetischen  Gastheorie 
nachgebildet  sind,  eine  mit  der  Nernst sehen  dem  Inhalt  nach  übereinstimmende 
Formel  für  den  Diffusionskoeffizienten  abgeleitet,  auf  die  wir  hier  nur  hinweisen 
können. 


1  W.  Nernst,  Ztschr.  f.  physik.  Chem.  2.  611.  1888.  —  *  E.  Riecke,  Ztschr.  f.  physik. 
Chem.  6.  573.  1890. 
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a)  Viohtelektrolyte. 

Die  Diffusion  gehe,  wie  früher,  in  einem  vertikalen  Zylinder  vom  konstanten 
Querschnitt  Q  in  Richtung  der  positiven  or-Achse  von  unten  nach  oben  vor  sich 
und  es  herrsche  in  der  Höhe  x  der  osmotische  Druck  P^  dann  wirkt  auf  die 
im  Flüssigkeitsvolum  Qdx  vorhandene  gelöste  Substanz  von  unten  die  Kraft  Q^P, 

von  oben   die  Kraft    "~Ö|-^  +  t — <^  i  "^  ganzen  also  die  Kraft: 

-ö  — ^     . 

Ist  c  die  Konzentration,   die  wir  hier  als  die  Anzahl  Grammolekeln  in  der 

Volumeinheit  (1  ccm)  definieren,  so  sind  in  unserer  Schicht  c*  Qdx  Grammolekeln 

des  gelösten  Körpers  vorhanden,  demnach  wirkt  an  der  Stelle  x  auf  1  Gramm- 

1    bP 

molekel  die  Kraft -— .     Heißt  K  die  Kraft,  die  eine  in  Lösung  befindliche 

c    dx 

Grammolekel  mit  der  Geschwindigkeit  1  cm/sec  bewegt,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit an  der  Stelle  x: 

1_   dP_ 

ä7   dx 

Demnach  geht  durch  den '  Querschnitt  Q  in  der  Zeit  ^Z  die  Menge  des  ge- 
lösten Körpers: 

Für  verdünnte  Lösungen  ist  der  osmotische  Druck  der  Konzentration  pro- 
portional, folglich 

P  =i  P  *  c 

wo  Pq  der  Druck  für  die  Konzentration  1  ist;  also: 

HC  dürfen  wir  für  verdünnte  Lösungen  als  von  der  Konzentration  unabhängig 
ansehen,  somit  ist  P^j^iC  konstant  und  diese  Gleichung  gibt  das  von  FiCK  auf- 
gestellte Elementargesetz  [s.  Gleichung  (i),  Abschnitt  i],  wenn  wir  den  Diffusions- 
koeffizienten  >^  setzen: 

i2)  .=  A    . 

Diese  Größe  ist  nur  so  lange  konstant,  als  K  sich  nicht  ändert  und  P  pro- 
portional c  bleibt,  es  folgt  also,  daß  der  Diffusionskoeffizient,  wie  das  die  Ver- 
suche auch  zeigten,  mit  größerer  Konzentration  sich  ändert. 

Aus  (2)  kann  man  die  Kraft  X  berechnen,  die  nötig  ist,  um  eine  Gramm- 
molekel mit  der  Geschwindigkeit  1  cm  pro  Sekunde  durch  die  Flüssigkeit  hindurch 
zu  bewegen,   d.  h.  um   den   Reibungswiderstand  der  Flüssigkeit  zu  überwinden. 

Pq  war  der  Druck,  den  ein  Gas  bei  der  Konzentration  1  ausüben  würde, 
d.  h.  wenn  eine  Grammolekel  desselben  (also  2  gr  Wasserstoff  oder  32  gr  Sauer- 
stoff) in  1  ccm  enthalten  und  die  Gasgesetze  bei  solchen  Konzentrationen  noch 
gültig  wären.  Nimmt  man  nach  Nernst^  an,  daß  bei  0*^  C  der  Druck  eines 
Grammolekels  im  Liter  =s  22,412  Atm.  ist,  so  wird  (in  Kilogrammgewicht  aus- 
gedrückt) bei  /®  C: 
(3)_  P,=  23161(1 -h  0,00367/)     , 

'  W.  Kernst,  Theor.  Chem.    4.  Aufl.    p.  44. 
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also: 


A- «  --  .  2,8  •  10*  (1  +  0,00867  /)  kg-Gew. 
Danach  berechnet  sich  die  folgende  Tabelle: 


Stoff 


Harnstoff     .  . 

Chloralhydnt  . 

Mannit    .     .  . 

Rohrzucker .  . 
Arabisches  Gummi 

Gerbsfture     .  . 

Albumin      .  . 

Karamel .     .  . 


t^ 


7,6 
9 

10 

9-10 

10 

10 

18—15 

9—10 


>fe.lO^- 


bestimmt 
von 


Ä' 


98,8 
68,7 
44,0 
86,1 
15,0 
11,7 
7,8 
5,4 


SCHBFFER 


Graham- 
Stefan 


i     2,5 
I     8,8 

I     5,5 
I     6,7 

I  16 

*  20 

I  88 


44 


X  10*  kg-Gewicht 


Um  also  60  gr  Harnstoff  (CON^H^  «=  60)  in  einer  verdünnten  wflsserigen 
Lösung  mit  einer  Geschwindigkeit  von  1  cm  pro  Sekunde  zu  bew^en,  ist  eine 
Kraft  von  2500  Mill.  kg  nötig,  d.  h.  dieser  Bewegung  stellen  sich  ganz  außer- 
ordentlich große  Reibungswiderstände  entgegen,  die  sich  wohl  aus  der  ungeheuer 
großen  Zahl  und  der  Kleinheit  der  bewegten  Molekeln  erklären. 


b)  Slektrolyte. 

a)  Theorie. 

Bei  der  Dififusion  von  Elektrolyten  komplizieren  sich  die  Verhältnisse,  da 
hier  nach  den  Ergebnissen  der  Untersuchungen  über  Elektrolyse  in  Verbindung 
mit  der  Theorie  von  Arrhenius  über  die  Dissoziation  der  Molekeln  in  ver- 
dünnter Lösung  die  Bewegung  nicht  der  ganzen  Molekeln,  sondern  der  einzelnen, 
aus  der  Elektrolyse  bekannten,  Ionen  zu  betrachten  ist. 

Wir  denken  uns  die  difiundierende  Lösung  eines  aus  einem  einwertigen 
Kation  und  einwertigen  Anion  bestehenden  binären  Elektrolyten  so  ver- 
dünnt, daß  alle  gelösten  Molekeln  dissoziiert  sind;  dann  sind  ebensoviel 
Ionen  jeder  der  beiden  Arten  vorhanden,  als  Molekeln  gelöst  wurden  und  für 
jedes  Grammion,  das  sich  unter  Wirkung  des  osmotischen  Druckes  in  der  Flüssig- 
keit bewegt,  gelten  genau  dieselben  Betrachtungen  wie  für  1  Grammolekel  bei 
den  Nichtelektrolyten.  Bezeichnen  wir  die  Kraft,  die  für  1  Grammion  der  Kat- 
ionen bezw.  der  Anionen  nötig  ist,  um  diesem  die  Geschwindigkeit  Icm/sec  zu 
erteilen,  mit  ^  bezw.  /^,  so  geht,  durch  den  osmotischen  Druck  getrieben,  in  der 
Zeit  di  durch  den  Querschnitt  Q  die  Menge  des  Anions  bezw.  Kations: 


(4) 

oder 


dm'  =  — 


0    dP 


dl 


dm'  =  - 


de 
«  dt 


bezw. 


bezw. 


rf«;  =  - 


QP. 


^-'-'äi 


h    «* 


wo  P^  der  osmotische  Druck,  wenn  1  Grammion  in  1  ccm  enthalten  ist 

Nim  trägt  jedes  einwertige  Kation  eines  binären  Elektrolyten  das  elektrische 

Quantum  e^,  das    Anion    —  t^  mit  sich,    dadurch  werden  bei  der  Ungleichheit 

von  J^  und  J^  Potentialdiflferenzen  in  der  Flüssigkeit  hervorgerufen,   die  auf  die 

Bewegung  der  Ionen  wirken. 

Sind    «1=1  //fc   bezw.    »^  =  1  \J^   die  Geschwindigkeiten ,    die  dem   Kation 

bezw.  Anion  durch  die  Einheit  der  Kraft   erteilt  werden,  und  bezeichnet  ^>  die 
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elektrische  Potentialfunktion  an  dem  Orte  x,  so  erhalten  durch   die  elektrischen 
Kräfte  das  Kation  bezw.  Anion  die  Geschwindigkeiten: 

dw  ,  dip 

-u,e,—         bezw.  V,.,--      ■ 

Also  geht  durch  den  Querschnitt  Q  bei  der  Konzentration  c,  vermöge  der 
wirksamen  elektrischen  Kräfte,  in  der  Zeit  dt  die  Menge  des  Kations  bezw.  Anions 

dm;':=^^  Qu^e^cj^dl         bezw.  dm^' =^  Qv^e^c^dt      . 

Demnach  sind   die  Anzahl  Grammionen,   die  im  ganzen  in  der  Zeiteinheit 
durch  den  Querschnitt  an  der  Stelle  x  hindurchgehen: 


(5) 


«  °  ^     «  ^    ^  \dx  ^  dx 

I  dP  dw 


Die  Er£sthrung  lehrt  nun,  daß  durch  einen  Querschnitt  bei  der  Diffusion 
gleich  große  Mengen  des  Kations  und  des  Anions  hindurchgehen,  d.  h. 

also  wird: 

(6)  ^^  =  -  ^^--"^       .^J" 

dx         ^^oK  +  «i)      ^^ 

und  integriert,  da  P=  Pq*Cj  wo  Pq  wieder  der  osmotische  Druck  für  die  Kon- 
zentration eins  ist: 

,       P     v^  —  u  c 

g>^(p  ^  -^      -— -'  log—      , 

^0      ^1  +  «1  ^ 

welche   Gleichung    zuerst    von  Nernst   abgeleitet   ist   und   die  Potentialdifferenz 
einer  Konzentrationskette  auf  die  Beyreglichkeit  der  Ionen  zurückführt. 
Setzt  man  (6)  in  die  Gleichungen  (5)  ein,  so  wird  für  Q  =^  1: 

2u.v,     dP 

m     =   W.   sas  —  -   *— !- 

*  u^  +  v^     dx 

oder 

(7)  -«=-*  =  -    ^"'"'    Po—      ^ 
d.  h,  der  Diffusionskoeffizient 

(8)  i  =  /'.-l5A.-l      . 

ttj  +  i^j       sec 

«j  bezw.  v^  waren  die  Geschwindigkeiten,  die  ein  Kation  bezw.  Anion  er- 
hielt, wenn  die  Kraft  einer  Dyne  auf  sie  wirkte.  Die  Geschwindigkeit  der  Ionen 
ist  aber  aus  elektrolytischen  Messungen  durch  Hittorf  und  Kohlraüsch  so 
bestimmt  worden,  daß  man  sie  auf  die  Krafteinheit  bezieht,  die  das  Potential- 
gefälle eines  Volt  pro  Zentimeter  darstellt.  Nennen  wir  diese  so  gemessenen 
Geschwindigkeiten  ü  bezw.  V  und  bedenken,  daß  in  absoluten  Einheiten 
1  Volt  =  10»  und  e^  =  9660  ist,  so  wird 

(9)  ^==-10«TT660  ^^'^'         "i  =  TösTW      • 

Die  Werte  von  U  und  V  ergeben  sich  aus  dem  Überführungsverhältnis  « 
des  Anions  und  dem  Äquivalentleitvermögen  A:^ 

^  S.  z.  B.  F.  Kohlraüsch,  Lehrbuch  der  praktischen  Physik.  Leipzig  u.  Berlin  1901. 
p.  417  und  Tabellen  33  u.  34,  wo  die  Werte  von  u  und  v  für  18°  C  angegeben  sind. 
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^==«•0,00001036^     ,  ^=(1- «)  0,00001036^ 

oder 

V  =  0,00001036  .  i;     ,  f/=  0,00001086  u      , 

wo  u  und  V  die  Beweglichkeit  des  Kations  und  Anions  heißen. 

Setzt  man  die  Werte  (9)  und  den  Wert  von  P^  für  18®  C  aus  Gleichung  (3) 
in  (8)  ein,  so  wird,  wenn  auch  u  und  v  för  18®  C  bestimmt  sind: 

/     \  7  ^  ^^     ^  ^— T     «^  cm* 

(10)  >f,«=»  5,19  .  10^ . 

u  +  V       sec 

Einfluß  der  Temperatur  auf  den  Diffusionskoeffizienten. 
Setzt  man  in  (8)  u  und  v  statt  u^  und  v^  ein,  so  ist: 
_  2- 0,00001 03€  UV 


10»- 9660        ^u  +  v      ' 

d.  h.   für  die  Temperatur  /®  C  ist  nach  (3),    wenn   der  numerische   Koeffizient 
kurz  mit  A  bezeichnet  wird: 

^  -=  .4(1  4-0,00367/)   ^'■''' 
«*  +  ^1 
Von  KoHLRAüSCH^  sind  die  lonenbewegHchkeiten  für  18®  C  und  ihre  Tem- 
peraturkoefiBzienten  ß^  und  j8^,  von  18®  C  als  Ausgangspunkt  an,  bestimmt,  so  daß 

«*  =  «i8[l  +  /5„(/-18)]     ;  ^.«^'„[I+M^-IÖ)]      ^ 

also 

Will  man,  wie  es  Nernst  getan  hat,  die  bei  verschiedenen  Temperaturen 
aus  den  Beobachtungen  gefundenen  Werte  i^  mit  der  Theorie  vergleichen,  so 
wird  man  z.  B/  alle  k  auf  dieselbe  Temperatur  18®  C  reduzieren.     So  erhält  man: 

_  A  "<  +  ^<       «,8  •  i;,8        1  +  0,00367  -  18 
^®  ""    '  ~l4'~'  v^   '  «j8  +  z/jg   '    1  +  0,00367  -T" 

Setzt  man  hier  die  Werte  von  u^  und  v^  ein.  und  sind  die  Temperaturen  / 
nur  wenig  verschieden  von  18®  C,  so  daß  man  höhere  als  die  ersten  Potenzen 
von  /S(/—  18)  vernachlässigen  kann,  so  erhält  man  die  Formel: 

(IX)  k,,~k,^-^^^}^h[.,,n-ß^i>-m+''..n-PS^-m- 

Für  die  in  der  folgenden  Tabelle  angeführten  Substanzen  und  Temperaturen 
läßt  sich,  ähnlich  wie  schon  Nernst  angibt,  diese  Gleichung  durch  die  einfache 
ersetzen : 

(12)  i,g  =  .f,[l- 0,025  (/- 18)]     . 

|3)   Vergleich  der  Theorie  pait  den  Beobachtungen. 

Die7  Zahlen  der  folgenden  Tabelle  sind,  soweit  es  möglich  war,  Unter- 
suchungen entnommen,  die  an  Lösungen  geringer  Konzentration  und  mit  beson- 
derer Sorgfalt  angestellt  wurden. 

In  der  dritten  Kolumne  unter  c  steht  die  Konzentration  als  Vielfaches 
einet  Normallösung;  k  gibt  den  bei  der  daneben  stehenden  Temperatur  beob- 


1  S.  z.  B.  F.  KOHLRAÜSCH,  Lehrbuch  der  praktischen  Physik,  1.  c.  —  Landolt-Börn- 
stein-Meye&hoffer,   Physikalisch-chemische  Tabellen.    3.  Aufl.    Berlin  '1905.    p.  763. 
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achteten  Difiusionskoeffizienten  an,  i^g  bedeutet  den  fast  stets  nach  Gleichung  (ii) 
berechneten  Dififusionskoeffizienten  bei  18^  C;  nur  die  Beobachtungen  Oholms 
und  Kawalkis  hat  schon  Öholm  selbst  mit  von  ihm  experimentell  bestimmten 
Temperaturkoeffizienten  auf  18®  C  reduziert;  „i,Q-10^  theoretisch"  ist  der  aus 
Gleichung  (lo)  abgeleitete  Wert  von  k. 


»»«18 


Substanz 


Beobachter 

C 

t^C 

k'W 

Oholh 

0,01 

18 

269 

Heimbrodt 

0,12 

U,3 

255,6 

SCHEFFER 

0,1 

9 

200 

ÖHOLM 

0,01 

18 

220 

»> 

0,01 

18 

166 

)» 

0,01 

18 

185 

Heimbrodt 

0,12 

14,8 

118 

Schuhmeister 

8,0 

18 

111 

Kawalki 

0,086 

18 

129 

Thovert 

0.1 

10,2 

98 

Scheffer 

0,6 

8,8 

83 

»» 

0,3 

14,5 

77 

ÖHOLM 

0,01 

18 

169 

Schuhmeister 

1.4 

20,5 

161 

ÖHOLM 

0,01 

18 

169 

Thovert 

0,01 

18,8 

158 

Scheffer 

0,9 

17,5 

152 

ÖHOLM 

0,01 

18 

116 

Schuhmeister 

2.2 

8,1 

90 

»» 

0,9 

18,2 

89 

Thovert 

0.1 

12,2 

115 

10' 


*„.10' 
theoretisch 


Differenz 


Salzsäare     .... 

»♦  .... 

Salpetersäure    .     .     . 

KaU 

Natron 

Chlomatrium    .     .     . 
,1  ... 

Bromnatrium  .  .  . 
Jodaatrium .... 
Salpetersaures  Natron 
Natriumformiat  .  . 
Natriumacetat  .  .  . 
Chlorkalium  .  .  . 
Bromkalium  .  .  . 
Jodkalium  .... 
Salpetersaures  Kalium 
Chlorammonium  .  . 
Chlorlithium  .  .  . 
Bromlithium  .  .  . 
Jodlithium  .... 
Silbemitrat .... 


279 
241 
220 
166 
185 
130 
125 
129 
119 
103 
85 
169 
151 
169 
151 
154 
116 
116 
101 
132 


281 

268 
244 
181 

136 

137 
136 
133 
116 
100 
168 
171 
170 
164 
168 
115 
115 
126 
149 


4-12 
+  2 
+  27 
+  24 
+  15 
+  1 
+  6 
+  12 
+  7 
+  14 
+  13 
+  15 
+  1 
+  20 
+  1 
+  18 
+  14 

-  1 

-  1 
+  15 
+  17 


Zum  großen  Teil  werden  die  Dififerenzen  dieser  Tabelle  zwischen  beobach- 
tetem und  theoretischem  Werte  von  k^^  davon  herrühren,  daß  bei  den  Ver- 
suchen die  Annahme  der  Rechnung  nicht  erfüllt  ist,  nach  der  alle  Molekeln 
des  gelösten  Körpers  dissoziiert  sein  sollen;  dann  muß  der  beobachtete  Wert  von  k 
kleiner  als  der  theoretische  sein,  wie  das  in  der  Tat  bei  fiäst  allen  Zahlen  der 
Fall  ist  Bedenkt  man  überhaupt,  wie  viele  Versuchsdaten  nötig  sind,  um  den 
theoretischen  Wert  zu  erhalten,  so  muß  man  die  Kleinheit  der  Differenzen  als 
eine  sehr  gute  Bestätigung  für  die  Theorie  und  ihre  Grundlagen  ansehen« 

0)  Difhision  von  Gemischen  gelöster  Körper. 

Die  Diffusion  von  Gemischen  ergab,  wie  früher  angeführt,  keine  einfachen 
und  übersichtlichen  Resultate.  Das  allgemeinste  qualitative  Eigebnis  der  zahl- 
reichen MARiGNACschen  Versuche,  daß  der  Unterschied  in  der  Diffusionsgeschwin- 
digkeit zweier  Salze  größer  erschien,  wenn  die  Salze  gemischt  waren,  als  wenn 
sie  einzeln  für  sich  diffundierten,  läßt  sich,  wie  Nernst^  gezeigt  hat,  unmittelbar 
aus  seiner  Theorie  verstehen. 

Später  haben  Arrhenius*  und  Abegg'  nach  der  zweiten  Methode  von 
Graham,  in  der  von  Scheffer  benutzten  Form,  systematische  Versuche  über  die 
Diffusion  eines  fremden  Zusatzes  (des  Diffusionskörpers)  zu  einem  Teil  einer 
homogenen  Lösung  angestellt.  War  die  Lösung  ein  Nichtleiter  (eine  orfach 
normale  Lösung  von  Rohrzucker  oder  Äthylalkohol  in  Wasser)  und  der  Difhisions- 
körper  eine  wässerige  Lösung  von  NaCl,  NHg,  NaOH  u.  s.  w.,  so  ließ  sich  der 
mittlere  Diffusionskoefüzient  des  Difhisionskörpers  nach  Arrhenius  darstellen  durch: 


<  W.  Nernst,  1.  c.   —  *  Sv.  AlLRHENius,   Ztschr.  f.  physik.  Chemie  10.  51.  1892.  — 
3  R.  Abeog,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  11.   248.  1893. 


AlIgMB.  Phytik. 


Oifliision  ron  GemUchen  gelöster  KOrper. 


1499 


^.  =  -^0 


-M'  • 


WO  i^  den  Diffusionskoeffizienten  in  reinem  Wasser  und  cc  eine  für  den  Nicht- 
leiter charakteristische  Konstante  bezeichnet  und  die  Formel  ganz  analog  der  ist, 
die  für  die  Abnahme  der  Leitfähigkeit  bei  Zusatz  eines  Nichtleiters  gilt. 

Ebenso  wie  sich  die  Diffusion  des  DiffusionskOrpers  durch  die  gleichmäßige 
Verteilung  des  Nichtleiters  im  Wasser  verzögerte,  geschah  dies  auch  in  vielen 
Fallen,  wenn  die  homogene  Lösung,  in  der  der  Difiusionskörper  sich  ver- 
breitete, aus  einem  Elektrolyten  hergestellt  wurde.  Dagegen  ergaben  viele 
Versuche,  wie  dies  schon  Marignac  imd  Rüdorff  beobachteten,  dafi  z.  B.  die 
Diffusion  einer  starken  Säure  oder  Basis  in  eine  Salzlösung  mit  dem- 
selben Kation  (oder  Anion)  wie  die  Säure  oder  Basis,  beträchtlich  schneller 
vor  sich  ging  als  die  Diffusion  in  reines  Wasser.  Die  folgende  Tabelle^ 
gibt  hierfür  einige  Beispiele.  Die  Temperaturen  bei  den  verschiedenen  Versuchen 
waren  nicht  ganz  dieselben,  deshalb  sind  alle  Werte  des  k  auf  12^  C  von 
Arrhenius  reduziert  worden.  Steht  unter  „Difiusionskörper"  z.  B.  1,04  n.  HCl 
und  unter  „Difiusionsflüssigkeit"  0,67  n.  NaCl,  so  bedeutet  das,  daß  in  den 
obersten  drei  Vierteln  der  Versuchsflüssigkeit  0,67  •  88,4  gr  NaCl  und  in  dem 
untersten  Viertel,  außer  diesem  NaCl,  noch  1,04  •  86,6  gr  HCl  pro  Liter  Wasser 
aufgelöst  sind. 


Difinnonsköiper 

Difiiisionsflüssigkeit 

>&.10' 

""'  bei  120  C 
sec 

1,04  n.  HCl 

Wasser 

242 

0,1      n.  NaCl  .     . 

289 

0,67    n.  NaQ  . 

416 

0,028  n.Ka    . 

268 

0,085  11.  KCl    . 

290 

0,25    n.  KCl    . 

356 

0,085  n.  BaCl,  . 

285 

0,75    n.Baa,. 

477 

0,25    n.  NH^a 

846 

2         n.  NH4CI 

' 

521 

0,55  n.  HNO, 


Wasser 
0,1  n.  KNO, 
0,5  n.  KNOj 
0,5      n.  NaNO, 


221 

300 
428 
892 


0,54  n.  NaOH 

Wasser 

183 

0,061 

n.  NaCl  .     .     . 

175 

0,25 

n.  Naa  .     .     . 

220 

1 

n.  NaCl  .     .     . 

266 

3 

n.  NaCl  .     .     . 

229 

0,2 

n.  NaNO,    .     . 

208 

1 

n.  NaNO,    .     . 

255 

0,2 

n.  NaC,H,0,    . 

185 

1 

n.  NaCjHjO,    . 

206 

0,25 

n.  Na,SO^    .     . 
Wasser 

208 

0,49  n.  KOH 

197 

0,05 

n.  KNOg     .     . 

221 

0,5 

n.  KNOj      .     . 

294 

0,5 

n.  KCl    .     .     . 

297 

Die  angegebenen  Werte  des  Ji  stellen  einen  mittleren  Wert  des  Difiusions- 
koeffizienten  dar,  da  dieser  ja  von  der  wechselnden  Konzentration  abhängig  ist. 


1  Sv.  A&&HSMIUS,  1.  c,  p.  75  u.  76. 
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Eine  Erklärung  dieser  auffallenden  Erscheinung  hat  schon  Arrhenius  fQr 
verdünnte  Lösungen  aus  der  NERNSTschen  Theorie  gegeben.  Nach  dieser  Theorie 
treten  neben  dem  osmotischen  Drucke  bei  dßr  Diffusion  von  Elektrolyten  elek- 
trische Kräfte  auf,  die  die  verschiedenen  Geschwindigkeiten  des  Kations  und  Anions 
einander  nähern,  so  dafi  beide  Ionen  mit  gleicher  Geschwindigkeit  diffundieren. 
Diese  elektrischen  Kräfte  werden  aber  durch  den  Zusatz  einer  gleichen  lonenart 
verkleinert  imd  so  kann  das  Ion  (H  bei  Mischung  von  HCl  und  NaGl-Lösung) 
mit  größerer  Beweglichkeit  schneller  diffundieren  als  ohne  diesen  Zusatz. 

Man  kann  nach  Abeqg  und  Bosb^  die  Beschleunigung  der  Diffusion  einer 
Säure  durch  Zusatz  eines  mit  der  Säure  gleichionigen  Salzes  zum  Wasser  in  ein 
paar  Stunden  z.  B.  durch  folgenden  Versuch  denäonstrieren :  In  einem  langen 
Rohre  befindet  sich  über  verdünnter  Salzsäure  phenolphthaleinhaltiges  Wasser,  das 
durch  eine  Spur  Alkali  rot  gefärbt  ist;  daneben  stellt  man  ein  zweites  Rohr,  in 
dem  über  mit  KCl  gesättigter  verdünnter  Salzsäure  ebenfalls  rot  gefärbte  phenol- 
phthaleuihaltige  konzentrierte  KCl -Lösung  geschichtet  ist.  Bald  sieht  man,  wie 
die  Grenzschicht  farblos -rot  im  zweiten  Rohre  sich  schneller  verschiebt  wie 
im  ersten. 

Die  Frage,  wann  ein  gelöster  Körper  {A)  in  einer  homogenen  Lösung  eines 
anderen  Körpers  {B),  der  ein  gleiches  Ion  wie  jener  hat,  schneller  oder  lang- 
samer diffundiert  als  in  seinem  reinen  Lösungsmittel,  läfit  sich,  wie  Äbegg  und  Bose' 
gezeigt  haben,  aus  der  NERNSTschen  Theorie  genähert  beantworten :  Der  Körper  B 
bestehe  aus  zwei  einwertigen  Ionen,  deren  Beweglichkeiten  t/  und  v  seien, 
Körper  A  aus  zwei  einwertigen  Ionen  mit  den  Beweglichkeiten  u  und  v,  so  daß  A 
und  B  dasselbe  Anion  haben.  Die  Geschwindigkeiten  unter  Wirkung  der  Kraft  1 
nennen  wir  wieder  «j,  r^j,  «j'.  ^  sei  die  Konzentration  des  A,  y  die  des  B  in 
der  Lösung;  dann  ist  y  überall  konstant,  es  wirkt  also  auf  die  Ionen  von  B  kein 
osmotischer  Druck,  sondern  nur  das  Potentialgefälle.  Danach  ist  die  Menge  aller 
durch  den  Querschnitt  1  in  der  Zeiteinheit  gehenden  Kationen  [s.  Gleichung  (5)] : 

bP  f        .         r,d(p  de  d(p 

(13)     <         und  der  Anionen: 

dP  ,         .  dtp  T^    ö^  ,  ^  Ö9> 

Es  muß  sein  «»=  ««„,  also  wird: 
(lA  ^?=  .."!-'!!_  ./»  li'    . 

Durch  Vergleich  von  (14)  mit  (6)  zeigt  sich,  daß  bei  Diffusion  von  ^4  in  ^ 
das  wirksame  Potentialgefalle  kleiner  ist,  als  wenn  A  in  dem  Lösungsmittel 
(Wasser)  diffundierte,  der  Zusatz  des  zweiten  Elektrolyten  vermindert 
also  das  Potentialgefälle. 

Die  Menge  der  Kationen  von  A,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Quer- 
schnittseinheit gehen,  ist: 

de  d(p 


*!'  0 


dx        '^''^dx 


Setzen    wir   hier   (14)   ein,    so   können  wir  den   Diffusionskoeffizienten    des 
Körpers  A  in  der  Lösung  B  [vgl.  (8)]  schreiben: 


1  R.  Abegg  u.  £.  Boss,   Ztschr.  f.  physik.  Chemie  30.  545.  1899.  —  2  R.  ABBOG  u. 
£.  BosE,  1.  c. 
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(15)  k'^ V-^— %--Vo      • 

Dividieren  wir  (15)  durch  (8J,  und  setzen  wir  an  Stelle  der  Geschwindig- 
keiten «j,  z»,,  «j'  die  Beweglichkeiten  «,  i;,  u\  also: 

-        y    u  +  V  c^        u  +  V 

k'  ■*"  V       'Iv  y   "^       2z;   ' 

(16)  .         .      —  =  - 


f«  +  z;  y  u  '\-  V 

d.  h. 

i'^i     ,         wenn     u'^v 

Da  von  allei;i  Katioi^en  H  und  von  den  Anionen  OH  bei  weitem  die  größte 
Beweglichkeit  besitzen,  so  läßt  sich  für  die  Säuren,  deren  Kation  H,  und  für 
die  Basen  mit  dem  Anion  OH  erhebliche  Beschleunigung  der  Diffusion  in  ihren 
Neutralsalzlösungen  gegenüber  der  Diffusion  in  reinem  Wasser  erwarten. 

Ist  y  sehr  groß,  d.  h.  der  Zusatzkörper  B  in  großer  Menge  gegen  A  vor- 
handen, so  wird,  wenn  a  eine  Konstante  bezeichnet, 

^=— —        oder       k=auP,     , 

und  wäre  nicht  das  Anion,  sondern  das  Kation  von  B  und  A  gleich,  so  würde 

k'        u  +  V  ,  ,,  „ 

—  =.~-^—        oder       ^  =avP^      , 

so  daß  die  Diffusionsgeschwindigkeit  von  A  im  ersten  bezw.  zweiten  Falle  durch 
die  Beweglichkeit  seines  Kations  bezw.  Anions  bestimmt  wird. 

Diese  Resultate  gelten  natürlich  nur  genähert,  da'  die  Theorie  verdünnte 
Lösungen  verlangt,  bei  größerem  Salzzusatz  die  Beweglichkeit  der  Ionen  eine 
andere  wird  und  ein  konstanter  Difiiisionskoefßzient  hier  noch  weniger  besteht 
als  früher  bei  dem  einfachen  Falle  der  Diffusion  in ,  reines  Wasser. 

d)  Diffasion  gegen  das  Gefälle  der  Konientration 
oder  des  oBmotischen  Dmokes. 

Sind  die  bei  der  Diffusion  auftretenden  elektrischen  Kräfte  größer  als  der 
wirkende  osmotische  Druck,  der  der  Konzentration  proportional  ist,  so  kann  die 
Bewegung  der  Ionen,  d.  h.  die  Diffusion  von  Stellen  niederer  zu  solchen  höherer 
Konzentration  stattfinden.  Nach  der  Nernst sehen  Theorie,  wie  sie  von  Planck^ 
in  strengerer  Weise  entwickelt  wurde,  lassen  sich  solche  Fälle  voraussehen  und 
Behn  *  hat  versucht,  sie  experimentell  zu  verwirklichen  und  zu  prüfen.  Zu  dem 
Zwecke  ließ  er  z.  B.  eine  AgNOg-Lösung  (weniger  als  0,1  normal)  diffundieren 
gegen  eine  Mischung  von  AgNOg  (0,1  normal)  und  HNOg  (normal).  Die  Diffusion 
geschah  durch  eine  enge  (5  mm)  Öffnung,  die  zwei  große,  mit  den  Lösungen  ge- 
füllte Gefäße  miteinander  verband,  nach  11  Tagen  waren  Ag-Ionen  von  der 
verdünnteren  zu  der  konzentrierteren  AgNOj -Lösung  übergegangen.  Quantitativ 
freilich  stimmten  berechnete  imd  beobachtete  Werte  wenig  miteinander. 

Solche  Diffusion  gegen  das  Konzentrationsgefälle  hat  früher,  wie  Tammann  • 
bemerkt,  schon  Abeqg*  beobachtet  und  Tammann^  selbst  hat  Diffusion  gegen 

i  M.  Planck,  Wied.  Ann.  40.  561.  1890.  —  2  u.  Behn,  Wied.  Ann.  62.  54^  1897. 
—  3  G.  Tammann,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  22.  481.  1897.  —  *  R.  Abegg,  Ztschr.  f. 
physik.  Chemie  II«  357.  1893.  — "  *  G.  Tammann,  1.  c 
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das  GeMe  des  osmotischen  Druckes  studiert.  £r  schichtete  z.  B.  in  einem 
GefElß  mit  planparallelen  Glaswänden  Methylalkohol  mit  einem  Zusatz  einer 
wässerigen  Lösung  von  Alkaliblau  über  Wasser  mit  demselben  Farbstofifzusatz, 
dann  wanderte  der  Farbstoff  von  den  Stellen  kleinen  osmotischen  Druckes  (dem 
Methylalkohol)  zu  den  Stellen  größeren  Druckes  (den  wasserreicheren  Schichten), 
so  dafi  das  beim  Beginn  des  Versuchs  ganz  durchsichtige  Wasser  nach  5  Tagen 
unten  undurchsichtig  war. 

e)  Diffosion  bei  größerer  Konzentration  dar  Elektrolyten. 

Kann  man  nicht,  wie  bei  großer  Verdünnung,  die  Annahme  machen,  daß 
alle  Molekeki  des  gelösten  Körpers  dissoziiert  sind,  so  hat  man  neben  den  disso- 
ziierten Molekeln  deren  Konzentration  c,  und  deren  Geschwindigkeiten,  wenn  die 
Einheit  der  Kraft  auf  sie  wirkt,  u  und  v  seien,  die  nicht  dissoziierten  mit  der 
Konzentration  c'  und  der  unter  Wirkung  der  Krafteinheit  erlangten  Geschwindig- 
keit w  zu  berücksichtigen.  Darf  man  auf  beide  Gattungen  von  Molekehi  das 
van't  Hoff  sehe  Gesetz  anwenden,  so  gehen  (nach  früherem)  in  der  Zeiteinheit 
durch  die  Querschnittseinheit: 

Die  Menge  der  dissoziierten  Molekeln: 

2uv        de 

und  die  Menge  nicht  dissoziierter  Molekeln: 

also  die  Gesamtmenge: 

M  =  m  •^-  m'      ; 
die  Gesamtkonzentration  ist: 

C^c  +  c'     . 

Den  Zusammenhang  zwischen  c  und  c*  stellt  Böse  \  der  die  folgende  Formel 
abgeleitet  hat,  durch  das  Ostwald  sehe  Verdünnungsgesetz  dar: 

wo  D  die  Dissoziationskonstante.     Femer  ist,  wenn  a  der  Dissoziationsgrad: 

<:'  =  C(l  —  a)     ,  f  =  C-  a      , 

also: 


Ä[i/ 


4C       , 
1  +  _.__1 


^»-y+l/^  +  ^c- 


ö^r  _      /      p  dC 

dx  "    |/z>  -f-  4C  *  d.v 
So  erhält  man: 

dC 
also  der  Diffusionskoefüzient: 


Das  geht  für  lauter  undissoziierte  Molekeln  (Z>  ■»  0)  in  die  für  Nichtleiter 


^0+"* 


1  £.  BosE,    Ztschr.  f.  physik.   Chemie   29.  658.    1899. 
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[Gleichung  (2]]   abgeleitete  Form  und  für  völlig  dissoziierte  Molekeln  {D  =  00] 
in  die  Gleichung  (8)  über. 

WiEDEBURG^  hat  an  diese  Betrachtungen  von  Boss  angeknüpft  und  eine 
Erweiterung  der  Theorie  zu  geben  versucht,  bei  der  berücksichtigt  wird,  daß  der 
Dififusionskoefiizient  nicht  konstant  ist. 

nL  Diffdsion  von  Metallen  und  festen  Köxpem  ineinander. 
a)  Diffusion  von  festen  Metallen  und  Queoksüber  ineinander. 

Daniell*  zeigte  zuerst,  daß  Quecksilber  durch  Blei,  Zinn,  Zink,  Gold  und 
Silber  diffundiert,  und  Henry'  gab  dem  Versuch  mit  Blei  die  nachher  oft  an- 
gewandte Form,  daß  er  einen  Bleistab  heberförmig  bog  und  den  kürzeren  Schenkel 
in  Hg  tauchte.  Nach  einiger  Zeit  tropfte  dann  Hg  am  Ende  des  anderen 
Schenkels  herab;  die  Oberfläche  des  Stabes  zeigte  sich  dabei  unverändert.  Die 
Struktur  des  Bleis  war  für  die  Dauer  der  Difiusion  wesentlich,  da  gehämmertes 
Blei  außerordentlich  viel  langsamer  vom  Quecksilber  durchwandert  wurde;  auch 
fand  die  Diffusion  viel  leichter  in  Richtung  der  Blättchen  als  senkrecht  dazu 
statt  Diese  Beobachtungen  wurden  erweitert  von  Horsford*  und  Nikles.^ 
Der  erstere  beobachtete  die  außerordentliche  Beschleunigung  der  Bewegung  des 
Hg  durch  Metalle,  wenn  die  Bewegung  in  Richtung  der  Schwerkraft  geschah 
gegenüber  der  eigentlichen  Diffusion  des  Hg,  die  senkrecht  nach  oben  stattfindet, 
und  fand  neben  den  von  Daniell  untersuchten  Metallen  auch  Kadmium  fClr  Hg 
durchlässig,  während  er  bei  Kupfer  und  Messing  keine  Difliision  nachweisen 
konnte.  Dies  beobachtete  dann  Nikles,  der  ein  Durchdringen  des  Quecksilbers 
durch  alle  von  ihm  benutzten  Metalle  behauptete.  Quantitativ  hat  Guthrie* 
die  Diffusion  von  Natrium,  Kalium,  Zink,  Blei  und  Zinn  durch  Quecksilber  unter- 
sucht, indem  er  auf  die  Oberfläche  des  Quecksilbers,  das  sich  in  einer  großen, 
unten  ausgezogenen  Bürette  befiänd,  die  genannten  Metalle  brachte  und  den 
Inhalt  nach  vierzehn  Tagen,  oder  einem  Monat,  in  18  Portionen  aus  der  Bürette 
abließ.  Kalium  und  Natrium  wurden  als  Amalgame  mit  sehr  geringem  Gehalt 
an  K  und  Na  auf  das  Quecksilber  geschichtet,  um  die  große  Erwärmung  zu 
verkleinem,  die  bei  der  Verbindung  dieser  Metalle  mit  Hg  entsteht  Zink,  Blei 
und  Zinn  waren  durch  die  einen  Fuß  hohe  Quecksilbersäule  nach  einem  Monat 
schon  merklich  hindurch  diffundiert,  während  nach  14  Tagen  das  K  des  1,34  ^/^  igen 
Kaliumamalgams  bereits  In  einer  Tiefe  von  ^j^^  Fuß  imd  das  Na  des  1,92  ^/^  igen 
Natriumamalgams  in  ^/i,  Fuß  Tiefe  nachzuweisen  war. 

DES  CouDRES^  versuchte,  den  Dififusionskoefflzienten  von  Zink  in  Quecksilber 
zu  bestimmen,  indem  er  eine  Kette  bildete  aus  Quecksilber  als  Kathode,  über 
dem  eine  Zinkvitriollösung  stand,  in  die  eine  Anode  aus  Zink  tauchte.  Einige 
Zeit  wurde  durch  diese  Kombination  ein  Strom  vom  Zink  zum  Quecksilber 
geschickt,  so  daß  sich  an  der  Grenze  des  letzteren  Zinkamalgam  bildete,  dann 
unterbrach  man  den  Strom  und  beobachtete  an  einem  Elektrometer  oder  kompen- 
sierten Galvanometer  die  Zunahme  der  elektromotorischen  Kraft  der  Kombination 
mit  der  Zeit;  aus  dieser  Zunahme,  die  durch  Diffusion  des  Zinks  in  das  Queck- 
silber erfolgte,  ließ  sich  der  Diffusionskoefflzient  berechnen. 

Auch  G.  Meter®  hat  die  Änderung  der  elektromotorischen  Kraft  einer 
Kombination,    die  aus  einem  Amalgam  (z.  B.   HgZn),   einer  Salzlösung  des  im 

1  O.  WiEDEBURG,  Ztschr.  f.  physik.  Chemie  30.  586.  1899.  ~  ^  J.  F.  Daniell,  Ann. 
of  Roy.  Inst.  Vol.  i.  —  ^  J,  Henry,  Pogg.  Ann.  62.  187.  1841;  Ergänzongsbd.  2.  358.  1848; 
Bibl.  univ.  (3)  28.  175;  Proc.  of  the  Am.  phil.  soc.  4.  176. —  ♦  E.  N.  HoRSFORD,  Am.  Journ. 
of  science  (2)  13.  305.  1852.  —  *  J.  Nikläs,  Pogg.  Ann.  88.  335.  1853;  C.  R.  36.  154. 
'853.  —  •  F.  Guthrie,  Phil.  Mag.  (5)  16.  329.  1883.  —  ^  Th.  des  Coudres,  Wied.  Ann. 
62.  191.  1894;  VerhandL  d.  Ges.  deutscher  Naturforscher  zu  Bremen  1890.  II.  p.  55.  1891.  — 
8  G.Meyer,  Wied.  Ann.  61.  225.  1897;  64.  752.  1898. 
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Amalgam  enthaltenen  Metalls  (Zn),  und  wieder  demselben  Amalgam  (HgZn) 
bestand  und  anfänglich  null  war,  benutzt,  um  den  DifFusionskoeffizienten  des 
Metalls  (Zn)  in  Quecksilber  zu  messen.  Zu  dem  Zwecke  befanden  sich  die 
beiden  gleichen  Amalgame  in  zwei  nebeneinander  stehenden  Rohren,  deren  eins  (B) 
unten  geschlossen  war,  während  der  Boden  des  anderen  Rohres  {A)  durch  ein 
angeschmolzenes  engmaschiges  Platindrahtnetz  gebildet  wurde.  Über  den  Amalgamen 
befand  sich  die  Salzlösung,  und  beide  Lösungen  waren  durch  einen  Heber  ver- 
bunden. Das  Drahtnetz  war  durch  Schellack  isoliert,  und  die  durch  das  Netz  nicht 
ganz  verschlossene  Mündung  von  A  tauchte  in  eine  Schale  mit  Flüssigkeit  (H^SO^ 
in  dem  Beispiele),  in  der  noch  zwei  Flatinplatten  (ce^  und  a^)  standen.  Von  den 
Amalgamen  führten  zwei  isolierte  Platindrähte  zu  einem  empfindlichen  Kapillar- 
elektrometer, das  anfangs  keinen  Ausschlag  gab.  Die  Platte  a^  leitete  durch 
die  HjSO^  einen  passend  abgeglichenen  Hilfsstrom,  der  die  unterste  Schicht 
des  Amalgams  A  von  Zn  befreite  und  dauernd  frei  hielt,  so  daß  die  Konzentration 
des  Zn  dort  stets  =  0  war,  wie  durch  die  konstant  bleibende  Spannung  zwischen 
dieser  Hg-Schicht  und  der  Platte  a^  mittels  eines  zweiten  Elektrometers  konstatiert 
wurde.  Dabei  diffundierte  aus  den  oberen  Schichten  des  Amalgams  A  ständig 
Zn  nach  unten  und  so  erhielt  das  Kapillarelektrometer  einen  langsam  wachsenden 
Ausschlag,  der  die  entstehende  und  wachsende  Potentialdifferenz  zwischen  A  und 
dem  unveränderten  Amalgam  B  ergab.  Daraus  ließ  sich  auf  die  veränderte 
Konzentration  [c)  in  der  obersten  Schicht  des  Amalgams  A  schließen  und  hieraus 
der  Diffusionskoeffizient  i  aus,  der  nach  etwa  zwei  Stunden  Diffusionszeit 
gültigen,  Formel: 

berechnen.  Darin  bedeutet  /  die  Zeit,  h  die  Höhe  des  Amalgamzylinders  (5 — 7  mm], 
Cq  die  Anfangskonzentration. 

Solche  Versuche  wurden  mit  Zn-,   Cd-  und  Pb- Amalgamen  gemacht  imd 
dabei  folgende  Werte  von  i  gewonnen: 


Zn 
Cd 
Pb 
Au 


k'W- 


281 
181 
159 

88 


Temperatur 


15,0  <> 
15,0 
15,6 
11,0 


-STkg-Gewicht 


1,00 .  10» 
1,85  •  10» 
1,61 .  10» 
2,88.10» 


Die  II  haben  hier  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  (s.  Molekulartheorie  der 
Difiusion),  sie  geben  die  Reibungskraft  an,  die  nötig  ist,  um  einer  Molekel  der 
Metalle  bei  der  Bewegung  durch  das  Quecksilber  die  Geschwindigkeit  von  1  cm/sec 
zu  erteilen. 

Die  Zahl  für  Gold  ist  von  Roberts -Austen  bestimmt.  Die  Werte  von  k 
sind  von  derselben  Größenordnung  wie  die  bei  der  Diffusion  von  gelösten 
Körpern  in  Wasser,  es  wird  also  der  osmotische  Druck  für  die  genannten  Metalle 
in  Quecksilber  ebenso  groß  sein  wie  z.  B.  für  Salzmolekeln  in  Wasser. 

Weitere  Versuche  über  die  Diffusion  von  Metallen  in  Quecksilber  hat 
M.  vonWogau^  nach  der  zweiten  Graham  sehen  Methode  mit  Benutzung  der 
Stefan  sehen  Berechnung  gemacht.  Das  Diffusionsgefäß  bestand  aus  acht  je 
0,624  cm  dicken  und  7  cm  im  Quadrat  großen  Glasplatten,  die  mit  ihren  gut 
abgeschliffenen  breiten  Seiten  so  aufeinander  geschichtet  wurden,  daß  die  kreis- 
runden Löcher  (von  2  cm  Durchmesser),  die  in  alle  Platten  gebohrt  waren,  genau 
.übereinander  lagen  und  so  einen   Hohlzylinder  bildeten.     Die  untersten  sieben 


^  M.  VON  WoGAü,  Diss.  Freiburg;  Ann.  d.  Phys.  23.  345.   1907. 
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Abteilungen  wurden  mit  Hg,  die  oberste  mit  verdünntem  Amalgam  gefüllt.  Der 
ganze  Apparat  befand  sich  in  einem  geschlossenen  Kasten  aus  Eisenblech  und 
konnte  durch  umspülendes  Wasser  oder  Wasserdampf  auf  niedriger  oder  höherer 
Temperatur  gehalten  werden.  Hatte  die  Diffusion  eine  Anzahl  von  Stunden  (4 — 22) 
gedauert,  so  schob  man  die  einzelnen  Platten  übereinander  ab  und  untersuchte 
den  Gehalt  der  einzelnen  Abteilimgen  ^n  Amalgam.  Das  geschah  bei  Zn-,  Cd-, 
Sn-,  Pb-,  Tl-Amalgam  durch  Bestimmung  der  elektromotorischen  Kraft  von  Kon- 
zentrationsketten, die  aus  den  betreffenden  Amalgamschichten  des  Metalls  (ü/),  der 
wässerigen  Lösimg  eines  Salzes  von  M  und  einem  konzentrierten  Amalgam  von 
M  bestanden;  bei  den  anderen  Metallen  wurde  der  Metallgehalt  der  Amalgame 
durch  Titrierung  gefunden. 

Die  so  gefundenen  Werte  der  Difiusionskoefißzienten  sind  in  der  folgenden 
Tabelle  zusammengestellt: 


Stoff 

Temperatur 

cm* 
>&.10^ 

sec 

Stoff 

Temperatur 

cm* 

*.10»-=- 

sec 

Li    . 
Na  . 
K    . 
Rb  . 
Cs    . 
Ca   . 
Sr    . 
Ba  . 

8,2« 
9,6 
1         10,5 

;         •7.3 

7,8 

10,2 

9,4 

7,8 

76,3       . 

74,1 

60,2        ' 

53,2 

52,1 

64,5 

54,4 

60,2 

Zn   .     .     . 

Cd  .     .     . 

Pb  .     .     . 

Sn    .     .     . 
Tl    .     .     . 

11,5» 

99,2 

8,1 

9J9,1 

99,2 
10,7 
11,5 

252 

335 

168 

842 

173,6 

221 

177 

100 

Const  hat 


Die  von  Ostwald  vermutete  Beziehung:   imal  y Atomgewicht 
sich  nicht  bestätigt 

Der  nach  der  Formel 

aus  den  Beobachtungen  bestimmte  Temperaturkoefiäzient.  ist  für: 

Zn  =  0,00877<>    ,         Cd  =  0,01160    ,         Pb  =  0,00811<>     . 

b)  Diffluion  von  festen  oder  geschmolzenen  Metallen 
und  anderen  festen  Körpern. 

Auch  über  die  Diffusion  von  anderen  Metallen,  wie  Quecksilber,  ineinander 
hat  schon  Henry  ^  Beobachtungen  gemacht.  Erhitzt  man  eine  mit  Silber  plattierte 
Kupferplatte,  so  verschwindet  das  Ag  auf  ihr  bei  bestimmter  Temperatur  und 
ist  dann  nach  Henry  in  die  Kupferplatte  weiter  eingedrungen,  denn  ätzt  man 
die  oberflächliche  Kupferschicht  weg,  so  kommt  unter  ihr  das  Silber  zum  Vor- 
schein. Ebenso  diflRindiert  Gold  mit  der  Zeit  in  Kupfer  und  tritt  wieder  zu- 
tage, wenn  die  oberste  Kupferschicht  durch  Kochen  mit  Ammoniak  entfernt 
wird.  CoLSON*  zeigte,  daß  schon  bei  250®  C  Eisen  und  Kohle  ineinander 
dififundieren.  Schloß  er  Eisenscheiben  zwischen  Kohlezylindern  ein,  so  ging  bei 
der  Erhitzimg  die  Diffiision  etwa  nach  der  Beziehung:  h  'p  «  const  vor  sich. 
p  bezeichnet  das  Gewicht  des  in  die  Volumeinheit  eines  der  Kohlezylinder 
difiundierten  Eisens  und  h  den  Abstand  dieser  Volumeinheit  von  der  Eisen- 
scheibe. Ebenso  diffundieren  nach  Colson  Silber  in  Alkalien,  Schwefel  in  Kupfer, 
Calcium  in  Eisen  und  besonders  leicht  Siliciumoxyd  in  Kohle.  Ein  Eindringen 
der  Kohle  beobachtete  Marsden*  und  Violle*  in  Porzellan  und  Pernolet*  in 


^  J.  Henäy,  1.  c.  —  2  A.  Colson,  C.  R.  93. 1074.  1881 ;  94.  26. 1882..—  3  b.  S.  Marsden, 
Proc.  of  tbe  Edinb.  Roy.  Soc.  1879/80.  p.  712;  Beibl.  6.  172.  1881.  —  *  J.  VroLLE,  C.  R. 
94.  28.  i88a.  —  S  Pernolet,  C.  R.  94.-99^  1882,  .  ;       i    .  • 
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tönerne  Retorten,  Koksöfen  und  Glasretorten.  —  Exakte  Messungen  in  dieser 
Richtung  und  eine  Bestimmung  der  Dififusionskoefüzienten  gelangen  aber  erst 
Roberts- AüSTEN.*  Er  benutzte  die  zweite  Graham  sehe  Methode  imd  die  For- 
meln von  Stefan  (s.  unter  Flüssigkeitsdiffusion),  und  lieB  in  Eisenröhren  Legierungen 
von  Gold,  Platin,  Silber  u.  s.  w.  mit  Blei,  Zinn,  Wismut  u«  s.  w.  bei  Temperaturen, 
die  über  den  Schmelzpunkten  der  letzteren  (des  Lösungsmittels)  lagen,  in  diese 
Lösungsmittel  diffundieren.  Der  Gehalt  an  diJQfundiertem  Metall  in  verschiedener 
Höhe  des  Zylinders  wurde  durch  Analyse  aus  den  einzelnen  Portionen  bestimmt, 
in  die  nach  Beendigung  des  Versuchs  die  Metallmasse  zerschnitten  wurde.  Dabei 
sorgte  RoBERTS-AusTEN  möglichst  für  konstante  Temperaturen  und  deren  genaue 
Bestimmung,  wie  in  Phil.  Trans.  187  nachzulesen  ist.  Die  Versuchszeit  war  meist 
6 — 7  Tage.     Seme  Resultate  gibt  die  folgende  Tabelle: 


Difiimdierendes 
Metall 

Lösungsmittel 

Temperatur 

cm* 
sec 

Gold 
Pktin 

9* 

Blei 

492  • 

347 
855 
196 
196 

Gold 

99 

n 

SUber 

Blei 

Blei 

Wismut 

Zinn 

|l    1    1    i 

869 
528 

588 
479 
868 

Gold 
Rhodium 

Blei 

550  • 

869 
851 

Diese  Werte  von  i  sind  alle  sehr  groß,  meist  gröBer  wie  die  Difilusions- 
koeffizienten  der  am  schnellsten  in  Wasser  diffundierenden  Salzsäure;  so  daß 
hiemach  der  osmotische  Druck  der  genannten  Metalle  in  flüssigem  Blei,  Zinn  u.  s.  w. 
größer  wäre  als  der  der  Säuren  u.  s.  w.  in  Wasser.  —  Bei  sehr  verdünnter  Lösung 
(des  Goldes  in  Blei  u.  s.  w.)  zeigte  sich  die  Diffusion  beträchtlich  schneller  als 
bei  größeren  Konzentrationen. 

Auch  bei  tieferen  Temperaturen  untersuchte  Roberts -Austen  die 
Diffusion  von  festem  Gold  in  festes  Blei,  indem  eine  Goldscheibe  mit 
dem  unteren  Ende  eines  festen  Bleizylinders  vcrbimden  wurde  und  nach  einiger 
Zeit  (meist  80 — 40  Tagen)  dieser  durch  Querschnitte  in  einzelne  Portionen  geteilt 
und  dann  der  Goldgehalt  der  einzelnen  Schichten  bestimmt  wurde.  £s  eigaben 
sich  etwa  die  Werte: 


Temperatur 

cm* 
sec 

251« 
200 
165 
100 

0,824 
0,087 
0,051 
0,002 

Ließ  man  die  Goldscheibe  und  den  Bleizylinder  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
(etwa  18^  C)  4  Jahre  durch  Klammern  aneinander  gepreßt,  so  zeigte  sich  in 
den  vier  untersten  Schichten  (deren  Höhe  zusammen  etwa  8  mm  war)  des  Blei- 
zylinders Gold;  die  Diffusionsgeschwindigkeit  war  so,  daß  ungefähr  in  lOOQ Jahren 
so  viel  Gold  bei  18®  C  in  das  feste  Blei  diflfundieren  würde,  wie  in  einem 
Tage  in  geschmolzenes  Blei.  Die  Diffusion  von  festem  Gold  in  festes  Silber  bei 
800°  C  war  von  derselben  Größenordnung  wie  die  von  Gold  in  Blei  bei  100°  C. 

1  W.  C.  ROBE&TS-AUSTEN,  Rep.  of  the  Brit.  Assoc.  1883.  P«  40^:  ^^^^^  Roy-  Soc.  69. 
381.  1896;  67.  loi.  1900;  Phil  Trans.  187.  383.  1896. 
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Absorption  und  Adsorption. 


Von  A.  Winkelmann. 


L  Absorption  der  Gktse  durch  Flüssigkeiten. 

1.  Einleitimg.  Wenn  eine  gasfreie  Flüssigkeit  in  Berührung  mit  einem 
Gase  gebracht  wird,  so  findet  man  vielfach,  daß  ein  Teil  des  Gases  von  der 
Flüssigkeit  aufgenommen,  von  ihr  absorbiert  wird.  Das  Gas  wird  dabei  zuerst 
von  der  Flüssigkeitsschicht  aufgenommen,  mit  der  es  in  unmittelbarer  Berührung 
ist;  es  dringt  dann  von  hier  aus  durch  Difiusion  in  weiter  liegende  Flüssigkeits- 
schichten ein.  Da  diese  Dififusion  nur  langsam  vor  sich  geht,  so  dauert  es  lange, 
bis  die  ruhende  Flüssigkeit  mit  dem  berührenden  Gase  gesättigt  wird,  bis  also 
keine  weitere  Absorption  mehr  erfolgt  Man  kann  diesen  Sättigungszustand  viel 
schneller  herbeifahren,  wenn  man  die  Flüssigkeit  und  das  Gas  zusammen  schüttelt 

Die  Gasmenge,  welche  von  der  Volumeneinheit  Flüssig- 
keit absorbiert  wird,  bis  Sättigung  eingetreten  ist,  hängt  ab: 

a)  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  Natur  des 
Gases; 

b)  von  der  Temperatur; 

c)  von  dem  Drucke,  unter  dem  das  Gas  sich  befindet 

2.  Henrysohes  Oesets.  Es  möge  zunächst  die  zuletzt 
genannte  Abhängigkeit  betrachtet  werden.  Hbnry  ^  hat  durch 
zahlreiche  Versuche,  die  bis  zu  dem  Druck  von  8  Atmo- 
sphären ausgedehnt  wurden,  gefunden,  daß  das  Wasser 
folgendes  Absorptionsgesetz  befolgt:  „Das  von  der  Volumen- 
einheit Wasser  bei  verschiedenen  Drucken  absorbierte  Gas- 
volumen ist  stets  dasselbe,  vorausgesetzt,  daß  man  das 
Volimien  unter  dem  betreffenden  Drucke  mißt  und  daß  die  . . 
Temperatur  konstant  bleibt"  V 

Der  von  Henry  benutzte  Apparat  ist  in  Figur  463  ab- 
gebildet Das  kalibrierte  Absorptionsgefäß  A  ist  oben  und 
unten  durch  die  beiden  Hähne  a  und  h  verschließbar.  Das 
Gefäß  A  steht  durch  eine  elastische  Röhre  D  mit  der  ge- 
teilten Röhre  B  in  Verbindung.  Zu  Anfang  des  Versuchs  wird  B  und  A  (dies 
vollständig)  mit  Quecksilber  gefüllt  Dann  wird  durch  a  eine  bestimmte  Menge 
Wasser  in  A  eingeführt,  indem  man  durch  h  Quecksilber  ausfließen  läßt;  ebenso 
läßt  man  durch  a  eine  bestimmte  Menge  Gas  eintreten.     Dann  wird  das  Gefäß  A 


X 


Figur  463. 


1  C.  HsmT,  PhiL  Trans.  1.  29.  1803;  GiiB.  Ann.  20.  1^05. 
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zur  Beschleunigung  der  Absorption,  ohne  von  der  Hand  berührt  zu  werden,  so 
lange  geschüttelt,  als  noch  Absorption  bemerkbar  ist;  schließlich  wird  durch 
Nachgießen  von  Quecksilber  in  B  das  Volumen  des  absorbierten  Gases  bestimmt. 

Da  eine  Gasmenge  dem  Produkt  aus  Volumen  imd  Druck  proportional  ist, 
so  kann  man  das  HfiNRYSche  Gesetz  auch  so  aussprechen:  Die  von  der  Vo- 
lumeneinheit Wasser  bei  verschiedenen  Drucken  absorbierten  Gasmengen  sind 
proportional  den  Drucken,  bei  denen  die  Absorptionen  vollendet  waren,  voraus- 
gesetzt, daß  die  Temperatur  konstant  bleibt.  Es  hat  sich  dann  weiter  gezeigt, 
daß  das  Henry  sehe  Gesetz  für  alle  Flüssigkeiten  und  Gase  gilt,  wenn  erstens 
die  Absorption  nicht  stark  ist,  zweitens  der  Druck  wenig  variiert  und  drittens 
keine  chemischen  Einwirkimgen  zwischen  Flüssigkeit  und  Gas  eintreten. 

Ehe  weitere  Prüfungsresultate  des  Henry  sehen  Gesetzes  angeführt  werden, 
möge  ein  Absorptiometer  kurz  beschrieben  werden,  das,  im  Prinzip  von  Ostwald  ^ 


Wasserstoff 


ZwLuftpumpe 


Figur  464. 


angegeben,  von  Steiner  konstruiert  ist*  In  der  Figur  464  stellt  A  das  Ab- 
sorptionsgefäß, M  das  Meßgefäß  dar.  Die  Verbindung  von  A  und  M  ist  durch 
eine  Kiapillare  0  hergestellt,  die  aus  einem  Kupferrohr  von  2  m  Länge  und 
1,5  mm  lichtem  Durchmesser  besteht  und  deren  Volumen  genau  ermittelt  ist. 
Das  Gefäß  A  kann  gehoben,  gesenkt  und  geschüttelt  werden,  ohne  daß  die  Ver- 
bindung von  A  und  M  aufgehoben  wird.  Das  Meßgefäß  M  steht  in  einem 
großen  Wasserbade. 

D  stellt  ein  Druckgefäß  dar,  das,  mit  Quecksilber  gefüllt,  gehoben  und  ge- 
senkt werden  kann. 

a  und  ^  sind  Dreiweghähne. 

Die  Biegungen  /  am  unteren  Teile  des  Meßgefäßes  verhindern,  daß  Luft  von 


<  W.  Ostwald,  Allgcm.  Chem.  2.  Aufl.  1891.  p.  615.  —  2  p.  Steiner,  Wied.  Ann.- 62. 
275.  i894.  I^er  von  Bunsen  konstruierte  Apparat,  mit  dem  Bunsen  selbst  und  viele  andere 
Korscher  ausgedehnte  Beobachtungen  angestellt  hat,  besitzt  gegenüber  dem  oben  beschriebenen 
Apparat  den   Nachteil,  daß  beim  Schütteln  auch  QuedcsUber  mitgeschüttelt  wird. 
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unten  nach  der  Kugel  K^  die  etwa  51  ccm  Inhalt  hat,  dringen  kann;  das  Meß- 
gefäß ist  genau  kalibriert  und  geteilt. 

Das  Absorptionsgefäß  A  wurde  durch  den  Hahn  c  mit  gasfreier  Flüssigkeit 
vollständig  geflillt^  Dann  wurde  der  Apparat  mit  Gas  (im  vorliegenden  Falle 
G  mit  Wasserstoff)  gefüllt  und  zwar  zuerst  durch  den  Hahn  a,  die  Kapillare  <?, 
den  Hahn  b  ins  Freie. .  Dann  wurde  der  Hahn  a  so  gestellt,  daß  der  Wasser- 
stoff in  das  Maßgefäß,  welches  vorher  durch  Heben  von  D  ganz  mit  Quecksilber 
gefüllt  war,  eintrat  War  genügend  Wasserstoff  eingetreten,  wurde  der  Hahn  a 
auf  die  Verbindung  von  M  und  o  gestellt  und  durch  Messung  von  Druck,  Vo- 
lumen und  Temperatur  die  abgeschlossene  Gasmenge  ermittelt 

Nach  Vollendung  dieser  Messung  wurde  A  aus  dem  Bade  genommen,  der 
Hahn  b  auf  die  Verbindung  von  0  und  A  gestellt,  das  Druckgefäß  D  gehoben 
und  der  Hahn  c  geöffiiet,  so  daß  eine  später  zu  messende  Menge  Flüssigkeit 
(etwa  50  ccm]  aus  A  trat  In  dem  Absorptionsgefäß  A  war  jetzt  eine  bestimmte 
Menge  Flüssigkeit  und  außerdem  Wasserstoff  enthalten.  A  wurde  heftig  geschüttelt, 
um  die  Absorption  zu  beschleunigen.  Dies  wurde  so  lange  fortgesetzt,  bis  durch 
weiteres  Schütteln  die  Einstellung  der  Quecksilberoberfläche  in  M  sich  nicht  mehr 
änderte.  Zur  Messung  der  Gasmenge  wurde  A  in  das  Wasserbad  gebracht  Da 
das  Volumen  des  Gases  in  A  aus  der  ausgeflossenen  Menge  Flüssigkeit  bekannt 
war,  konnte  man  jetzt  wiederum  Druck,  Volumen  und  Temperatur  des  Gases 
leicht  bestimmen  und  so  die  nicht  absorbierte  Gasmenge  ermitteln. 

3.  Absorptionskoefflzient,  SättignngikoefQzient,  Lösliobkeit.  Bunsbn 
definiert  den  Absorptionskoeflizienten  folgendermaßen:  Der  Absorptionskoeffizient 
ist  das  auf  0®  und  76  cm  Quecksilber  reduzierte  Gasvolumen,  das  von  der 
Volumeneinheit  Flüssigkeit  unter  dem  Quecksilberdruck  von  76  cm  absorbiert 
wird.  Nach  dieser  Definition  ist  der  Absorptionskoeffizient  nur  noch  eine  Funk- 
tion der  Temperatur,  wenn  das  Henry  sehe  Gesetz  gilt  Um  aus  einer  Beobach- 
tung, die  nicht  bei  dem  Drucke  von  76  cm  gemacht  wurde,  den  Absorptions- 
koeffizienten zu  bestimmen,  muß  man  die  Abhängigkeit  der  Absorption  vom  Druck 
kennen;  Buksen  setzt  das  oben  besprochene  Henry  sehe  Gesetz  als  richtig  voraus. 

Bezeichnet  man  mit  ^  den  eben  definierten  Absorptionskoeffizienten,  so  ist 
nach  dem  Henry  sehen  Gesetz  die  von  der  Volumeneinheit  Flüssigkeit  unter  dem 
Drucke  von  /'cm  absorbierte  Gas  menge 

^•^  , 

-76-"'     • 

wenn  mit  s  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  Gas  bei  0^  und  76  cm  Druck  be- 
zeichnet wird. 

Aus  den  früher  angegebenen  Beobachtungen  läßt  sich  in  folgender  Weise 
der  Absorptionskoeffizient  ermitteln.  Die  Volumina  seien  sämtlich  auf  0®  redu- 
ziert; die  absorbierende  Flüssigkeit  habe  das  Volumen  A\  der  Versuch  werde 
bei  der  Temperatur  /  ausgeführt 

Vor  der  Absorption  sei  das  Gasvolumen  V^  der  Druck  P\  nach  der  Ab- 
sorption sei  das  Volumen  des  nicht  absorbierten  Gases  z/,  der  Druck  p. 

Die   absorbierte  Gasmenge   ist  dann,    wenn   j3  den   Absorptionskoeffizienten 

bei  /  darstellt: 

^,p  iV.P—V'p\ 

'  "  —  '  s 


7t)  l  76  / 

und  daraus 
.  .  ^       V'P^v^p       1   \V'P         \ 

1  Hierzu  diente   die    in    der  Figur  angedeutete   Luftpumpe;    die  näheren  Manipulationen 
sind  in  der  Steinsb.  sehen  Arbeit  angegeben. 
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Es  möge  im  Anschluß  an  diese  Formel  die  Absorption  von  Gasgemischen 
betrachtet  werden,  für  welche  nach  Dalton  auch  das  Henry  sehe  Gesetz  gilt, 
wenn  man  die  Partialdrucke  der  einzelnen  Gase  einführt 

Das  Volumen  V  bestehe  aus  den  Gasen  1,  2,  3  .  .  .,  so  daß  vor  der  Ab- 
sorption 

F  «  Fj  +  r,  +  F3  .  .  .     (unter  dem  Drucke  P) 

und  nach  der  Absorption 

»  =s  »j  +  z'a  +  «'s  •  •  •     (unter  dem  Drucke  p) 
sei. 

Die  Druckanteile  der  einzelnen  Gase  vor  der  Absorption  sind  dann,  wenn 
jedes  Gas  das  Volumen  V  einnimmt, 

V  V 

^\        y     ^     *  ^t        y     ^      >  •  •  • 

ebenso  sind  die  Druckanteile  der  einzelnen  Gase  nach  der  Absorption: 

p^^-^'p  ;       A  =  f  •/   ;  ••• 

Die  Menge  des  Gases  (i)«vor  der  Absorption  ist  bis  auf  den  Faktor  s^jl^ 
die  Menge  des  absorbierten  Gases  ist  bis  auf  denselben  Faktor 

wenn  ß^  den  Absorptionskoeffizienten  des  Gases  (i)  bezeichnet. 

Die  Menge  des  nicht  absorbierten  Gasrestes  ist  gleichfalls  bis  auf  den 
Faktor  Ji/76: 

...  .  ^1  •/=^-A     ^ 


^daher 

und  daraus 

(2) 

und  ebenso 

Pi  A.p^  A.v.p 

V-P^-v^p,  ^  [V,P-v,p)v 

Die  Gleichung  (2)  ergibt  sich  unmittelbar  aus  Gleichung  (i),  wenn  man  be- 
achtet, daß  das  Gas  (i)  vor  bezw.  nach  der  Absorption  unter  dem  Drucke  -Pj 
bezw.  /j  steht. 

Außer  dem  BuNSENschen  Absorptionskoeffizienten  ß  wird  zuweilen  der  von 
Wroblewski^  definierte  Sättigungskoeffizient  S  verwendet.  Der  dem  Drucke 
von  P  Atmosphären  entsprechende  Sättigungskoeffizient  gibt  das  bei  0®  und 
1  Atm.  gemessene  Gasvolumen  an,  das  zur  Sättigung  von  1  ccm  Flüssigkeit  unter 
dem  Drucke  von  -P  Atmosphären  notwendig  ist.  Die  Beziehung  von  ß  und  6" 
ist,  vorausgesetzt,  daß  das  Henry  sehe  Gesetz  gilt,  durch 

S^ß'P 

gegeben,  wo  P  in  Atmosphären  auszudrücken  ist. 

Femer  ist  von  Ostwald*  der  Begriff  der  Löslichkeit  in  die  Betrachtung 


1  S.  V.  Wroblewski,  Wied.  Ann.  18.  297.  1883.  —  ^  W.  Ostwald,  Allgem.  Chemie. 
2.  Aufl.  L  616.  1891. 


AUgSTphyMk.  Absorption  der  Gase  durch  Flilssigkchen.  1 5 1 1 

über  die  Absorption  eingeführt  Die  Löslichkeit  X  eines  Gases  gibt  das  Verhältnis 
des  bei  irgend  einem  Drucke  und  irgend  einer  Temperatur  absorbierten  Gas- 
volumens zu  dem  absorbierenden  Fiüssigkeitsvolumen  an.  Die  Löslichkeit  X  steht 
zum  BuNSEN  sehen  AbsorptionskoefEzienten  ß  in  der  Beziehung 

X^ß{l+cc/)      , 

wo  a  den  thermischen  Ausdehnungskoeffizienten  bezeichnet.  Es  läfit  sich  dies 
leicht  zeigen. 

Sei  V  das  absorbierende  Flüssigkeitsvolumen,  v  das  absorbierte  Gasvolumen 
bei  /^  und  /  cm  Druck  {v  ist  also  nicht  reduziert),  so  ist  nach  der  obigen 
Definition 

»-f  ■ 

Nach  dem  Henry  sehen  Gesetz  ist  das  bei  76  cm  Druck  absorbierte  Volumen 
das  gleiche  wie  das  bei  p  absorbierte  Volumen.  Reduziert  man  v,  das  bei  /^ 
unter  dem  Drucke  76  cm  steht,  auf  0^  so  erhält  man  das  Volumen  v^: 


°         1  +  «/ 
Es  ist  aber  der  Absorptionskoeffizient  ß: 

^        V         F(l  +  a/)        1  +  «/ 

Die  Löslichkeit  X  läßt  sich  auch  folgendermaßen  definieren^:  Versteht  man 
unter  Konzentration  eines  Gases  die  Anzahl  der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit, 
so  ist 

Konzentration  des  Gases  in  der  Flüssigkeit 


A  = 


Konzentration  des  Gases  in  d^m  Gasraum  oberhalb  der  Flüssigkeit 


Diese  Beziehung  ergibt  sich  leicht  Die  Zahl  der  Moleküle  in  dem  Vo- 
lumen u  des  Gases,  das  unter  dem  Drucke  p  steht,  ist  bei  konstanter  Tempe- 
ratur proportional  «•/;  die  Konzentration  ist  daher  proportional 

^=/  . 

u 

Unter  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungen  ist  deshalb  die  Konzentration 
des  Gases  in  der  Flüssigkeit  proportional 

V 

-y'P      • 

Die  Konzentration  in  dem  Gase  oberhalb  der  Flüssigkeit  ist  proportional  ^ 
Durch  Division  ergibt  sich: 

•  p 

Es  braucht  wohl  kaum  hinzugefügt  werden,  daß  X  unabhängig  vom  Druck 
ist,  wenn  das  Henry  sehe  Gesetz  gilt,  daß  X  aber  mit  der  Temperatur  sich  ändert. 

4.  Prüfung  des  Henryschen  Gesetzes.  Bunsen^  hat  das  HENRYsche 
Gesetz  durch  Beobachtungen  der  Absorption  von  Kohlensäure  durch  Wasser  bei 
zwei  Temperaturen  innerhalb  eines  kleinen  Druckintervalls  geprüft.  Wenn  bei 
konstanter  Temperatur  unter  dem  Drucke  P  die  Menge  g  von  einer  bestimmten 

1  G.  Just,  Ztsch.  phys.  Chem.  37.  348.  1901.  —  2  r.  Bunsen,  L  c,  p.  241. 
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Wassermenge  absorbiert  wird,  unter  dem  Drucke  /\  die  Menge  g^,  so  muß  nach 
dem  Henry  sehen  Gesetz 


sein.     Bezeichnet  man  mit  s  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  Gas  bei  0®  und 
76  cm  Druck,  so  ergab  sich: 


Temp. 

-Pin  cm 

> 
s 

88,61 
27,20 

81,41    . 
88,58 

g 

19,9  • 
19,9 

3,2 
•     8,2 

72,55 
52,88 

52,44 
64,68 

0,532 
0,519 

0,599 
0.597 

Die  Werte  von  gfs  'P  sind  fiir  dieselbe  Temperatur  nicht  vollständig  gleich, 
vielmehr  erreicht  die  Differenz  bei  19,9®  den  Wert  von  2,4*^/^,.  Da  aber  bei 
3,2**  die  Differenz  nur  0,8 ^/^j  beträgt,  so  ist  zu  vermuten,  daß  Beobachtungs- 
fehler vorliegen  und  daß  innerhalb  des  beobachteten  Temperaturintervalls  das 
Henry  sehe  Gesetz  nicht  verletzt  wird.  Bunsen  hat  femer  durch  Untersuchung 
der  Absorption  von  Gasgemengen  das  HENRYsche  Gesetz  geprüft;  er  gelangte 
so  zu  kleineren  Drucken,  als  er  bisher  angewandt  hatte.  Die  Prüfung  bezog 
sich  auf  Gemenge  von  Wasserstoff  und  Kohlensäure,  deren  Absorption  durch 
Wasser  geprüft  wurde.  Kennt  man  die  Zusammensetzung  des  Gemenges  vor  der 
Absorption,  so  kann  man  aus  Gleichung  (2)  die  Zusammensetzung  des  nicht  ab- 
sorbierten Gasrestes  ermitteln,  wenn  man  den  Absorptionskoeffizienten  ß^  kennt 
Es  ist  nämlich  nach  Gleichung  {2) 

wo  v^  das  gesuchte  Volumen  des  Gasrestes  des  Gases  (i),  v  das  Volumen,  /  den 
Druck  des  restierenden  Gemenges  nach  der  Absorption,  V^  das  Volumen  des 
Gases  (i)  und  P  den  Druck  dieses  Gases  (gleich  dem  Drucke  des  Gemenges) 
vor  der  Absorption  bezeichnet.  Bunsen  ermittelte  femer  die  Zusammensetzung 
des  restierenden  Gemenges  auf  eudiometrischem  Wege  und  verglich  die  so  er- 
mittelten Werte  mit  den  aus  den  Absorptionskoeffizienten  berechneten.  Als 
Beispiel  seien  zwei  Versuche  angegeben,  bei  denen  die  Volume  der  einzelnen 
Gase  in  der  Volumeneinheit  mitgeteilt  sind. 


Absorptiometrisch 


Eudiometrisch  ' 


■1 


Wasserstoflfvolumen    . 
Kohlensäurevolumen 

Wasserstoffvolumen    , 
Kohlensäurevolumen  . 


0,9207 
0,0793 

0,7338 
0,2667 


0,9246 
0,0754 

0,7819 
0,2681 


Bei  dem  ersten  Versuch  war  der  Dmckanteil  der  Kohlensäure  nach  er- 
folgter Absorption  nur  1,16  cm,  der  des  Wasserstoffs  66,98  cm.  Der  zweite 
Versuch,  der  das  Mittel  aus  drei  Beobachtungen  darstellt  und  bei  dem  der 
Druckanteil  der  Kohlensäure  bedeutend  größer,  nämlich  6,236  cm  wfir,  zeigt  eine 
bessere  Übereinstimmung.  Man  darf  deshalb  aus  den  Versuchen  eine  Bestäti- 
gung des  Henry  sehen  Gesetzes  für  Drucke  unterhalb  einer  Atmosphäre  und  für 
die  untersuchten  Gase  folgern.  ^ 
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Khanikof  und  Longuininb^  haben  bei  15^  ebenfalls  die  Absorption  der 
Kohlensäure  durch  Wasser  untersucht  und  zwar  bis  zu  Drucken  von  4  Atmo- 
sphären. Gibt  man  den  in  cm  Quecksilber  beobachteten  Druck  in  Atmosphären 
an,  so  liefern  die  Beobachtungen  direkt  die  Sättigungskoeffizienten  5  fQr  die  ver- 
schiedenen Drucke.     Nach  dem  Henry  sehen  Gesetz  mufi  die  Gröfie 

eine  Konstante  sein.     In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Resultate  mitgeteilt.^ 


/'(Druck  in 
AtmosphSren) 

S  (Sättigungs- 
koeflizient) 

S 
P 

P  (Druck  in 
Atmosphären) 

S  (Sättigungs- 
koeffizient) 

S 
P 

0,9180 
1,0645 
1,6966 
1,9340 
2,6848 

0,9441 
1,1619 
1,8647 
2,1623 
2,9076 

1,0283 
1,0915 
1,0991 
1,1180 
1,1037 

2,8798 

8,1171 

8,8605 

3,608 

4,0914 

8,1764 
8,4857 
3,7152 
4,0031 
4,5006 

1,102Q 
1,1182 
1,1055 
1,1110 
1,1000 

Nur  die  erste  Beobachtung  für  den  Druck  von  0,918  Atm.  zeigt  eine  stär- 
kere Abweichung  für  S\P  von  den  übrigen  Werten;  der  zweite  Wert  mit  nur 
einem  etwas  größeren  Drucke  schließt  sich  den  übrigen  Zahlenwerten  an. 
V.  Wroblewski  hat  aber  hervorgehoben,  daß  in  den  vorstehenden  Bestimmungen 
die  Sättigungskoeffizienten  nicht  exakt  berechnet  sind,  da  auf  die  Abweichung 
der  Kohlensäure  vom  Botle-Mariotte  scheu  (besetz  keine  Rücksicht  genommen 
ist  Eine  Neuberechnung  von  Wroblewski  zeigt,  daß  die  Werte  von  S\P  mit 
wachsendem  Drucke  jedenfalls  nicht,  wie  Khanikof  und  LoNGxnNiNE  schlössen, 
zunehmen,  sondern  eher  etwas  abnehmen.  Diese  Abnahme  wird  ganz  sicher 
festgestellt  aus  eigenen  Beobachtungen  Wroblewski  s',  die  bis  zu  80  Atm. 
reichen.  Die  Beobachtimgen  sind  bei  zwei  Temperaturen  angestellt  und  liefern 
folgende  Resultate: 


P 

S 

S 

(Drude  in 

(Sättigungskoeffizient) 

P 

Atmosphären) 

bei  0« 

bei  12,43« 

bei  0« 

bei  12,43« 

1 

1,797 

1,086 

1,797 

1,086 

5 

8,65 

5,15 

1,780 

1,080 

•   10 

16,03 

9,65 

1,603 

0,960 

15 

21,95 

18,63 

1,463 

0,909 

20 

26,65 

17,11 

1,332 

0,855 

25 

30,55 

20,31 

1,222 

0,812 

30 

83,74 

23,35 

1,124 

0,775 

Hiemach  nimmt  der  Ausdruck  von  S\P^  der  nach  dem  Henry  sehen  Gesetz 
konstant  sein  soll,  in  dem  Druckintervall  von  1  —  80  Atmosphären  bei  0®  um 
37  7o,  bei  12,43®  um  29%  ab.  Es  ist  hiemach  wahrscheinlich,  daß  die  Ab- 
weichung der  Absorption  vom  HENRYschen  Gesetz  mit  wachsender  Temperatur 
immer  mehr  abnimmt 

Diese  Folgerung  wird  durch  Versuche  imterstützt,  die  von  Sims*  gemacht 
sind  und  die  sich  auf  die  Absorption  von  schwefliger  Säure  und  von  Ammoniak 
durch  Wasser  beziehen. 

Es  bezeichnet  in  nachstehender  Tabelle  P  den  Druck  des  Gases  in  Milli- 
meter Quecksilber,    G    das   Gewicht  des  Gases,    das   beim  Dmcke  P  von    1  g 

^  Khanikof  u.  Longuinine,  Ann.  chim.  phys.  (4)  11.  412.  1867.  —  2  s.  v.  Wroblewski, 
WiED.  Ann.  18.  302.  1883;  wo  die  Drucke  auf  Atmosphären  reduziert  sind.  —  3  i.  c.  — 
4  Tb.  H.  Suis,  Joutd.  of  ehem.  See.  14.  i.  1861;  Libbigs  Ann.  98.  333.  1861. 
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Wasser  absorbiert  ist,  endlich  G'  das  Gewicht  des  Gases,  das  bei  760  nim  Druck 
absorbiert  sein  müßte,  wenn  das  Henry  sehe  Gesetz  Geltung  hätte.  Es  ist  also 
G'  nach  Formel 

ö .  760 


berechnet. 


0'  = 


I.    Schweflige  Säure. 


p 

Bei  V  C 

Bei  20<>  C 

1          Bei 

89.8<>  C 

Bei  50"  C 

mm 

G 

G' 

G 

G' 

1        ^ 

G' 

G 

G' 

30 

0,010 

0,258 













40 

0,018 

0,242 

— 

— 

— 

— 

— 

50 

0,015 

0,228 

— 

— 

— 

— 

— 

100 

0,027 

0,205 

— . 

— 

— 

— 

— 

— 

200 

0,050 

0,191 

,     0,080 

0,116 

0,016 

0,062     , 

0,012 

0,045 

400 

0,096 

0,182 

0,059 

0,109 

0,081 

.     0,060 

0,024 

0,045 

600 

0,141 

0,178 

0,088 

0,105 

0,047 

<     0,059 

0,085 

0.045 

760 

0,176 

0,176 

0,104 

0,104 

0,059 

'     0,059 

0,045 

0,045 

800 

0,185 

0,176 

0,110 

0,104 

0,062 

0,059 

0,047 

0,045 

1000 

0,229 

0,174 

0,187 

0,104 

0,077 

0,058     1 

0,059 

0,045 

1800 

0,295 

0,172 

0,178 

0,104 

— 

—        j 

— 

— 

1900 

— 

— 

0,259 

0,104 

— 

— 

— 

— 

2000 

— 

«_ 

— 

— 

0,149 

0,057 

0,112 

0,044 

2.   Ammoniak. 


p 

Bei  0»  C 

Bei  20«  C 

Bei  40«  C 

Bei 

\W  C 

mm 

G 

G' 

G 

G' 

G 

G' 

G 

1       G' 

20 

0,082 

8,118 

.- 

_ 



__ 

_ 

40 

0,U8 

2,820 

— 

— 

— 

— 

— 

60 

0,199 

2,522 

0,119 

1,518 

— 

— 

— 

— 

100 

0,280 

2.127 

0,158 

1,200 

0,064 

0,490 

[       - 

— 

200 

0,421 

1,598 

0,282 

0,881 

0,120 

0,455 

— 

400 

0,606 

1,152 

0,858 

0,670 

0,211 

0,402 

1       - 

— 

760 

0,899 

0,899 

0,518 

0,518 

0,888 

0,888 

0,074 

,     0,074 

1000 

1,126 

0,855 

0,618 

0,466 

0,404 

0,307 

0,096 

1     0,078 

1200 

1,886 

0,846 

0,685 

0,488 

0,445 

0,282 

0,115 

1     0,078 

1400 

1,549 

0,841 

0,761 

0,418 

0,479 

0,260 

0,185 

i     0,073 

Die  Abweichung  vom  HsNRYschen  Gesetz  ist  um  so  größer,  je  stärker  sich 
G'  in  derselben  Vertikalreihe  ändert.  Aus  der  Tabelle  für  schweflige  Säure  geht 
hervor,  daß  bei  7®  die  Änderung  von  G'  bedeutend  ist,  nämlich  von  0,253 
bis  0,172;  mit  wachsender  Temperatur  wird  diese  Änderung  aber  geringer  und 
bei  50  ist  sie  fast  null;  d.  h.  bei  50*  befolgt  die  Absorption  der  schwefligen 
Säure  in  Wasser  fast  vollkommen  das  Henry  sehe  Gesetz.  Gleichzeitig  ist  zu 
beachten,  daß  die  Absorption  mit  wachsender  Temperatur  sehr  bedeutend  ab- 
nimmt; vergleicht  man  bei  760  mm  die  verschiedenen  Werte  von  G^  so  ergibt 
sich,  daß  die  absorbierte  Menge  bei  50®  nur  '/^  von  derjenigen  bei  7*  ist  — 
Ähnliche  Resultate  findet  man  bei  der  Absorption  von  Ammoniak  durch  Wasser; 
obschon  bei  0®  die  Abweichung  vom  Henry  sehen  Gesetz  sehr  groß  ist,  wicd 
dieses  Gesetz  bei  100®  fast  genau  befolgt.  Eine  nähere  Vergleichung  der  Er- 
gebnisse zeigt,  daß  nicht  die  geringere  Absorption  in  hoher  Temperatur  die 
Ursache  sein  kann  dafür,  daß  in  hoher  Temperatur  das  HENRYsche  Gesetz  Gül- 
tigkeit erhält  Denn  bei  7®  wird  die  schweflige  Säure  für  80  mm  Druck  in  ge- 
ringerer Menge  absorbiert,  als  bei  50®  für  den  Druck  von  200  mm;  trotzdem 
zeigt  sich  im  ersten  Falle  eine  deutliche  Abweichung  vom  Henry  sehen  Gesetz, 
im  zweiten  Falle  dagegen   nicht     Die  schweflige  Säure  kann  auch  bei  50®  ver- 
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flüssigt  werden,  da  die  kritische  Temperatur  bei  +16S^  liegt;  die  Auffassung, 
daß  bei  höherer  Temperatur  das  Henry  sehe  Gesetz  deshalb  Gültigkeit  habe,  weil 
hier  eine  Kondensation  nicht  mehr  stattfinden  könne,  ist  deshalb  nicht  zutreffend.^ 

Das  Gesamtresultat  der  vorstehenden  Beobachtungen  läßt  sich  dahin  zu- 
sammenfassen, daß  das  Henry  sehe  Gesetz  gültig  ist,  wenn  die  Absorption  nicht 
stark  ist  und  der  Druck  nur  wenig  variiert;  tritt  eine  Abweichung  vom  Henry- 
schen  Gesetz  ein,  so  zeigt  dieselbe  sich  darin,  daß  die  bei  konstanter  Tem- 
peratur absorbierte  Gasmenge  mit  wachsendem  Drucke  kleiner  wird, 
als  sie  nach  dem  Gesetz  sein  sollte.  Endlich  hat  sich  ergeben,  daß  mit 
wachsender  Temperatur  die  Abweichung  vom  HENRYschen  Gesetz 
abnimmt. 

Treten  chemische  Einwirkungen  zwischen  der  Flüssigkeit  und  dem  Gase 
auf,  so  wird  die  Abweichung  vom  HENRYschen  Gesetz,  wie  zu  erwarten  ist, 
noch  viel  bedeutender.  Im  folgenden  sind  einige  Versuche  mitgeteilt,  die  von 
RoscoE  und  DiTTMAR*  über  die  Absorption  von  Chlorwasserstoff  durch  Wasser 
angestellt  sind.  Die  Versuche  beziehen  sich  auf  0®;  P  bedeutet  den  Druck  in 
cm  Quecksilber,  G  d\e  von  1  g  Wasser  au%enommene  Gasmenge  in  Gramm: 

P  ^  10  20  40  60  80  100  120 

G       0,618      0,657        0,707        0,763        0,800        0,831         0,856  0,882 

GjP    0,102      0,0657       0,0358      0,0191       0,0133      0,0104      0,00856      0,00735 

Hier  nimmt  GfP  auf  weniger  als  den  zehnten  Teil  ab,  wenn  der  Druck 
von  6— -120  cm  wächst 

6.  Abh&ngigkeit  von  der  Temperatur.  Kesnltate  über  die  Absorptions- 
koefflnenten,  die  aus  Beobachtnngen  gewonnen  sind,  die  nahe  bei  dem 
Dmcke  Ton  76  cfti  Quecksilber  angestellt  sind.  Bei  diesen  Beobachtungen 
kann  man  das  Henry  sehe  Gesetz  als  gültig  voraussetzen.  Bunsen  hat  eine 
große  Anzahl  von  Absorptionskoeffizienten  bestimmt,  die  in  der  folgenden  Tabelle 
fttr  zwei  Temperaturen  mitgeteilt  sind;  die .  absorbierenden  Flüssigkeiten  waren 
Wasser  und  Alkohol. 

Absorptionskoeffizienten  nach  Bunsen. 


Temp. 

Wasser 

Alkohol 

Temp. 

Wasser 

Alkohol 

0« 
10 
20 

Stickstoff   .... 

0,02035 
0,01607 
0,01403 

0,12634 
0,12276 
0,12038 

0* 
10 
20 

Grubengas.     .     .     .  . 

.  0,05449 
0,04372 
0,03499 

0,52259 
0,49535 
0,47096 

0» 
10 
20 

Wasserstoff    .     .     . 

0,01930 
0,01930 
0,01930 

0,06925 
0,06786 
0,06668 

0» 
10 
20 

Äthylen      .... 

0,2563 
0,1837 
0,1488 

3,5950 
8,0859 
2,7181 

0» 
10 
20 

Sauerstoff  .... 

0,04114 
0,03250 
0,02838 

0,28397 
0,28397 
0,28397 

0« 
10 
20 

Schwefelwasserstoff . 

4,3706 
3,5858 
2,9058 

17,891 

11,992 

7,415 

0^ 
lü 
20 

Kohlensäure   .     .     . 

1,7967 
1,1847 
0,9014 

4,3295 
3,5140 
2,9465 

0^ 
10 
20 

Schweflige  Säure     . 

— 

328,62 
190,31 
114,48 

0^ 
10 
20 

Kohlenoxyd    .     .     . 

0,03287 
0,02675 
0,02312 

0,20443 
0,20443 
0,20448 

0» 
10 
20 

Ammoniak '    .     .     . 

1 

1049,6 
812,8 
654,0 

- 

0» 
10 
20 

Stickoxydul     .     .     . 

1,3052 
0,9196 
0,6700 

4,1780 
8,5408 
3,0258 

'      0^ 

i    10 
20 

,  Luft 

0,02471 
0,01953 
0,01704 

^__ 

1  Vgl.  E.  WiEDEMANN,  Ladenburgs  Handwörterbuch  der  Chemie  1.  3.  1882.  - 
2  H.  E.  RoscoE  u.  W.  DiTTMAR,  LiEB.  Ann.  92.  437.  1859.  —  3  Nach  Versuchen  von 
Roscoe  und  Ditticar,  L  c 
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BuNSEN    hat    die    Absorptionskoeffizienten    in    ihrer    Abhängigkeit   von    der 
Temperatur  durch  Formeln  von  der  Gestalt 

dargestellt,  die  man  auch  so  schreiben  kann: 


'•-''hi'^i") 


Wir  begnügen  uns  damit,  im  folgenden  für  einige  Gase  bei  der  Absorption 
durch  Wasser  die  Koeffizienten  mitzuteilen: 


Luft 

Stickstoff  .  .  . 
Sauerstoff  .  .  . 
Kohlensäure  .  . 
Schweflige  Säure 


A 


0,02035 
0,04114 
1,7967 
79,789 


0,000654 
0,000589 
0,001089 
0,077610 
2,607700 


0,0000185 
0,0000112 
0,0000226 
0^016424 
0,0298490 


c 


0,02640 
0,026^S 
0,0264  b 
0,04820 
0,08268 


0,000548 
0,00(»548 
0,00054S 
0,000914 
0,000367 


Während  die  Werte  ß^  und  ö  für  die  verschiedenen  Gase  sehr  verschieden 
sind,  zeigen  die  Werte  von  ölß^  viel  kleinere  Unterschiede,  worauf  E.  Wiede- 
MANN^  aufmerksam  gemacht  hat;  während  nämlich  ß^  von  0,02  auf  79,79  — 
also. auf  etwa  das  4000 fache  —  steigt,  bewegen  sich  die  Werte  von  d/ß^  nur 
zwischen  0,026  und  0,043.  Sieht  man  von  cjß^  ab,  so  geben  die  Werte  von 
dfß^  an,  ein  wie  großer  Bruchteil  des  bei  0®  absorbierten  Gases  bei  einer  Tem- 
peratursteigerung um  1*^  entweicht;  aus  dem  Obigen  folgt  also,  daß  dieser  Bruch- 
teil für  die  untersuchten  Gase  innerhalb  enger  Grenzen  variiert.* 

Bohr'  hat  die  Abhängigkeit  der  Absorptionskoefözienten  von  der  Tempe- 
ratur durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


ßi 


K 
r  -  n 


dargestellt,  wo  T  die  absolute  Temperatur,  K  und  n  Konstante  bezeichnen.  Be- 
stimmt man  aus  dieser  Gleichung  den  Bruchteil  des  Gases,  der  bei  der  Tem- 
peratursteigerung von-  T  auf  {J*  +  1)  entweicht,  so  findet  man 

ßr  -^  ßx  +  i  1 


ßi 


T+  1 


Wenn  die  von  £.  Wiedemakn  abgeleitete  Beziehung  gelten  soll,  so  darf 
Z  +  1  —  «  für  die  verschiedenen  Gase  nur  wenig  variieren.  Bei  den  von  Bohr 
untersuchten  Gasen  liegt  n  zwischen  165  und  251,  wenn  die  Absorption  durch 
Wasser  erfolgt;  die  Variation  von  (T'H-  1  —  «)  ist  deshalb  für  die  verschiedenen 
Gase  bei  T^  278  von  ähnlicher  Größe,  wie  bei  der  Wiedemann sehen  Be- 
ziehung für  ^Iß^. 

Aus  der  mitgeteilten  Tabelle  der  Bünsen  sehen  Absorptionskoeffizienten  er- 
sieht man,  daß  die  Absorptionskoeffizienten  von  Wasserstoff  in  Wasser  und 
von  Sauerstoff  in  Alkohol  unabhängig  von  der  Temperatur  gefunden  wurden. 
Es  ist  dieses  Resultat  wenig  wahrscheinlich  und  durch  sorgfältige  Versuche  von 
W.  TiMOFEjEW*  nicht  bestätigt  worden.  Dieser  Forscher  fand,  daß  auch  hier  diese 
Absorptionskoeffizienten  mit  wachsender  Temperatur  abnehmen.     Es  ergab  sich: 


1  £.  Wiedemann,  Wied.  Ann.  17.  349.  1882.  —  2  Auch  die  übrigen  untexsuchten 
Gase,  deren  Koeffizienten  in  der  obigen  Tabefie  nicht  mitgeteilt  sind,  verhalten  sich  Ähnlich«  — 
8  C.  Bohr,  Wied.  Ann.  62.  644.  1897.  —  4  w.  Timofejew,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  6, 
141.  1890. 
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AbsorptionskoefBzient 
von  Wassersto£f  in  Wasser     1  von  Sauerstoff  in  Alkohol  (99,7  ®/o) 


Tcmp. 


0° 

0,02153 

10 

0,01978 

20 

0,01837 

0,23870 
0,22656 
0,22007 


Berechnet  man  aus  den  Werten  für  0**  und  10®  die  Änderung  des  Ab- 
sorptionskoeffizienten für  1®  als  Bruchteil  des  Wertes  bei  0*^,  so  ergeben  sich  fQr 

Wasserstoff  in  Wasser  Sauerstoff  in  Alkohol 

0,0081  0,0036 

Der  Wert  0,0081  für  Wasserstoff  in  Wasser  ist  bedeutend  kleiner  als  die 
oben  mitgeteilten  Werte  von  d/ßQ  bei  den  anderen  Gasen,  so  daß  also  der 
Wasserstoff  die  kleinste  prozentische  Änderung  des  Absorptionskoeffizienten  mit 
der  Temperatur  bei  der  Absorption  durch  Wasser  zeigt. 

Von  L.  W.  Winkler  ^  ist  auf  empirischem  Wege  ein  Zusammenhang  nach- 
gewiesen zwischen  der  Änderung  des  Absorptionskoeffizienten  der  Gase  in  Wasser 
mit  der  Temperatur  und  der  entsprechenden  Änderung  der  inneren  Reibung  des 
Wassers.  Bezeichnet  man  die  Absorptionskoeffizienten  eines  Gases  in  Wasser 
bei  den  Temperaturen  0®  und  /®  mit  ß^  und  ß^  und  ebenso  die  Koeffizienten 
der  inneren  Reibung  des  Wassers  mit  fi^  und  fi^  so  ist  nach  Winkler 


(I) 


ft  -  A  -  (f^o  -  ^«) 


wo  C  eine  Konstante  ist,  die  nur  von  der  Natur  des  Gases  abhängt  In  der 
folgenden  Tabelle  sind  die  Werte  von  C  zusammengestellt,  die  sich  für  die 
Temperaturintervalle  von  0^  bis  60^  bei  den  verschiedenen  Gasen  ergeben. 


Temperatur- 

H, 

N, 

CO 

NO 

0, 

Intervall 

0—10 

0,887. 

0,783 

0,764 

0,848 

0,888 

0—20 

50 

84 

86 

27 

94 

0—80 

79 

79 

90 

80 

44 

0—40 

71 

84 

87 

29 

85 

0—60 

67 

84 

98 

86 

86 

0—60 

49 

78 

98 

21 

24 

Mittelwerte 
von  C 

0,359 

0,781 

0,785 

0,881 

0,884 

K, 


3,51 


3,90 


3,87 


8,74 


8,81 


Die  Werte  in  derselben  Vertikalreihe,  die  nach  der  Winkler  sehen  Relation 
konstant  sein  sollen,  schwanken  nur  wenig.  Die  Größe  C  hängt  nur  von  der 
Natur  des  Gases  ab  und  soll  nach  Winkler  durch  die  Gleichung 


C  = 


ym 

K 


bestimmt  sein,  in  der  m  das  Molekulargewicht  des  Gases  darstellt  und  K  mit 
der  Zahl  der  Atome  im  Molekül  variiert  und  zwar  in  den  Grenzen  von  4,5  für 
ein  Moletül  mit  1  Atom  bis  zu  2,5  für  ein  Molekül  mit  10  oder  mehr  Atomen. 


1  L.  W.  Winkler,  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  66.  355.  1906;  vgl.  auch  ibid.  9.  171.  1892 
und  10.  144.  1893. 
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Die  einzelnen  Werte  sind  von  Winkler  aus  den  Beobachtungen  auf  graphischem 
Wege  gefunden  und  ergaben: 


Zahl  der  Atome 
im  Molekül 


123456789        10    oder  mehr 
Werte  von  K  4,5      3,8      3,2      2,9      2,7      2,7      2,6      2,6      2,6       2,5 

Im  folgenden  sind  die  Werte  von  K  angegeben,  die  nach  der  Formel 


(2) 


aus  den  Beobachtungen  berechnet  sind  und  zwar  für  Gase,  deren  Atomzahl 
zwischen  1  (Argon)  und  9  (Propylen)  liegt;  neben  diesen  Werten  von  K  stehen 
die  Werte,  die  auf  graphischem  Wege  aus  der  Atomzahl  ermittelt  sind. 


K 

Zahl 

Gas 

bezw.  Dampf 

berechnet  nach 
Gleichung  (2) 

berechnet  aus 
der  Atomzahl 

der  Atome 
im  Molekül 

A.     .     .     . 

4,29 

4,6 

1 

H,      . 

8,55 

8,8 

2 

N,     . 

li           3,90 

3,8 

2 

CO    . 

ij            3,87 

3,8 

2 

NO    . 

3,74 

3,8 

2 

0,      . 

3,81 

3,8 

2 

H,S  . 

3,17 

3,2 

3 

COS. 

2,95 

3,2 

3 

N,0. 

3,10 

3,2 

3 

CO,   . 

3,10 

3,2 

3 

CS,    . 

2,97 

8,2 

3 

CA. 

8,2 

2,9 

4 

CHCl, 

2,92 

2,7 

5 

e,H,. 

2,90 

2,7 

6 

C,H.. 

2,75 

2,6 

9 

L 


Für  Gase  mit  gleicher  Molekülzahl  muß  sich'  der  gleiche  Wert  von  K  er- 
geben, wenn  man  ihn  nach  der  Formel  (2)  berechnet  Für  die  zweiatomigen 
Gase  ist  dies  nahezu  der  Fall,  wie  die  zweite  Vertikalreihe  der  vorstehenden 
Tabelle  zeigt;  nur  der  Wasserstoff  zeigt  einen  kleineren  Wert,  wobei  aber  zu  er- 
wähnen ist,  daß  die  Absorptionskoeffizienten  des  Wasserstoffs  mit  der  Temperatur 
nur  langsam  abnehmen,  so  daß  kleine  Versuchsfehler  sich  stark  geltend  machen. 
Auch  die  fünf  dreiatomigen  Gase  der  vorstehenden  Tabelle  zeigen  eine  genügende 
Übereinstimmung  in  den  Werten  von  K, 

Wie  schon  erwähnt,  ist  die  von  Winkler  aufgestellte  Beziehung  auf  empi- 
rischem Wege  abgeleitet;  es  wird  zu  untersuchen  sein,  ob  sich  die  Beziehung 
auch  bewährt,  wenn  nicht  Wasser,  sondern  andere  Flüssigkeiten  als  Absorptions- 
mittel verwendet  werden. 

6.  Gehalt  des  Wassers  an  Sauerstoff  und  Stickstoff.  Da  der  Absorptions- 
koeffizient des  Sauerstoffs  größer  als  derjenige  des  Stickstoffs  in  Wasser  ist,  so 
ist  das  Volumenverhältnis  dieser  beiden  Gase  im  Wasser,  das  mit  Luft  gesättigt 
ist,  ein  anderes  als  in  der  Atmosphäre.  Bezeichnet  man  den  Druckanteil  des 
Sauerstoffs  in  der  Atmosphäre  mit /j,  des  Stickstoffs  mit /,,  femer  die  Absorp- 
tionskoefBzienten  entsprechend  mit  /3^  imd  p^,  so  ist  der  Quotient  der  absorbierten 
Volumina 

ajA 
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Da  für  Sauerstoff /j  =  0,21-76;  ß^  =  0,04114;  für  Stickstoff/,» 
ß^  =  0,02085  \  so  ist  der  obige  Quotient 

Volumen  Sauerstoff   _   0,0086  _  86 
0,0161  ""65 


0,79-76; 


Volumen  Stickstoff 


Der  Sauerstoflfgehalt  des  Wassers  ist  also  um  14%  größer  als  derjenige 
der  LufL 

7.  Absorption  dnroh  Löstuigen.  Bei  den  wässerigen  Salzlösungen,  die  zur 
Absorption  von  Gasen  dienen  sollen,  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  nämlich, 
ob  eine  chemische  Einwirkung  zwischen  Gas  und  Lösung  eintritt  oder  nicht. 
Nur  wenn  chemische  Einwirkungen  fehlen,  bestätigt  sich  das  Henry  sehe  Gesetz. 
Der  Absorptionskoeffizient  ist  in  einer  Salzlösung  kleiner  als  in  reinem  Wasser, 
und  zwar  um  so  kleiner  je  konzentrierter  die  Lösung  ist  Bestimmt  man  die 
Verminderung  des  AbsorptionskoefBzienten  durch  <;len  Einflufi  des  Salzes,  so  ist 
diese  Verminderung  nur  annähernd  proportional  der  Konzentration.  Von  den 
zahlreichen  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  sollen  im  folgenden  nur  einige 
mitgeteilt  werden.  Geffcken*  verwendet  den  von  Ostwald  eingeführten  Begriff 
der  Löslichkeit  X,  der,  wie  oben  angegeben,  mit  dem  Bunsbn  sehen  Absorptions- 
koef&zienten  ß  in  der  Beziehung 

A  =  ^(l  +  «/) 

steht,  wo  a  den  thermischen  Ausdehnungskoef&zient  des  Gases  darstellt  Be- 
zeichnet man  mit  il^  die  Löslichkeit  des  Gases  in  dem  reinen  Lösungsmittel  (im 
vorliegenden  Falle  Wasser)  und  mit  l^  die  Löslichkeit  in  einer  Lösung,  die 
m  Grammäquivalente  der  gelösten  Substanz  in  1  Liter  Lösung  enthält,  so  stellt 
Xq  —  X^  die  Löslichkeitserniedrigung  dar.     Geffcken  bezeichnet  die  Größe 

als  relative  Löslichkeitserniedrigung,  sowie 

m  .  Xq 

als  relative  äquivalente  Löslichkeitserniedrigung. 

Im  folgenden  sind  die  entsprechenden  Werte  für  die  Löslichkeit  von  Sauer- 
stoff in  wässerigen  Lösungen  von  Chlornatrium  angegeben  und  zwar  für  die 
Temperaturen  15<*  und  25^. 


Löslichkeit  von  Sauerstoff  in  NaCl-Lösungen. 


m 

(N.a) 



0,0368 
0,0308 
0,0260 
0,0182 

bei  15« 

Xo-K. 

Xo-X^ 
1  m-X^ 

0,803 

0,284 

1    0,247 

A« 

bei  25« 

Xo-K. 
m.X, 

0,0 
0,5 
1,0 
2.0 

0,0055 
0,0108 
0,0181 

0,0808 
0,0262 
0,0223 
0,0158 

0,0046 
0,0085 
0,0150 

0,800 
0,276 
0,248 

Aus  dieser  Tabelle  ergeben  sich  die  nachstehenden  Folgerungen,  die  auch 
für  andere  Salzlösungen  und  für  andere  Gase  gelten: 


^  Die  AbsorptionskoefüzieDten  beziehen  sich  auf  0«. 
Chem.  49.  257.  1904. 


2  G.  Geffcken,  Ztschr.  f.  phys. 
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1.  Die  LöBÜchkeit  X^  nimmt  mit  wachsendem  Salzgehalt  m  ab;  daraus  folgt, 
daß  die  Löslichkeitserniedrigung  Xq  —  X^  mit  wachsendem  m  zunimmt. 

2.  Die  relative  äquivalente  Löslichkeitserniedrigung  (i^  —  O/'^'^o  i^i™°^t  mit 
wachsendem  m  ab;  daraus  folgt,  daß  die  Löslichkeitserniedrigung  langsamer  als 
m  wächst. 

3.  Die  relative  äquivalente  Löslichkeitserniedrigung  nimmt  mit  wachsender 
Temperatur  ab. 

Um  den  Einfluß  der  verschiedenen  Gase  zu  zeigen,  sind  die  folgenden 
Zahlen  mitgeteilt,  die  sich  ebenfalls  auf  NaCl-Lösungen  beziehen.  Die  Tempe- 
ratur ist  25®. 


Gase^ 

Gehalt 
m  -  0,5 

Gehalt 
m  SS  l 

Gehalt 
m  =  2 

0,489 
0,800 
0,268 

fn»Xo 

0,412 
0,276 
0,209 

0,328 
0,248 

Die   folgende  Tabelle   gibt    die  relative  äquivalente  Löslichkeitserniedrigung 
von  Wasserstoff  in  wässerigen  Lösungen  verschiedener  Salze  bei  15^  nach  Steiner.' 


Salze 

msml 

m«2 

m«  3 

^«  =  4 

Xo' 

i« 

m  • 

K 

LiCl 

0,164 

0,148 

0,135 

0,124 

KNO, 

0,190 

0,161 

0,143 

— 

KCl 

0,202 

0,177 

0,157 

0,141 

NaNO, 

0,205 

0,181 

0,159 

0,148 

KCacy 

0,207 

0,182 

0,163 

0,147 

, 

S^aCl 

0,215 

0,196 

0,177 

0,157 

(MgSOJ 

0,229 

0,202 

0,181 

0,162 

(ZnSO J 

0,282 

0,204 

0,182 

0,161 

(Na^SO^) 

0,272 

0,236 

0,208 

— 

. 

(K^CO.) 

0,289 

0,243 

0,209 

0,188 

- 

(Na,CO.) 

0,288 

0,243 

0,210 

— 

Zucker 

0,820 

0,305 

— 

Die  Reihenfolge  der  Salze  bleibt  dieselbe,  wenn  an  Stelle  von  Wasserstoflf 
ein  anderes  Gas  tritt,  und  dessen  Löslichkeit  für  die  verschiedenen  Lösungen  be- 
stimmt wird.  Am  wenigsten  erniedrigen  die  Löslichkeit  die  Nitrate  (z.  B.  KNO3 
weniger  als  KCl),  dann  folgen  die  Jodide,  Bromide,  Chloride;  am  stärksten 
wirken  die  Sulfate  [z.  B.  -J-CNa^SOJ  stärker  als  NaCl].  Vergleicht  man  die 
Kationen,  so  erhält  man  die  Reihenfolge  NH^,  Cs,  Li,  Rb,  K,  Na,  so  daß  Na 
den  stärksten  Einfluß  hat. 

Die  Zuckerlösung,  die  am  Ende  der  Tabelle  angegeben  ist,  zeigt  eine  be- 
deutend kleinere  Änderung  von  (i^  —  XJjm^XQ  mit  wachsendem  m,  als  die  Salz- 
lösungen. 

Die  Säurelösungen  verhalten  sich  ähnlich  wie  die  Salzlösungen;  wir  gehen 
hierauf  nicht  näher  ein. 


1  Die  Werte  fiir  die  Gase  N,  und  H,  rühren  von  L.  Bkaun  (Ztschr.  f.  phys.  Chem.  83. 
721.  900).  —  2  p.  Steiner,  WiED.  Ann.  62.  295.  1894.  Steiner  hat  die  Äquivalentdepression 
(p  SS  (0,01883  ^  ß)lm  angegeben,  wo  0,01883  den  AbsorptionskoefHzienten  des  Wasserstoffs  in 
reinem  Wasser  und  ß  den  Absorptionskoeffizienten  in  den  verschiedenen  Lösungen  darstellt;  die 
obigen  Zahlen  sind  aus  den  q>  Werten  durch  GsFFCKSN  berechnet. 
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8.  Ändertmg  des  Volumens  und  des  spezifischen  Gewichts  infolge  der 
Absorption.  Durch  die  Absorption  eines  Gases  wird  das  Volumen  der  absor- 
bierenden Flüssigkeit  in  jedem  Falle  vergrößert;  in  vielen  Fällen  ist  diese  Volumen- 
vergrößerung der  absorbierten  Gasmenge  proportional,  wie  dies  aus  folgenden 
Versuchen  von  K.  Ängström^  hervorgeht,  die  bei  0^  ausgeführt  wurden  und  sich 
auf  die  Absorption  in  Wasser  beziehen. 


101,5 
203,2 
304,8 
598,0 
896,G 


Luft 
dV 


0,154 
0,308 
0,443 
0,886 
1,276 


Wasserstoff 


Kohlensäure 


dV 

'~g' 

0,0015 
0,0015 
0,0014 
0,0015 
0,0014 


207,1 
4ö5,0 
701,6 


dV 


'     0,231 

0,499 

I     0,730 


dV 

~g' 

0.00111 
0,00103 
0,00104 


I 


G 


992,3 
1382,3 


dV 


1,215 
1,800 


dV 
G 

0,00123 
0,00130 


Es  bedeutet  hier  G  das  absorbierte  Volumen  (reduziert  auf  76  cm  Queck- 
silber) in  cmm,  dV  die  Volumenvergrößerung.  Man  sieht  aus  den  Zahlen,  daß 
dVj  G  für  dasselbe  Gas  sehr  nahe  unabhängig  von  G  ist,  d.  h.  daß  die  Volumen- 
zunahme proportional  der  absorbierten  Gasmenge  ist.  Es  war  dies  früher  schon 
durch  Mackenzie  und  Nichols^  für  Kohlensäure  und  durch  Nichols  und 
Wheeler^  für  Ammoniak  aus  Beobachtungen,  deren  Übersichtlichkeit  mangel- 
haft erscheint,  abgeleitet. 

Die  Größe  dVl  G  =  d  gibt  die  Volumenvergrößerung  der  Volumeneinheit 
diese  Flüssigkeit  an,  wenn  die  Flüssigkeit  ein  ihr  gleiches  Volumen  Gas  absorbiert; 
Größe  8  wird  von  Ängström  Absorptionsdilatationskoeffizient  genannt  Das 
Volumen  1  +  ö,  das  die  Flüssigkeit  nach  der  Absorption  aufweist,  kann  man  so 
verteilen,  daß  die  Flüssigkeit  das  Volumen  1,  das  Gas  das  Volumen  ö  hat  Da 
das  Gas  vor  der  Absorption  das  Volumen  1  einnahm,  so  ist  durch  die  Absorption 
das  Volumen  1  zu  dem  Volumen  6  verdichtet,  oder  auch  das  Volumen  IJö  zu 
dem  Volumen  1.  Würden  die  Gase  dem  Boyle-Mariotte  sehen  Gesetz  bis  zu 
den  höchsten  Drucken  folgen,  so  würde  zur  Kompression  eines  Gases  vom  Vo- 
lumen 1  und  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  zu  dem  Volumen  6  der  Druck 
von  1  /  (J  Atmosphären  erforderlich  sein.  Infolge  der  Abweichung  der  Gase  vom 
Boyle-Mariotte  sehen  Gesetz  sind  aber  viel  größere  Drucke  nötig.  Ängström 
hat  dieselben  aus  den  Beobachtungen  Natterers  berechnet  und  folgende  Werte 
gefunden : 


Druck'  in 
Atmosphären 


Vol.  entsprechend'  dem 
Druck  von  2500  Atm. 


Stickstoff  .     .     . 

688 

2520           ' 

680 

Luft      .... 

714 

26,S0 

705 

WasserstoIT    .     . 

943 

2260 

976 

Die  Kompression,  die  durch  die  Absorption  herbeigeführt  wird,  ist  also  sehr 
bedeutend  und  entspricht  einem  Drucke  von  etwa  2500  Atm.*  In  der  letzten 
Vertikalreihe   steht   das  Volumen,  welches  durch  den  Druck  von  2500  Atm.  auf 


'  K.  Ängström,  Wied.  Ann.  15.  297.  1882.  —  ^  J.  J.  Mackenzie  u.  E.  L.  Nichols, 
WiED.  Ann.  3.  138.  1878.  —  3  E.  L.  Nichols  u.  A.  W.  Wheelkr,  Phil.  Mag.  (5)  11.  113. 
1881. —  4  Angström  hat  auch  die  Gase  Kohlenoxyd  und  Sauerstoff  in  die  Reihe  mitaufgenommen, 
indem  er  die  Natterer  sehen  Tabellen  für  höhere  Drucke  extrapoliert  hat;  es  wird  hierdurch 
aber  eine  schwer  zu  schätzende  Unsicherheit  eingeführt.  —  W.  Ostwald  (Allgem.  Chem.  2.  Aufl. 
p.  364)  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  das  Volumen  des  absorbierten  Gases  fast  auf  das 
Volumen  der  Moleküle  selbst  reduziert  ist. 

WiNKBLMANN,  Phy»ik.    d.  Aufl.    I.  96 


1522 


A.  Winkelmann  ,  Absorption  und  Adsorption. 


Handb.  d. 
Phys.     2.  Aufl. 


das  Volumen  1  komprimiert  wird;  dasselbe  ist  von  Ängström  aus  den  Beob- 
achtungen Natterers  berechnet.  Die  Zahlen  wachsen  vom  Stickstoff  zum 
Wasserstoff,  ebenso  wie  entsprechende  Zahlen  für  1/d.  Darf  man  das  Resultat 
verallgemeinem,  so  würde  folgen,  daß  mit  zunehmender  Kompressibilität  auch 
1/d  zunimmt,  also  6  abnimmt. 

Ängström^  hat  in  einer  späteren  Arbeit  die  Volumenändeningen  unter- 
sucht, die  durch  die  Absorption  derselben  Gase  in  verschiedenen  Lösungsmitteln 
entstehen.  Die  folgende  Tabelle  gibt  eine  Übersicht;  in  derselben  gibt  6  den 
früher  definierten  Absorptionsdilatationskoeffizienten  an. 


Chloroform 
Nitrobenzol 
Wasser .     .     . 
Benzol   . 
Methylalkohol 
Äthylalkohol  . 
Äther     .     .     . 


I   Kohlensäure 

I'  0,00188 
168 
130 
200 
184 
185 

'I  200 


Luft 

0,00205 

143 
216 
201 
203 
240 


I     Wasserstoff 

!        0,00160 

106 
170 
157 
152 
I  184 


1,18 

1,23 
1,18 

i.n 

1,22 
1,09 


iL 

1,28 

1,35 
1,27 
1,28 
1,34 
1,30 


Aus  den  Zahlen  geht  hervor,  daß  für  dieselbe  Flüssigkeit  ^3  <  ^^  <  ^3  ist, 
d.  h.  daß  von  den  drei  Gasen  durch  Wasserstoff  die  kleinste,  durch  Luft  die 
größte  Volumenvermehrung  herbeigeführt  wird.  Die  Verhältniszahlen  S^/d^  und 
«^2/^3  ändern  sich  beim  Übergang  von  einer  Flüssigkeit  zu  anderen  nur  wenig; 
nur  beim  Äther  ist  ö^/ö^  bedeutend  kleiner  als  alle  anderen  Zahlen;  ob  hier 
Beobachtungsfehler  vorliegen  oder  andere  Gründe  die  Abweichung  verursachen, 
ist  noch  nicht  entschieden. 

Blümcke^  hat  die  Volumenänderungen  bestimmt,  die  Wasser  und  Alkohol 
durch  die  Absorption  von  Kohlensäure  erfahren,  wenn  man  zu  hohen  Drucken 
übergeht;  auch  hier  zeigte  sich,  daß  die  Volumenzunahme  proportional  der  auf- 
genommenen Gasmenge  war.  Beim  Wasser  wurden  die  Versuche  bis  zu  dem 
Drucke  von  55  Atmosphären  fortgesetzt;  die  Volumeneinheit  Wasser  hatte  hier 
bei  einer  Temperatur  von  19®  28  Volume  Kohlensäure  (bei  0®  und  1  Atmo- 
spliäre  gemessen)  aufgenommen.  Die  Volumenzunahme  des  Alkohols  infolge 
Absorption  von  Kohlensäure  war  bei  der  stärksten  Absorption,  wenn  mehr  als 
400  Volume  Kohlensäure  aufgenommen  waren,  bedeutender,  als  nach  dem  Pro- 
portionalitätsgesetz berechnet  wurde. 

Obwohl  durch  die  Absorption  des  Gases  immer  eine  Volumenvermehrung 
der  Flüssigkeit  eintritt,  kann  das  spezifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  nach  der 
Absorption  sowohl  größer  als  auch  kleiner  sein,  als  dasselbe  vor  der  Ab- 
sorption war. 

Bezeichnet  man  mit 

s  das  spezifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  vor    der  Absorption, 
^i  )»  >j  »         >»  i>         nacn  „  „ 

ist  d  der  Absorptionsdilatationskoeffizient,  a  das  Gewicht  der  Volumeneinheit 
Gas  bei  0®  und  76  cm  Druck,  das  absorbiert  ist,  so  hat  man 


S.  —  S  =^  6  —  6*s. 


daher 

oder,  da  d  immer  sehr  klein  ist,  kann  man  ds^  =  ds  setzen,  so  daß 

s^  —  s  =  a  —  ÖS 
wird. 

1   K.  Ängström,   Wied.   Ann.   33.    223.    1888.   *-  2   a.  Blümcke,   Wied.  Ann.   23. 
404.  1884;  30.  243.  1887. 
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Die  folgende  Tabelle,  welche  die  einzelnen  Größen  bei  0®  angibt,  rührt  von 


Angström  her;  jj  ist  nach  der  letzten  Formel  berechnet. 


" 

1                     s^  nach 

s^  nach 

j,  nach 

j         s        jj  Absorpt. 
ll    gasfrei    l|v.Kohlen- 
1      säure 

jj  —  j       1  Absorpt. 

Absorpt. 
^*      ^      'v.Wasser- 

s^-s 

'  V.  Luft 

1       Stoff 

Chloroform    . 

1,51706      1,51618 

-  0,00088''  1,51524 

-  0,00182  '  1,51472 

-  0,00234 

Nitrobenzol   . 

.       1,22283      1,22275 

-  0,00008         — 

—          1       — 

— 

Wasser     .     . 

0,99987      1,00054 

+  0,00067  1,  0,99973 

-  0,00014     0,99890 

-  0,00097 

Benzol      .     . 

,  0,90008     0,90025 

+  0,00017    0,89943 

-  0,00065     0,89864 

-  0,00144 

Methylalkohol 

0,81002     0,81050 

+  0,00048    0,80968 

-  0,00034     0.80884 

-  0,00118 

Äthylalkohol 

0,80715     0,80763 

+  0,00048     0,80680 

-  0,00035     0,80601 

-  0,00114 

Äther  .     .     . 

0,73631      0,73681 

+  0,00050     0,73583 

-  0,00048     0,73505 

-  0,00126 

Das  spezifische  Gewicht  nach  der  Absorption  ist  kleiner  als  jenes  vor  der 
Absorption  bei  allen  Flüssigkeiten,  wenn  Luft  oder  Wasserstoff  absorbiert  ist,  weil 
hier  a  immer  kleiner  als  6'S  ist.  Bei  der  Absorption  von  Kohlensäure  gilt  für 
die  spezifisch  schweren  Flüssigkeiten  das  gleiche;  die  übrigen  Flüssigkeiten  inkl. 
Wasser  zeigen  einen  positiven  Wert  von  Jj  —  j. 

Die  obigen  Werte  gelten  für  den  Fall,  daß  die  Volumeneinheit  Flüssigkeit 
die  Volumeneinheit  des  Gases  absorbiert  hat.  Nach  Bunsen  ist  der  Absorptions- 
koeffizient der  Luft  in  Wasser  bei  0®  0,0247.  Das  spezifische  Gewicht  des  mit 
Luft  unter  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  gesättigten  Wassers  ist  also  nur  um 
0,00014-0,0247  =  0,0000035  kleiner  als  luftfreies  Wasser,  so  daß  diese  Ände- 
rung fast  immer  ohne  Belang  ist. 

9.  Theoretisches.  Wenn  eine  Flüssigkeit  mit  einem  Gase  in  Berührung 
ist,  so  wird  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  von  den  Gasmolekeln  getroffen,  die- 
selben dringen  in  die  Flüssigkeit  ein  und  werden  dort  durch  Anziehungskräfte, 
die  zwischen  den  Molekülen  der  Flüssigkeit  und  des  Gases  auftreten,  teilweise 
iy  der  Flüssigkeit  festgehalten.  Ist  die  Flüssigkeit  mit  dem  Gase  gesättigt,  so 
hat  sich  ein  Gleichgewichtszustand  hergestellt,  der  dadurch  charakterisiert  ist,  daß 
in  der  gleichen  Zeit  ebensoviel  Gasmoleküle  in  die  Flüssigkeit  eindringen,  als  aus 
derselben  infolge  ihrer  Bewegungsenergie  wieder  austreten. 

Ist  A^  die  Zahl  der  Gasmoleküle  pro  Volumeneinheit  oberlialb  der  Flüssigkeit, 
X  die  Zahl  der  absorbierten  Moleküle  pro  Volumeneinheit  Flüssigkeit  zu  irgend 
einer  Zeit  /,  so  wird  die  Zahl  der  in  die  Flüssigkeit  pro  Zeiteinheit  eindringenden 
]Müleküle  proportional  mit  Nj  also  gleich  aN  sein,  die  Zahl  der  aus  der  Flüssigkeit 
austretenden  Moleküle  proportional  mit  x,  also  gleich  d  x  sein,  wo  a  und  d  Kon- 
stante sind.  Solange  die  Flüssigkeit  noch  nicht  gesättigt  ist,  ist  aN'^  bx]  ist 
aber  die  Flüssigkeit  gesättigt  —  in  diesem  Falle  sei  x  ^  N^  — ,  so  wird 


aN=d'A\ 


oder 


N 


Das  Verhältnis  A^j/^V  gibt  das  Verhältnis  der  Konzentrationen  des  Gases 
in  der  Flüssigkeit  und  oberhalb  derselben;  dieses  Verhältnis  ist  nach  dem  Henry- 
schen  Gesetz  (vgl.  3)  konstant  und  diese  Konstanz  ergibt  sich  aus  der  obigen 
Ableitung. 

Ändert  sich  die  Temperatur,  so  ändert  sich  auch  das  Verhältnis  A^,  /A^  und 
zwar  wird,  wie  die  Beobachtungen  zeigen,  mit  wachsender  Temperatur  das  Ver- 
hältnis kleiner.  Es  beruht  dies  darauf,  daß  mit  wachsender  Temperatur  die 
Gasmoleküle  weniger  stark  von  der  Flüssigkeit  festgehalten  werden.  Wenn  des- 
halb in  der  Voluincneinheit  Flüssigkeit  jetzt  ebenso  wie  oben  .r  Gasmoleküle 
enthalten  sind,  so  werden  pro  Zeiteinheit  x  b'   Moleküle  austreten,  wo  U  ^  b  ist 
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Die  Zahl  der  Moleküle  N^\  die  bei  der  höheren  Temperatur  die  Volumen einheit 
der  Flüssigkeit  sättigen,  wird  deshalb 

Da  N^'  <  N^,  so  wird  die  Sättigung  bei  höherer  Temperatur  schon  bei  ge- 
ringerer Konzentration  eintreten. 

Der  Wert  N^j N  gibt  die  Löslichkeit  l  an;  bezeichnet  man  dieselbe  bei  0^ 
und  /®  mit  X^  bezw.  A^  so  ist,  wie  eben  gezeigt,  A^  <  A^. 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Absorptionskoeffizienten  j3  ist  (vgl.  3)  folgender: 

daher 


ft_ 


^i  .         1 


1^0         ^0      (l  +  a/) 

Die  Abnahme  von  ß  mit  wachsender  Temperatur  ist  also  stärker  als  dem 
Koeffizienten  a  —  0,00867  entspricht,  was  auch  tatsächlich  zutrifft. 

Faßt  man  das  Obige  zusammen,  so  ergibt  sich,  daß  sich  das  Henry  sehe 
Gesetz  theoretisch  erklären  und  daß  sich  die  starke  Abnahme  der  Absorption 
mit  der  Temperatur  verstehen  läßt;  die  Größe  dieser  Abnahme  kann  jedoch 
nicht  aus  den  Gasgesetzen  abgeleitet  werden.^ 

Über  die  Wärmewirkungen,  die  bei  der  Absprption  auftreten,  vgl.  den 
Schluß  des  Artikels. 


II.  Absorption  (Adsorption)  der  Oase  durch  feste  Körper. 

10.  Bringt  man  einen  festen  Körper,  der  in  Berührung  mit  einem  Gase 
gewesen  ist,  in  einen  luftleeren  Raum,  so  gibt  der  Körper  Gas  ab  und  zwar 
um  so  mehr,  je  weiter  der  Körper  erwärmt  wird.  Hieraus  geht  hervor,  daß 
der  Körper  in  Berührung  mit  dem  Gase  von  diesem  aufgenommen  hatte. 
Dieses  Gas  hatte  sich  auf  den  Oberflächenteilen  des  Körpers  außen  und  innen, 
(in  den  Poren),  verdichtet  und  wurde  von  dem  Körper  durch  Erwärmung  und 
Druckverminderung  abgegeben.  Auch  nichtporöse  Körper,  also  solche  mit 
glatter  Oberfläche,  z.  B.  Glas,  verdichten  von  der  umgebenden  Gasatmosphäre  an 
ihrer  Oberfläche;  nur  ist  hier  bei  gleichem  äußeren  Volumen  die  wirksame  Ober- 
fläche, weil  die  Poren  fehlen,  viel  geringer.  Da  in  den  angegebenen  Fällen  nur 
die  freie  Oberfläche  des  Körpers,  nicht  aber  die  molekularen  Zwischenräume 
Gas  aufnehmen,  ist  der  Vorgang  ein  wesentlich  anderer  als  bei  der  Absorption 
der  Gase  durch  Flüssigkeiten;  deshalb  ist  von  H.  Kayser^  nach  einem  Vor- 
schlag von  E.  DU  Bois-Reymond  die  Erscheinung  als  Adsorption  der  Gase  be- 
zeichnet worden. 

Die  Verdichtung  der  Gase  und  Dämpfe  an  der  Oberfläche  der  festen  Körper 
hat  zur  Folge,  daß  sich  Gasschichten  verschiedener  Dichtigkeit  bilden.  Die  der 
Oberfläche  unmittelbar  anliegende  Gasschicht  wird  die  dichteste,  dann  nimmt  die 
Dichtigkeit  mit  wachsender  Entfernung  von  der  festen  Oberfläche  rasch  ab.  Nach 
G.  Quincke^  kann  man  annehmen,  daß  die  Dichtigkeit  der  anliegenden  Gas- 
schicht gleich  der  Dichtigkeit  des  festen  Körpers  selbst  ist.  Die  Masse  der  ad- 
sorbierten Gasschicht  wird  deshalb  mit  der  Dichtigkeit  des  adsorbierenden  Körpers 
wachsen.  Im  folgenden  soll  zunächst  die  Adsorption  an  Kohle,  dann  die  an 
glatten  Glasoberflächen  behandelt  werden. 

^  Eine  vollständige  Zusaramenstellunj;  der  Literatur  über  die  Absorption  der  Gase  in 
Flüssigkeiten  findet  man  in  den  Tabellen  von  Landolt-Börnstein-Meykrhoffkr.  — 
2  H.  Kayser,  Wied.  Ann.  14.  451.   1881.  —  3  G.  Quincke,  Pogo.  Ann.  108.  326.  1859. 
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11.  Adsorption  von  Holzkohle.  Um  die  Adsorption  zu  bestimmen,  muß 
man  die  Holzkohle  zuerst  im  Vakuum  ausglühen,  damit  die  von  der  Kohle  fest- 
gehaltenen Gase  entfernt  werden.  Die  ersten  genaueren  Versuche  rühren  von 
Th.  de  Saussure ^  her.  Er  fand,  daß  1  Volumen  Buchsbaumkohle  bei  dem 
Drucke  von  724  mm  und  bei  nahezu  12®  folgende  Volumina  verschiedener  Gase 
adsorbiert.  Zur  Vergleichung  sind  die  entsprechenden  Größen  von  Meerschaum 
von  Valccas  hinzugefügt,  die  sich  auf  730  mm  Druck  und  15°  beziehen. 


,    Buchsbaumkohle 

Meerschaum 

Ammoniak  . 

.     .             90 

Vol. 

15     Vol. 

Chlorwasserstoff 

.     .             85 

tt 

Schweflige  Säure      .     .             65 
Schwefelwasserstoff  .     .            55 

»> 

IIJ     ,, 

Stickoxydul 
Kohlensäure 

.     .             40 
.     .             85 

8,75  „ 
5,26  „ 

Äthylen  .     . 

.     .             35 

»1 

3,7    „ 

Kohlenoxyd 
Sauerstoff    . 

.     .              9,42 
.     .              9,25 

"1  •        V 

1.11  „ 

1,49  „ 

Stickstoff    . 

.     .     1,          7,6 

1,60  „ 

Wasserstoff 

.     .     1          1,75 

I) 

0,44  „ 

Aus  diesen  Zahlen  geht  hervor,  daß  im  allgemeinen  das  adsorbierte  Gas- 
volumen umso  größer  ist,  je  leichter  das  Gas  verflüssigt  werden  kann. 

Wie  ferner  de  Saussüre  fand,  variiert  die  Adsorption  mit  dem  Durchmesser 
und  der  Gestalt  der  Poren.  Schon  aus  diesem  Grunde  werden  Kohlen  ver- 
schiedenen Ursprungs  eine  verschiedene  Adsorption  zeigen.  Im  folgenden  sind 
einige  Versuche  von  J.  Hunter ^  angegeben;  die  adsorbierten  Volumina  sind  auf 
0°  und  760  mm  Druck  reduziert. 


Kohle  von 


Adsorbierte  Volumina  von 
Ammoniak       Kohlensäure         Cyangas 


Kampecheholz  .  . 
Ebenholz .... 
Gelbholz  aus  Kuba 
Buchsbaumholz 


111,3 

106,7 

89,6 

86,6 


54,6 
47,0 
58,0 
31,2 


87,8 
89,6 

28,8 


12.  Über  die  Abhängigkeit  der  Adsorption  vom  Smoke  des  Gases  hatte 
ebenfalls  de  Saussure  schon  die  Beobachtung  gemacht,  daß  mit  wachsendem 
Drucke  die  Adsorption  zunimmt,  aber  nicht  proportional  dem  Drucke,  sondern 
langsamer.  Ausgedehnte  Versuclie  sind  von  P.  Chappuis^  angestellt;  dieselben 
umfassen  das  Intervall  von  1  bis  763  mm  und  wurden  bei  0^  ausgeführt.  Die 
im  folgenden  angegebene  Adsorption  der  Kohle  aus  Pfaff'enhutholz  bezieht  sich 
auf  Kohlensäure.  In  der  Tabelle,  die  einen  Auszug  der  Chappuis sehen 
Beobachtungen  wiedergibt,  bezeichnet  P  den  Druck  in  mm,  bei  dem  Adsorption 
erfolgt,  A  die  adsorbierte  Gasmenge  (ausgedrückt  in  ccm  bei  760  mm  Druck), 
die  von   15,119  ccm  Kohle  adsorbiert  wurde. 


' 

A 

■■ 

A 

p 

A 

P 

A 

P 

P 

1,13 

10,50 

9,29 

39,75 

289,63        \ 

7,28 

2,23 

23.18 

10,39 

77,12 

438,24 

5,68 

4,70 

52,72 

11,22 

165,83 

659,17 

3,97 

9,86 

100,57 

10,20 

335,00 

892,76 

2,66 

20,12 

178,16 

8,85 

763,38 

1165,66 

1,53 

1  Th.  de  Saussure,  Gilb.  Ann.  47.  113.  18 14.  —  2  j.  Hunter,  Phil.  Mag.  26.  364. 
1863.  —  3  p,  Chappuis,  Wied.  Ann.  12.   161.   1881. 
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Würde  das  Henry  sehe  Gesetz  auch  für  die  Adsorption  der  Kohle  bestehen, 
so  müßte  der  Quotient  AfP  konstant  sein.  Wie  aber  die  Tabelle  zeigt,  ist  dies 
nicht  annähernd  der  Fall;  bis  zu  10  mm  Druck  schwankt  der  Quotient  um  10, 
bei  größeren  Drucken  nimmt  derselbe  mit  wachsendem  .Drucke  immer  weiter  ab; 
die  adsorbierte  Menge  wächst  also  viel  langsamer  als  der  Druck.  Ganz  ent- 
sprechende Resultate  sind  auch  von  H.  Kayser^  und  Joulin  gefunden.  Im 
folgenden  sind  die  Volumina  (reduziert  auf  0^'  und  760  mm  Druck)  Kohlensäure 
angegeben,  die  von  22,5  g  Kohle  bei  19®  unter  verschiedenen  Drucken  adsorbiert 
waren.  Die  benutzten  Kohlen  waren  verschiedenen  Ursprungs;  Kayser  benutzte 
Buchsbaumkohle,  Chappuis  Pfaffen  hutkohle  und  Joulin  Erlekohle. 


Adsorbiertes  Volumen  v  der  Kohle 

Quotient  aus  dem  adsorbierten  Volumen  v 

Druck 

nach 

und  dem  z 

ugehörigen  Drucke  nach 

in  mm 

Kayser 

'          220 

Chappuis 
250 

Joulin 
280 

Kayser 
2,20 

Chappuis 

JOULIN 

100 

2,50 

2,80 

200 

1          870 

450 

530 

1.85 

2.25 

2,«;5 

300 

!          470 

580 

700 

1,57 

1,93 

2,33 

400 

'          560 

680 

790 

1,40 

1,70 

1,97 

500 

610 

760 

870 

1,22 

1,52 

1,T4 

600 

660 

820 

950 

1,10 

1,37 

1,58 

700 

730 

870 

1000 

1,04 

1,24 

1,43 

Die  drei  letzten  Vertikalreihen  zeigen,  daß  die  Quotienten,  die  beim  Be- 
stehen des  Henry  sehen  Gesetzes  konstant  sein  sollten,  bis  auf  etwa  die  Hälfte 
abnehmen,  wenn  der  Druck  von  100  bis  700  mm  steigt.^ 

Von  den  drei  benutzten  Kohlenarten  hatte  die  BucHsbaumkohle  (Kayser) 
die  größte  Dichtigkeit;  dieselbe  adsorbiert,  wie  die  obigen  Zahlen  zeigen,  am 
wenigsten. 

Wie  groß  die  wirksame  Oberflächenschicht  ist,  an  der  die  Adsorption  bei 
der  Kohle  stattfindet,  läßt  sich  nicht  angeben^;  dagegen  läßt  sich  annähernd  er- 
mitteln, wie  groß  das  Volumen  der  Poren  im  Verhältnis  zur  wirklichen  Kohlen- 
substanz ist.  Aus  den  beiden  spezifischen  Gewichten  der  Kohle,  die  sich  er- 
geben, wenn  man  einmal  luftleere,  das  andere  Mal  lufterfüllte  Kohle  untersucht, 
läßt  sich  ableiten*,  daß  in  1  ccm  von  Buchsbaumkohle  höchstens  0,88  ccm  von 
Kohlensubstanz  erfüllt  ist,  während  0,62  ccm  von  den  Poren  eingenommen  wird. 

E.  W.  R.  Pfeiffer^  hat  die  Adsorption  bis  zu  höheren  Drucken  verfolgt, 
und  zwar  für  die  Adsorption  von  Kohlensäure  und  Ammoniak.  Die  Zahlen 
geben  das  von  1  ccm  Kohlensubstanz  (das  Volumen  der  Poren  ist  abgerechnet) 
adsorbierte  Volumen  und  zwar  unter  I  das  Volumen,  bezogen  auf  den  zugehörigen 
Druck  und  die  zugehörige  Temperatur,  unter  II  das  auf  0®  und  760  mm  Druck 
reduzierte  Volumen. 

Kohlensäure. 


—      



_ 

Druck 

12,4« 

I 

12.40 

II 
16,4  • 

in  Atm. 

16,40 

20,40 

20,40 

2,23 

36,42 

35,44 

34,06        , 

78,43 

75,93 

71,30 

3,57 

26,47 

25,60 

24,87        1 

92,06 

87,79 

84,36 

5,00 

20,58 

19,92 

19,43 

101,40 

96,77 

93,07 

6,38 

16,73 

16,37 

15,89        1 

106,76 

103,00 

98,55 

7,22 

15,13 

14,85 

14,61 

110,75 

106,33 

103,06 

8,20 

13,76 

13,30 

13,06 

114,55 

109,66 

105,01 

1  II.  Kayser,  Wikd.  Ann.  12.  526.  1881;  14.  450.  1881.  —  «  Auch  von  E.  W.  K. 
PiKiMEK  sind  ähnliche  Resultate  für  Erlenkohle  «zefunden  (Diss.  Erlangen  1882;  Beibl.  8.630. 
1884).  —  3  Vgl.  aber  später.  —  4  H.  Kayser,  Wied.  Ann.  14.  450.  1881.  —  5  E.  W.  R. 
Pfeikker,  Dissert.  Erlangen   1882;  Beibl.  8.  630.   1884. 
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Druck 

13,40 

I 

II 

in  Atm. 

17.4* 

20,4»                 13,40 

17,4*> 

20,40 

2,86 
3,57      ,, 

5,00    |; 

6,38      |l 

65,00        ! 
53,84 
40,47 
34,15 

64,34 
53,24 
39,97 
31,72 

i        64,18        '        177,07 
52,95                184,89 
39,78               199,31 
31,84               225,05 

172,48 
180,01 
193,26 
203,46 

169,92 
176,90 
189,62 
200,41 

Verf(jlgt  man  die  Vertikalreihen  unter  I,  so  sieht  man,  daß  die  Zahlen  mit 
wachsendem  Drucke  abnehmen,  d.  h.  die  nicht  reduzierten  Volumina,  die  beim 
Bestehen  des  Henry  sehen  Gesetzes  konstant  sein  müßten,  nehmen  mit  wachsen- 
dem Drucke  ab.  Die  Vertikalreihen  unter  II  zeigen  mit  wachsendem  Drucke 
zunehmende  Zahlen,  die  aber  bedeutend  langsamer  wachsen,  als  der  Druck.  Die 
vorliegenden  Versuche  bestätigen  also  die  früher  unter  geringeren  Druckänderungen 
gewonnenen  Resultate. 

Pfeiffer  hat  die  Dicke  der  adsorbierten  Schicht  zu  berechnen  versucht.  Er 
benutzt  dazu  eine  schätzungsweise  Ermittelung  der  Oberflächengröße,  die  von 
G.  Quincke^  herrührt.  Setzt  man  voraus,  daß  die  Flächeneinheit  von  Buchs- 
baumkohle und  Glas  unter  gleichen  Bedingungen  (gleiche  Temperatur  und  gleicher 
Druck)  die  gleiche  Menge  schweflige  Säure  adsorbieren,  so  läßt  sich  aus  den 
Zahlen  von  Magnus  für  Glas  und  von  Saussure  für  Kohle,  die  adsorbierende 
Oberfläche  der  Kohle  berechnen.  Quincke  fand,  daß  1  ccm  Buchsbaumkohle 
eine  Oberfläche  von  220000  qcm  hat.  Ferner  kann  man  nach  Quincke  an- 
nehmen, daß  die  Dichtigkeit  des  Gases,  welches  die  feste  Oberfläche  berührt, 
gleich  der  Dichtigkeit  des  festen  Körpers  selbst  sei.  Die  Dichtigkeit  nimmt  mit 
der  Entfernung  von  der  Oberfläche  sehr  schnell  bis  zur  Dichtigkeit  des  freien 
Gases  ab. 

Es  sei   s   die  Dichtigkeit  des  Gases  an  der  Oberfläche, 
„     „    s^     „  „  „    freien  Gases, 

so  ist  die  Dichtigkeit  a  des  Gases  in  dem  Abstand  n  von  der  Oberfläche 

<J  =  ^i+/(«)      , 

wo  /  eine  unbekannte  Funktion   von  n  ist;   nur  sind  die   beiden  Grenzwerte  be- 
kannt, nämlich 

wenn  h  die  zu  berechnende  Dicke  der  adsorbierten  Schicht  ist. 

Ist  ferner  0  die  Oberfläche  des  adsorbierenden  Körpers,  so  ist  die  Masse  m 
des  adsorbierten  Gases 

h 

'an 


=  of/{ny 


Um  das  Integral  berechnen  zu  können,  macht  Pfeiffer  die  Annahme,  daß 
/(;z)  von  n  =  0  bis  «  =  ä  gleichförmig  abnehme;  dann  ist  die  Berechnung  die- 
selbe, als  wenn  die  ganze  Oberfläche  O  mit  einer  Schicht  von  überall  gleicher 
Dichtigkeit,  nämlich  (s  —  Ji)/2,  die  die  Höhe  k  hat,  bedeckt  wäre.  Die  adsor- 
bierte Masse  m  ist  daher: 

^  G.  Quincke,  Pogg.  Ann.  108.  337.  1859. 
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Andererseits  ist  diese  Masse  aus  den  Beobachtungen  Pfeiffers  bekannt. 
Ist  das  adsorbierte  Volumen  gleich  V  (dasselbe  sei  bei  dem  Drucke  und  bei  der 
Temperatur,  die  das  Gas  besitzt,  gemessen),  so  ist  die  adsorbierte  Masse 

wo,  wie  oben,  s^  die  Dichtigkeit  des  freien  Gases  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung^ 


O^h'^^:^^  V' 


ergibt  sich 


2 


Pfeiffer  führt  die  Rechnung  für  den  Fall  des  Maximums  der  adsorbierten 
Menge  durch.  Bei  der  Kohlensäure  ist  die  größte  Menge  bei  8,2  Atm.  Druck 
und  12,4®  beobachtet;  es  waren  hier  18,76  com,  bezogen  auf  12,4®  und  8,2  Atm., 
an  1  ccm  Kohlesubstanz  adsorbiert.  Aus  den  oben  mitgeteilten  Zahlen  von 
Quincke  berechnet  Pfeiffer  die  Oberfläche  O  der  von  ihm  benutzten  Kohle 
für  1  ccm  Kohlensubstanz  gleich  570000  qcm;  daraus  ergibt  sich 

^  =  24  •  10"«  cm      . 

Die  Dichtigkeit  s  der  Kohle  ist  annähernd  =1,4;  die  Dichtigkeit  j,  der 
Kohlensäure  bei  12,4®  und  8,2  Atm.  Druck  ist  0,01539.     Mit  diesen  Werten  wird 

'^    -  =  0,0217     , 

2 

und  daraus 

^  =   ^  '  —^ —  =  0,52  •  10"«  cm     . 
O       s  —  s^ 

~2 

Die  Dicke  der  adsorbierten  Schicht  bei  8,2  Atm.  Druck  und  12,4«  ist  des- 
lialb  nach  obiger  Rechnung  =  0,52  •  10""«  cm,  während  nach  der  Pfeiffer  sehen 
Formel  (vgl.  Anm.  i)  ^  =  24  •  10"«  cm  wird. 

13.  Der  Einfluß  der  Temperatur  auf  die  Adsorption  wurde  ebenfalls  von 
de  Saussure  qualitativ  bereits  dahin  ermittelt,  daß  die  adsorbierte  Menge  mit 
wachsender  Temj)eratur  abnimmt.  Dieses  Resultat  ist  für  Kohle  allgemein 
bestätigt.  Im  folgenden  ist  eine  Versuchsreihe  von  P.  Chappuis  *  mitgeteilt,  die 
bei  dem  konstanten  Drucke  von  472  mm  angestellt  ist  und  die  absorbierten 
Kohlensäurcvolumina  (auf  0®  reduziert)  angibt 

Temperatur    ....  0  14,94       25,05       36,06       44,41        54,63       62,51»       70,92 » 

Adsorbiertes  Volumen     1156,59     940,25     800,77     665,31     574,40     477,89     411,97     347,73 

1  Pfeiffer  gibt  irrtümlich  statt  der  obigen  Gleichung  die  Gleichung: 

0  .  Ä  =  V 

an;  d.  h.  er  setzt  j,  =  [j  —  J,]/2.  Berechnet  man  nach  der  Pfeiffer  sehen  Gleichung  die  Größe 
h  =  VI  Oy  so  wächst  //  gleichzeitig  mit  /',  wo  V  das  adsorbierte  Volumen,  bezogen  auf  den 
zugehörigen  Druck  und  die  zugehörige  Temperatur  bezeichnet;  dieses  Volumen  nimmt  mit 
wachsendem  Drucke  stark  ab  (vgl.  p.  1526  u.  1527  bei  Kohlensäure  und  Ammoniak  unter  I). 
Die  Pfeiffer  sehe  Gleichung  hat  also  die  merkwürdige  Konsequenz,  daß  die  Dicke  der  adsor- 
bierten Schicht  mit  wachsendem  Drucke  abnimmt.  —  2  P.  Chappuis,  Wied.  Ann.  12.  175. 
1881.     Vgl.  auch  H.  Kayser,   Wied.  Ann.  12.  526.   1881. 
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Die  adsorbierte  Menge  nimmt  also  mit  wachsender  Temperatur  sehr  stark 
ab;  bei  einer  Steigerung  von  0®  auf  70,9®  sinkt  die  adsorbierte  Menge  auf 
weniger  als  ein  Drittel  der  ursprünglichen  Menge. 

J.  Dewar^  hat  die  Adsorption  der  Holzkohle  bei  der  tiefen  Temperatur 
von  —  185®  untersucht.  Es  wurde  ein  Stück  Kohle  in  einem  kleinen  Glas- 
ballon stark  erhitzt  und  der  Ballon  ausgepumpt;  nachdem  er  mit  Hilfe  flüssiger 
Luft  auf  -—185®  abgekühlt  war,  wurde  er  mit  einem  Behälter,  der  das  zu  unter- 
suchende Gas  enthielt,  verbunden.  Von  1  ccm  Holzkohle  wurden  die  im  folgenden 
angegebenen  Volumina  Gas  (reduziert  auf  0®  und  76  cm  Druck)  adsorbiert: 


1 
1 

Bei  0°  adsorbiertes 
Volumen  in  ccm 

Bei  -  185  •  adsor- 
biertes Volumen 

Wasserstoff      .     . 
Stickstoff    .     .     . 
Sauerstoff    .     .     . 
Argon     .... 
Helium  .... 
Kohlensäure    .     . 

4 

15 
18 
12 

2 
'                 21 

135 
155 
230 
175 
15 
190 

Alle  angeführten  Gase  zeigen  eine  sehr  starke  Zunahme  der  Adsorption 
bei  der  Abkühlung  von  0®  bis  —  185®,  nur  Helium  wird  auch  bei  —  185®  in 
geringer  Menge  adsorbiert.  Der  Druck  des  absorbierten  Gases  bei  der  nie- 
drigen Temperatur  ist  sehr  gering.  Man  kann  deshalb,  wie  Dewar  zeigt,  mit 
Hilfe  der  Adsorption  der  Holzkohle  außerordentlich  weitgehende  Vakua  her- 
stellen. Wird  z.  B.  eine  GEissLERsche  Röhre,  die  in  einem  Ansatz  Holzkohle 
enthält,  mit  Wasserstoff  gefüllt  und  der  Ansatz  in  siedenden  Wasserstoff  getaucht, 
so  wird  der  Druck  des  restierenden  Wasserstoffs  so  gering,  daß  keine  elektrische 
Entladung  mehr  durch  die  Röhre  geht.* 

Femer  läßt  sich  die  stark  überwiegende  Adsorption  des  Sauerstoffs  gegenüber 
dem  Stickstoff  bei  —  185®  dazu  verwenden,  um  die  Luft  mit  Sauerstoff  an- 
zureichern; man  kann  so  aus  der.  Luft  ein  Gasgemenge  erhalten,  das  80  ®/q 
Sauerstoff  enthält' 

J.  L.  Baerwald*  hat  die  starke  Adsorption  der  Kohle  für  verschiedene 
Ga.se  bei  tiefer  Temperatur  bestätigt,  wie  aus  folgender  Tabelle  hervorgeht,  in 
welcher  die  Adsorption  von  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  Luft  durch  Holunder- 
markkohle angegeben  ist.  Die  Zahlen  liefern  das  von  1  ccm  Holundermarkkohle 
adsorbierte  Gasvolumen,  auf  0®  und   760  mm  Druck  reduziert. 


Temperatur       t-tn 
Celsius 


0    '-10-30-50    -7ol  -90   -100  -llo'-130  -150 -170 -185 

I  ' 

■    "     '         I  I  !     '     !  I  i        '  "        . 

Wasserstoff  .  |    3     |    4     '    4     '    7  9        12        20     '    24        28        44        76     i  130       153 

Sauerstoff      .    '61,7   66,7,70,0,85,0   105,0  125,0  153,3,165,0,180,0  215,0  245,0 1    —         — 

Luft     .     .     .     35,0   36,7   40,0' 51,7      65,0     85,0  108,3  116,7  130,0   165,0  200,o'235,0   262,3 

Die  Adsorption  des  Stickstoffs  war  derjenigen  der  Luft  nahe  gleich. 

Baerwald  zeigte  femer,  daß  die  starke  Steigerung  der  Adsorption  mit  ab- 
nehmender Temperatur  nur  der  Kohle  zukommt;  denn  sowohl  Palladium  als 
auch  Platinasbest  adsorbierten  bei   —175®  nicht  mehr  als  bei  Zimmertemperatur. 

^  J.  Dewar,  C.  R.  139.  261.  1904.  —  ^  j.  Dewar,  C.  R.  139  421.  1904.  — 
3  J.  Dewar,  Chem.  News  90.  141.  1904.  —  *  J.  L.  Baerwald,  Dissertation.  Krei- 
burg  i.  B.   1906. 
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14.  Adsorption  an  glatten  Glasoberfläclien  nnd  an  Glaspnlver.  Während 
die  Kohle  viele  Poren  besitzt,  in  die  das  Gas  eindringt,  ist  .das  Glas  frei  von 
solchen  Poren;  aber  auch  hier  findet  eine  Adsorption  statt.  Um  diese  nach- 
zuweisen, muß  man  hinreichend  große  Oberflächen  verwenden.  Beim  gepulverten 
Glas  wurde  die  Adsorption  durch  J.  Jamin  und  A.  Bertrand  ^  nachgewiesen. 
Zu  dem  Zwecke  wurde  in  einen  Ballon  gut  getrocknetes  Giaspulver  gefüllt  und, 
nachdem  der  Ballon  ausgepumpt  war,  wurde  das  zu  untersuchende  Gas  so  lange 
eingelassen,  bis  der  Druck  im  Ballon  gleich  dem  äußeren  Luftdruck  war.  Das 
freie  Volumen  des  Ballons  (also  das  ursprüngliche  Volumen  weniger  dem  Volumen 
des  Glaspulvers)  betrug  590  ccm.  Hätte  keine  Adsorption  stattgefunden,  so  hätte 
man  auch  590  ccm  des  Gases  zur  Füllung  bis  zum  Atmosphärendruck  einfüllen 
müssen;  es  zeigte  sich  aber  bei  allen  Gasen,  daß  größere  Mengen  eingefüllt 
werden  mußten;  und  zwar  mußten  von  Kohlensäure  645  ccm,  von  Luft  602  ccm, 
von  Wasserstoff  595  ccm  eingefüllt  werden.  Das  Glaspulver  hatte  also  55  ccm 
Kohlensäure,  12  ccm  Luft,  5  ccm  Wasserstoff",  gemessen  bei  der  Zimmertemperatur 
und  dem  Atmosphärendruck,  adsorbiert.  Da  über  die  Größe  der  Gesamtober- 
fläche des  Pulvers  keine  Angabe  vorliegt,  läßt  sich  nicht  die  adsorbierte  Gas- 
menge pro  Flächeneinheit  ermitteln. 

Durch  die  eben  angegebenen  Versuche  angeregt,  teilte  G.  Magnus^  Ver- 
suche an  glatten  Glasoberflächen  mit,  die  nach  einem  anderen  Prinzip  angestellt 
waren.  Er  bestimmte  den  thermischen  Ausdehnungskoeffizienten  der  schwefligen 
Säure,  die  einmal  in  Berührung  mit  einer  kleinen,  das  andere  Mal  in  Berührung 
mit  einer  großen  Oberfläche  war.  Die  größere  Oberfläche  erhielt  Magnus 
dadurch,  daß  er  in  das  Ausdehnungsgefäß  ein  Bündel  von  250  Glasstäben  brachte, 
die  bei  1  mm  Durchmesser  250  mm  Länge  hatten.  Der  Ausdehnungskoeffizient 
wurde  zwischen  0^  und  100*^  bestimmt  und  gefunden,  daß  er  in  dem  Gefäß 
ohne  Glasstäbe  0,008822,  in  dem  anderen  0,003896  betrug. 

Der  größere  Wert  ist  dadurch  bedingt,  daß  sich  bei  der  Erwärmung  von 
0®  bis  100®  schweflige  Säure  von  der  Glasoberfläche  losgelöst  hat;  aus  den 
vorhandenen  Dimensionen  ergab  sich,  daß  von  1  qmm  Glasoberfläche  sich 
0,0008  ccm  Gas  abgelöst  hatte.  Später  sind  nach  demselben  Prinzip  von 
P.  Chappius  '  die  Versuche  wiederholt  und  auf  weitere  Gase  ausgedehnt.  Chappüis 
fand,  daß  sich  bei  der  Erwärmung  von  0°  auf  180®  auf  1  qmm  Oberfläche  loslöse 

von  Wasserstoff    .     .     0,00027  ccm      |      von  schwefliger  Säure     0,00059  ccm 
„     Luft      ....     0,00085    „  „     Ammoniak     .     .     0,00083    „ 

Die  Werte  sind  mit  großen  Unsicherheiten  behaftet;  immerhin  zeigen  sie, 
daß  adsorbierte  Gase  auf  Glaswänden  vorhanden  sind  und  daß  diese  sich  mit 
wachsender  Temperatur  wenigstens  teilweise  loslösen. 

Genauere  Werte  lassen  sich  erzielen,  wenn  man  große  Glasoberflächen 
in  einem  genügend  kleinen  Räume  verwendet.  H.  Kayser  untersuchte  die 
Adsorption  an  sehr  feinen  Glasfäden,  deren  Radien  zwischen  0,0189  mm  und 
0,0211  mm  lagen  und  die  zusammen  eine  Oberfläche  von  mehreren  Quadrat- 
metern umfaßten. 

Kayser  konstruierte-  einen  Apparat,  der  in  Figur  465  abgebildet  ist,  und 
der  sämtliche  Hähne  und  Schliffe,  die  mit  dem  Gase  in  Berührung  treten  konnten, 
vermied  und  nach  einem  Vorschlage  von  Hagen*  durch  lange  U-förmige  vertikale 
Röhren  ersetzte.  Der  Apparat  ^  besteht  aus  dem  Gasbehälter  A,  dem  Meßapparat  E 
und  dem  Absorptionsgefäß  C,  in  welchem  sich  die  Glasfäden  befanden.  Die 
Röhren  Af,  N,   O  enthalten  Quecksilber  und  sind  durch  Schläuche  mit  den  ent- 


1  J.  Jamin  u.  A.  Bertrand,  C.  R.  38.  994.  1853.  —  2  g.  Magnus,  Pogg.  Ann.  89. 
604.  i8s3.  —  ^  P.  Chappüis,  Wied,  Ann.  8.  i.  671.  1879.  —  *  E.  Bessel-Hagen,  Wied. 
Ann.  12.  430.  1881.  —  B  H.  Kayser,  Wied.  Ann.  14.  450.  1881. 
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sprechenden  Teilen  verbunden.  Da  das  Gas  von  A  durch  die  Röhren,  welche 
Quecksilber  enthalten,  zum  Absorptionsgefaß  C  gelangen  soll,  müssen  die  Röhren 
Z?3  und  F^,  in  denen  das  Gas  aufsteigt,  weiter  sein  als  die  Röhren  Z?,  und  /], 
in  denen  das  Gas  nach  unten  geht.  An  das  Gefäß  A  ist  ein  Seitenrohr  A' 
angebracht,  das  zunächst  mit  einer  Quecksilberpumpe  verbunden  wird.  Das 
Quecksilber  wird  zunächst  in  den 
Vertikalröhren  D  und  F  so  weit 
gesenkt,  daß  dieselben  unten  offen 
waren,  dann  die  Hähne  II  und  / 
geschlossen;  ebenso  wurde  der 
Hahn  G  des  Ballons  A,  der  unter 
Quecksilber  stand ,  geschlossen. 
Der  ganze  Apparat  wurde  jetzt 
möglichst  leergepumpt  und  gleich- 
zeitig das  Adsorptionsgefäß  C,  das 
die  Glasfäden  enthielt,  in  einem 
Ölbad  auf  800  0  erwärmt.  Werden 
dann  die  Hähne  II  und  /  ge- 
öffnet, so  steigt  das  Quecksilber 
bis  zur  Barometerhöhe  und  schließt 
die  Räume  C,  F  und  A  von- 
einander ab.  Dann  wird  der 
Hahn  zwischen  A  und  Pumpe  (in 
der  Zeichnung  nicht  vorhanden) 
geschlossen  und  an  Stelle  der 
Pumpe  der  Gasen  twickelungs- 
apparat  angesetzt.  öffnet  man 
dann  wieder  den  Hahn,  so  füllt 
sich  A  mit  Gas;  nach  Öffnung  des 
Hahnes  G  tritt  das  Gas  durch 
das  Quecksilber  nach  außen; 
schließlich  wird  das  Rohr  K  ab- 
geschmolzen. 

Nachdem  so  der  Apparat 
vollständig  abgeschlossen  ist,  wird 
Gas  aus  A  nach  B  gebracht,  in- 
dem man  II  öffnet  und  M  senkt; 
es  steigt  dann  das  Gas  in  Blasen 
durch  Z^j  nach  F.  Darauf  wird 
M  gehoben  und  H  geschlossen. 
Die  in  B  eingelassene  Gasmasse 
wird  jetzt  durch  die  notwendigen 
Ablesungen  bestimmt.  Dann  wird 
durch  Öffnen  von  /  und  Senken 
von  N  das  Rohr  F  in  Verbin- 
dung mit  C  gesetzt;  ist  das  Ventil 
bei /frei  von  Quecksilber,  so  wird 
/  geschlossen;  nach  24  Stunden 
wird  die  noch  vorhandene  Gas- 
masse bestimmt  und  so  die  in  C 
adsorbierte  Gasmasse  ermittelt. 

Die  Versuche  wurden  bei  0®  mit  Ammoniak  angestellt,  das  absorbierte 
Volumen  ist  nicht  auf  760  mm  Druck  reduziert,  sondern  bei  dem  Drucke  an- 
gegeben, der  für  den  Versuch  gilt. 


Figur  465. 
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Gefäß  1.     Oberfläche*  7,05  qm.     Länge  der  Fäden  60000  m. 

Druck  in  mm 395,9  610,0  822,1  976,8 

Adsorbiertes  Volumen  in  ccm         2,95  3,88  5,11  8,16 

Gefäß  2.     Oberfläche  12,17  qm.     Länge  der  Fäden  95000  ra. 

Druck  in  mm 244,4  415,3  538,3 

Adsorbiertes  Volumen  in  ccm         2,95  6,98  8,26 

Gefäß  3.     Oberfläche  12,305  qm.     Länge  der  Fäden  86000  m. 

Druck  in  mm 274  482  639  760 

Adsorbiertes  Volumen  in  ccm         4,29  4,22  4,47  5,43 

Die   Resultate    sind    graphisch    in   Figur  466  dargestellt,    wo   die   Kurven  I, 
II,  III   sich   auf  die  drei  verschiedenen  Versuche  1  bis  8  beziehen.     Man  sieht, 
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Figur  466. 


daß  die  Kurven  mit  wachsendem  Drucke  ansteigen.  Würde  für  die  Adsorption 
das  Henry  sehe  Gesetz  Gültigkeit  haben,  so  müßten  die  angegebenen  nicht 
reduzierten  Volumina  des  Gases  unabhängig  vom  Drucke  sein.  Da  aber  die 
Volumina  mit  wachsendem  Drucke  zunehmen,  so  wird  mit  wachsendem  Drucke 
eine  größere  Menge  adsorbiert,  als  dem  Henry  sehen  Gesetz  entspricht.  Bei 
der  Adsorption  der  Kohle  wurde  von  allen  Beobachtern,  auch  von  Kayser, 
das  Umgekehrte  gefunden,  d.  h.  die  nicht  reduzierten  Volumina  nehmen  mit 
wachsendem  Drucke  ab.  Um  eine  nähere  Aufklärung  zu  erhalten,  untersuchte 
Kayser  auch  die  Adsorption  für  gepulvertes  Glas.  Die  Versuche  zeigten,  daß 
die  adsorbierten  nicht  reduzierten  Volumina  mit  wachsendem  Drucke  abnehmen, 
daß  also  hier  das  Glaspulver  sich  wie  die  Kohle  verhält.  Eine  Versuchsreihe 
ist  im  folgenden  mitgeteilt;  von  487,6  g  Glaspulver,  aus  dem  gleichen  Glas  wie 
die  Fäden  hergestellt,  wurden  adsorbiert: 


Druck  in  mm 

Adsorbiertes  Volumen  in  ccm 
(nicht  reduziert) 


250,5       450,1       657,6       810,4       965,6       1094,2       1249,5 
I      30,23       18,78       15,38       14,82         7,25  7,45  7,21 


^  Die  Oberfläche  stellt  die  Oberfläche  der  Fäden  vermehrt  um  die  Oberfläche  des  GeföOes  dar. 


AI Icem   Physik  Absorption  (Adsorption)  der  Gase  durch  feste  Körper.  IS33 

Die  Resultate  sind  durch  die  Kurve  IV,  Figur  466,  wiedergegeben.  Sehr 
auffallend  ist  das  plötzliche  Abfallen  der  Kurve  zwischen  den  Drucken  810,4  mm 
und  965,3  mm.  Eine  einfache  Rechnung  ergibt,  daß  sich  nach  diesen  Zahlen 
bei  der  Drucksteigerung  von  810,4  bis  96ö,8  mm  eine  deutlich  erkennbare  Gas- 
masse losgelöst  hat.  Es  ist  dies  ganz  unverständlich,  aber  da  Kayser  durch 
zwei  Beobachtungsreihen  das  gleiche  gefunden  hat,  würde  die  Annahme  von  so 
großen  Beobachtungsfehlern,  wie  zur  Erklärung  nötig  wären,  nicht  un- 
bedenklich  sein. 

Vergleicht  man  die  Kurven  I  bis  IV,  so  ergibt  sich,  daß  die  Kurve  II  am 
steilsten  ansteigt,  die  Kurve  III  verläuft  fast  horizontal  und  die  Kurve  IV  fällt 
abwärts  mit  wachsendem  Drucke.  Die  Ursache  dieser  Verschiedenheit  sieht 
Kayser  in  der  verschiedenen  Größe  der  Zwischenräume  zwischen  den  Glasteilen. 
Die  Glasfäden  waren  bei  II  am  losesten  gepackt,  die  Zwischenräume  sind  hier 
am  größten,  bei  III  waren  die  Faden  stark  zusammengepreßt  und  bei  IV  waren 
die  Zwischenräume  am  kleinsten.  Es  bildet  sich  auf  der  Oberfläche  des  Glases 
eine  verdichtete  Gasschicht,  deren  Dichtigkeit  an  der  Glaswand  am  größten  ist 
und  die  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Wand  abnimmt.  Wenn  der  Druck, 
unter  dem  die  Absorption  beobachtet  wird,  wächst,  so  nimmt  die  mittlere  Dichtigkeit 
und  die  TDicke  der  verdichteten  Gasschicht  zu.  Wenn  aber  der  Zwischenraum 
zwischen  den  Teilen  des  Glases  klein  genug  ist,  so  wird  die  adsorbierte  Masse 
schon  bald  die  Poren  ausfüllen  und  eine  Vermehrung  des  Gasdruckes  kann  nicht 
mehr  die  Dicke,  sondern  nur  noch  die  Dichtigkeit  der  Gasschicht  vergrößern; 
es  wird  dann  die  adsorbierte  Masse  des  Gases  mit  wachsendem  Drucke  schwächer 
wachsen,  als  es  bei  größeren  Zwischenräumen  der  Fall  ist 

Um  auch  für  ein  anderes  Gas  die  Untersuchung  auszuführen,  verwendete 
Kayser  die  schweflige  Säure.  Er  fand  hier  ganz  entsprechende  Resultate,  vor 
allem,  daß  bei  Verwendung  von  Glasfäden  die  Kurve  ansteigt  und  für  Glaspulver 
mit  wachsendem  Drucke  fällt. 

Die  Frage,  wie  viel  Gas  von  der  Flächeneinheit  des  Glases  bei  gegebener 
Temperatur  und  gegebenem  Drucke  adsorbiert  wird,  läßt  sich  nach  den  obigen 
Ausführungen  nicht  einheitlich  beantworten;  denn  diese  Menge  hängt  nicht  allein 
von  der  Größe  der  adsorbierenden  Fläche,  sondern  auch  wesentlich  von  der 
Anordnung  der  Glasteilchen  bezw.  von  den  Zwischenräumen  derselben  ab. 

Im  Jahre  1883  teilte  R.  Bunsen^  ausgedehnte  Versuchsreihen  mit,  die  sich 
auf  die  Adsorption  von  Kohlensäure  an  blanken  Glasoberflächen  bezogen  und 
die  wegen  der  Abweichung  von  den  Resultaten  früherer  Forscher  eine  ausgedehnte 
Diskussion*  veranlaßten.  Bunsen  fand,  daß  ein  stationärer  Zustand  der  Gas- 
adsorption nicht  nach  wenigen  Stunden  oder  Tagen,  sondern  nicht  einmal  nach 
mehreren  Jahren  eintritt,  während  nach  den  älteren  Beobachtungen  wenige  Stunden 
genügten,  um  die  Adsorption  zu  vollenden;  femer  ergab  sich,  daß  bei  nicht  zu 
großen  Änderungen  des  Druckes  und  der  Temperatur  keine  bemerkbare  Los- 
lösung der  Kohlensäure  von  der  Glasoberfläche  eintritt  und  daß  endlich  inner- 
halb des  Temperaturintervalles  von  —  0,8^  bis  23^  eine  Beschleunigimg  der  Gas- 
verdichtung mit  wachsender  Temperatur  stattfand. 

Es  ist  zunächst  zu  bemerken,  daß  die  von  Bunsen  benutzten  Glasfäden  bei 
den  oben  genannten  Versuchen  wohl  bei  gewöhnlicher  Temperatur  getrocknet, 
aber  nicht  erhitzt  waren.     Bunsen   trocknete  später   die  Fäden,   die  zusammen 


^  R.  Bunsen,  Wied.  Ann.  20.  545.  1883.  —  ^  K,  Bunsen,  Wied.  Ann.  22.  145. 
1884;  24.  321.  1885;  29.  161.  1886.  —  H.  Kayser,  Wied.  Ann.  14.  450.  1881;  16.  624. 
1882;  21.  495.  1884;  23.  416.  1884.  —  H.  Krause,  Wied.  Ann.  36.  923.  1889.  — 
P.  MÜHLFARTH,  Drüdes  Ann.  3.  328.  1900;  in  dieser  Arbeit  ist  ein  ausgedehnter  Literatur- 
nachweis gegeben. 
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eine  Oberfläche  von  2,11  qm  besaßen,  bei  verschiedenen  Temperaturen  uiid 
bestimmte  durch  ausgedehnte  Versuche,  wie  viel  Wasser  die  Oberfläche  der 
Fäden  festhielt,  wenn  sie  einem  Strome  von  trockener  Luft  verschiedener  Tempe- 
ratur ausgesetzt  waren.  Es  ergab  sich,  daß  die  Menge  des  nicht  im  verdampf- 
baren Zustande  zurückgehaltenen  Wassers  folgende  war: 


bei  der  Tcmperatar 

23 

107 

215 

329 

415 

468 

508» 

mg  Wasser    .     .     . 

22,8 

14,2 

11,6 

7,6 

2,8 

0.9 

0,0 

Die  Versuche  zeigen,  daß  erst  bei  503^  alles  Wasser  von  der  Oberfläche 
der  Fäden  verdampft  war.  In  diesem  Zustande  trat  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
keine  nachweisbare  langsame  Adsorption  der  Kohlensäure  ein,  auch  nach  Verlauf 
von  6  Tagen  war  noch  keine  Adsorption  erfolgt.  Die  früher  von  Bunsen 
beobachteten  adsorbierten  großen  Mengen  waren  deshalb  nicht  von  den  Glas- 
fäden, sondern  von  dem  Wasser  aufgenommen,  das  die  Fäden  bedeckte.  Da 
es  sich  bei  den  Versuchen  von  Kayser  und  Bunsen  um  zwei  ganz  verschiedene 
Erscheinungen  —  Adsorption  an  der  Glasoberfläche  einerseits  und  Absorption 
durch  das  an  der  Glasoberfläche  haftende  Wasser  andererseits  -r-  handelt,  sind 
die  Resultate  gar  nicht  unmittelbar  miteinander  vergleichbar. 

Über  die  Frage,  ob  an  Glasfäden,  die  auf  500®  erwärmt  und  deshalb  frei 
von  Wasser  waren,  bei  Zimmertemperatur  eine  Adsorption  von  Kohlensäure 
stattfindet,  sind  noch  weitere  Versuche  angestellt.  Zunächst  möge  bemerkt  werden, 
daß  die  Bunsen  sehen  Versuche  keinen  Aufschluß  darüber  geben;  denn  Bunsen 
leitete  vor  dem  Versuche  längere  Zeit  einen  völlig  getrockneten  Kohlensäurestrom 
durch  den  auf  500®  erhitzten  Apparat,  ließ  dann  den  Apparat  abkühlen  und  wies 
nach,  daß  keine  langsame  Adsorption  stattfand.  In  der  Zeit,  die  während  der 
Abkühlung  verstrich,  konnte  aber  eine  Adsorption  an  den  Fäden  eintreten,  die 
nicht  zur  Beobachtung  gelangte.^  K.  Krause  hat  schon  auf  diesen  Umstand 
hingewiesen^  und  deshalb  die  Anordnung  der  Versuche  so  getroffen,  daß  die 
Kohlensäure  erst  nach  der  Trocknung  und  Abkühlung  mit  den  Fäden  in  Be- 
rührung gebracht  wurde,  nachdem  eine  Erhitzung  auf  531®  vorausgegangen  war. 
Diese  Versuche  ergaben,  daß  auch  im  Anfang  und  daher  überhaupt  keine  Adsorption 
an  den  Glasfäden  stattfand.  Im  Gegensatz  zu  diesem  Resultat  fand  P,  Mühl- 
farth',  daß  Glaspulver,  welches  bis  über  500®  erhitzt  und  getrocknet  war,  von 
vollständig  trockener  Kohlensäure  bei  22®  adsorbierte.  In  einem  Gefäß  von 
242,1  ccm  Inhalt  befanden  sich  106,4  ccm  Glaspulver;  das  adsorbierte  Gas- 
volumen (reduziert  auf  0®  und  760  mm)  ist  in  den  folgenden  Reihen  neben  dem 
Drucke,  unter  dem  die  Adsorption  stattfand,  angegeben: 

Druck  in  mm 174,4         274,8         381,7         472,5         584,9         604,8 

Adsorbierte  Volumen  in  ccm         0,77  1,25  1,66  1,77  1,98  2,05 

MüHLFARTH  hat  die  Adsorption  an  vollkommen  trockenem  Glaspulver  (vor- 
herige Erhitzung  bis  500®)  auch  für  andere  Gase  untersucht.  Im  folgenden  ist 
eine  Zusammenstellung  mit  den  entsprechenden  Drucken  angegeben.  Die 
Adsorption  fand  bei  0®  statt;  die  adsorbierten  Volumina  sind  auf  760  mm  Druck 
reduziert: 


^  R.  Bunsen  (Wied.  Ann.  22.  149.  1884)  bemerkt  bei  Versuchen,  die  mit  dem  gleichen 
Apparat  ausgeführt  wurden,  daß  „die  Glasfäden  drei  bis  vier  Stunden,  während  des  Füllens, 
Aufstellens  und  Erkaltens  des  Apparats  mit  Kohlensäure  in  Berührung  gewesen  waren.  Um  das 
in  diesem  Zeiträume  von  den  Glasfäden  adsorbierte  Gasvolumen  sind  daher  die  Adsorptionen 
zu  klein  gemessen".  —  2  h.  Krause,  Wied.  Ann.  36.  426.  1889.  —  ^  P«  Mühlfarth, 
Drude s  Ann.  3.  328.   1900. 
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Gas 


Kohlensäure  .  . 
Schweflige  Säure 
Ammoniak  .  . 
Stickoxydul  .  . 
Acetylen    .     .     . 


Druck 

Adsorbierte  Volumen 

in  mm 

in  ccm 

692,5 

2,92 

089,8 

9,38 

696,3 

25,21 

615,8 

2,09 

704,0 

1,05 

Während  bei  ganz  trockenen  Glasoberflächen  die  Adsorption  für  jeden 
gegebenen  Gasdruck  schon  nach  wenig  Stunden  (zwei  bis  drei)  vollendet  ist, 
dauert  dieselbe  bei  feuchten  Oberflächen  viel  länger.  Nach  Bunsen  hängt  die 
Geschwindigkeit,  mit  der  der  stationäre  Zustand  erreicht  wird,  von  der  Dicke 
der  auf  der  Glasoberfläche  vorhandenen  Wasserschicht  ab;  je  dicker  diese  Schicht, 
um  so  längere  Zeit  dauert  es,  bis  der  stationäre  Zustand  eintritt.  Bei  den  ersten 
Versuchen  Bünsens  war  die  Wasserschicht  10,5  «10"®  mm  dick,  und  nach  Ver- 
lauf von  drei  Jahren  noch  nicht  das  Maximum  der  Absorption  eingetreten;  bei  spä- 
teren Versuchen,  wo  die  Wasserschicht  nur  etwa  halb  so  dick,  nämlich  4,84  «lO"®  mm 
war,  war  bereits  nach  40  Tagen  die  Absorption  vollendet.  In  dem  letzten  Falle 
wurden  unter  sonst  gleichen  Umständen  in  40  Tagen  48,7  ccm  Kohlensäure 
absorbiert,  während  im  ersten  Falle  in  drei  Jahren  nur  25,4  ccm  von  dem  Wasser 
aufgenommen  war.  Die  gesamte  Erscheinung  führt  Bunsen  auf  den  wirksamen 
Kapillardruck  zurück,  der  an  der  Glasoberfiäche  ein  Maximum  hat  und  von  da 
sclmell  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Wand  abnimmt.  Der  Kapillardruck 
ist  deshalb  an  der  Oberfläche  einer  Wasserschicht  von  4,84  •10'"^  mm  Dicke 
bedeutend  größer,  als  an  der  Oberfläche  einer  10,5  •10"®  dicken  Schicht. 

Aber  nicht  allein  Wasser,  das  auf  der  Glasoberfläche  sich  befindet,  bewirkt 
eine  Verzögerung  der  Adsorption  der  Kohlensäure,  sondern  auch  verdichtete  Luft, 
wie  aus  Versuchen  von  H.  Kayser  ^  hervorgeht.  Es  wurde  nach  dem  Trocknen 
der  Glasfäden  während  20  Stunden  kalte  trockene  Luft  und  dann  während 
6  Stunden  kalte  trockene  Kohlensäure  über  die  Fäden  geführt  und  darauf  der 
Versuch  begonnen.     Es  dauerte  15  Tage,  bis  die  Adsorption  vollendet  war. 

Ferner  ist  durch  H.  Krause*  gezeigt,  daß  die  Menge  und  Geschwindigkeit 
der  Absorption  von  Kohlen sriure  an  feuchten  Glasfäden  von  der  Beschaffenheit 
der  Glasoberfläche  abhängig  ist.  Nach  dem  Vorgang  von  E.  Warbu^g  und 
T.  Ihmori^  kochte  Krause  die  von  ihm  benutzten  Glasfäden,  die  20,86  ^/^ 
Kali  enthielten,  in  Wasser,  um  so  die  Glasoberfläche  kaliärmer  zu  machen;  er 
untersuchte  dann  sowohl  die  frischen  (nicht  gekochten),  als  auch  die  gekochten 
Fäden.  Nachdem  die  beiden  Arten  von  Fäden  durch  Erhitzung  über  500® 
getrocknet  waren,  zeigte  sich,  wie  schon  erwähnt,  keine  Adsorption  von  Kohlen- 
säure; nach  Zugabe  von  Wasser  trat  bei  beiden  Fadensorten  Absorption  der 
Kohlensäure  ein;  die  gekochten  kaliarmen  Fäden  absorbierten  in  4  Tagen  0,657  ccm 
Kohlensäure,  während  die  frischen  Fäden  in  der  gleichen  Zeit  1,625  ccm,  also 
mehr  als  das  Doppelte,  absorbiert  hatten;  bei  den  gekochten  Fäden  wurde  nach- 
gewiesen, daß  nach  30  Tagen  die  Absorption  noch  nicht  vollendet  war. 

Aus  den  obigen  Darlegungen  ergibt  sich  also,  daß  bei  gasfreien, 
vollkommen  trockenen  Glasoberflächen  eine  Adsorption  der  Gase 
stattfindet;  die  Adsorption  ist  in  wenig  Stunden  (zwei  bis  drei)  voll- 
endet;  die    adsorbierte    Gasmasse    wächst    mit  wachsendem   Drucke*; 

^  H.  Kayser,  Wied.  Ann.  23.  419.  1884.  —  2  h.  Krause,  Wikd.  Ann.  36.  925. 
1889.  —  3  E.  Warburg  u.  T.  Ihmori,  Wied.  Ann.  27.  481.  1886.  —  *  P.  Mühlfarth 
bemerkt  (Drude s  Ann.  3.  350.  1900),  daß  nach  seinen  Versuchen  für  die  Adsorption  an  Glas- 
pulver das  Henry  sehe  Gesetz  gültig  sei,  da  seine  Versuche  sich  durch  die  Formel  J^^  A  +  B^p 
darstellen  lassen.    In  dieser  Formel  bezeichnet  ^  die  adsorbierte  Gasmasse,  abgesehen  von  einem 
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das  adsorbierte  nicht  reduzierte  Volumen  (bei  dem  Drucke  gemessen, 
bei  dem  die  Adsorption  stattgefunden  hat)  kann  mit  wachsendem 
Drucke  zu-  oder  abnehmen,  je  nach  der  Größe  der  Zwischenräume; 
die  adsorbierte  Gasmasse  hängt  bei  dem  gleichen  Glase  von  der  Größe 
der  Zwischenräume  zwischen  den  Glasteilen  ab,  sie  wächst  mit  ab- 
nehmender Temperatur,  sie  ist  verschieden  für  verschiedene  Gase. 

Um  Glasoberflächen  von  verdichteten  Gasen  und  von  Wasser  zu 
befreien,  genügt  nicht  die  weitgehendste  Diuckverminderung,  viel- 
mehr ist  eine  starke  Erhitzung  (etwa  500®)  erforderlich. 

Haben  Glasoberflächen  Gase  oder  Wasser  auf  ihrer  Oberfläche 
verdichtet,  so  erfolgt  die  Adsorption  eines  anderen  Gases  bedeutend 
langsamer  als  an  gasfreien  trockenen  Glasoberflächen  und  zwar  um 
so  langsamer  je  dicker  die  bereits  vorhandene  fremde  Schicht  ist. 

15.  Adsorption  und  Okklusion  der  Metalle.  Bei  den  Metallen  hat  man 
zwei  verschiedene  Zustände  unterschieden  gegenüber  ihrer  Wirkung  auf  die  Gase. 
Befindet  sich  das  Metall  in  fein  verteiltem  Zustand,  so  verdichtet  sich  das  Gas 
auf  der  Oberfläche  und  man  hat  es  mit  einer  Adsorption  zu  tun;  ist  das  Gas 
in  die  inneren  molekularen  Zwischenräume  des  Metalls  eingedrungen,  so  spricht 
man  von  Okklusion. 

Ein  Beispiel  von  sehr  kräftiger  Adsorption  bildet  das  aus  Platinchlorürlösung 
durch  Weingeist  niedergeschlagene-  Platinpulver,  Platinmohr  genannt,  welches 
nach  Döbereiner  das  250  fache  Volumen  des  Sauerstoffs  adsorbiert. 

Die  Okklusion   der  Metalle  ist  besonders  von  Th.  Graham^  untersucht;  es 

zeigte    sich    hierbei    ein    merkwürdiges  Verhalten    in    bezug  auf  die  Temperatur. 

Beim  Platin   zeigte  sich,   daß  das  Metall  kein  Gas  bei  gewöhnlicher  Temperatur 

aufnahm;   wurde   es   aber  bis  zur  Rotglut  in  einer  Wasserstoffatmosphäre  erhitzt, 

so    hatte    es    Wasserstoff  aufgenommen.      Dies    okkludierte    Gas    wird    aber    bei 

gewöhnlicher  Temperatur  nicht  abgegeben,   auch   nicht  im  Vakuum;   erst  wenn 

die   Temperatur    bis    zur  Rotglut    gesteigert    wurde,    wurde    das   okkludierte   Gas 

wieder  frei.  Von  einem  Volumen  des  geschmiedeten  Platins  waren  2,2  bis  3,8  Volume 

Wasserstoff  (reduziert  auf  die   gewöhnliche  Temperatur)  okkludiert,   während  bei 

j  geschmolzenem  Platin  die  okkludierte  Menge  viel  geringer,  nur  etwa  0,2  Volume  war. 

j  Besonders    stark    ist    die   Fähigkeit    des   Palladiums    für   die   Okklusion  von 

!  Wasserstoff.      Bei    100^    okkludiert    1  ccm    Palladium    85,6  ccm   Wasserstoff   auf 

17,5®  und  764  mm  reduziert.    Ist  das  Palladium  ausgeglüht  und  wird  dann  nach 

der    Abkühlung    bei    gewöhnlicher    Temperatur    in    eine    Wasserstoffatmosphäre 

i  gebracht,   so   okkludiert  es  Wasserstoff,   wie  sich   durch   eine  spätere  Erwärmung 

i  des  Palladiums   und  Austreten  des  Gases   nachweisen  läßt.     Palladiumschwamm, 

durch  Glühen  des  Cyanids  erhalten,   wurde  in  Wasserstoff  auf  200^  erhitzt  und 

'  dann  langsam  abgekühlt;  es  hatte  686  Volume  Wasserstoff  aufgenommen.     Für 

1  Stickstoff  und  Sauerstoff  zeigt  der  Palladiumschwamm  unter  gleichen  Bedingungen 

i  kein  Absorptionsvermögen.    Auch  Legierungen  von  Palladium  mit  Silber  okkludieren 

i  Wasserstoff. 

I  Ferner   untersuchte    Graham    weitere    Metalle,    wie   Silber,    Gold,    Kupfer, 

I  Eisen  und  konnte  auch  hier  Absorption  von  Gasen,   die  in  höherer  Temperatur 

1  stattfand,  nachweisen;  so  ergab  sich,  daß  1  Volum  des  Metalls  folgende  Volume 

der  Gase  okkludiert  hatte: 


konstanten  Faktor,  p  den  Druck,  unter  dem  die  Adsorption  stattgefunden  hat,  endlich  A  und  B 
Konstanten.  Das  Henry  sehe  Gesetz  findet  aber  nicht  seinen  Ausdruck  durch  die  MOhlfarth  sehe 
Formel;  es  muß  vielmehr  nach  Henry  ^  —  ß  .p^  die  Größe  A  in  der  Mühlfarth sehen  Formel 
also  null  sein. 

1  Tu.  Graham,  Pogg.  Ann.  129.  588.  1866;  134.  321.   1868. 
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Eisen 0,46  Wasserstoff  Silber  (Draht)    .     .     .  0,21  Wasserstoff 

„ 4,15  Kohlenoxyd  „            „         ...  0,74  Sauerstoff 

Gold  (Draht)     .     .     .  0,17  W^asserstoff  „      (Schwamm) .     .  0,92  Wasserstoff 

„     (Probiergold)     .  0,44  Wasserstoff  „               „           .     .  0,54  Sauerstoff 

Wenn  Eisen  in  Kohlenfeuer  erhitzt  wird,  so  besteht  das  absorbierte  Gas 
(2^/3  Volumen)  zu  Y3  ^lus  Wasserstoff,  ^2  ^^^  Kohlenoxyd;  der  Rest  ist  Stickstoff 
und  Kohlensäure. 

Graham  hat  später  eine  neue  Methode  gefunden,  um  die  Okklusion  von 
Wasserstoff  durch  Metalle  zu  erhalten  und  zwar  bei  gewönlicher  Temperatur.  Er 
verwendete  dazu  den  elektrischen  Strom,  der  durch  eine  wässerige  Lösung  geht, 
in  der  das  zu  untersuchende  Metall  die  negative  Elektrode  bildet.  Es  wurde  so 
festgestellt,  daß  Palladium  fast  das  1000  fache  seines  Volumens  an  Wasserstoff 
aufzunehmen  vermag;  auch  Platin  und  Eisen  lassen  sich  in  dieser  Weise  mit 
Wasserstoff  beladen,  allerdings  in  viel  geringerer  Menge  (vgl.  Artikel  „Diffusion"). 

16.  Mo  8  er  sehe  Bilder.  L.  Moser  ^  hat  eine,  interessante  Beobachtung  über 
Bilder  gemacht,  welche  durch  Dampfatmosphären  verursacht  werden,  die  an  den 
Oberflächen  fester  Körper  zur  Adsorption  gelangen.  Wenn  man  über  eine  glatte 
Oberfläche  von  Glas,  Metall  oder  einer  anderen  Substanz  mit  einem  Holzstab 
hinfährt,  und  dann  die  Fläche  behaucht,  so  sieht  man  den  von  dem  Holzstab 
gemachten  Strich  deutlich  hervortreten.  Noch  deutlicher  wird  die  Erscheinung, 
wenn  man  statt  der  im  Hauch  befindlichen  Wasserdämpfe  Quecksilberdämpfe 
verwendet  und  die  Fläche  diesen  Dämpfen  aussetzt. 

E.  Waidele^  hat  zuerst  erkannt,  daß  es  sich  bei  der  genannten  und  bei 
ähnlichen  sogleich  zu  besprechenden  Erscheinungen  um  eine  Adsorption  handelt. 
Bei  dem  obigen  Versuch  wird  durch  den  Holzstab  die  auf  der  glatten  Oberfläche 
adsorbierte  und  verdichtete  Luftschicht  ganz  oder  teilweise  an  den  Bcrührungs- 
stellen  von  Oberfläche  und  Holz  fortgenommen;  die  darauf  folgende  Behauchung 
läßt  Wasserdampf  auf  der  Oberfläche  kondensieren,  aber  in  verschiedener  Menge 
je  nach  der  verschiedenen  Dicke  der  adsorbierten  Luftschichten.  Eine  Konsequenz 
dieser  Erklärung  ist  die  experimentell  leicht  zu  bestätigende  Tatsache,  daß  kein 
Bild  nach  dem  Behauchen  entsteht,  wenn  man  die  Oberflüche  unmittelbar  vor 
dem  Versuch  durch  mehrfaches  Abwischen  von  der  verdichteten  Luftschicht  befreit. 

Ferner  zeigte  Moser,  daß,  wenn  man  auf  eine  Glasplatte  eine  Münze  oder 
einen  geschnittenen  Stein  legt  und  einige  Zeit  liegen  läßt,  nach  Fortnahme  des 
Gegenstands  durch  Behauchen  ein  Bild  desselben  entsteht;  diese  Bilder  entstehen 
auch  schon,  wenn  die  Münze  u.  s.  w.  nur  nahe  über  der  Platte  gehalten  wird, 
ohne  sie  zu  berühren.  Es  wird  in  beiden  Fällen  eine  verschiedene  Änderung 
der  verdichteten  Luft  je  nach  dem  Abstand  der  einzelnen  Teile  der  beiden 
Körper  bewirkt  und  infolgedessen  beim  Behauchen  eine  verschiedene  Konden- 
sation an  den  verschiedenen  Stellen  verursacht.  Am  besten  gelingt  der  Versuch, 
wenn  einer  der  beiden  Körper,  Glasfläche  oder  Münze,  vorher  gereinigt  wird; 
legt  man  dagegen  eine  frisch  gereinigte  Münze  auf  eine  frisch  gereinigte  Platte, 
so  zeigt  sich  später  fast  nichts  von  einem  Bikle,  weil  die  Dämpfe  gleichmäßig 
kondensiert  werden. 

Waidele  variierte  die  Versuche  dahin,  daß  er  mit  künstlich  erzeugten 
Kohlensäureatmosphären  experimentierte.  Um  eine  Oberfläche  mit  einer  Kohlen- 
säureatmosphäre zu  versehen,  wurde  Kohlenpulver,  das*  geglüht  und  in  einem 
Kohlensäurestrome  abgekühlt  war,  auf  die  Platte  gelegt.  Zunächst  konnten  jetzt 
die   gleichen  Versuche,   wie   früher,   mit  einer  Luftatmosphäre  ausgeführt  werden. 

^  L.Moser,  Pogg.  Ann.  56.  177.  1842;  57.  i.  1842.  —  2  e.  Waidele,  Pogg.  Ann. 
59.  255.  1843.  Es  heißt  hier:  „Das  absorbierte  Gas  bildet  um  die  Oberfläche  des  Korpers 
eine  Atmosphäre,   wie   die  atmosphärische  Luft   um   den  Erdball''.  - 

WiMKBLMANN,   Physik.     2.  Aufl.     I.  9/ 
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Waidele  Stellt  ferner  einen  mit  Kohlensäure  versehenen  Stempel  nacheinander 
auf  sechs  frisch  gereinigte  Silberplatten;  auf  die  beiden  ersten  Platten  ließ  er  den 
Stempel  je  80  Minuten,  auf  die  dritte  und  vierte  1  Stunde,  auf  die  fünfte  und 
sechste  2  Stunden  stehen.  Die  Platten  wurden  nach  Fortnahme  des  Stempels 
sofort  mit  Quecksilberdämpfen  behandelt.  Die  ersten  drei  Platten  zeigten  ein 
Bild  des  Stempels  in  abnehmendem  Grade,  die  fünfte  gar  keins;  beim  Behauchen 
zeigte  die  vierte  Platte  nur  eine  schwache  Spur  des  Bildes,  die  sechste  nichts. 
Diese  Resultate  sind  nach  dem  Vorigen  unmittelbar  verständlich,  wenn  man 
berücksichtigt,  daß  die  Kohlensäureatmosphäre  des  Stempels  mit  wachsender  Zeit 
immer  schwächer  wurde. 

17.   Wärmeentwiokelung  bei  der  Absorption  und  Adsorption.     Bei  der 

Absorption  der  Gase  durch  Flüssigkeiten  tritt  eine  Wärmeentwickelung  auf,  die 
für  verschiedene  Kombinationen  verschieden  ist.  Im  folgenden  ist  zunächst  eine 
Zusammenstellung  der  Resultate  für  die  Absorption  von  Ammoniak  in  Wasser 
gegeben.  Nach  Berthelot  ^  werden  folgende  Wärmemengen  erzeugt,  wenn  1  Molekül 
NHg  von  n  Molekülen  H,0  absorbiert  wird  bei  10,5^ 


Moleküle  n  Wasser 

Entwickelte  Wärmemenge 

auf  1  Molekül  Ammoniak 

in  Grammkalorien 

0 

0 

1,00 

7555 

1,87 

8340 

3,00 

8480 

3,55 

8500 

5,77 

8610 

9,50 

8800 

00 

8820 

Aus  diesen  Zahlen  ergibt  sich,  daß  die  produzierte  Wärmemenge,  die  bei 
der  Absorption  von  1  Molekül  NHg  frei  wird,  mit  der  angewandten  Wasser- 
menge wächst;  aber  bereits,  wenn  n  =  9,50  ist,  ist  das  Maximum  der  Wärme- 
entwickelung fast  erreicht.  Aus  der  letzten  der  vorstehenden  Zahlen  ergibt  sich, 
daß  bei  der  Absorption  von  1  g  Ammoniak  in  viel  Wasser  518,8  Gramm- 
kalorien produziert  werden.  Die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  ist  nur 
gering;  bei  einer  Temperatursteigerung  von  1  ®  C  nimmt  die  produzierte  Wärme 
um  etwa  0,1  ^o  ^^-^ 

P.  Chappüis^  hat  seine  Untersuchungen  mit  dem  Eiskalorimeter  angestellt 
und  nach  und  nach  weitere  Mengen  Gas  absorbieren  lassen.  Wurden  von  5  g 
Wasser  129,58  ccm  Ammoniak  absorbiert,  so  war  die  erzeugte  Wärmemenge 
gleich  49,97  Grammkalorien,  oder  pro  1  ccm  absorbiertes  Gas  0,3857  Gramm- 
kalorien. Absorbierte  dann  die  Lösung  weitere  135,24  ccm  Gas,  so  wurden 
51,73  Grammkalorien  oder  pro  1  ccm  absorbiertes  Gas  0,3825  Grammkalorien 
produziert.  Im  folgenden  ist  die  vollständige  Tabelle  angegeben,  die  nach  dem 
Vorigen  leicht  verständlich  ist. 


'  Berthklot,  Ann.  chim.  phys.  5  ser.  4.  526.  1875.  —  ^  Vgl.  F.  Rühlemann, 
Dissertation  Jena  1908.  Hier  sind  auch  weitere  Resultate  zusammengestellt.  Reduziert  man 
die  Beobachtungen  auf  20",  so  ergibt  sich,  daß  die  Absorption  von  lg  Ammoniak  in  viel 
Wasser  (so  daß  weitere  Verdünnungswärme  unberücksichtigt  bleiben  kann)  in  Grammkalorien 
produziert:  nach  Favre  und  Silbermann  (Ann.  chim.  phys.  3  ser.  32.  412.  1853)  507,3; 
nach  Thomsen  (Her.  d.  deutsch,  ehem.  (ies.  Berlin  6.  713.  1873)  495,5;  nach  Berthelot 
(l.  c.)  515,5;  nach  Chappuis  (Wied.  Ann.  19.  36.  1883)  499,3;  nach  v. Strombeck  (Joum.  of 
the  Franklin  Inst.  131.  71.  1890)  501,1;  nach  RChlemann  (1.  c.)  491,1.  —  3  P.  Chappuis, 
WiED.  Ann.  19.  36.  1883.  • 
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Absorptionswärme   für  Wasser— Ammoniak.     Gewicht   des  Wassers  5  g. 


^  I  ij  129,58        135,24        128,61         128,86        131,65      |  131,71         134,37 


Absorbiertes  Gas- 
volumen V  in  ccm 

Erzeugte  Wärme-  ] 
menge  in  Gramm- 
kalorien für  die     )  l     49,97  51,73      !    48,53  48,05  48,51  48,49  48,49 


Absorption  von     1 
V  •  ccm  ^  \ 


Erzeugte  Wärme-  | 

menge  für  die  Ab- J        0,3857        0,3825:      0,3777        0,3729        0,3684  1      0,3681        0,3608 
Sorption  von  1  ccmj  1  ,  | 

In  der  letzten  Horizontalreihe  nehmen  die  Werte  langsam  ab,  d.  h.  je  mehr 
Ammoniak  -bereits  die  Lösung  enthält,  um  so  geringer  wird  die  Wärmeproduktion 
durch  die  Absorption  der  gleichen  Ammoniakmenge.  Es  ist  dies  Resultat  in 
Übereinstimmung  mit  dem  Ergebnis  von  Berthelot. 

In  gleicher  Weise  wie  Ammoniak  wurde  von  Chappuis  Wasser  und  schweflige 
Säure  untersucht;  je  nach  der  ursprünglichen  Konzentration  lagen  die  Werte, 
welche  die  produzierte  Wärmemenge  für  1  ccm  schweflige  Säure  angeben,  zwischen 
0,3634  und  0,2651  Grammkalorien. 

Die  durch  die  Absorption  von  Gasen  in  Flüssigkeiten  frei  werdenden  Wärme- 
mengen kann  man  in  zwei  Teile  zerlegen,  von  denen  der  eine  Teil  die  Wärmemenge 
darstellt,  die  bei  der  Verflüssigung  des  Gases  frei  wird,  der  andere  Teil  die 
Wärmemenge,  die  bei  der  Mischung  des  verflüssigten  Gases  imd  der  Flüssigkeit 
frei  oder  verbraucht  wird.  Wird  bei  der  Vermischung  der  beiden  Flüssigkeiten 
Wärme  frei,  so  wird  die  Absorptionswärme  größer  als  die  Kondensationswämie 
sein.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Absorption  von  Ammoniak  durch  Wasser. 
Hier  beträgt  nach  v.  Strombeck  ^  die  Kondensationswärme  für  1  g  Ammoniak 
bei  17^  296,8  Grammkalorien,  während  die  Absorptionswärme  bei  16,6** 
502,8  Grammkalorien  ist.  Die  Differenz  dieser  beiden  Werte,  nämlich  205,5  Gramm- 
kalorien kann  man  als  die  Mischungswärme  von  flüssigem  Ammoniak  mit  viel 
Wasser  bezeichnen.  Die  Mischungs wärme  der  Flüssigkeiten  ändert  sich  mit  jeder 
der  gemischten  Flüssigkeiten.  Rühlemann^  hat  die  Absorptionswärme  des 
Ammoniaks  in  Alkohol  bestimmt  und  gefunden,  daß  bei  der  Absorption  von 
1  g  Ammoniak  in  viel  Alkohol  897,3  Grammkalorien  erzeugt  werden;  hieraus 
folgt,  daß  die  Mischungs  wärme  von  1  g  Ammoniak  mit  viel  Alkohol  100,5  Gramm- 
kalorien beträgt,  also  um  etwa  100  Grammkalorien  kleiner  ist,  als  bei  entsprechender 
Mischung  von  Ammoniak  mit  Wasser. 

Auch  bei  der  Adsorption  der  Gase  durch  feste  Körper  wird  Wärme  erzeugt, 
wie  schon  von  Th.  de  Saussure  beobachtet  wurde.  Eingehende  Untersuchungen 
stellte  Favre  ^  mit  dem  von  ihm  konstruierten  Quecksilberkalorimeter  über  die 
Adsorptionswärme  verschiedener  Gase  durch  Holzkohle  an.  Er  verglich  die 
durch  Adsorption  produzierten  Wärmemengen  mit  den  Kondensations  wärmen  der 
betreJBfenden  Gase  bezw.  Dämpfe  und  fand,  daß  die  Adsorptionswärmen  immer 
größer  als  die  entsprechenden  Kondensationswärmen  waren.  Favre  schloß  aus 
diesem  Ergebnis,  daß  die  Dichtigkeit  der  adsorbierten  Gase  größer  sei  als  die 
der  verflüssigten  Gase.  Später  untersuchte  P.  Chappuis*  die  Adsorption  an  festen 
Körpern  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Absorption  in  Flüssigkeiten.  Im  folgenden 
ist  eine  Be<3bachtungsreihe  angegeben  in  gleicher  Anordnung  wie  oben  für  die 


^  v.  Strombeck,  1.  c.  —  *  p,  Rühlemann,  1.  c.  —   3  P.  A.  Favre,  Ann.  chim.  phys. 
5)  L   209.    1874.  — -  *  P-  Chappuis,   Wied.  Ann.  19.  27.   1883. 
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Adsorptionswärme  von  Kohle-Ammoniak.    Gewicht  der  Kohle  2,850g. 


Adsorbiertes  Gasvoluinen..j  11^2  ,^^        .^^^^        61,55        59,27        59,09        58,02      j  25,79 

|t  '  !  ' 

Erzeugte  Wärmemenge  in  |    ';  I 

Grammkalorien  für  die      1.30,82        23,54        22,07        21,03        21,45        20,24  8,55 

Adsorption  von  v  •  ccm     )   || 

^^''^A^l^^^^r^'^rf  Jr  I       0,4910      0,8989      0,3586      0,3701      0,3630      0,3488,    0,3298 
die  Adsorption  von  1  ccm  J  '  '  '  ' 

Auch  hier  zeigt  sich,  wenn  auch  nicht  so  gleichmäßig  wie  bei  den  Flüssig- 
keiten, daß  die  pro  Adsorption  von  1  ccm  erzeugte  Wärmemenge  um  so  kleiner 
wird,  je  größere  Gasmengen  bereits  adsorbiert  sind. 

Die  bei  der  Adsorption  frei  werdende  Wärme  ist,  wenn  man  von  etwaigen 
chemischen  Veränderungen  absieht,  durch  die  Arbeit  erzeugt,  welche  von  den 
Molekularkräften  bei  der  Verdichtung  der  Gase  an  der  Oberfläche  der  festen 
Körper  geleistet  wird.  Je  größer  die  Volumänderung  ist,  die  das  Gas  bei 
der  Adsorption  erfährt,  um  so  größer  wird  die  zur  Verdichtung  nötige  Arbeit 
und  damit  auch  die  entsprechende  Wärmemenge  sein.  Wenn  deshalb  die  zuerst 
adsorbierte  Gasmenge  eine  größere  Wärmemenge  produziert  als  eine  spätere,  so 
wird  man  annehmen  müssen,  daß  die  zuerst  adsorbierte  Menge  auch  eine  größere 
Dichtigkeitsändemng  erfahren  hat,  eine  Annahme,  die  durchaus  gerechtfertigt 
erscheint. 

Im  Anschluß  an  die  Versuche  von  Favre,  nach  welchem  die  Adsorptions- 
wärme der  Gase  größer  ist  als  die  Kondensationswärme,  kann  man  nach  Chappuis 
die  Adsorptionswärme  in  zwei  Teile  zerlegen,  nämlich  i.  in  die  Kondensations- 
wärme des  betreffenden  Gases  und  2.  in  die  durch  weitere  Kompression  des 
verflüssigten  Gases  erzeugte  Wärme.  Die  ad  2.  genannte  Wärme  wird  frei,  wenn 
die  Flüssigkeit  mit  dem  festen  Körper  in  Berührung  kommt;  diese  Wärme  nennt 
Chappuis  „Benetzungswärme".  Daß  bei  der  Benetzung  von  porösen  und  pulver- 
förmigen  Körpern  durch  eine  Flüssigkeit  eine  Temperatursteigerung  herbeigeführt 
wird,  wurde  schon  von  Pouillet^  entdeckt.  Für  einige  Körper  ist  im  folgenden 
die  eintretende  Temperaturerhöhung  bei  der  Benetzung  mit  Wasser  nach  Pouillet 
angegeben : 


c.    V   .  G***^      i  Back-      Ton-     ^  , .      Baum-       Papier 

Substanz  ,  Kohle  '^ ^  Wolle    Schwamm 

gepulvert      stein       erde  wolle     getrocknet 

TempSSöhnngl  '      °'2«      '    <>."    |   »'^O       ^-l«        »-«^  *.52      \   3.17  1.90 

Aus  den  vorstehenden  Versuchen  lassen  sich  die  produzierten  Wärmemengen 
nicht  ableiten.  P.  Chappuis*  bestimmte  mit  Hilfe  des  Eiskalorimeters  die  Be- 
netzungswärme  von  Kohle  und  pulverförmiger  Tonerde  mit  zwei  verschiedenen 
Flüssigkeiten;  er  fand: 


Benetzungswärme 
mit  Wasser  mit  Schwefelkohlenstoff 


für  1  g  Kohle 7,425  Grammkalorien  .   24,36  Grammkalorien 

für  1  g  Tonerde  (pul  ver  form  ig)    .      2,747  „  — 

'  G.  S.  M.  Pouillet,  Ann.  chim.  phys.  20.  141.  1822.  —  2  p.  Chappuis,  Wikd.  Ann. 
19.  33.  1883. 
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G.  Schwalbe*  ermittelte  die  Benetzungswärme  verschiedener  Sandsorten  und 
von  Kieselsäure  mit  Wasser,  indem  er  die  produzierte  Wärmemenge  aus  der 
Temperaturerhöhung  und  aus  dem  Wasserwert  berechnete.  Die  Benetzungs- 
wärmen  sind  hier  viel  kleiner,  als  bei  der  Verwendung  von  Kohle  und  Tonerde 
und  zwar  offenbar  deshalb,  weil  die  wirksamen  Oberflächen  für  die  gleiche  Gewichts- 
menge sehr  verschieden  sind.  Die  Versuche  von  Schwalbe  bestimmen  die  pro- 
duzierte Wassermenge  bei  gleicher  Sandmenge   für  verschiedene  Wassermengen: 


Substanz 


Gewaschener  Seesand 


Produzierte 

i 

Produzierte 

Wasser- 

Wärmemenge 

Wasser- 

1 Wärmemenge 

menge 

für  10  g 

Substanz 

menge 

für  10  g 

in  g 

Substanz  in 

in  g 

Substanz  in 

Grammkalor. 

1 

1  Grammkalor. 

0,5 

0,3 

Ausgewasch.  Ballastsand 

0,2 

0,75 

0,5 

5 

1,1 

1,0 

0,65 

10 

1.4 

1,25 

0,75 

20 

1,4 

1,5 

0,8 

2,0 

0,8 

1 

0,89 

Kieselsäure      ....          5 

1,89 

5 

1,05 

10 

3,60 

10 

1,32 

15 

5,44 

15 

1,52 

20 

6,16 

Trockener  Maurersand 


Mit  wachsender  Wassermenge  nimmt  die  Benetzungswärme  zuerst  zu  und 
wird  dann  konstant,  wenn  die  Benetzung  vollendet  ist;  dieser  Endzustand  ist 
nach  den  obigen  Versuchen  von  Schwalbe  nur  für  Seesand  und  Ballastsand 
erreicht;  dagegen  zeigen  Maurersand  und  Kieselsäure  bis  zu  den  größten  ver- 
wendeten Wassermengen  noch  eine  deutliche  Zunahme. 

Chappuis  hat  aus  der  oben  angegebenen  Benetzungswärme  der  Kohle  mit 
Wasser  den  Druck  zu  berechnen  versucht,  mit  welchem  die  Kompression  des 
Wassers  herbeigeführt  wird.  Die  Benetzungswärme  für  1  g  Kohle  beträgt 
7,425  Grammkalorien,  wobei  0  224  g  Wasser  von  der  Kohle  aufgenommen  werden. 
Wenn  die  gesamte  Wärmemenge  durch  die  Kompressionsarbeit  der  Molekular- 
kräfte hervorgeht,  so  muß  diese  Arbeit  der  produzierten  Wärme  äquivalent  sein. 

Die  Arbeit  ist  gleich  dem  Produkt  aus  Volumänderung  und  Druck.  Ist  der 
Kompressionskoeffizient  des  Wassers  gleich  ß^  wobei  die  Druckeinheit  gleich  einer 
Atmosphäre  sei,  so  ist  die  Volumänderung  von  0,224  com  Wasser  bei  einer 
Druckänderung  von  1  Atm.  gleich  0,224/3. 

Der  Druck  von  einer  Atmosphäre  ist  1,0132-10®  Dynen/cm^.  Femer  ist 
|3  =  5,0  •  10""*,  so  daß  die  geleistete  Arbeit  für  den  Druckzuwachs  von  einer 
Atmosphäre  gleich 

0,224  •  5,0  •  10~«.  1,0132  •  10«  Ergs 

ist.  Es  sind  aber  429  -10®  Ergs  einer  Grammkalorie  äquivalent,  so  daß  dem 
Druckzuwachs  von  einer  Atmosphäre 

0,224.50-1,0132       ^„„    .^-«^  ,    ,    . 

10«       "  ^     '      '  Grammkalorien 

entsprechen.  Die  tatsächlich  entwickelte  Wärme  von  7,425  Grammkalorien  ist 
aber  27,5- 10«  mal  größer,  als  0,27 -lO""«.  Hieraus  geht  hervor,  daß  der  bei 
der  Benetzung  wirkende  Druck  27,5-10«  Atm.  betragen  muß.  In  der  obigen 
Rechnung  ist   der  Kompressionskoeffizient   unabhängig  vom   Druck  angenommen; 


angäbe. 


1  G.  Schwalbe,  Drudes  Ann.  16,  42.  190s.     In  dieser  Arbeit  eine  ausführliche  Literatur- 


1542  A.  Winkelmann,   Absorption  und  Adsorption.  Phyl^"*'«!' Aufl 

in  Wirklichkeit  nimmt  derselbe  aber  mit  wachsendem  Drucke  ab.  Der  berechnete 
Druck  von  27,5  -10^  Atm.  stellt  deshalb  nur  eine  untere  Grenze  dar.  Es  möge 
nochmals  betont  werden,  daß  die  Rechnung  voraussetzt,  daß  die  gesamte  pro- 
duzierte Wärme  keinen  Anteil  chemischen  Ursprungs  hat,  eine  Voraussetzung, 
deren  Richtigkeit  nicht  sichergestellt  ist. 

Da  das  Wasser  unterhalb  4**  bei  weiterer  Abkühlung  sich  ausdehnt,  so  muß 
es  sich,  wie  W.  Thomson  ^  nachgewiesen  hat,  durch  Kompression  abkühlen,  wenn 
seine  Anfangstemperatur  unter  4®  liegt.     Die  Thomson  sehe  Formel  lautet: 

wo  dt  die  Änderung  der  Temperatur,  dp  die  Änderung  des  Druckes,  a  den  ther- 
mischen Ausdehnungskoeffizienten,  T  die  absolute  Temperatur,  E  das  mechanische 
Wärmeäquivalent,  c^  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Druck  und  q  die 
Dichtigkeit  der  Substanz  bedeutet.  J.  P.  Joule  ^  hat  in  naher  Übereinstimmung 
mit  obiger  Formel  die  Temperaturänderungen  beobachtet,  die  Wasser  bei  Druck- 
änderungen von  etwa  25  Atm.  zeigt  und  besonders  nachgewiesen,  daß  bei  1,2® 
eine  Abkühlung,  bei  Temperaturen  von  5^  bis  40^  dagegen  Erwärmung  des 
Wassers  durch  eine  Drucksteigerung  hervorgerufen  wird. 

Setzt  man  voraus,  daß  bei  der  Wasserbenetzung  eines  festen  Körpers  keine 
chemische  Wirkung  auftritt,  und  daß  deshalb  die  Temperaturänderungen  beim 
Benetzen  nur  durch  Kompression  entstehen,  so  muß  bei  Wasser  unter  4^  eine 
Abkühlung  eintreten.  Die  Versuche  sind  besonders  mit  verschiedenen  Sandsorten 
und  Kieselsäure  angestellt,  weil  man  hier  am  sichersten  von  einer  chemischen 
Einwirkung  absehen  kann.  Die  Ergebnisse  der  verschiedenen  Beobachter  sind 
nicht  übereinstimmend;  es  sclieint  aber  nach  den  Versuchen  von  G.  Schwalbe*, 
daß  tatsächlich  unterhalb  4^  die  Wasserbenetzung  beim  Sand  und  bei  der  Kiesel- 
säure von  einer  Temperaturerniedrigung  begleitet  ist. 


1  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (4)  15.  540.  1857;  FortschriUe  der  Physik  1857.  p.  290.  — 
2  J.  P.  Joule,  Fortschr.  d.  Physik  1858.  *p.  342.  —  3  g.  Schwalbe,  Drudes'Adii.  16.  40. 
1905.  Am  Schluß  dieser  Arbeit  findet  man  eine  Zusammenstellung  der  Literatur  über  die 
Benetzungswärme. 
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Abkühlung  bei  der  Dehnung  587.  835. 

Ablenkung  53. 
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Abplattung  der  Himmelskörper  922. 
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—  Bewegung  28. 
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Biegungsmoment  620. 
Biegungsnachwirkung  822. 
Biegungspfeil  627.  631. 
Biegungszyklen  823. 
Bifilare  Aufhängung  413  f. 
Bildermethode  in  der  Hydropynamik  960.  1039. 
Billard  776. 

BjERKNESsche  Versuche   1042. 
Blätterbnich  853. 
Bodendruck  895  f. 
•»—  von  Flüssigkeiten  896. 

—  von  Sand  886  f. 
Böschungslinie  69. 
Böschungslinicn  loser  Massen  888. 
Bogenmaß  9. 

BOHNENBERGER  scher  Apparat  438. 
Bohr  264. 

Bologneser  Flaschen  875. 
BoLTZMANNsche  Mechanik  216. 
BoYLEsches  Gesetz  1235  ff. 
Brachistochrone  369  f. 
BRAMAHsche  Presse  899  f. 
Brandung  1089. 
Bruchbelastung  836. 
Bruchdehnung  836. 
Bruchfläche  des  Glases   841. 
Bruch  formen  bei  Biegung  852  f. 

—  bei  Drillung  854. 
Brückenwage   136. 
Bumerang   1364. 

BuNSENs  AbsorptionskoefTizicnt  eines  Gases  in 
einer  Flüssigkeit  1509. 


C ARTESi AN I  scher  Taucher  907. 

C.G.S.-System  45. 

cm  5. 

Chemische  Beziehungen  für  Dichte   165  ff. 

für  Härte  869  f. 

—  Stoffe  55. 

Chronograph   118. 

Chronometer   118. 

Clapeyron  sches  Theorem  der  drei  Momente 
624. 

Clapotis   1094. 

CLEBSCHsclie  Transformation  der  hydrodynami- 
schen Gleichungen  945. 

Contractio  vcnac  988. 

CoRiOLisschc  Kraft  306. 
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Dämpfung    der   Schwinjjunrjen    in    festen    Kör- 
pern  726  f.  7<)9.  826. 

—  der  Torsionsschwingunpen  746. 

—  schwingender  Scheiben  oder  Kugeln   1378  f. 
1401. 

Dampfungsmelhode   zur  Bestimmung   des  Rei- 
bungskoeffizienten  1378  f.   1401  f. 
Dämpfungs Verhältnis  3 1 0. 

—  beim  Pendel  406. 

—  elastischer  Schwingungen  726. 

—  von  Torsionsschwingungen   746. 
D'ALEMBERTsches  Prinzip  227  f.  324  f. 

—  —  in  der  Elastizität  525. 

—  —  in  der  Hydrostatik  893. 
Dampfdichte  156. 

—  Messung  1 59  fF. 

Dampfdruck  in  Beziehung  zur  Kapillarität  X 127. 

1221. 
Dampfdruckerhöhung  über  konvexer  Oberfläche 

1127. 
Deformation  498. 

—  durch  Druck  847. 

—  durch  Zug  846. 

—  eines  schweren  Zylinders  592. 
Deformationskomponenten  der  Kristalle  692. 
DeformatioDsmodul  503  f. 
Deformationspotential  528  f. 

Dehnung  498. 

—  bei  der  Biegung  625.  632. 

—  des  Kautschuks  562. 

—  durch  Eigengewicht  574. 
Dehnungsfläche  der  Kristalle  688  f. 
Dehnungsmodul  507.  548. 

—  kinetisch  bestimmt  741  ff. 
Dehnungsnachwirkung  82 1 . 
Dehnungszyklen  823. 
Densimeter   150. 
Deplacement  910. 
Deviationsmomente  251. 
Dezimalwage    137. 
Diagramme  der  Bewegung  302. 
Dichte  39.    164  fF. 

—  der  Erde  482  flF. 

—  von  Legierungen   165  f. 

(Literatur)  176  ff. 

(Tabellen)  168  ff. 

Dichteanomalien  der  Erde  482  f. 
Dichtemessung  (feste  Körper)  141  ff. 
(Flüssigkeit)  147  ff. 

(Gase)  155  ff. 

Dickenmesser  99. 

Diffusion  absorbierender  fester  Körper  1437  ff. 

—  der  Dämpfe   1423  ff.   1427  ff. 

—  der  Flüssigkeiten   1452  ff. 

—  —  durch  Scheidewände    1479  ff. 

—  der  Gase   1419  ff. 

—  durch  feste  Körper  1431  ff. 

—  durch  Gallert  1458. 

—  von  Gasen    141 5  ff. 

durch  Flüssigkeiten   1444  ff. 

—  von  Gemischen  gelöster  Stoffe   1498  ff. 

—  —  in  Kolloiden   1477  f. 

—  von  Metallen  ineinander   1503  ff. 

—  —  durch  Öffnungen  in  dünner  Wand  1429  ff. 

—  von  naszierendeni  Wasserstoff  1443  f. 

—  von  Salzgemischen   1472. 


Diffusionskoeffizient  1417.   1453. 
Dilatation  498.  510  ff. 
Dilatationsellipsoid  5 1 3. 
Dilatometer  10 1. 
Dimensionen   15. 
Dimensionsformeln    15. 
Dimensionstabelle  91. 

DiRiCHLET  scher  Satz  von  der  Kugel  in  Flüssig- 
keit  1022. 
DiRiCHLETsches  Problem  203  f. 
Diskontinuierliche  Flüssigkeitsbewegungen  994ff. 

1033- 
Diskontinuitätsfläche   bei   der  Wellenbewegung 

717. 
Dissipative  Kräf\e  83.  89. 
Dissoziation   167. 

—  bei  der  Diffusion  der  Gase    1440. 
Divergenz  18. 

—  freier  Wellen  716. 
Doppelscherung  515. 
Doppelschicht-Poten  tial  195. 
Drachen   1364. 
Drachenflieger  1371. 
Drehfestigkeit  853  f. 
Drehkraft  53. 

Drehpunkt  schwimmender  Körper  909. 
Drehung  300. 
Drehongsmoment  262.  337. 

—  schwimmender  Körper  909. 
Drehwage  139. 

Dreidimensionale   Bewegung    fester   Kür})er   in 
Flüssigkeiten  1015  f. 

—  Flüssigkeitsstrahlen   1002. 
Dreikörperproblem   464  f. 
Drillung  508.  606  ff.  647  ff. 

—  der  Kristalle  684  f. 

—  des  Kautschuks  657. 

—  des  Quarzes  658. 

—  von  Kreiszyliniem  647  ff. 
-•—  von  Prismen  664  f. 

—  von  Stäben  beliebigen  Querschnitts  659  ff. 

—  —  kombiniert  mit  Zug  665. 
Drillungsfestigkeit  853  f. 
Drillungsfläche  der  Kristalle  688  f. 
Drillungsmodul  648  ff. 
Drillungsschwingungen  von  Stäben  743  ff. 
Drillungswinkel  650. 

Druck  51  f. 

—  auf  Kristalle  678  ff. 

—  in  Tropfen  und  Blasen   Ii62f. 

—  von  Flüssigkeiten  894.  937. 

—  zweier  Körper  aufeinander  597  ff. 

—  zweier  Kugeln  auf  eine  600  f. 

—  zweier  Zylinder  auf  einen  603  f. 
Druckapparat  von  Auerbach  601. 
Druckdiskontinuität     an     der     Gren/.e     zweier 

Flüssigkeiten   1 1 26. 
Druckeinfluß   auf   Zähigkeit   von   Flüssigkeilen 

und  Gasen   1386  f.   1406  f. 
Druckellipsoid  520  f. 
Druckfestigkeit  847  ff. 
Druckfigur  795. 
Druckfläche  597. 
Druckhöhe  895.   980. 
Druckkomponenten  52. 

—  bei  Krislallen  671  f. 
Druckkraft  51.  53. 
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Druckpumpe   1337. 

Druckversuche  von  Auerbach  602  f. 

Druckverteilung  in  einem  Zylinder  604. 

Drackzentrum  902. 

Duktüität  877. 

Dynamik  213  f.  322  fr. 

—  des  Kreisels  423  f. 

—  (Literatur)  356  f. 
Dynamische  Festigkeit  857  ff. 

Theorie  der  Gezeiten  11 12. 

Dynamometer  1 39  f. 

Dyne  43. 


£ 


Ebbe  und  Flut  1 108  ff. 

—  —  (atmosphärische)  1286  f. 
Ebene  Bewegung  314. 

—  Deformation  614. 

—  Wellen  716. 
Ebenes  Pendel  383  f. 
Effekt  78. 

Eigenschaften  der  Materie  54. 
Einarmiger  Hebel  282. 
Eindringung  599. 
Eindiingungsfestigkeit  864. 
Eindringungsmodul  603. 
Einfach  harmonische  Schwingung  .713. 

—  zusammenhängend   19. 
Einfache  ,  Maschinen  2  7  8  ff. 

—  Scherung  647. 

—  Schwingungen  307. 
Einfaches  Pendel  383  ff. 
Einseitige  Osmose  1485  ff. 
Einsenkung  599. 
Einsenkungsmodul  603. 
Einzclwelle  1090. 
Ektropie  89. 

Elastisch  abnorme  Stoffe  562.  568.  583. 
Elastische  Beanspruchung  497. 

—  Bewegungsgleichungen  711. 

—  Ermüdung  829. 

—  Größen  537. 

—  Hauptschnitte  von  Kristallen  689. 

—  Hysteresis  797. 

—  Linie  614. 

—  Nachwirkung  796  ff. 

—  Querschnittsänderung  549. 

—  Schwingungen  710  ff. 

—  Veränderung  497. 

—  Vollkommenheit  501, 

—  Volumenänderung  549. 
Elastischer  Stoß  767  ff.  769. 

—  Zwang  497. 

Elastisches  Gleichgewicht  prismatischer  Körper 
606  ff. 

—  —  der  Kugelschale  610. 

—  —  von  Rotationskörpern  611. 
Elastizität  497  ff. 

—  der  Kristalle  670  ff. 

—  von  Spiralfedern  666  f. 

—  von  Streifen  668. 

—  zusammengesetzter  Körper  669. 
ElastizitätsHäche  von  KrisUllen  687  ff. 
Elastizitätsgleichungen  524  f. 
Elastizitätsgrenze  501.  669.  833  ff. 
Elastizitätskoeffizient  500.  548. 


,    Elastizitätskonstanten  523.  539. 

—  der  Kristalle  693.  695  ff. 
Elastizitätsmodul  500.  507.  548.  551.  632. 

I    —  aus  Biegungsversuchen  632.   658. 

—  bei  verschiedenen  Temperaturen  564  ff. 

—  der  Gläser  559. 

.    —  der  Hölzer  560. 

—  der  Kristalle  675. 

—  der  Metalle  556  ff. 

—  verschiedener  Stoffe   560  f. 
Elastizitätstheorie  510  ff.  530  ff.  543  (Literatur). 
Elastizitätszahl  507.  549.  578  ff.  596.  632. 

—  aus  Biegung  und  Torsion  632.  658. 

—  bei  verschiedenen  Temperaturen  584. 
Elektrische  Bilder  205. 

Elektromagnetische  Theorie  d.  Gravitation  405. 
Elektronen  67. 

Elementarwirbel  1058. 
Elemente  63. 

Ellipsentheorie  der  Flüssigkcils wellen   1080. 
EUipsoid  in  Flüssigkeit   1029. 
Elliptische  Bahn  der  Planeten  u.  s.  w.  458. 
Elliptischer  Wirbel   1067. 
Empfindlichkeit  der  Wage  127  ff. 
Emulsionen   1199. 
Enanthiomorph  21. 

Endliche   Formänderung   eines   dünnen   Stabes 
611. 
.   Endosmometer  1479  ff. 
Endosmose  1479. 
Endosmotisches  Äquivalent   1480. 
Energetik  85. 

Energetische  Mechanik  217. 
Energie  80  ff. 

—  der  Flüssigkeitsoberfläche   1122. 

—  der  Lage  82. 

—  der  Wogen  1087. 

—  elastischer  Körper  527  f. 
Energiearten  83. 
Energiefaktoren  86. 
Energieprinzip  226  f.  332  f. 

I    Energievektor  elastischer  Körper  527  f. 

Energieverlust  beim  Stoß  769. 

Entfernung  13. 
I    Entfernungsmesser  102. 

Entropie  86. 

—  der  Flüssigkeitsoberfläche   1123.   1223. 
Epitrochoide  317. 

Epizykloide  317. 
Erdbebenwellen  722  f. 
Erddichte  482  ff. 

—  (Zahlenwerte)  487  f. 
Erddruck  887  f. 

Erg  78. 

Ergiebigkeit  einer  Quelle  959. 

Erhaltung  der  Energie  80.  279.  770.  948. 

—  der  Flächen  337. 
-*   der  Masse  48. 

—  der  Rotationsachse  425.  440. 

—  der  Schwingungsebene  415. 

—  des  Gewichts  48. 

—  des  .Stoffes  48.  225  f. 
Erster  Hauptsatz  80  ff.  332  f. 
Erweiterte  Elastizitätstheorie  708. 
Erzwungene  Schwingungen  712. 
EüLERsche  Gleichungen  937  f. 

,   —  Winkel  343.  427. 
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Evolute  318. 
Evolvente  318. 
Exosmose   1479. 
Extensit&tsfaktor  89. 
Extensometer  100. 
Exzentrische  Anomalie  458. 
Exzentrischer  Stoß  774. 


Fall  auf  der  schiefen  Ebene  380, 

—  auf  Kurven  369.  381. 

—  im  widerstehenden  Mittel  378. 

—  und  Gewicht  367. 

—  und  Wurf  358  ff. 

—  von  Kugeln  in  Flüssigkeit  1027. 
Fallabweichung  359  f. 
Fallbeschleunigung  361  f. 
Fallgesetze  362  f. 
Fallmaschinen  363  ff. 
Fallrichtung  358  ff. 

Fallschirm  1371. 
Federmanometer  13 13. 
Federwage  138. 

—  für  Dichten   145.   149. 
Feld  68  ff. 

Fernkraft  50. 

Fessel  scher  Apparat  439.  441. 

Feste  Körper  498. 

Fester  Aggregatzustand,  seine  Grenzen  882. 

Festigkeit  502.  836  ff. 

—  schwingender  oder  rotierender  Körper  859. 
Festigkeitsproblem  855  ff. 

Figur  der  Erde  469  ff. 

Figuranomalien  der  Erde  472  f. 

Flache  Wellen  1077  ff. 

Fläche  7. 

FlächenberechnuDg  106  f. 

Flächendichte  40. 

Flächendilatation  511. 

Flächeneinheit  7. 

Flächenelement   14. 

Flächenfestigkeit  855. 

Flächenpotential  187  ff. 

Flächensatz  226.  336  f. 

Flächentreue  22. 

Flächenwinkel  10. 

Flaschenzug  285. 

Fließen  fester  Körper  879  f. 

Flüssige  Kristalle  60. 

Flüssigkeiten  499.  892. 

Flüssigkeitsbewegung  in  Gefäßen  10 14  f. 

—  in   mehrfach   zusammenhängenden  Räumen 
1043  ff- 

Flüssigkeitsdruck  894  ff. 

—  auf  krumme  Flächen  903. 
Flüssigkeitslamellen   1 1 2 1 .  1 1 30.  1 2 1 7  f. 
Flüssigkeitsoberflächen  897.  913. 

—  durch  Kapillarwirkung  1 131  ff. 

bei  verschwindender  Schwere  1149. 

Flugmaschinen  1 3  7  o  ff. 
Fluidität  1375. 
Flutankündiger  1115. 
Flutmesser  11 14. 
Flutmühlen   1 1 1 7  f. 
Flutreibung   11 17. 


Flutlafeln   11 16  f. 
Flutwellen  11 16. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit    von    Erdbeben - 
wellen  723, 

—  von  Saitenschwingungen  730. 

—  von  Wellen  in  Gasen  1350  ff. 
Fortschreitende  Wellen  in  festen  Körpern  724. 

in  Flüssigkeiten   1076  ff. 

FoüCAULTsches  Gyroskop  443. 

—  Pendel  415  ff. 
(konisch)  417. 

FoURlERsche   Reihen   für  Saitenschwingungen 

729. 
FouEiERsches  Prinzip  227.  272.  325. 
Freie  Diffusion  von  Gasen  und  Dämpfen  141 5  ff. 
der  Flüssigkeiten  1452  ff. 

—  Energie  der  Flüssigkeitsoberfläche  11 23. 

—  Oberfläche  der  Flüssigkeiten  942.  955. 

—  Schwingungen  712. 
Freier  Fall  358. 
Freies  System  322  f. 
Freiheitsgrade  713. 
Frequenz  714. 
Fühlhebel  99. 
Fundamentalbegriffe   i. 

G 

Gallert  1220. 
Gasdichte  156. 
Gase  499  f.  1235  ff.   1 281  ff. 
,    Gaskonstante  1236  f. 
Gasometer  1335. 
Gastabellen   1257  ff. 
GAUSSische  Potentialsätze  202. 

—  Theorie  der  Kapillarität  11 20  ff.  I2i3fl. 
GAUSSisches  Fundamentalsystem  47. 

—  Pendel  403  f. 
GAY-LussACsches  Gesetz  1236. 
Gebläse  1337. 

Gedämpfte  Schwingung  309  f. 
Gefäßbarometer  1291. 
GefiUlheberbarometer  1292. 
Gegenstand  und  Widerstand  35. 
GEissLERsche  Luftpumpe  1321. 
Gemeinschaftliche  Bewegung  fester  und  flüssiger 

Körper  loii  ff. 
Geometrisch    ähnliche    Flüssigkeitsbewegungen 

948. 

Gerader  Stoß  768. 
,   Geradeste  Bahn  228. 

Geradlinige  Bewegung  27. 

Geschmeidigkeit  877. 

Geschoßabweichung  375. 

Geschoßwelle  1359  f. 

Geschwindigkeit  29. 

Geschwindigkeiten,  typische  30. 

Geschwindigkeitskomponenten  29. 

Geschwindigkeitsmessung  119. 

Geschwindigkeitspotential  206  f. 
,    —  bei  Flüssigkeiten  946.  949.  952.   1053^ 
I   Gestalt  18.  20. 
I   —  der  Fltissigkeitsstrahlen  1005  ff. 

—  der  Himmelskörper  922. 

I  —  kapillarer  Oberflächen  1 130  ff. 

I  Gestaltsänderung  498. 

I  Gestaltsmodul  503  f. 

I  Gewicht  44.  123. 
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Gewicht  der  Gase  1287. 

—  Veränderlichkeit  48. 
Gewichtsmaß  44. 
Gewichtssatz  124.   131. 
Gewichtsverlust  in  Flüssigkeiten  906. 

—  in  Gasen  1287. 
Gezeiten   1 108  ff. 

—  des  festen  Erdkerns   11 17. 
Gezeitenanalyse  und  Synthese   11141!. 
Giftheber   1336. 

Glashart  874. 
Glastränen  875. 
Gleicharmige  Wage  125. 
Gleichförmige  Bewegung  28.  30. 

—  Biegung  6ao. 

Gleichgewicht  213.  227.  233(1'.  273  f. 

—  der  Gase  1282  ff. 

—  einer  Kette  293  f. 

—  paralleler  Kräfte  266. 

—  rotierender  Gase  1285  f. 

—  ruhender  Flüssigkeiten  892  ff. 

—  starrer  Körper  264  f. 

—  von  drei  Kräflen  265. 
Gleichgewichtsachsen  367  f. 
Gleichgewichtsfiguren  loser  Massen  888  ff. 

—  rotierender  Flüssigkeiten  9 1 3  ff. 
Gleichgewichtstheorie  der  Gezeiten  iiogf. 
Gleitflächen  853. 

Gleitflieger  1371. 
Gleitschichten  853. 
Gleitung  646. 

—  der  Gase  1409. 
Gleitungskoeffizient  1375. 
Glockenschwingungen  761  IT. 
Glyzerinbarometer  1302. 
Goniometer  115. 
Govisches  Pendel  399. 
Grad  9. 

Gradient  1356. 

Graham sches  Diffusionsgesetz  1432. 
Gramm  38. 

Grammatom  u.  s.  w.  66. 
Grammgewicht  44. 
Graphische  Statik  290  fr. 
Graphisches  Pendel  390. 
Grassmann  scher  Hahn  1320. 
Gravitation  450  ff. 

—  mehrerer  Körper  gegeneinander  920. 
Gravitationsgesetz  450  ff. 

—  (Grenzen  der  Gültigkeit)  490  ff. 
Gravitationskonstante  482  ff. 
Gravitationsmaß  46  f. 
Gravitierende  Zylinder  916. 
Gravitierendes  flüssiges  EUipsoid  9141!.    1097. 
Green  scher  Satz  201  f. 
Grenzbeanspruchung  50 1 . 
Grenzdeformation  833. 
Grenzflächenspannung     gewisser     Flüssigkeiten 

1 182  ff. 
Grenzspannung  833. 
Grenzveränderuni;  501. 
Grundbegriffe   i. 

Grundgleichungen  der  Dynamik  322  f. 
Gruppengeschwindigkeit  loqi. 
GüLDiNsche  Regel  245  f. 
Gyrationsradius  250. 
Gyroskop  439. 


Hängende  Trof^fen   11381!.   Ii44f.   »i^>'. 
Härte  859  ff. 

—  der  Kristalle  862  ff. 

—  nach  Hertz  und  Auerbach  865  f. 
Härtenummern  859. 

Härteprüfung  nach  Brinei.l  867  f, 

Härteskala  859. 

Härtung  874  f. 

Hafenzeit  1109.  11 16. 

Hagenbach  sehe  Korrektion   am  Poiseujli.e- 

schen  Gesetz   1382. 
Hahnluftpumpen   13 19. 

Halbdurchlässiße  Membranen  1 440.  1 4H  i   1 484  f. 
Hamilton  sches  Integral  331. 

—  Prinzip  228.  328  f. 

—  —  in  der  Elastizität  525. 

—  —  in  der  Hydrodynamik  941.  1018.  IO43. 
Harmonische  Analyse    und   Synthese    der   Ge- 
zeiten   II 14  ff. 

—  Bewegung  307. 

—  Schwingung  713. 
Hauchbilder  1537  f. 
Hauptfortpflanzungsgeschwindigkeiten  v.  Wellen 

718. 

Hauptachsen    für    die   Drehung  eines   K<irpcrs 

348. 
Hauptdilatationen  511. 
Hauptdilatationsachsen  511. 
Hauptdrehungsmoment  346. 
Hauptdrucke  520. 
Hauptdruckachsen  520. 
Hauptelastizitässmoduln  676. 
Hauptschnitte  für  die  Elastizität  von  Kristallen 

689. 
Hauptträgheitsachsen  252.  348. 
Hauptträgheitsmoment  348. 
Hebel  261  f.  279  ff. 
Hebelarme  (Wage)  127. 
Heber  1356. 
Heberbarometer  1292. 
Hektowattstunde  79. 
Hemiedrie  58. 
Hemorphie  58. 

HENRYsches  Gesetz  1507.   1511  ff.  . 
Heronsball  1336. 
Heronsbrunnen   1336. 
flERTZsche  Berührungstheorie  597  f. 

—  Mechanik  216^955. 

—  Stoßtheorie  788  f. 

Hertz  sches  Grundgesetz  228  f. 

Heterogenität  56. 

lleterotropie  57.  499.  509.  718. 

Hexagonales  Kristallsystem  674.  686.  701. 

Hinauflaufender  Doppelkegel  376. 

Hodograph  303  ff*. 

Höhenmessung   103. 

Holoedrie  58. 

Holonome  Systeme  327. 

Homogene  Deformation  506.  529.  856. 

Homogenität  56. 

Hook E sches  Gesetz  547.  553  ff- 

—  —  (Abweichungen)  571  ff.  633. 
Horizont  9. 

Horizontbestimmung  114. 
Horizontalpendel  113.  411  f.  474. 
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Horizontalvariometer  478. 
Horror  vacui  1290. 
HuYGHENSsches  Prinzip  719. 
Hydraulische  Presse  899  f. 
Hydraulischer  Druck  949. 

—  Widder  979. 
Hydrodynamik  936  fF. 

Hydrodynamisch  -  elektromagnetische  Analogien 

1046. 
Hydrodynamische  Grundgleichungen  937  ff.  954. 

—  Luftpumpe  1324  ff. 

—  Theorie  der  Gravitation  494  f. 
Hydrodynamischer  Druck  949. 
Hydrostatik  892  ff. 
Hydrostatische  Federwage   145.   14Q. 

—  Luftpumpe  1321  ff. 

—  Wägung   108. 
Hydrostatischer  Druck  894  ff. 
Hydrostatisches  Paradoxon  896. 
Hyperbolische  Bahn  460  f. 
Hypotrochoide  317. 
Hypozykloide  317. 
Hypsothermometer  104. 
Hysteresisschleifen  für  Elastizität  824. 


Ideale  Flüssigkeiten  499. 

—  Gase  500. 
Imponderabilien  68. 
Impuls  43. 

Impulskomponenten   1020. 
Impulsprinzip  224. 
Impulstheorie  des  Stoßes  TJT.    ' 
Impuls  Vektor  beim  Kreisel  423. 
Indifferentes  Gleichgewicht   273. 

Innere  Reibung  der  Flüssigkeiten   938.   965  f. 
1376  ff 

—  —  fester  Körper  726.    14 10  f. 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen  335  f. 
Intensitätsfaktor  89. 

Interpolation  95. 

Ionen  67. 

lonentheorie  der  Diffusion  1493  ff. 

Isobaren   1336. 

Isochronismus  kleiner  Schwingungen  388. 

—  der  Torsionsschwingungen  745. 
Isopyknische  Schwingungen  762. 

—  Wellen  716. 
Isothermische  Prozesse  713. 
Isotonische  Lösungen   1489  f.   1492. 
Isotropie  57.  499. 


jACOBisches  Ellipsoid  916  ff.  I 


Kanaltheorie  der  Gezeiten   11 12. 
Kanonische  Form  d.  Bewegungsgleichungen  327. 
KANT-LAPLACEsche    Theorie     der    Himmels- 
körper 922  f. 
Kapazitätsfaktor  89. 
Kapillaranziehung  und  -Abstoßung  1 193  ff. 


Kapillardruck   1127. 

Kapillare  Bewegungserscheinunr^en   11 97  f. 

—  Kräfte  auf  starre  Körper  1 193  ff. 

—  Rotationsflächen   1 140  f. 
Kapillarität  11 19  ff. 
Kapillaritätstheorie  1 123  ff. 

—  von  Bakker  123 1. 

—  von  Gauss  12 13  ff. 

—  von  Laplace  i  208  ff. 

—  von  Van  der  Waals  1221  ff. 
Kapillarkonstante  1155^'.   1 165  ff. 
Kapillarwellen   1084  f.   1104.   1163  f.   1200  ff. 
Kardanischer  Ring  403. 

Kardioide  318. 
Katenoid  IL51.   1154. 
Kathetometer  98. 
Kausalität  42. 
Kausalitätsprinzip  222. 
Kegelöffnung  10. 
Keil  289. 
Kepler  sehe  Gesetze  450  il. 

—  Gleichung  458. 
Kettenbewegung  353  f. 
Kettenlinie  293  ff. 
Kilogramm  38. 
Kilowatt  79. 
Kilowattstunde  79. 
Kinematik  299  ff. 

—  des  Kreisels  421. 

—  (Literatur)  355. 

Kinetische  Analogie  der  elastischen  Deformation 

613. 

—  Energie  82.  226.  332. 

—  —  beim  Stoße  769.  777  f. 

—  Festigkeit  857  ff. 

—  Gastheorie  (Reibung)  1 399  f. 

—  Methode  für  den  Dehnungsmodul  741  ff.  829. 
für  den  Torsionsmodul  651.  746 f.  829. 

—  Theorie  der  Elastizität  542. 

der  Flüssigkeiten  956. 

Kinetisches  Potential  208.  228.  331  f. 
Kippungsmoment  910. 

Kirchhoff  sehe  Fassung  des  Hu  yghens  sehen 
Prinzips  720. 

—  Mechanik  216. 
Klassische  Mechanik  2 1 5  f. 
Kleine  Flüssigkeitsbewegungen  961. 
Kleinste  Wirkung  228.  331.  941. 
Kleinster  Zwang  228.  328. 
Knickbelastung  576. 

Knickung  576. 

Knoidale  Wellen  1092. 

Knoten  und  Bäuche  bei  Saiten  730. 

bei  Stäben  736. 

Knotenlinien  von  Membranen  753  ff. 

—  von  Platten  760  ff. 

Koeffizient  der  elastischen  Nachwirkung   800. 
Körperpotential  190  ff. 
Körperwinkel  10, 
Körperzentrode  314  f. 
Kohäsion  832  ff. 

—  der  Flüssigkeiten  1119. 
Kohäsionsfiguren  1198. 
Kohäsionswage   11 56. 
Koinzidenzmethode  386  f. 
Kolbenluftpumpe  1 3 1 6  ff. 
Kolloidale  Lösungen  1220. 
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Kolloide   1473. 
Kommunizierende  Röhren  898  f. 

—  —  mit  Gasen    1288  f. 
Komparator  97  f. 
Kompressibilität  498. 

—  der  Flüssigkeiten  923  ff.   929  ff.  933  f. 

—  fester  Körper  593  ff. 
Kompressibile  Flüssigkeiten  499. 
Kompression  498. 
Kompressionsmodul  502  f. 
Kompressionspumpen   1334. 
Kondensation  (geodätisch)  473. 
Kondensationspumpen   1335. 
Konfigurative  Energie  82. 

Konforme     Abbildung     (Flüssigkeitsstrahlen) 
995  ff. 

(Wirbel)  1058. 

Kongruenz  21. 
Konische  Pfeifen   1354. 
Konisches  Pendel  395. 
Konservative  Bewegung  338. 

—  Kräfte  83.  89. 
Konservatives  System  333. 
Konstanz  der  Masse  48.  225. 
Konstitution  der  Materie  60. 
Konstitutive  Eigenschaften  81. 
Konvergenz  der  Stromlinien  imAusflußgefäß  989  f. 
Kontinuitätsgleichung  939.  953. 
Kontinuitätsprinzip  222. 

Kontraktion  des  Strahles  985  f. 
Kontraktionskoeffizient  988. 
Konzentrationseinfluß    auf    die    Diffusion    der 

Flüssigkeiten  1467. 
Koordinaten  12. 
Koordinatentransformation  1 3. 
Korkziehersystem  264. 
Korrespondierendes  Pendel  397. 
Kräfte  fester  Körper  in  Flüssigkeiten   1039. 
Kräftefiinktion  181. 
Kräftepaar  262  ff. 
Kräftepolygon  225.  290  f. 
Kräuselwellen  1084  f.   1 102  ff. 
Kraft  35.  42. 
Kraftkomponenten  52. 
Kraftmaß  43. 
Kraftmessung  139. 
Kraftmoment  260. 
Kraftprinzip  44.  223. 
Kreisbiegung  620. 
Kreiselapparate  438. 
Kreiselbewegung  421  ff. 

—  (Literatur)  448  f. 
Kreiselexperimente  442  f. 
Kreisevolvente  318. 
Kreisteilung  114. 
Kristalle  56.  66  f.  499. 
Kristallelastizität  670  ff. 
KrisUUklassen  58  f.  672  f. 
Kristalloide  1473. 
Krystallsysteme  58  f.  672  f. 

Kritische      Geschwindigkeit     bei      siroincndeii 

Flüssigkeiten  969  ff.   1382. 
Kubische  Beanspruchung  587  ff. 
der  Kugel  590  f. 

—  —  vom  Zylinder  589.  592. 

—  Dilatation   5 1 1  f.  948. 

—  Kompression  von  Kristallen  682. 


Kubische  Pfeifen   1355. 
Kugel  in  Flüssigkeit  102 1  f. 
Kugellager  868. 


Labiles  Gleichgewicht  273  f. 

Längeneinheit  4.  6. 

Längenmaße  5. 

Längenmessung  95  f. 

Längsdehnung  507.  553  ff. 

Längsdruck  546  ff. 

Längsschwingungen  der  Membranen  757. 

—  der  Stäbe  733  f. 
Längszug  546  ff. 

Lage  von  Orten  auf  der  Erde  14. 
LAGRANOBsche  Gleichungen  323.  525. 

—  hydrodynamische  Gleichungen  938  f. 

—  Multiplikatoren  269  f.  323. 
Laminare  Strömung  969  f. 
LAPLACEsche  Ebene  338.  462  f. 

—  Gleichung  198. 

—  Theorie  der  Kapillarität  11 20  ff.   1208  ff. 
Laufgewichtbarograph  1307  f. 

Lebendige  Kraft  226. 

Leerer  Raum  1289  f. 

Leimung  884. 

Leistungsstärke   78. 

Lenkung  des  Lufbchiffs  1367  f. 

Libelle  114. 

Lichtmaß  der  Zeit  26. 

Lichtwelle  als  Längeneinheit  6. 

Liegende  Tropfen   1 1 4 1  f.   1 1 6 1 . 

Limnimeter  1105. 

Limnogramm   1105. 

Liniendichte  40. 

Linienpotential  184  ff. 

Linienwinkcl  9. 

LissAjoussche  Figuren  309  f. 

Löslichkeit    eines   Gases    in    seiner   Flüssigkeit 

1509. 
Logarithmisches  Dekrement  727.  746.  799.  826. 
Lokalisierung  der  Energie  86. 
Lokalstörungen  der  Schwere  479  ff. 
Lokalvariationen  der  Schwere  477. 
Longitudinaler  Stoß  von  Zylindern  778  ff. 
Longitudinalschwingungen  von  Stäben  733  f. 
Longitudinalwellen  716. 
Lotabweichung  474.  483. 
Lotrichtung  9. 
Lotung  I X  2  f. 

—  zur  See  113. 
Luftballon  1365  f. 
Luftdruck  1309  ff. 
Luftdruckaräometer  1305. 
Luftdruckmessung  (indirekt)  1305. 
Luftdruckvariometer  1308. 
Luftpumpe  1316  ff. 

—  Vergleichende  Tabelle  1333. 
Luftpumpen-Experimente  1333. 
Luftschiffahrt  1365  ff. 

Luft  wogen   1357  f. 
Luftwiderstand   1359  ff. 


MACHsches  Pendel  389. 
MACLAURiNsches  Ellipsoid  914  ff. 
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Manobarometer  1 3 1 2  f. 
Manometer  1 3 1 1  ff. 

—  fi\r  große  Drucke   13 13  f. 

—  für  kleine  Drucke  1 3 1 4  f. 
Manometrische  Methode  fiir  Gasdichten   157. 
MARiOTTEsche  Flasche   1335. 
MARiOTTEsches  Gesetz  1235  ff. 

Masse  35  ff. 

—  der  Erde  482. 
Masseneinheit  38. 
Massenmittelpunkt  236  ff.  266. 
Massenmoment  41.  236  ff. 
Massenprinzip  224. 
Massentabelle  3  8  f. 
Massenverteilung  auf  der  Erde  489. 
Maßstab  96. 

Materie  35    54.  60. 

MATTHiESSENsche  Zylinder  916. 

Maximum  des  Ausflusses  von  Flüssigkeiten  967. 

Maximum  welle   108 1. 

Mechanik  2 1 1  ff. 

—  des  Himmels  455 ff.  465  f. 

—  (Literatur)  229  ff. 
Meeresströmungen  974  ff. 
Meereswellen   1 105  ff. 

Mehrere  Körper  in  Flüssigkeit  1038  ff. 

Mehrfach  zusammenhängender  Raum   19. 

Membranschwingungen  751  ff. 

Meniskus  1142.   1144. 

Mesosklerometer  863. 

Meßinstrumente  95. 

Messung  krummer  Linien   104. 

—  sehr  kleiner  Zeiten   118. 

—  von  Flächen   105. 
Messungen  92.  95. 
Metallbarometer  1304. 
Metallmanometer  1313. 
Metazentrische  Evolute  911. 

—  Höhe  911. 
Metnzentrum   910. 

—  (kleines)  912. 
Meter  5. 
Meterkilogramm  78. 

Methode  der  kleinsten  Quadrate  94. 
Methoden  der  Mechanik  2 14  ff.  218. 

—  der  Reihenentwickelung  bei  elastischen  Pro- 
blemen 61 7  f. 

Metronom  410. 
Mikrometer  96  f. 
Mikrowage    139. 

Minimalflächen  in  der  Kapillarität  1153. 
Mitschwingen  beim  Pendel  407  ff. 
Mitteleuropäische  ^eit  27. 
Mittelschlächtige  Wasserräder  978. 
Mittelpunkt  der  Kräfte  259. 

—  der  Parallelkräfte  266. 

—  des  Druckes  von  Flüssigkeiten  902. 
Mittelwert  93. 

Mittlerer  Fehler  93. 
Modalitäten  der  Energie  82. 
Modul  der  reinen  Längsdehnung  552. 
Mohr  sehe  Wage  148. 
MoHSsche  Härteskala  859. 
Molekel  61. 

Molekulare  Oberflächenenergie  der  Flüssigkeiten 
1172. 

—  Rotationskomponenten  der  Kristalle  692. 


Molekulargewicht  63.   167. 
!  —  Tabelle  65. 
Molekularstöße  (elastische  Nachwirkung)  812. 
Molekulartheorie  61  f. 

—  der  Diffusion  1493  ff. 

—  der  elastischen  Nachwirkung  8o(). 

—  der  Elastizität  538 ff.  654. 

—  der  Kristalle  66. 

—  der  Kristallelastizität  692  ff. 
Moment  260  f. 

—  der  Krafl  260  f. 

—  der  Masse  236  ff. 

—  des  Kräftepaares  262. 

—  des  Quellpaares  959. 
Momentanachse  314. 

,  Momentane  Schraubenachse  320. 

Momentanzentrum  314. 
'  Mondbewegung  465. 
{  Monoklines  System  672.  700. 

Moser  sehe  Bilder  1537  f. 
'  Mundbarometer  1305. 


N 

Nachgiebigkeit  870  ff. 

Nach  Wirkungserscheinungen  796  ff. 

Nagelpendel  389  f. 

Nahekrafl  50. 

Negative  Masse  41. 

Negativer  Druck  bei  Flüssigkeiten  904  f. 

Neumann  sehe  Stoßtheorie  778  f. 

Neutrales  Gleichgewicht  273. 

Newton  sches  Gesetz  450  ff. 

(Gültigkeitsgrenzen)  490  ff. 

—  Potential  181. 
Niederschlagsmembran  1484. 
Nippflut  1109.   IUI. 
Niveaufläche  69. 

—  der  Flüssigkeiten  894.  897.  949. 
Niveauflächen  der  Schwere  467. 
Nodoid  II 50. 

Nonius  97. 

Normalbarometer  1300. 
Normalbeschleunigung  32. 
Normalböschung  loser  Massen  888. 
Normaldruckkomponenten  5 1 9  f. 
Normalfunktionen  714. 
Normalkrafl  53. 
Normalschwingung  713. 
Normalspannungen  bei  Kristallen  675. 
Normalzustand  (elastische  Nachwirkung;)  877. 
Nutation  435.  542. 

—  der  Erdachse  447. 


Oberflächenbedingungen   in  der  Hydrodynamik 

942.  954. 
Oberflächenenergie  Ii2iff.   1172. 
Oberflächengestalt  von  Flüssigkeiten  897. 
Oberflächenspannung    1120  ff.    11 55  ff.    11 65  ff. 

1191. 

—  anomaler  Flüssigkeitsoberflächen   11 89  f. 

—  fester  Körper  11 87  f. 
Oberflächenspannungswellen   1 08  3  f. 
Oberflächenwellen    bei    festen   Körpern   (Erde) 

721  f. 
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Oberflächenzähigkeit  1208.   1395  f. 
Oberflächliches  Schwimmen  907  ff. 
Oberschlächtige  Wasserräder  978. 
Oberschwingungen  729. 
Ölluftpumpen  1321. 
Ölwirkung  auf  Wellen   1089.   1207  f. 
Offene  Pfeifen  1353. 
Okklusion  der  Metalle   1536. 
Optische  Dichtemessung  155. 

—  Interferenzmethode    für    elastische    Biegung 
629. 

—  Längenmessung    loif. 

—  Methoden  für  Kristallelastizität  695. 
Ortszeit  26. 

Osmose  1479  ff. 

Osmotischer  Druck   I485ff.   I490ff. 


PAPPUssche  Regel  245. 

Parabolische  Bahn  bei  Himmelskörpern  460. 

Parallelbewegung  3 14  f. 

Parallelkräfte  260. 

ParaUelogramm  der  Kräfte  225. 

—  der  Kräftepaare  263. 
Partialschwingungen   729. 

Pascal  scher  Satz  in  der  Hydrostatik  896. 
Pendel  382  ff. 

—  in  Luft  405  f. 

—  mit  verschiedenen  Aufhängepunkten  401. 

—  von  veränderlicher  Länge  391. 

—  zur  Demonstration  402. 
Pendelau  fhäugung  403. 
Pendelbeobachtungen  386  ff. 
PendelgeseUe  388  ff'. 

Pendelmethode  zur  Messung  der  Erddichte  486. 

Pendelschwingungen  3840*. 

Pendeluhr   117.  410. 

Periodische  Störungen  462. 

Periodisches  System  der  Elemente  63.  869. 

Peritrochoide  317. 

Perizykloide  317. 

Perkussionen  777. 

Permanente  Achsen  425. 

—  Wellen  1085. 
Perpetuum  mobile  81. 
Pfeifenschwingungen   1 3  5  2  ff. 
Pferdestärke  79. 

Phase  714. 

Photographie  der  Meereswellen  1107. 

—  der  Wellen  in  Flüssigkeiten  iioi. 
Physik  und  Chemie  (Aufgabe)  84  f. 
Physisches  Pendel  396  ff. 
Piezometer  924  f. 

PiTOTsche  Röhre  973. 
Plätscherwelle  1094. 
Planares  Moment  237. 

—  Trägheitsmoment  249. 
Planetenbahn  457  ff. 
Planimeter  105. 
Plastizität  der  Kristalle  878. 

—  des  Eises  880. 

—  unter  großen  Drucken  876  f. 
Plastizitätsmodul  871. 
Flastizitätszahl  871. 
Plateau  sehe  Figuren   11 49  ff. 
Platten  (Schwingungen)  757  ff. 


Plücker  scher  Apparat  439.  441. 

Pneumatische  Wanne  1336. 

PoiNCARÄsche  Figuren  919  h 

PoiSEUiLLEsches  Gesetz  966.  1381  f. 

PoissoNsche  Gleichung  198  f. 

Pol  315. 

Polarer  Vektor  17. 

Polares  Moment  1.  Grades  236. 

2.  Grades  249  ff. 

Polariskopische  Methode  für  Biegung  630. 
Polarität  der  Kristallmolekeln  693. 

—  der  Molekeln  541. 
Polarkoordinaten    13. 

—  einiger  Orte  auf  der  Erde  14. 
I'olarplanimeter  105. 

Polkurve  315. 
Polymerisation  167. 
Potential  7  3  f.   179  ff. 

—  der  elastischen  Kräfte  525  ff.  713. 

—  in  der  Hydrodynamik  940. 

—  von  Doppelschichten   195. 

—  von  Körpern  190  ff. 

—  von  Linien   184  ff'. 

—  von  Punkten   182  ff. 
Polentialbewegung     der     Flüssigkeiten     945  ff. 

948  ff. 
Potentialdeformation    in    der    Elastizität     506. 

528f. 
Potentialtheorie  179 ff.  i9Gff.  203  ff. 
Potential  wellen  716. 
Potentielle  Energie  83.   180. 
I'räzession  422  f. 

—  der  Erdachse  446.  465. 
Prinzipalfunküon  331. 

Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  80.  226. 

—  —  des  Stoffes  48.  226. 

Prinzip  der  geometrischen  Ähnlichkeit  948. 

—  der  geradesten  Bahn  229. 

—  der  kleinsten  Wirkung  228.  331.  941. 

—  der  verlorenen  Kräfte  227. 

—  der    virtuellen    Verrück ungen    227.    2690. 

275.  525-  897. 

—  der  Zerstreuung  der  Energie  89.  229. 

—  des  kinetischen  Potentials  228. 

—  des  kleinsten  Kraftaufwands  228. 

—  des  kleinsten  Zwanges  228.  328. 

—  des  kürzesten  Weges  228. 
Prinzipe  der  Mechanik  2 19  ff. 
Prisma  in  Flüssigkeit  1015. 
Pseudoreguläre  Präzession  432.  435. 
PuiSEUX  scher  Satz  394. 

Pulsierende  Kugeln  in  Flüssigkeit  I04if. 
Pumpen  131 6  ff.   1334.  I3J7. 
Punktpotential  182  ff. 
Pyknometer  zur  Dichtemessung  (feste  Körper) 

I42f. 

(Flüssigkeiten)  147. 

—  zur  Volumenmessung  108.   iii. 


Q 


Quadratgrad  ii. 
Quadratisches  Moment  249  ff. 
—  Kristallsystem  673. 
Quantitätsfaktor  89. 
Quasiisotropie  56.  692. 
Quecksilberluftpumpe  1 32 1  ff. 
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Quecksilberspiegel  113. 

Quelle  71.  959.  1016.  1024.  1063. 

Quellinie  959  f. 

Quellpaar  959.  1016. 

Querbiegung  626.  631.  634. 

Querkontraktion  507.  578  ff. 

Querschwingungen  der  Saiten  728. 

—  der  Stäbe  735  ff. 

mit  veränderlichem  Querschnitt  738. 

—  ebener  Platten  757  ff- 

—  gekrümmter  Stäbe  740  f. 

—  von  Membranen  751  ff. 

—  von  Schalen  und  Glocken  761  ff. 
Quirl  18.  1048. 

Quirlfreie  Wellen  716. 


Rad  an  der  Welle  282. 
Räderwerke  285. 
Räumliche  Deformation  616. 

—  Dilatation  5 1 1  f.  948. 
Randkurve  1124. 

Randwinkel  1 128  ff.  11 59.   1184  ff. 
Rauchringe  107 1. 
Raum  2. 

—  relativer  3. 
Raumelement  14. 
Raumgitter  66. 

Raumgrößen  und  Raummaße  4. 
Raumwinkel  10.  116. 
Raumzentrode  314  f. 
Reaktion  224. 

—  der  Gase  1365. 
Reaktionsdruck  993. 
Reaktionsrad  677. 
Rechtwinklige  Koordinaten  13. 
Reduktion  (geodätisch)  473. 

—  von    Schwingungen    auf   unendlich    kleine 
Bögen  122. 

—  von  Wägungen  auf  den  leeren  Raumi  133  f. 
Reduzierte  Pendellänge  39;. 

—  Pfeifenlänge  1353. 

Registriermethode  für  Pendelbeobachtungen  388 
Reguläres  Kristallsystem    674.  680.  682.  685 

696  f. 
Reibende  Flüssigkeit  938. 
Reibung  1373  ff- 

—  bei  der  Wellenbewegung  der  Flüssigkeiten 
1088  f. 

—  der  Flüssigkeiten    1376  ff. 

—  der  Gase  1399  ff. 

—  fester  Körper  1410  f. 

—  von  Gasgemischen  1405  f. 
Reibungskoeffizient  938.  1375. 
Reine  Scherung  647. 

Reiter  (Wage)  132. 
Relative  Bewegung  28. 

der  Flüssigkeitsteilchen  947  f. 

des  Punktes  305.  312  f. 

—  Festigkeit  850  ff. 

—  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  926. 
Relatives  Gleichgewicht  278. 
Relaxationsgeschwindigkeit  873'. 
Relaxationszeit  813.  1376. 

Renk  264. 

WiNKBLMANN,   Physik,    a.  Aufl.    I. 


Resonanzwirkung  bei  Schwingungen  elastischer 

Wellen  765  f. 
Restitutionskoeffizient   771.  776. 
Reversionspendel  399  ff.  475. 
Reziproke  Figuren  292. 
Rhombisches    Kristallsystem    673.    681.    686. 

698  f. 
Rhomboedrisches  Kristallsystem  674. 
Richtung  der  Rotationsachse  444. 
Richtungen  9.   112  ff. 
Ringe  in  Flüssigkeit  1044  f. 
Ripppein  (Rippungen)  1084. 
Ritzungsmethode  für  Härte  859. 
Rober VAL sehe  Wage  137. 
Röhrenwiderstand  963. 
Rolle  283  f. 

Rollen  und  Gleiten  377. 
Rollenzug  284. 
Rotation  300. 

—  elastischer  Körper  765. 

—  gravitierender  Flüssigkeiten  914  ff. 

—  von  Flüssigkeiten  in  GefÄßen  913  f. 
Rotationskörper  in  Flüssigkeiten  103 1. 
Rotatonskompaß  445. 
Rotationsluftpumpe   1330  f. 
Rotationsproblem  341. 

—  ohne  Kräfte  349  f. 

—  mit  Klräften  350  ff. 
Rotierende  elastische  Welle  765. 
Rückwirkende  Festigkeit  847. 
Ruhe  27. 

Rouletten  317  f. 


B 


Säkulare  Störungen  der  Gravitation  462. 
Sättigungskoeffizient  (Absorption  der  Gase)  1509. 
SAiNT-VENANTsche  Stoßtheorie  780  ff. 

Theorie  der  Torsion  659  f. 

Saint -VENANTsches  Problem  607  ff. 
Saiten  (statisch)  623. 

—  (Übergang  zu  Stäben)  739. 
Saitenschwingungen  728  ff. 
Sanddruck  886  f. 
Sandfiguren  888  ff. 
Satumringe  923. 
Saugheber  1336. 
Saugpumpe  1337. 

'   Schaumwellen  1089. 
Scheibe  in  Flüssigkeit  1033. 
Scheinbare  Anziehungen  fester  Körper  inFiüssi«^- 
keiten   1039. 

—  Größe  II. 

—  Kompressibilität  926. 

—  —  der  Flüssigkeiten  926. 

—  Masse  37. 

—  Schwerkraft  466. 
Scherfestigkeit  852  f. 
Scherkraft  53. 
Scherung  505.  516.  646. 
Scherungskegel  521. 
Scherungsmodul  646. 
Scherungsspannung  646. 
Schenmgswinkel  646. 
Schiebung  505.  646. 
Schiefe  Ebene  (statisch)  287  f. 
(kinetisch)  367  f. 
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Schiefer  Stoß  771  f. 

SchifPsgleichgewicht  909  ff, 

Schiffsschraube    1037. 

Schiffswiderstand  1035. 

Schirmwirkung  (bei  der  Gravitation)  494. 

Schnellwage  136. 

Schraube*288. 

—  ohne  Ende  289. 
Schraubenachse  320. 
Schraubenbewegung   eines    festen    Körpers    in 

Hüssigkeit   1037. 
Schraubung  320  f.  345. 
Schub  646. 
Schubfestigkeit  852  f. 
Schubkraft  646. 
Schubmodul  646. 
Schubspannung  646. 

Schweben   fesler  Körper  in  Flüssigkeiten  907. 
Schweißung  884  f. 

—  durch  Druck  884  f. 

—  als  Spezialfall  der  Gravitation  468. 

—  an  verschiedenen  Orten  480. 

—  Flüssigkeitsstrahlen  looi. 
Schwerkraft  358.  466  ff. 

—  in  verschiedenen  Breiten  468  f. 

—  in  verschiedenen  Höhen  467. 

—  in  verschiedenen  Tiefen  474. 

—  (Änderungen  mit  der  Zeit)  481. 
Schwerkraftmessung  474  ff. 
Schwerpunkt  238.  251.  266. 

—  von  Flächen  243  ff. 

—  von  Körpern  246  ff. 

—  von  Linien  238  ff. 

—  von  Punkten  238. 

—  von  Wirbeln  1057. 
Schwerpunktssatz  226.  335  f. 
Schwimmen  905  ff. 

—  in  Gasen  1288. 

—  Schwimmkugel  973. 
Schwingung  des  Pendels  384  f. 

—  eines  Punktes  3 10  ff. 

Schwingungen  einer  flüssigen  Decke  einer  festen 
Kugel  1099. 

—  einer  Kugel  in  Flüssigkeit  1025. 

—  eines  mit  Flüssigkeit  errdllten  Körpers  1377. 

—  der  Gabeln  740  f. 

—  der  Saiten  728  ff. 

—  der  Stabe  733  ff. 

—  des  Ringes  741. 

—  gestoßener  Zylinder  781.  785  t. 

—  ohne  Ausdehnung  762  f. 

—  von  Gasen  1348  f. 

—  von  Membranen  751  ff. 

—  von  Platten  757  ff. 

—  von  Schalen  und  Glocken  761  ff. 
. —  von  Spiralen   749  f. 

—  von  Tropfen  und  Strahlen  1165.   1203  ff. 

—  von  Wirbeln   1066. 
Schwingungsbeobachtungen   1 20  If. 

—  bei  der  Wage  131. 
Schwingungsdauer  30. 

—  des  Pendels  385. 

—  Tabelle  31. 
Schwingungskurven  309  f. 
Schwingungsmittelpunkt  397. 
Schwingungsnadel  von  Maxwell  747. 
Schwingungsphase  714. 


Schwingungsweite  714. 

Schwingungszahl  30.  714. 

Schwungkraft  339  ff.  913. 

Schwungmaschine  339. 

Seelotung  113. 

Segelflieger  137 1. 

SEGNKRsches  Rad  977. 

Seiches  1 104  f. 

Seifenblasen  1121.   1130.  12 17  f. 

Seüpolygon  290  f. 

Seikäder  286. 

Seitendruck  901  ff. 

Sekunde  26. 

Sekundenerg  78. 

Selbsttätige  Luftpumpen   1325  ff. 
I    Semipermeable  Membran   1440.   1481.   1484  f. 

Senke  71.  959.   10 16. 
I    Senk  wage  144. 

Sextant  115. 

Sicherheitsmodul   832. 

Siedethermometer  104.  477. 
I    Sinnesorgane  2. 

Skalar  16. 

Skalarfeld  72. 

Skierometer  860  ff. 

Sonnentag  25. 

Sonnenuhr  117. 

Spaltbarkeit  der  Kristalle  852. 

Spaltungsflächen  852  f.  864. 

Spaltungsstücke  853. 

Spezifische  Energie  81. 
'    —  Kohäsion  der  Flüssigkeiten   1 155  ff. 

—  Oberflächenenergie  der  Flüssigkeiten    1155. 

—  Masse  39. 

—  Zähigkeit   1375. 

Spezifisches  Gewicht  44.   141  ff.   164  ff. 

—  der  Dämpfe  159.   166. 

—  der  festen  Körper  141. 

—  der  Flüssigkeiten  147. 

—  der  Gase  155.  166. 

—  der  Kristalle   166. 
(Tabellen)  168  ff. 

—  Volumen  40. 
Sphärische  Bewegung  3 1 9  f. 

—  Körper  in  Flüssigkeit  103 1. 

—  Wellen  717. 
Sphärisches  Pendel  392  ff. 
Sphäroid  469. 

,    Sphärometer  100. 
'   Spiegelablesung  116. 

Spiegelbildlichkeit  21. 

Spiralbahn  309. 

Spiralen  (Schwingungen)  749  f. 

Spiralfedern  666  f. 

Spiralwirbel   1068. 

Springbrunnen   10 10. 

Springflut  H09.   im. 

Sprödigkeit  870  ff. 

Stabiles  Gleichgewicht  273. 

Stabilität  276. 

—  der  Flüssigkeitsbewegung  960  f. 

—  der  Kreiselbewegung  434. 

—  des  Schwimmens  909  ff. 

—  der  Wage  130. 

—  eines  Schiffes  911. 
Stärke  einer  Quelle  959. 
Standfestigkeit  276. 
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Starre  Körper  212. 
Starrheit  648. 
Stationäre  Bewegung  34. 
der  Flüssigkeiten  949. 

—  Strömung  969  fr. 
Stationärer  Ausfluß  981. 
SUtik  213  f.  233 ff. 

—  des  Punktes  234  ff. 

—  (Literatur)  298. 
Statische  Energie  82. 

—  Experimente  277. 

—  Härtemessung  861. 

—  Methode  für  den  Torsionsmodul  649  ff. 

—  Momente  237.  280. 

—  Theorie  der  Gezeiten   11 99  f. 
Statistische  Mechanik  217. 
Stauhöhe  969. 

Staukurve  969. 
Staustrom  977. 

Stehende  Wellen  in  einem  prismatischen  Trog 
1095. 

—  —  in  festen  Körpern  724. 

—  —  in  Flüssigkeiten   109 3 ff.   iioif. 
in  Pfeifen  1352  ff. 

—  —  in  Seen   Ii04f. 

Steifigkeit  der  Saiten  623.   727.  732. 
Steighöhe  in  engen  Röhren   11 43  f.    1 158  ff. 

—  zwischen  Platten   1158.   1196. 
Steigkraft  der  Luftballons  1366  f. 
STERNECKsches  Pendel  474 ff. 
Sterntag  25. 

Stetigkeitshypothese  60  f. 
Stetigkeitsverhältnisse  des  Potentials  196  ff. 
Stimmgabelschwingungen  7  40  f. 
Störungsfunktion  46i.a 
Störungstheorie  461. 

Stoß  767  ff. 

—  gegen  feste  Wände  773. 

—  von  Kugeln  789. 

—  von  Zylindern  7  78  ff. 

—  zwischen  drehbaren  Körpern  773  f. 
Stoßapparate  7  90  f. 

Stoßdauer  793  f. 
Stoßfestigkeit  858. 
Stoßfigur  795. 
Stoßfläche  795. 
Stoßheber  979. 
Stoßkraft  54. 
Stoßreibung  774  f. 
Stoßtheorie  768. 

—  von  Hertz  788. 

—  von  Neümann  778. 

—  von  Saint -Venant  780. 
Stoßversuche  791  ff. 
Stoßwellen  1049. 
Strahlbildung  980  ff.  994  ff. 
Strain  497. 

Strecke  4. 

Strecken,  typische  (Tabelle)  7. 

Streß  497. 

Stroboskopische  Methode  387. 

Stromfaden  950. 

Stromfunktion  952. 

Stromlinien  949. 

Strommesser  973  f. 

Stromquadrant  973. 


Strömung  951  f. 

—  der  Flüssigkeiten  durch  Kapillaren   13  80  ff. 

—  der  Gase  durch  Röhren  13^5  f. 

—  in  Ellipsen  958. 

—  in  Kanälen  und  Flüssen  967  f. 

—  in  Röhren  961  ff. 
Strömungsgeschwindigkei t  9  7  3  f. 
Sturmflut  II 17. 
Substitutionswägung  135. 
Symmetrie  der  Kristalle  57. 
Symmetrieachse  57. 
Symmetrieebene  57. 
Symmetrieprinzip  222. 
Symmetriezentrum  57. 
Synchronisation  von  Pendeln  409. 


Tabellen  der  Absorption  der  Gase  15 14  ff.  1525. 

—  der  Arbeits-  und  Energiemaße  7  8  f. 

—  der  Atomgewichte  64. 

—  zum  Barometer  1295  ff. 

—  der  Beschleunigung  33. 

—  der  Biegungsfestigkeit  851. 

—  der  Dichte  168  ff. 

—  der  Diffusion  der  Gase  142 1.    1432. 

—  —  der  Dämpfe  1425. 

der  Flüssigkeiten  1467  ff.   1499. 

—  der  Dimensionen  91. 

—  der  Druckfestigkeit  847  f. 

—  der  Eindringungsmoduln  603. 

—  der  Elastizitätskonstanten  539. 
der  Kristalle  696  ff. 

—  der  Elastizitätsmoduln  557  ff. 
--  der  Elastizitätszahlen  581  ff. 

—  der  endosmotischen  Äquivalente  1480. 

—  der  Flächenmaße  8. 

—  der  Geschwindigkeiten  30. 

—  der  Härte  860.  862.  866  f. 

—  der  inneren  Reibung  von  Flüssigkeiten  1 396  ff. 
— von  Gasen   1409. 

—  Jacobi  scher  EUipsoide  918. 

—  der  Kapillarkonstanten  1 165  ff. 

—  der  Kompressibilität  fester  Körper  594  ff. 

—  —  der  Flüssigkeiten  929  ff. 

—  der  Kristalle  59. 

—  der  Kjistallklassen  5  8  f. 

—  der  Länge  des  einfachen  Sekimdenpendels 

479. 

—  der  Längenmaße  6. 

—  der  Lagen  von  Orten  auf  der  Erde   14. 

—  des  Luftdrucks  in  verschiedenen  Höhen  1 3 1  o. 

—  der  Luftpumpen  (Leistungsfähigkeit)    1332. 

—  von  Massen  39. 

—  von  Meeres  wellen   1106. 

— •  von  Molekulargewichten  65, 

—  osmotischer  Drucke  1486  ff. 

—  von  Planeten  459. 

—  von  Raummaßen  8. 

—  zur  Reduktion  von  Schwankungen  auf  kleine 
Bogen  122. 

—  —  von  Wägungen  auf  den  leeren  Raum  134. 

—  von  Schwerkraftwerten  480. 

—  von  Schwingungsdauem  31. 

—  der  spezifischen  Gewichte  168. 

—  der  Stoffe  nach  ihrem  Vorkommen  auf  der 
Erde  64. 
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Tabellen  von  typischen  Strecken  7. 

—  von  Torsionsmoduln  652  iT. 

—  der  Volumina  regelmäßiger  Körper    112. 

—  der  Wertigkeiten  65. 

—  von  Winkeln   10. 

—  von  Zähigkeiten   von   Flüssigkeiten   1396  ff. 

—  —  von  Gasen  1409. 

—  von  Zugfestigkeiten  837  ff. 
Tag  24. 

Tagveränderlichkeit   24. 
Taktmesser  410. 
Tangentialbeschleunigung  32. 
Tangentialdruckkomponenten   519. 
Tangentialkraft  53.  338  f. 
Tangentialspannungen  in  Kristallen  675. 
Tarier  wägung  135. 

Tautochroae  3 70 f. 

Teilmaschine  96. 

Temperaturänderung   durch   Diffusion   1436. 

Temperatureinfluß  auf  die  Absorption  der  Gase 

—  auf  die  Adsorption  der  Gase   15 28  f. 

—  auf  Biegungsfestigkeit  851. 

—  auf  die  Diffusion   der  Flüssigkeiten   1475  f. 

1497. 

—  —  der  Gase   1426. 

—  auf  die  elastische  Nachwirkung  800.  802.819. 

—  auf  den  Elastizitätsmodul  564. 

—  auf  die  Elastizitätszahl  582. 

—  auf  die  Kapillarität  1 177 ff. 

—  auf  die  Kompressibiliüit  fester  Körper  595  f. 

—  auf  die  Torsion  655  ff. 

—  auf  die  Zähigkeit  der  Flüssigkeiten    1385  f. 

—  —  der  (rase   1407  f. 

—  auf  Zugfestigkeit  844  ff. 

—  bej  der  Wage   132. 

—  beim  Pendel  404. 
Tensor  17. 
Tensorfeld  72. 
Tensorpotential  207. 
Tensortripel   18. 

Tetraedermethode    für    die    elastischen    Defor- 
mationen  518. 
Theodolit   115. 

Thermische  Beziehungen  der  Elastizität  584  f.  669. 
der  Kristallelastizität  708. 

—  Nachwirkung  830. 
Thermobarometer  104.  477. 
Thermodiffusion   1436.   1451. 
Thermodynamik  der  Flüssigkeiten  904.  956. 

—  der  Kapillarität   1 221  ff. 
Tietseewellen   108 1  ff. 
ToEPLERsche  Luftpumpe   1323. 
Topographische  Konturen  bei  der  Torsion  662. 
ToRRiCEi.Li sches  Theorem  962.  98off. 
ToRRiCELLi  scher  Versuch   1290. 

Torsion   508.  608.  647  ff. 

—  bei  beliebigem  Querschnitt  659  ff. 

—  mit  Zug  kombiniert  665. 

—  von  Kristallen  684. 

—  von  Prismen  664  f. 

—  von  Zylindern  647  ff. 
Torsionsapparate  949  ff.  74511". 
Torsionsfestigkeit  8  5  3  f. 
Torsionsgesetze  651. 
Torsionsmodul  508.  648  ff.   7461*. 

—  von  Gesteinen  653. 


Torsionsmodul  von  Gläsern  653. 
— -  von  Metallen  652. 

—  von  verschiedenen  Stoffen  653. 
Torsionsmoment  648.  651.  745  f. 
Torsionsnachwirkung  799  f. 
Torsionsschwingungen  von  Stäben  743  ff. 
Torsionswage   139.  484. 
Torsionswellen  716. 
Torsionswinkel   650  f.  744. 
Torsionszyklen  879. 

Tourenzahl  30, 
Tourenzähler  120. 
Trägheit  36. 
Trägheitsbahn   353. 

—  auf  der  Erde   1356. 
Trägheitsellipsoid  252  f.  348  f.   1019. 
Trägheitsmoment  249  ff.  340 f 

—  von  Flächen  255  ff. 

—  von  Körpern  257  ff. 

—  von  Linien  254  f. 

,    Trägheitsprinzip  249  ff. 
Trägseitsprodukte  251. 
Trägheitsradius  250. 
Trägheitswiderstand  36. 
Tragmodul  832. 
Transformation  der  Bewegungsgleichungen  329  f. 

—  der  hydrodynamischen   Gleichungen   94  2  ff. 
Translation  300. 

—  bei  Kristallen  853. 
Transpiration  von  Flüssigkeiten   i38of 

—  der  Gase   1403  f. 

Transversaler  Stoß  von  Zylindern  786  f. 

—  —  von  Membranen  751  ff. 

von  Platten  757  ff. 

Transversal  Schwingungen  der  Saiten  728. 

—  der  Stäbe  735  ff. 

—  der  gekrümmten  Stäbe  740  f. 

—  von  Schalen  und  Glocken  761  ff. 
Transversalwellen  716. 

I    Trichterbildung  beim  Ausfluß  990. 

Triflstrom  974  ff. 
:    Trigonales  Kristellsystem   674.  681.  686.  689. 
I  702  ff. 

Trigonometrische  Höhenmessung  103. 
I    Trochoide  317. 

I    Trochoidentheorie .  der    Wasserwellen     1081  f. 
1106. 

Tropfbare  Flüssigkeiten  936. 

Tropfen  1136.   1138.   1 161  ff.   1165.   Ii82f. 

Turbine  977  ff. 

Turbulente  Strömung  969  ff. 


U 


Überfall   1003. 

Übergangsschicht  (Kapillarität)  1223. 

Uhren   117. 

Umkehrmethode  in  der  Hydrodynamik  10 15  f. 

Unabhftngigkeitsprinzip  225. 

Unduloid  1151. 

Unelastischer  Stoß  768. 

Unfreies  System  323  f. 

Unstetigkeitswelle   1350. 

Unterschi  ächtige  Wasserräder  978, 

Unveränderliche  Ebene  338.  462  f. 

Unvollkommen  elastischer  Stoß  7  70  f. 
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Valenz  65. 

Van  der  Wa  als  sehe  Theorie  der  Kapillaritäl 

1221  ff 

Zuslandsgleichung  der  Gase   1272  ff 

Van't    HoFFsches    Gesetz     des     osmotischen 

Druckes  1491. 
Vektor   16. 

Vektordiagramm  der  Bewegung  303. 
Vektorfeld  72. 
Vektorpotential   207  f. 
Ventil  luftpumpen   13 19. 
Verallgemeinerte  Koordinaten  326. 

—  Lagrange  sehe  Gleichungen  326  ff. 
Verborgene  Bewegung  34. 
Verdrängungsmethode  fiir  Dampfdiehten  161  ff. 
Vergeudung  von  Energie  279. 

Verhältnis  der  Querkontraktion  zur  Längsdila- 

tation  507.  5 80  ff. 
Verlorene  Kräfte  227.  325. 
Verschiebung  300. 

Verzweigung  von  Flüssigkeitsstrahlen  998. 
Virial  268  f.  333. 
Virtuelle  Arbeit  227. 

—  Geschwindigkeiten  227. 

—  Verrückunpen   227.  269 f.  275. 

in  der  Hydrostatik  897. 

VoiGTsche  Theorie  der  Kristallelastizität  67off. 
des  Stoßes  782  f. 

Volumen  8. 
Volumenänderung  498. 

—  bei  der  Absorption  von  Gasen  durch  Flüssig- 
keiten 1521. 

—  bei  der  Längsdehnung  583  f. 
Volumenberechnung  112. 
Volumeneinheit  8. 
Volumenmessung  xo8. 
Volumenmodul  502  f.  593  f. 
Volumenometer  108  f.   142. 
Volumeter  150. 
Vulkanformen  891. 
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Wägung  123. 

—  durch  Volumenmessung  138. 

—  ohne  Gewichte  907. 
Wägungsmethode  för  Erddichte  487  f. 
Wärmeäquivalent  84. 
Wärmeentwickelung  bei  der  Absorption  15 38 f. 

—  bei  der  Adsorption  1539  ff/ 
Wärmekonvektion  in  Flüssigkeiten  956  f. 
Wage  123  f.   135  ff. 

Wahre  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  926. 

—  Schwerkraft  466. 

—  Zeit  119. 

Wahrscheinlieher  Fehler  93. 
Walzbarkeit  877. 
Wanderung  der  Energie  86.  527. 
Wasserbarometer  1302. 
Wassereinstrom   1485. 
Wasserhosen   1073. 
Wasserluftpumpe   1324. 
Wasserräder  977  ff. 
Wasserstrahlen  in  Wa.ss)er  1009. 
Wasseruhr  984. 


Watt  79. 

Weber  sehe  hydrodynamische  Gleichungen  940  f. 
Weber  sches     Gesetz     der     elastischen     Nach- 
wirkung 798. 
Wcehselkraft  45. 
Wechselwirkung  45. 
Wechselwirkungsprinzip  224. 
Wellen  in  elastisch-festen  Medien  7 15  ff. 

—  in  Flüssen  Ii07f. 

—  in  Gasen  13480*. 

—  in  seichtem  Wasser  107  7  ff. 
Wellenausbreitung  719. 
Wellenbewegung      in      Flüssigkeiten      1075  ff. 

iioiff. 

nach  mehreren  Dimensionen   1092  f. 

Wellenpotential  208! f. 
Wellen  widerstand  1036. 
Weltzeit  26. 
Wertigkeit  65. 
Widerstand  35. 
Windbüchse  1337. 
Windmotoren  1363  f. 
Wind  wellen  1085  f. 
Winkel  9. 

Winkelgeschwindigkeit  30. 
Winkelhebel  282. 
Winkelmessung  114  ff. 
Winkeltreue  22. 
Wirbel  1050. 

—  beim  Strömen  1073  f. 

—  und  Quellen  1063. 
Wirbelatome  63.   1066  ff. 
Wirbelbewegung  945  ff.   1047  ff. 

—  der  Gase   1347  f. 

—  höherer  Ordnung  1056. 

—  in  zähen  Flüssigkeiten  1057. 
Wirbelbildung  beim  Ausfluß  990. 
Wirbelexperimente  1069  f. 
Wirbelfaden  1050,  1057  ff. 
Wirbelfreie  Bewegung  945  ff. 
Wirbelgebilde  in  Flüssigkeiten  1069  ff. 
Wirbelkörper  105 1. 

WirbcUinie  1050. 
Wirbehring  1051.  1063  ff. 
Wirbelröhre  1053. 
Wirbebtärke   105 1. 
Wirbelstunn  1068. 
Wirbelzylinder  1062. 
Wirkungsgrad  88. 
Woltmann  scher  Flügel  973  f. 
Wurf  372  ff. 

—  auf  der  schiefen  Ebene   374. 

—  im  widerstehenden  Mittel  378. 
Wurfhöhe  372 f. 

Wurfweite  373. 


Yoüngs  Modul   548. 


Zähe  Flüssigkeiten   1394  f. 

Zähigkeit  der  Flüssigkeiten  938.  965 f.   1373 ff. 

1383  ff.   1396  ff. 
oberhalb  des  Siedepunktes  1388. 
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Zähigkeit  der  Gase  1399  AT.  1409. 

—  der  Lösungen   1390  ff. 

—  der  Mischungen  von  Flüssigkeit  1392. 

—  der  verflüssigten  Gase  1388  f. 

—  fester  Körper  726. 
Zahlengrößen  15. 
Zahnräder  286. 
Zeigerbarometer  1301. 
Zeit  23. 

Zeitbestimmung  119. 
Zeiteinfluß  auf  Elastizität   570. 
Zeitgleichung  25. 

Zeitliche  Schwereänderungen  481. 
Zeitmaß  23. 
Zeitmessung  117  ff. 
Zentimeter  5. 
Zentroden  3I4f. 
Zentralachse  264. 
Zentraler  Stoß  768  f. 
Zentralträgheitsellipsoid  252. 
Zentrifugalkraft  338  ff. 
Zentrifugalmomente  251. 
Zentrifugalpendel  395.  410. 
Zentripetalbeschleunigung  32. 
Zentripetalkraft  338  f. 
Zentrobarische  Körper  267. 

—  Verteilung  205. 

Zerlegung  der  Flüssigkeitsbewegungen  947  f. 
Zerlegungsmethode  in  der  Hydrodynamik  1017. 

1043. 
Zerstreuung  der  Energie  229.  275. 
Zerstreuungsgrad  88. 
Zerstreuungsprinzip  89.  229. 
Zirkulation  951.   1043  f.  1051. 

—  der  Atmosphäre  1357. 
Zonenzeit  26. 


^ug,  kombiniert  mit  Drillung  665. 

—  und  Druck  545  ff. 
Zugfestigkeit  836  ff. 

—  von  Kristallen  843. 
Zugmodul  548. 

Zusammengesetzte  Pendelschwingung  396  f. 

—  Schwingungen  308  f. 

—  zentrifugale  Beschleunigung  306. 
Zusammenhang  19. 

Zusammensetzung  der  Atmosphäre  in  verschie- 
denen Höhen   1284  f. 

—  von  Kräften  259  f. 

—  von  Pendelschwingungen   395  f.^ 
Zusammenstoß  von  Flüssigkeitsstrahlen  999  f. 

—  mehrerer  Strahlen   1009. 
Zustandsgieichung  der  Gase  1235  ff.  1 271  ff. 
Zustandskurven  der  Gase   12 50 f. 
Zweiarmiger  Hebel  282. 
Zweidimensionale   Bewegunj;   fester   Körper   in 

Flüssigkeiten  ioi2ff. 

—  Flüssigkejtsstrahlen  995  ff. 

—  Wirbelbewegung  1057  f. 
Zweidimensionales  Potential  200. 
Zweiter  Hauptsatz  86  ff.  229.  334  f. 
Zwillingsstellung  853. 

Zyklische  Bewegung  34. 

—  Konstanten  der  Strömung  952. 
Zykloide  317.  369  ff. 
Zykloidenpendel  391. 

Zyklon   1068.   1357. 
Zylinderkoordinaten   13. 
Zylinderwellen  725. 

—  in  Flüssigkeit  ioi3ff. 
Zylindrisch  angebaute  Körper  709. 
Zylindrische  Tropfen   I136. 
Zylindroid  321  f. 
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Zusätze  und  Druckfehlerverzeichnis. 

Band  I. 

rS.      85,  Zeile  8  von  unten  lies:  „besitzt**  statt  „benutzt". 

/S.  363,  Anmerkung  lies:  „1784"  statt  „1874". 

/S.  425,  Zeile  3  von  unten  lies:  „Kegelbewegung"  statt  „Kugelbewegung**. 

yß,  488,  Zeile  5  von  oben  lies:  „8  cbm;  90  Tonnen**. 

''  3  iS 

^  S.    539,  unterste  Zeile  der  Tabelle,  unter  E  und  |*  lies:  „ --  (1-2  /u)**,    statt:   „    -  (1  +  ju)." 

'*"^»    557»  Zeile  3  von  oben  lies:  „Elastizitätsmodul**  statt  „Elastizitätszahl**. 

S.    743:  »c)  Torsionsschwingungen'*  (klein,  gesperrt,  nicht  fett), 

S.    749:  „d)  Spiralen**  (ebenso). 
^S.    793,  Zeile  14  von  unten  lies:  „Schnkebeli**  statt  „Schneider**. 
/S.  1097,  Zeile  3  von  unten  lies:  „Wellen**  statt  „Schwellen**. 
yS.  1129  unter  Anm.  2  lies:  „vgl.  S.  1120,  Anm.  3**  statt  „vgl.  Anm.  8". 
/S.  1131,  Zeile   12  von  oben  lies:  ^j—dsldt**  statt  „—  djjds", 

z^  I  ««\« 

/S.  1132,  Formel  21a  unter  dem  Bruchstrich  ließ:  „1  —     ,"  ^**^^  »M^  —  i)  "     • 

/  S.  1199  (Quinckes  Erklärung  der  „Brown sehen  Bewegung*'):  Nach  neueren  Untersuchungen 
läßt  sich  die  BROWN  sehe  Bewegung,  wenigstens  diejenige  der  ultramikroskopischen 
Metallteilchen  der  kolloidalen  Metallösungen ,  in  durchaus .  befriedigender  Weise 
molekular-kinetisch,  d.  h.  als  Wirkung  der  Wärmebewegung  der  FlOssigkeitsmoleküle, 
erklären.  Vgl.  v.  Smolüchowski,  Ann.  d.  Phys.  21.  756.  1906;  A.  Einstein,  Ann. 
d.  Phys.  19.  371.  1906;  Th.  Svedberg,  Studien  zur  Lehre  von  den  kolloidalen 
Lösungen.  Upsala  1907. 
-S.  1225,  Anm.  I :  Bakker  hat  später  (Ztschr.  f.  phys.  Chem.  61.  599.  1908)  die  hier  erwähnte 
Ansicht  mit  Rücksicht  auf  die  Beobachtungen  Johonnotts,  nach  denen  die 
„schwarzen  Flecke**  der  Seifenlamellen  sehr  verschiedene  Dicke  haben  können,  dahin 
abgeändert,  daß  auch  die  dünnsten  von  Johonnott  gemessenen  Stellen  noch  eine 
Schicht  def  homogenen  Flüssigkeit  enthalten  sollen.  Danach  schätzt  er  die  Dicke 
der  Übergangsschicht  bei  den  Seifenlamellen  auf  2  ft/i,  was  der  Größenordnung  nach 
mit  der  S.  1234  erwähnten  Berechnung  übereinstimmt.  . 

Band  III.^ 

/  S.    IV,  Zeile  1 2   von    unten    lies :    „Methode    des  Eischmelzens*'  statt  „Methode  des  Ein* 
schmelzens". 

^S.XIV,  Zeile  4  von  unten  im  Druckfehlerverzeichnis  lies:  „Seite  765**  statt  „Seite  675**. 

>^S.    160,  Zeile  6  vbn    unten    lies:    „Methode    des    Eischmelzens"   statt    „Methode   des   Ein- 
schmelzens**. 

/S.    161,  Seitenüberschrift,  ebenso. 
.S.    180,  Zeile    15   von   oben,    bei  den  Angaben  nach  BiiDE  muß   es  heißen:  „Die  mitüere 
spezifische  Wärme  zwischen  0*  und  t^*  statt  „Die  spezifische  Wärme  bei  <•**. 

,S.    872,  Note   I  lies:  „1877**  statt  „1879**. 

/S,   873,  Note  I,  ebenso. 

/•S.    874,  Note  I  und  Note  2,  ebenso. 

/S.   892,  Zeile  6  von  unten  lies:  „flüssigem"  statt  „festem**.  f^  ^ 

^  Die  im  folgenden  angegebenen  Berichtigungen   sind  erst  nach  Ausgabe  des  Bandes  ein* 
gegangen. 
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Band  IV.i 


^S.  220)  Zeile  20  von  oben  lies:  „abhängig"  statt  „unabhängig". 

^S.  276,  Zeile     6  von  oben  lies:  »cjJC^  «•,    c^lKm^  2e"  statt:   „r/Ä'=  2fi,   cJA'^n***. 

yS  276,  Zeile   14  von  oben  lies:  „imaginär"  statt  „reell". 

^S.  309,  Zeile   13  von  unten  ist  die  Zahl   1879  zu  tilgen. 

Band  V.» 

^  S.    24,  ist  Zeile  5  und  6  zu  streichen  (die  von  Chwolson  zitierte  LAMONTsche  Formel  steht 
"  nicht  in  dessen  Handb.  d.  Magn.,  sondern  in  dessen  Handb.  d.  Erdmagn.  S.  29). 

^  S     30,  Zeile  4  von  oben  lies:   ,,das  Element  eines  wirklichen  Magneten*'  statt  „einen  ^virk- 

lichen  Magneten". 
/'S.    30,  Zeile  11  ist  der  Satz:  „Ob  freilich  , .  .  andere  Frage"  zu  streichen. 
/^  S.  426,  Zeile   16  und  27  von  oben  lies:  „Konvektion"  statt  „Konvention". 

Band  VL^ 

S.  IX,  vor  Zeile  i  von  oben  einzufügen:  „Erste  Gruppe". 
'^S.  IX,  zwischen  Zeile  10  und  11  von  oben  einzufügen:  „Zweite  Gruppe". 

1  Die  im  folgenden  angegebenen  Berichtigungen  sind  erst  nach  Ausgabe  des  Bandes  ein- 
gegangen. 
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